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CROISSANCE DES SOLUTIONS
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELIE HOMOGENE

par Philippe ROBBA

(dtaprds B. DWORK)

O. Mode d'emploi.

Dans cet exposé, on démontre un résultat sur la croissance des solutions d'une
équation différentielle linéaire, homogdne, & coefficients fractions rationnelles
(Théordme 2.2).

On met en évidence une factorisation de 1l'opérateur différentiel L , lide &

1'étude des solutions bornée de Lu = O dans le disque générique (Théordme 5.8).

On compare la dimension du noyau de L dans D(O s, 17) avec celle du noyau de
L dans D(a, 17) , l|a] =1 (Proposition 3.1, §3.2, Corollaire 6.7, Proposition
6+9)

On compare la dimension du noyau borné de L (solutions analytique bornées de
Lu =0 ) dans D(0 , 17) avec celle du noysu borné de L dans le disque générique
(Théordme 6.4).

by

On propose des probldmes & résoudre, et on indique des conjectures aux paragra-
phes 3.2, 5.12, 5.13, 6.1. On donne un exemple au paragraphe 4.6. Ces résultats
sont exposés par DWORK dans [2] et [3].

Dans [ 4], DWORK expose ses motivations, et indique quelques conjectures. L'exem-
ple du paragraphe 4.6 est traité en détail dans [1], ou l'on trouvera par ailleurs
1'arridre~-plan de géométrie algébrique qui motive ces recherches. La présentation
du paragraphe 5 est due & ROBBA [5].

1. Définitions,.

l1.1. Soit K un corps de caractéristique zéro, complet pour une valuation
ultramétrique. Soit Q un corps algébriquement clos, complet pour une valuation,
extension de la valuation sur K . Supposons que () possdéde un élément t de
module 1 , dont 1'image dans le corps résiduel de (1 est transcendant au-dessus du
corps résiduel de K . Le point t sera appelé le point générique.

1. 2. Comme d'habitude, on pose pour a€ () , r réel positif
e, r)={xeq; |x-a|l<r},
D(a , r+) ={xe€QqQ; lx - a] < r} .

Le disque D(t , 17) sera appelé le disque générique.
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Pour fe[X-2a]]l, f ==§i;o bv(X - a)¥ , analytique dans D(a , r ) , on

pose, pour p < T ,
— v
21 () = sup, Ib 6" -

Pour une fonction méromorphe dans D(a , ¥ ) , on posera

l21, (o) = lel, (o)/Inl, (o) »

si f=gh, g et h étant analytiques dans D(a , r ) &

1.3, Soit Ej = K(X) 1le corps des fractions rationnelles & coefficients dans

K . Soit E 1la complétion de E, muni de la norme de Gauss

0
£— £, (1) =7 .

On voit sans peine que 1l'opérateur d/dx , défini sur EO s Se prolonge sur E .
De plus, & cause du choix de t , on voit que si f € EO s, T n'a pas de p8les
dans le disque générique (% , 17) et donc la norme de Gauss sur EO coIncide
avec la norme de la convergence uniforme sur D(t , 17) (d'eprds 1'inégalité de
Cauchy). les éléments de E peuvent donc &tre identifiés avec des éléments analy-
tiques sur D(t , 17) . De plus les éléments de E, n'ont pas de zéros dans
D(t , 1°) et ont un module constant dans D(t , 17) , il en est donc de méme pour

les éléments de E .

1.4. On notera ® = E D] 1'anneau enclidien non commutatif des opérateurs
. . m
différentiels Z%inie Sy o, e, € E . On notera QO le sous-anneau Eo[D] .
1.5¢ On dira que f = Z:=O bv(x - a)V , analytique dans D(a , r ) , a une
croissance logarithmique d'ordre « dans ce disque si

2], (o) = 0(1/[20e(x/p)T) , p<r.

L'espace vectoriel des fonctions analytiques de croissance logarithmique d'ordre

o dans le disque D(a , r ) sera noté Wz’a , et pour simplifier WZ si r=1.
On notera que cet espace ne dépend que de D(a ’ r-) et non de a .

On obtient la caractérisation suivante de Wz’a .

1.6 IEMME, - Soit f = 23;0 bv(X - a)v o Alors f € WZ’“ si, et seulement si,

a
v
v Y
On démontre le "si" en maximisant de%)v par rapport & vy (on trouve

sup, v (p/T)V < ¢/[10g(x/p) ¥ )

et le "seulement si' en maximisant bv pv[log(r/p)]a par rapport a p .

1.7« On notera Gz 1'espace des fonctions analytiques dans le disque D(a,r—),
et pour simplifier on écrira ﬂa si r=1,

Si aeQ et L€ QO (ou LE® si a=1t ), on notera Kera L 1'espace des
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germes de fonctions analytiques en a annihilées par L .

2+ le théoréme de croissance.

2.1s Soit L € @O . On veut étudier le comportement des solutions de 1'équa-—

tion
Iu =0

analytiques dans le disque D(a , ¥ ) . Par translation et homothétie, on peut tou-

jours se ramener aucas a =0, r =1, ce que nous ferons.

D'autre part, si

= n N1 .
L = ch D+ Chm1 D + eee + Cq oy
et si 1l'on pose
c c
L=pt 2l 4 0
c c ?
n n

les solutions de ILu = 0 sont les m8mes que les solutions de L' u =0,

On supposera donc désormais que L est unitaire., Dans ce cas, on dira que a

est une singularité de L si a est un pdle pour 1l'un des coefficients

CO 9 oo 9 cn"‘l

On démontre (plus facilement que dans le cas classique) que si a n'est pas une
singularité de L , Kera L a dimension n (od n est le degré de L ).

2.2, THEOREME. — Soit L € 9,

lutions lindairement indépendantes analytiques dans D(0 , 1) , alors les solu-

y de degré n . Si 1l'équation Iu'=0 a n so-

tions de Lu = 0 , analytiques dans D(0 , 1) , ont une croissance logarithmique

d'ordre n -1,

2.3. Nous prouverons ce théoréme en démontrant les implications suivantes

(Notons que nous pouvons supposer que O n'est pas une singularité pour L ).

(a) L e @O ’ Kerb Lc ﬂb implique Kert < G% (préposition 3.1)

(p) Leo, Ker, L < & implique Ker, L c W:-l (n=adegré de L ), (propo-
sition 4.2) H

Led et Ker, L c W impliquent Ker, L < W& (proposi-

(¢) Le ®O s Ker + % 0 0

tion 4¢1).

0

2.4+ Originellement, B. DWORK a prouvé le théordme 2.4 sous l'hypothdse addi-

tionnelle que L n'a pas de singularités dans vD(O , 17) .

3. Comparaison du nombre de solutions de Iu =0 dans les différentes classes ré—

e e ]

siduelles,

3.1. PROPOSITION, — Soient a € D(0 , 1+) sy L€ QO de degré n , et Supposons
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que L n'a pas de singularités dans D(a , 17) . Alors si L a n solutions,

analytiques dans p(o , 17) y linéairement indépendantes, on a Kera L c aa .

n-1

Démonstration. - Soit L = D% + et D +oeee +C Soit
m -
(3.1.1) 2= % bl 0" mod 0 L.
Les b;'l sont des éléments de Eo définis par les relations de récurrence
sz'l:ai'l pour 0 gmgEn=-1 et 0gcign-~-1
(3:1.2) 2(m + b =t il o, 2l
ml T m m 1 m

On v_oit donec que b; est une fraction rationnelle de la forme (Q;)/(P)m s, O P

est le pe pe Co m, des dénominateurs de c Coq? et le degré de Q; est in-

O L I J
férieur & om oh o est une constante.

On aura donc, pour r<1,
(3.103) Ib |O(r) lb |0(1).r0m

Si Uiy eee p Wy sont des solutions linéairement indépendantes de Iu =0 , on

a

u(m) -1 i (41
Y z;.l=0 m ()

(3.1.4)
Résolvons ce systéme par les formules de Cramer., On obtient

. det(uj y ees ,jém)/m! y eee s ugn"l))

(3.1.5) b = 7 y 1<jgn

ou W est le Wronskien, et le numérateur s'obtient en remplagant la i-idme colon-

ne du Wronskien par la colonne u( )/m .

Comme, pour ue d , on a |u ) < Iu‘ (r)/rm , on obtient

0
(3.1.6) |b1| (r) g(r)/r ,
ou g(r) = Fgf:l lujIo(r)/:t'(n(]nml))/2 |W|O r) ne dépend pas de m .
On déduit de (3.1.3) et de (3.1.6)
(3.1.7) w0 < -gl(’i)—y

m(o+1

Choisissons ¢! >g + 1 . On a alors, pour tout r.< 1,
i t P
(3.1.8) v21,(1) r" ms g(r) 0" o=1)m

Donc quand m =3 » , lbllo(l) T so0.
o! : i m
En prenant p =r , on voit que, pour tout p <1, {bm|0(1) p =50 quand

m =3+ ,

Comme L n'a pas de singularités dans D(a , 17) , b; n'a pas de p8les dans

D(a , 17) , et par suite
(3.1.9) bp(a)l < il (1) = [} (1)
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(m) (n) - i
= m.?“'(a) (x - a)", avec P"Ir-:("a")'= Zr;:é bi(a) u ).

D'aprés (3.1.9) et d'aprds ce éu'on vient de voir, on a donc (um(a))/m! pm - 0

Si u €Ker L, “=Zm>o

z

quand m =% » et ce, pour tout p <1, ce qui montre que u € aa .

C. Q. F. D,

3.2, Probléme, - Supposons maintenant que L n'a de singularités ni dans
p(0,17) , ni dans D(a , 17) . On a montré que si dim KerO Ln aO =n=4deglL ,

alors dim Ker L rxaa’= n , et réciproquement,

Plus généralement, a=t-on dim KerO Ln ﬂo = dim Kera Ln aa ? (On verra au para-
graphe 6.8 que la conjecture 5.12 implique que, pour toutes les classes résiduelles

sauf un nombre fini, dim Kera Ln aa est constante),

En particulier, a-=t-on dim KerO Ln ﬂo = 0 implique dim Kera Ln aa =0 7 On
verra (§6.7) que si a =t est le point générique, alors dim Kert Ln ﬂt =0 4im=

plique dim Kery L n GO =0,

3.3. Remarquons que c'est seulement dans la démonstration de la proposition
3.1 que 1l'on utilise 1l'hypothdse que les coefficients de L appartiennent & EO .
Dans tout ce qui suit, on pourrait aussi bien supposer que les coefficients de L

sont des éléments analytiques sur D(0 , 17) .

4. La situation dans le disque générique.

441, PROPOSITION. - Soit L € ®) , de degré n . Si, dams D(0 , 17) , Iu=0 &

n solutions analytiques linéairement indépendantes, et si Kert L c Wg » alors

dans D(0 , 17) 1les solutions de ILu = O ont aussi une croissance logarithmique
dtordre o e

Démonstration. - Soit (u1 9 eee un) une base de Ker, L , En spécialisant la

t
formule (3.1.5) au point générique t , et en utilisant le lemme 1.6, on voit que

(40141) [v2(6)] = 0(a®)

D'autre part, la formule (3.1.5), app%iquée aux solutions vj de Lu =0 dans
p(0 , 17) , montre que les pdles des b; sont des zéros de W et donc des pBles
de L . Mais cette formule montre aussi que les ordres de ces p8les sont bornés
indépendamment de m . Il existe donc un polyndme fixe c(X) tel que les fonctions
rationnelles e(X) bi(x) n'ont pas de p8les dans D(0 , 17) .

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que O n'est pas un zéro de
e(x) . On a done

(4.1.2) le(0)1162(0) | < el (1) T3l (1) = [v}l (1) = [b2(t)]

et donc, d'aprés (4.1.1),
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(4.1.3) [b7(0)| = o(x) .

Par suite, si u € Kery L, (u(m))/ml = 0(a®) , et donc u€ Wg .

4.2, PROPOSITION, - Soit L €® , L de degré n . Si Ker, Lc Gt , alors
Kert Lc Wltl-l

4.3, PROPOSITION, - Soit L€ ® . Si Ker, L n a # {0} et si Ker, L n'est

pas contenu dans WO L est réductible dans 0O .

-t ?

4.4+ La proposition 4.3 implique la proposition 4.2.

La proposition 4.2 se démontre par récurrence sur le degré n de L . Soit donc
L de degré n avec Ker, L c dt

Si Kert Lc Wg , i1 n'y a rien & démontrer.

Sinon, L est réductible, et l'on a L = L2 o L1 et 1'on peut supposer que L

est irréductible.

Soit s >0 1le degré de L1 » Comme on a alors

Ker, L1 = a et Kery L2 c a ,

on a, d'aprés la proposition 4.3, Ker, L1 c Wg et, d'aprés 1l'hypothése de récur—
rence, Ker, L, < wn—s -1

t 72
Soit u € Kert L .Ona LZ(Ll u) = 0 , ce qui montre que v = L1 u appartient a
Ker, L, , et donc appartient a Wn—s—l
Soit (u1 9 ooe 9 us) une base de Kert 1 On résout v = L1 u par la méthode
de variation des constantes. On cherche u sous la forme u = v, uy tooot W U
avec
O"W' (j)+.oo+W' (J)' O$j$5-10
On a donc
v = w' (S 1) + eee + w' (S 1)
Par suite
v x Polynbme en ugk)
W5= T sy O0g<kgs~-1, 1£i<s,

o W , wronskien de u1 yoeee s Uy est une fonction analytique dans (% ’ 1)
qui ne s'annule jamais dans ce dls?ue (car L n'a pas de singularités dans ce
disque). Les fonctions 1/W et ug sont bornées dans D(t s 1 ~) , donc ié a
une croissance logarithmique d'ordre n -8 - 1 comme v , et donc Wj e W

pour tout j ,donc u a une croissance logarithmique d'ordre n-s<n-1.,

4.5, La proposition 4.3 sera démontrée au prochain paragraphe. Ce sera ume

conséquence du théoréme 5.8 et de la proposition 5.10 (cf. §5.11).

4.6, Observons que méme si L € @O et les hypothéses de la proposition 4.3
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sont satisfaites, L n'est pas nécessairement réductible dans @0 « L'introduction

de ® est donc absolument essentielle.

Exemple [1] : Soient K = ép y et L 1'opérateur différentiel définissant les

fonctions hypergdométriques

L =x(1-x) D2+(1-2x)D-7}r-.

Dans le corps résiduel K , la fonction
(p_l)/g 5 _j 1 pour Jj =0
6@ = L5 (D)2 R, avee (o) =4 5 ,
J J J ﬂn=0(e +1n) pour >0

est solution de ILg =0 .
On dit que le disque D(a , 17) , |a] <1 , est supersingulier si g(a) =0 .

Dans les disques non supersinguliers, 1l'équation Lu = O posséde une solution
bornée et une solution de croissance logarithmique 1 . Dans les disques supersin-

guliers, toutes les solutions de ILu = O sont une croissance logarithmique d'ordre
1

2.
L est réductible dans ® d'aprés la proposition 4.3. Soit L = QR . Alors les
coefficients de R , qui appartiennent & E , sont en fait des éléments analytiques

sur le quasi-comnexe A réunion des disques non supersinguliers,

A = Ug(E)#O D(a ’ 1-) .

Ceci signifie que, bien que la solution bornée u, de Lu =0 ne se prolonge
pas d'un disque non supersingulier, D(a , 17) , dans un autre, la fonction

(u;)/(ua) » elle, se prolonge analytiquement,

Les coefficients de R mne peuvent pas se prolonger analytiquement dans les dis-
ques supersinguliers car, si c'était le cas, il existerait une solution bornée dans

ces disques.

5. Le théoréme de factorisation.,

51« Munissons l'espace Wg de la norme de la convergence uniforme. Cela en

fait un espace de Banach ultramétrique.

® s'identifie & un sous-espace de l'espace L(Wi ’ Wg) des opérateurs linéaires
continus de W: dans lui-m@me. On munit ® de la norme d'opérateur. Pour P et

Q dans ® , on aura
(5.1.1) P+ Q| < max(jl2]| , |lQ) »
(5.1.2) I2afl < [1=[llalf -

De plus, on vérifie que, si P = 2 e, Dm/mz y ON a

(54143) 12| = sup lcml .
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5.2 Soit alors L e ® . La fermeture ®L , dans ® , de 1'idéal & gauche OL,
est aussi un idéal & gauche de ® , Comme ® est un anneau euclidien, il existe un
générateur unitaire R de ®L qui est 1'opérateur unitaire de plus petit degré de
0T .

Nous allons montrer que

_ 0
Kert R = Kert L n Wt .

Le sous-espace Kera Ln Wg sera aussi appelé noyau borné de L au point a ,
et noté Ker borna L.
5.3. Définitions.

(i) Soit L € @ . Une suite approximante (de 0L ) de longueur i >0 est une
suite (Rh) dtéléments de ®@ telle que

(503.1) R est unitaire de degré i ,
(5.3.2) a(R, , OL) = inf o |IR - Q| >0 quand n ==,

(ii) Une suite approximante est dite minimale s'il n'existe aucune suite approxi-

mante plus courte.

5.4, On voit que la condition (5.3.2) équivaut & la décomposition R =P 1+Q
avec HQn“ =30 quand n ~> + o .

5.5. IEMME, - Une suite approximante minimale converge dans ® .

Démonstration. -~ Soit Rn une telle suite avec

i . . s
- J 5 1
(5.501) Ry=Z oDy cp=1.
S I R : ;
On posera : 6n,m =c =cC 0<jgi, n et m entiers,

Supposons que Rn ne converge pas. E est complet et commm le degré de RIl
borné, la suite Rn n'est pas de Cauchy. I1 résulte de (5.,3.1) que, pour un k ,
la suite (ci) n'est pas de Cauchy. Choisissons k maximal avec cette propriété.
I1 existe donc o > 0 tel que, pour tout N >0 , il existe n = n(N) et m= m(N)
plus grandsque N tels que

k
(5.542) lan,ml >
On a, de plus, pour j >k ,
(50503) 6J - O qua.nd N =34+,
Posons

i k . .
'YI?T=631,!I/6n,m’ 0<jgi,
_ h 5 3 pd
Py Zl;=1 Yy 2 Sy = S Yy D
PN est unitaire de degré k < i . De plus,

Pe= (R - Rm)/(aﬁ,m) - -
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T1 résulte de (5.5.3) que HQN” — 0 quand N =3 + o , et done
a(py 5 OL) < max(2 a(R, , OL) 5 = a(Ry , OL) 5 [|gy)

tend vers O quand n = + o . (PN) est donc une suite approximante de longueur

k <i, ce qui contredit la minimalité de la suite (Rn) .

5.6, LEMME, - Toute suite approximante minimale de ®L converge,vers R , g8~

nérateur unitaire de WL .

Démonstration. = La limite R d'une telle suite est unitaire et appartient &

®T . De plus, R. est de degré minimal dans OL , car s'il existait Q € DL , uni-

taire, avec degré Q < degré R , la suite Qn = Q serait une suite approximante

plus courte que la suite R .

547 LEME, - Soit Q€ ® , degré Q=1 . Si Kert Q n'est pas contenu dans

Wg , il existe une suite approximante de ®Q de longueur plus petite que 1 .

Démonstration. - Pour m entier, écrivons
my, i-1 .3 .5
D /m} ijome mod 0Q .
Par hypoth®se, il existe u analytique dans un voisinage de t , avec Iu=0,
et u ¢ Wg o La suite

™ (e)/mt] = 157 ) Do)
n'est donc pas bornée quand m — + » o I1 existe donc k < i tel que la suite
lbi(t)l |h | soit non bornée. Choisissons k maximal avec cette propriété.
Posons = bm/bm sy O jgi.

Pour tout entier n , il existe donc m(n) =m tel que
lbklzn
m
- )
(lls2 /34| sz k+lgdsi-1.

Posons
_ 3 p3 ST
B = %:0 Bn 2 Zl—k+1 .
R est unitaire de degré k . De plus,
n
=1 p®/ms .
R = kD/m.+Pn mod ©Q 3

e
m

il résulte donc de (5.1.1) et (5.1.3) que

1
d(Rn y Q) < maX(T ’ HPnH) <-r1;
o]
ce qui montre que Rn est une suite approximante de longueur k < i ,

5.8, THEOREME. — Soit L € ® j soit R le générateur unitaire de OL . On &

0
Kert R = Kert Ln Wf o
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Démonstration.

(i) I1 est évident que, pour tout Q € ®L ,
q

Ker_b QN WO >Ker, L N WO

t t t°
Comme, de plus, R divise L a droite,
Kert R c Kert L,
et donc
0 0
Kert Rn Wt = Kert Ln Wf .

(ii) si Ker, R n Wi # Ker, R , d'aprés le lemme 5.7, il existe une suite appro-
ximante de ®R , de longueur plus petite que i = degré de R o Il existe donc une

suite approximante minimale de ®OL de longueur plus petite que i , ce qui contre-
dit le lemme 5.6.

5.9. Pour u méromorphe dansA o(t , 17) , c'est-a-dire quotient de deux fonc-
tions holomorphes dans D(t ’ 1-) s ON pose
(5.9.1) |[ull = lim SUp,.,, |u|t(r) .
Si Le®, il découle immédiatement de la formule (5.1.3) que

(5.9.2) o™t 1| < |l -

510, PROPOSITION., = Si 1l'équation Iu = 0 possdde une solution analytique

dans D(t , 17) , elle possdde une solution analytique et bornée dans o(t , 17) .

. 0]
Autrement dit : si Ker, L n@& # {0} , alors Ker, L nW_ # {0} .

Démonstration. = En vertu du théordme 5.8, il faut démontrer que l'opérateur R ,

défini dans ce théoreme, ne peut &tre 1l'identité. Si ce n'est pas le cas, il existe
Qn € ® tel que

1 = Qn mod QL

et

ol <.

Soit u tel que Lu =0, alors u = Qn u , et donec

1=l o <oy <5 -

Cette contradiction termine la démonstration.

5¢11. Démonstration de la proposition 4.3. - Si Ker, L n Gt # {0} , d'apres
la proposition 5.10, on a R # 1 (R générateur unitaire de ®L ), et si .

O..l
Kert Ln Wf # Kert

ona R#L d'aprés le théoréme 5.8. Comme R divise L & droite (car L € OL ),
la proposition 4.3 est démontrée.

L,



1-11

5,12, Comme le montre l'exemple 4.6, méme si L € @O y 11 peut arriver que
1'opérateur R , générateur unitaire de ®L , n'appartienne pas a @O « On peut
néanmoins espérer, comme dans l'exemple 4.6, que les résultats vrais dans le disque
générique s'étendent 3 toutes les classes résiduelles du disque unité, sauf un nom=-

bre fini,

Conjecture, - S3i L € @O , les coefficients de l'opérateur R , générateur de
®L , se prolongent analytiquement dans D(0 , 1°) sauf en un nombre fini de

classes résiduelles.

Notons qu'une conséquence immédiate de cette conjecture est que, dans toutes les
classes résiduelles, sauf un nombre fini, on a
dim Ker_ L n Wo = dim Ker, L n WO .
a a t t
5.13. Par application répétée des théorémes 5.7 et 5.9, on obtient une facto-

risation de L .

(501301) L= QRS XX Rl »
_ 0
avec Ker, Qn at = {0} et Ker, Rj W, 1<j<s.
Soit, en posa-nt P = RS ee e Rl ’
(5.13.2) L =Qp , avec Kert Ln at = Kert P,

Si Le @O peut-on espérer cette fois que P aussi appartient & QO ?
La réponse est non, ainsi que le montre le contre-exemple de MANIN :

Si L=pxD+ (1 -%)D=-a, avec a€ Z, 1'équation Iu =0 a, dans le disque
générique, une solution de rayon de convergence 1 et une solution de rayon de
convergence p—p/(p-l) « Néanmoins L n'admet pas de factorisation dans @O e« On
montre cependant que, dans ce cas, P est de la forme

a vt

P=D+ T -1 5

ou v est un élément analytique dans le complémentaire d'un disque D(1 , r) avec

r <1 . D'oh la conjecture suivante,

Conjecture, = Si L € @O , 11 existe un opérateur différentiel P , dont les coef-
ficients sont des éléments analytiques dans le complémentaire de l'union d'un nom-

bre fini de disques, dont aucun ne contient toute une classe résiduelle, tel que

Ker, Ln at =Ker, P .

6o Dimension du noyau borné.

6e1e¢ Supposons maintenant que L € ®O . Nous voulons comparer de fagon plus
précise que par la proposition 4.1, la croissance des solutions dans le disque gé-
nérique et dans les autres disques D(a ’ 1-) ’ Ial < 1 . Nous supposerons que L

n'a pas de singularités dans D(a , 1) , et que Iu =0 a n solutions analyti-
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ques dans D(a , 17) lindairement indépendantes. Pour « > 0 , considérons l'ap-

plication
O e dlm(Kera Ln WZ) .

Soient Oy 9 see 9 O les points de discontinuité de cette fonction et
Sq 9 eee 9 Sp les sauts en ces points. Considérons le polygone dont les cbtés suc-
cessifs ont une projection sur Ox égale a 8y et une pente oy . Autrement dit,
. . J J
les sommets du polygone sont les points de coordonnées Zi=o S; 9 Zi=o oy 8y s
0<J<k . Il résulte, de la factorisation (5.13.1) et de la démonstration de la

proposition 4.2, que dans le disque générique le polygone de L se trouve en

dessous du polygone correspondant au cas oy = i, 8y = 1, 0gign=-~1
(figs 1)
7 "’;
/
|
4§ S
- 4
1234
fig. 1

Conjecture, - Le polygone de L relatif au disque D(a , 1~) se trouve au-

dessus du polygone de L relatif au disque générique.
Exemple, = Pour 1'opérateur considéré en 4.6, on a

i

1 R ———s 1; e e
‘/! | /
i | %
>

dans les disques supersinguliers dans les disques non supersinguliers

Le théoréme 6.4 démontrera la conjecture pour le premier c8té du polygone, a
savoir le c8té de pente O , qui existe toujours dans le disque générique d'aprds

la proposition 5.10.

6¢2¢ Avant d'aller plus loin, remarquons que l'opérateur R , générateur uni-
taire de ®L » a ses coefficients dans E , donc ceux-ci ne sont pas des fonctions
définies dans D(a ’ 1-) o« On ne peut donc pas tester R sur les fonctions de
aa + Pour tourner cette difficulté, nous allons approcher R par des éléments de

@o .

6.3. LEMME, - Soit Le ®; , et soit R le générateur unitaire de 0T . Quel
que soit n >0 , il existe Rn € @O et Qn € @O tels que

degré Rn = degré R ,
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IR - R < i/n ,
ol < 1/n

RnEQn mOd@OLo

Démonstration. = Comme EO est dense dans E , l'existence de Rn ne pose aucun

probléme, D'autre part, il existe P € @ tel que
& - PLj| < t/n .«

Choisissons alors P e 8, tel que ||P - P < i/n ||L] , 8lors Q =R =P L

satisfait aux conditions du lemme.

6.3, Comme en 5.9, on pose pour u méromorphe dans D(a , 17)

(6.3.1) “una = lim sup ., |u|a(r) .
Si L€ ®0 , ONn a encore
-1

(6.3.2) o™ 1ol < i,
et de plus

(6.3.3) [|zal] , < [|Ldllill

On notera m: 1l'espace des fonctions méromorphes dans D(la , 1 =) quotient de
deux fonctions analythues bornées dans D(a , 1) » Sur m s H définit une
norme.

Pour simplifier les notations, on supposera que a n'est pas une singularité de

L , mais L peut avoir des singularités dans D(a , 17)

6.4, THEOREME. - Soit L € @, , lal <1 . 0n a
dim Ker L n T < dim Ker, L n o
a a t t

(et en particulier dim Ker L n Wg < dim Kerg L N Wi ).

Démonstration. - Si 1l'assertion est fausse, il existe Ug oy eee s Wy é1léments

linéairement indépendants de Ker L r)ﬂl , ou k est la dimension de Ker LN Wo
ou encore le degré de R , generateur unltalre de ®L . On peut supposer “u H =1

1<j<k+1.

Choisissons Rn et Qn comme dans le lemme 6.2, Comme Luj =0, 0na

(6.4.1) Ryuy = Quy =¥y, 1S J<k+1
avec
(6+4.2) | 14y ollg € 1/m e

Regardons (6.4.1) comme un systéme d'équations lindaires pour les coefficients de
Rn . Résolvons ce systéme pour 1 , coefficient de Dk dans R.n . On trouve

_ (k=1)
W(ul 9o0cey uk+1) = det(‘vi’n 9 ui geoeey ui) ] 1 < l k + 1



1-14
ou W désigne le wronskien de u1 9 ees 9 uk+1 .

On en déduit HWHa < 1/n . Ceci étant vrai pour tout n , kua =0 . Comme || ”a
est une norme sur ma s W =0, ce qui contredit 1'hypothése que Uy peeey W,

sont linéairement indépendants.
6+5. On peut généraliser les résultats de la proposition 5.10.

PROPOSITION. - Si 1l'équation Iu = O possdde une solution méromorphe dans

a, 17), lal €1, elle possdde une solution analytique bornée dans D(t , 17).

La démonstration est la m&me qu'en 5.10.

N - . . a = . .
647+ COROLLAIRE, - Soit L € @O , alors dim Kert Ln + 0 implique

dimKer Ln® =0, |lal<1.
a a
C'est le résultat annoncé en 3.2.

6.8 PROPOSITION. = Supposons la conjecture 5.12 démontrée, Alors, pour

presque toutes les classes résiduelles, on a

dimKer L Nnd =dimKer, L nd&_ .,
a a t

t

Démonstration. = Ainsi qu'on 1'a observé en 5.13, on a une factorisation de L

dans ® ¢ L = QP , avec Ker, n G% = Ker, P et donc Kery Q n at = {0} « Si la

conjecture 5.12 est vraie, les coefficients de P et Q sont des éléments analy=-

tiques dans presque toutes les classes résiduelles. Alors, dans l'une des classes,

soit le disque D(a ’ 1-) s ON a
(6.801) Kera Q n aa = {O} ’

dtaprés la proposition 6.5 (ainsi qu'on 1'a noté, hormis la proposition 3.1, tous
les résultats sont valables pour des opérateurs & coefficients éléments analytiques

dans une classe résiduelle),

De plus, si L n'a pas de singularités dans ce disque, Kert Pc ﬂ% implique

(64842) Ker Pcd ,
a a

En effet, la proposition 3.1 est valable pour les opérateurs & coefficients é1é=-
ments analytiques si l'on part du disque générique (car les fonctions bi sont
constantes en module dans le disque générique). Il peut arriver aussi que P ait
des singularités dans le disque D(a , 17) mme si L n'en a pas, mais alors ces
singularités sont artificielles, c'est-a-dire qu'au voisinage de ces points Iu=0
a une famille compldte de solutions ; on montre alors que, dans ces conditions, les
résultats de 3.1 subsistent (cf. lemme 4.25 de [5]).

I1 résulte alors de (6.8.1) et (6.8.2) que
Ker P=Ker L nd
a a a

ce qui montre que dim Ker, L n&_ =dim Ker, L nd, .
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