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INTERPOLATION DE FONCTIONS ANALYTIQUES BORNEES

par Jean-Paul BEZIVIN

Introduction et notations

Cet exposé consiste surtout dans le développement d'un travail de M. van der PUT
[4] sur 1l'interpolation des fonctions analytiques borndes sur le disque unité
"ouvert™ d'un corps K valué complet ultramétrique. On étudie ensuite, comme ap-
plication, les sous-espaces fermés de co(g-—aK) (suites d'éléments de K con-

vergeant vers zéro) stables par 1l'opérateur anti-schift

T (ao ’ a1 » eee 3 8y cee) = (a1 ) ere 2 B cee) o

On notera A le disque unité "ouvert" f{x €K ; |x| < 1} .

K(X) sera l'algdbre de Banach des fonctions analytiques bornées sur A munie de
la norme habituelle ; a(K) sera l'ensemble des fonctions analytiques sur A .
b({ —K) , (N -K), co(ﬂ -3 K) seront les espaces de Banach des suites bor—
nées, convergentes, convergeant vers zéro respectivement, munis des normes habi-

tuelles.,

Soit P €X[X]. P sera dit p-extrémal si chaque zéro de P , dans une cl8ture

algébrique de K , est de valeur absolue .

On appellera diviseur une expression formelle D = HT Pi ’ Pi étant un polyndme
de K[X] ’ ui—extrémal, avec 0 < By < Mo < ¢0s < Mo < eee <1 e« D sera dit
normalisé si (”i >0) =3 (Pi(O) =1) , et si (p,l = 0) =3 (Pl(X) = x4 y d€N)

[2].

Si fe &(X) , on notera (f) son diviseur.

leo Généralisation d'un résultat de M, LAZARD [2].

1.1, LEMME, - Soient f € &(K) , et (f£) =TI P, son diviseur. Soit ¢ tel que

- (fP'l‘l)(o) . Soit K © L wune extension valude compldte de K . Pour tout

AeL, le <1, o0na

il

2] = el Tz, (0]

et donc, ¥ p, O<p<i1,

el

ol Tz, -

Définition. - Pour un diviseur D =[IP, , défini sur K , et si p € B,

0<pg1l, on pose

ol =Tiegll,
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expression qui est finie si p < 1 , et peut &tre infinie si p=1,

COROLLAIRE. - Un élément f e (K) appartient & K(X) si, et seulement si,
(D], <+ =

1.2. THEOREME. - Soit D un diviseur sur K o Pour tout ¢ strictement positif,

il existe f € A(K) , normalisé par f(X) = x4 g(X) , g(0) =1, tel que (£)>D .

De plus, pour tout p, 0<p<g1,

ol < Ilfilp < (1 + )l -
Si L oK est une extension maximalement compléte de K , il existe g € a(w)

telle que (g) =

Démonstration. — On pose

i
P, oo P (x) n’iX ’

P eee P. eee P =Za(']) Xio
1 J n n,i

On voit facilement que, V¥ p, 0<p<1,
i . .
o, alot <ol » eIt <ol » v, vaen.
Soit
A, = (a )n=oo Ag_j) = ( (j)\n=e .

i ‘mn,i’n=1? % ,i’n=1 }

ce sont des suites de b(g’-% K) . On considére l'espace de Banach E , engendré
par tous les Ai ’ Aij y €t c(g’—é K) s+ E est de type dénombrable, donc, pour
tout ¢ >0 , il existe une application linéaire & : E => K , prolongeant "lim"

de c(N =>K) =>K , et de norme Noll <1+¢
On pose alors
= Yg(n) X+, () _ Zé(Agj)) xt.

Comme |4, < ||D| /p , I@(A Mg+ s)“D“p/p , donc f e &(K) , il en est de
méme pour f i) ; de plus, “fﬂ sl +e HDH si p<1.,

On vérifie que f(0) =1, et Pj £(3) - f , d'oh la premidre assertion.
Si L est maximalement complet, il existe un prolongement & de "1lim"

c(N == L) = L

A

a E(:&:L avec HQH = 1 o En appliquant la méthode précédente, on trouve g e A(L)
telle que Hg“ = HD” y» Y p,et (g) >D. I1 est alors facile de voir que
(g) =D,

2. Interpolation,

Pour la théorie complexe, on se reporte & [1] .

On va démontrer le théoréme suivant.
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241, THE/OREME. - Soit (Pi)°1° une suite de polyndmes premiers entre eux, norma-

1isés par HPlH =1, P n'ayant que des zéros de valeurs absolues <1, 7 1.
, ' . Ve . ’ v .Y —
On note Oi,n 1'unique polyndme de degré inferieur a deg(Pi) = 84 tel que

Supn’i”Oi ,n” ’

05 n Py eee Py ser Pp=1 [Pij , A

ot soit T 1'application canonique K{X) = ne K(X)/(Pi) , alors :

(i) (v est surjective) &3 (A <+ =) ,

(1) Si 1 est surjective, son inverse

™ s K&E)/Ker 1 ...'.>ﬂ°1° K(X>/(Pi)

a pour norme A ,

(iii) 81 D est un diviseur de décomposition ﬂ(Pi) , alors HDHI ”D”f ,

et Tyt KX) => HK(X)/Pi est surjective si, et seulement si, HD”L <+ ®,

On va d'abord démontrer un lemme

2.2, LEMIE, - 801t Pe K[X] un polynbme, tel que ||P|| = 1 , et n'ayant que des

racines de valeurs absolues < 1 ; soient T 1'application K(X) s k&)Y (P) , et

o : KX) == (CO(E - K))' (dqual de co(_lﬁ - K) ) 1'igométrie bijective donnée par
o0
Q(Z a Xn)(bo ]

o T ay " e KXY et (b yoere s by cee) € ¢ (N —>K) ; soit enfin B 1'iso-
métrie blgectlve canonique de K(X)/(P) = (K(X)/(P))" . Alors il existe une unique

...,b ,...)—Zwa b ’

application K-linéaire y : (k&Y (P)) == co(__ N - K) qui rend le diagramme

suivant commutatif ¢

K(X) Y K<X>/(P)
o ‘ B
(ey(@ —K))! LN (K<X>/(P))"

de plus, u est isométrique.

Démonstration. ~ Soient T 3 X, eee ,T(s-]‘ les images dans K(X)/(P) de

1, X 9 eove 9 Xs-l ’ ou S = deg°(P) . J3i Fe€ K<X> s ON pose

+(F) = 1—51

=i
i(F) X .
On vérifie alors que l'application

wt o 4oe (KE)/(P)): -auu>=u<zs a, (X%) T € (I > K)

vérifie les propriétés du lemme.

Démonstration du lemme 2.1. - On note TS 1'application canonique

KE) — K&/ (B;) »

By 1ltapplication canonique K(X)/(P ) = (K(X)/(P NN, et by 1l'gpplication de
(K(X)/(P ) —c (N -3 K) , donnée par le lemme 2.2, alors T —ﬂ T8 soient
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by = > by de Z(K(X)/(Pi))' - co(y_ —K) ,et p=1Il B; de
Mrx)y/(p;) = (MrE)/(p))" .

On aencore 8 o T=p' o vy et B, « sont bijectives et isométriques. On

peut donc considérer ' a la place de T,

En utilisant le théordme de Hahn-Banach, valable ici car les espaces sont de type

dénombrable, on voit que (u' est surjective)é:ﬁ:(c > 0) si

c = inf{|lu(2)|/|lel] 5 £ e 2x@)/(P)), & #0}.

De plus, si ¢ >0 , alors HT*"IN =ct,

A

I1 reste donc a calculer c¢ . On voit facilement que

o)) = Sup{‘“(F)F W ; serey, 0},

81 ¢ = Eizi y ofF) u(z) =24 (7. (7)) , et pour calculer c¢ , il suffit de con-

i
sidérer des sommes finies L zi .

Supposons A< + o, Soit b

e

8.=1

= = i

+0, X+ et bsi“l X € K(X)/(Pi) telle que
8,—-1 8,-1

T5 )l = oyl oy + o, Tt e v, _ X

0

log(by + b, T+ wes s b, _
i i
Soit F = Oi,N Pl ceoe Pi ese PN . On s alors

l(P) we) | > &70 |j3)| Lol »

()l > 8 el , va 40,
et ¢ > Afl >0 , donc T est surjective,

Si maintenant T est surjective, 1l'inverse de 1l'application p
K@Y/ (2, ven ®) 25 T E0Y/(R))

a pour norme Hp—lﬂ < HT*-lu , OT p-l(O 9 0 ces 1 5 0 uee 0O) peut s'éerire

0 -1

Oy 1By eee By weu By etdone o, <l , Vi, v, et agr®

Oi,n‘ |<teo o
(ii) est une conséquence de (i), (iii) résulte d'une inégalité sur les idéaux de
V[X], o V est 1'anneau de valuation de X ; si I est un idéal de W[X] tel

que I V # {0} , et si 1'on pose of(I) = sup{lal 3 el V} et

(1) = inf,  {sup, £V 1} ,

on a la relation suivante, si I est de type fini : S(I)2 < o(1) < s(1I) . On con-

sidére, dans ce cas particulier, 1'idéal I = (Pi ’ P1 eea ﬁi cee Pn) .
2¢3+ COROLLAIRE. -~ Une suite (Xn)2:T est appelée suite dtinterpolation si 1'ap—

plication T : K(X) =+ b(} == K) , donnée par
£ e KE) = 7(f) = (f(xm)"l° e (¥ -+ K) ,

est surjective.
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=0
Seit ¢ = 1n:f‘:L ﬂz_l’n#ll 5 )\nl s alors

(()\n)1 est une suite d'interpolation) «= (¢ > 0) .

Démonstration, = On applique le théordme 2.1 avec Pn(X) =X = )\n .

2+4. COROLLAIRE. = Soit (An)T une suite d'interpolation, et soit I :

IcK{X) 1'idéal {f € K(X) ; f(ki) =0, ¥i};

alors les idéaux maximaux M : I © M sont en bijection avec les ultrafiltres U

sur N par l'application :

U {f € KE) 5 limy f()\n) =0} .

Démonstration. ~ Comme K{X)/I = b(_l:T_ - K) , ceci résulte d'un résultat classique

[3].

3. Application aux sous-espaces invariants par 1l'opérateur anti-shift.

T est donné par T(eo) 0, T(ei) =65 41
thonormale de co(y_ -3 K) ;= (0,0 veu 1 90 ¢00 0 ¢os) « On a une applica-
tion p: K@X)-22(E) , E=cy(N->K) pour p(Z a Xn)(ei) =2 8, Tn(ei) , P
est isométrique. On note ™ l'application E =K Trn(ei) = 5?
Kronecker). On vérifie que Ty o P =0, ou « est l'application considérée dans

i>1, si (ei) est la base or-

(symbole de

le lemme 2,2

3¢l LEMME, - Soit F © E un sous—espace fermé invariant par T , alors :

(1) v fe k&), p(e)(F) cF.

(ii) Soit id(F) = {f e K(X) 5 p(£)F =0} ;3 id(F) est un idéal fermé de K({X),

qui est aussi le noyau de l'application composée
Ty o P
K{EX) > B!

r

> P!,

ot r est la restriction. De plus, on a K{X)/1d(F) =~ F! H

(iii) Si F1 G F2 sont deux sous-espaces fermés invariants, on a ¢

1d(F2) g 1d(F1) :
(iv) Soit I un idéal de K{X) « On pose n(I) = ﬂfeI Ker p(f) , alors n(I)

est un sous-espace fermé invariant de E . De plus, on a : n(ida(F)) =F .

La démonstration du lemme est immédiate.

3.2. LEMME. - Soit P € K{X) un polyn8me de degré s , dont toutes les racines

sont de valeur absolue < 1 . On considére l'application p du lemme 2.2, alors

est un isomorphisme de K(X)/(P)? sur n(PKX)) . De plus :
(a) idln(PK(x))] = PKE) 3

(b) Pour tout sous-espace fermé invariant de E , de dimension s € N, il existe
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un polynfme P € K(X) de degré s ayant uniquement des racines de valeurs abso-
lues <1 tel que F = n(PK(EX)) o '

Démonstration. - On montre d'abord facilement que 1'on a lim n(PK(X)) =s . Pour
montrer que Im(p.) = n(PK(X)) , 11 suffit alors de montrer que Im(p,) c n(PKX)) ,
car | est isométrique. Soit £ € (KX)/(P))! , alors

tn0, o« P) u) =y « @ P)) =p . (X" P)) =0,

donc comme o(X™ P) = M e p(’) , ¥n>0,o0na p(®) uwlk) =0, soit

Im(y) < n(PKEX))

(a) se démontre facilement en écrivant id[n(PK(X))] = KE) avec Qlp , et en
appliquant "n" encore une fois (1emme 3.1, (iv)).

N

Pour (b), on utilise le polyn8me caractéristique de la restriction ™ de T &
F.

3,3. IEMME, -~ Soit D un diviseur sur K , tel que HDHl <+ o ,S0it D=1l P, 3

on considére le diagramme de la proposition 2.1 :

K@y - TTR@)/(p,)
ozj B|
(oo, = K) = [X(rE)/ (7)) ]

On note I 1'idéal fermé ({f € K(X) ; (f) > D} , alors I, est le noyau de

T » _e_'t; Im(l-b) =n(ID) .

De plus, les espaces p,([K(X)/(Pi)]') = n(Pi K(X)) sont HDHIQ-orthogonaux, et
leur somme fermée 2 n(Pi K(X)) est égale & Imy . En outre, id[Im p] = I .

Démonstration. — Le fait que les espaces n(Pi K(X)) soient HDHIZ-orthogonaux

provient du théoréme 2.1, (iii) ; leur somme fermée est alors égale & Im(u) « On 2

I = Ker('r) = Ker(B ° '\') Ker(p,' ° CY) ’

D
donec,
(f e Ip) &= (ox® £)(Imp) =0) , ¥ 030
comme oz(Xn f) = T, o o(£) ,

(f e 1) &= (p(£)(m u) =0) ,
d'od id[Im p] = I .

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant.

3.4. THEEOR:EME. - Soit @ 1'ensemble des diviseurs rationnels sur K , tels que

ol <+ = » 1'application

§ : @ ~= {ensemble des sous—espaces fermés de E invariants par T} ,

donnée par (D) = n(ID) est bijective ; de plus, Id[s(D)] = Iy .
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Démonstration. — Il suffit maintenant de montrer que § est surjective. Soit F

un sous-espace fermé invariant de B . Soit fe KXY, £ #0, f e 14(F) .

Posons (f) =TI P, , on a alors :

n&K@))=§'dP.K@>):F ,

et 1l'ensemble des sous-espaces n(P K(X)) est V(f)Hl -orthogonal. On montre
alors que P = Fr\n(P K{X)) , somme ”(f)“l —orthogonale.,

Chaque Fr\n(Pi K{(X)) est de dimension finie, et s'écrit donc n(P§ K(X)) avec
P? divisant Pi « Soit D =11 P; « On a alors F = n(ID) s Ce qui termine la dé-

monstration,
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