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Résumé :
Aprés avoir défini 'environnement de travail et les mots utilisés, nous
faisons le dénombrement des droites du complexe de Farey.

Mots clé :

Complexe de Farey, Connexe de Farey, Droite de Farey. Sommet de
Farey. Segment de Farey. Graphe planaire.

I Les segments de Farey dans le carré unité

Dans cette premiére section, nous donnons les définitions et les struc-
tures qui nous seront utiles.

1. Les définitions :

Soit (m,n) € (N*)2. On va définir et étudier des objets indexés par
(m,n) en rapport avec les suites de Farey. On se place dans le plan R

Rappelons ce que c’est qu’une suite de Farey :

En mathématiques, la suite de Farey d’ordre n, qu’on notera F},, est la
suite ordonnée croissante des fractions irréductibles de Uintervalle [0, 1]
dont le dénominateur est dans l'intervalle [1..n] = [1,n] N N.

On appelle carré unité le carré C' = [0,1] de R?.

On définit les points de Farey d’ordre (m,n) comme étant F,, x F,.

En d’autres termes ce sont les points (z,y) € C tels que x € F,, et
y € F,. On notera PF,,,, 'ensemble de ces points.

Parmi ces points, il y en a qui se trouvent sur la frontiere de C'. Ce
sont des points de Farey dont I'une des coordonnées vaut 0 ou 1. Ces
points-la seront appelé des points frontiére de Farey. Leur ensemble
sera noté¢ PFF,, .

N

On considére I'ensemble D des droites d’équations \ux +ovy=w/|, ou:

—m<u<m, —n<v<n, (u,v)#(0,0), weZ
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On n’a pas unicité de I'équation d’une telle droite, mais si on impose
aux coefficients (u,v,w) d’étre premiers entre eux et de respecter la
condition :

u>0 ou (u=0etv>0)

I’équation devient unique. Nous dirons que c¢’est I’équation réduite de
la droite D.

On appelle droites de Farey d’ordre (m,n) les droites de I'ensemble
D qui rencontre C' suivant un segment non réduit & un point. On
se permettra de parler d’'une D-Farey. L’ensemble des droites de Farey
d’ordre (m,n) sera noté D,,,. on notera :

TDpn={dNC|d €& Dy}

7 étant réservé dans ce

Le mot "segments de Farey d’ordre (m,n)
texte pour un autre usage, les éléments de T'D,, , seront appelés des
troncons de Farey d’ordre (m,n). On se permettra de parler d'un

TD-Farey.

notons tout de suite que les extrémités A et B d'un trongon
de farey t € TD,, sont deux points fronticre de Farey i.e.
A€ PFF,,, Be PFF,,.

On appelle sommets de Farey tout point de C inter-
section de deux éléments distincts de 1D, ,. On notera

SFm’n = {dl N dsy ‘ (dl,dg) € TD?TL,?’L’ dy 7é dg}

On se permettra d’omettre, pour alléger les écritures, l'indice (m,n)

lorsque m et n sont fixés. On notera donc D et T'D pour D,,, et
T Dy

On considére le carré unité privé de T'D,, ,, (i.e. on enléve du carré unité
les morceaux des droites de Farey d’ordre (m,n) qu’il contient). Le
reste est un ensemble C'F}, ,,. Les composantes connexes de C'F},, ,, sont
appelées les connexes de Farey. Un des problémes est de construire

un algorithme efficace pour énumérer les connexes de Farey.
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2. Structure de graphe

On peut définir deux stuctures de graphe sur les objets définis ci-dessous,
le graphe des connexe qu’on note G¢ et le graphe des sommets qu’on
note Gg.

On définit les segments de Farey comme étant les segments joignant
deux sommets de Farey consédutifs sur une droite de Farey. Une droite
de Farey passant par un sommets de Farey A, intérieur au carré unité,
définit deux arétes d’origine A. Une droite de Farey passant par un
sommet situé sur la frontiére du carré détermine une seule aréte d’origine
A passant par ce sommet. On obtient ainsi G, le graphe des sommets.
Notons que ce graphe est planaire, connexe et qu’il vérifie la formule
d’Euler S — A+ F = 2, ou S (resp. A, resp. F') est le nombre de
sommets (resp. le nombre d’arétes, resp. le nombre de facettes). Les
facettes sont les connexes de Farey plus la région infinie extérieure au
carré qui est considérée comme une facette par Euler.

Dans le graphe G des connexes, on considére que les sommets du
graphe sont les connexes de Farey. Deux connexes de Farey sont reliés
s’ils ont une frontiere commune. Les sommets deviennent les facettes.
Nous utiliserons dans la suite la structure de graphe Gg. Si A est un
sommet de Gg, le nombre d’arétes qui en sont issues est appelé le degré
de A et noté d(A). Notons que la somme des d(A), lorsque A parcourt
les sommets de Farey est égal & deux fois le nombre des arétes. Mais
d(A) est aussi deux fois le nombre de droites de Farey passant par A,
lorsque ce point est intérieur au carré.

Nous utiliserons ces considérations quand nous compterons le nombre
des sommets de Farey.
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II Compter les droites de Farey
1. Préliminaires : notations et outils.

On notera :

1. |E| le cardinal de I'ensemble E,
2. [n] la partie entiere de l'entier n
3. {n} sa partie fractionnaire.

4. p A q le plus grand commun diviseur des entiers p et ¢ (PGCD).

Ces notations sont, nous semble-t-il, consacrée par 1'usage.

Si p,q,r sont trois entiers, on notera p A g A r Dentier
(PAg) AT =pA(gAT).

Pour compter le nombre de droites de Farey d’ordre (m,n), nous allons
d’abord partitionner cet ensemble en 4 :

1. L’ensemble DH,,,, des droites horizontales,
2. L’ensemble DV}, ,, des droites verticales,
3. L’ensemble DN, ,, des droites de pente strictement négative,

4. L’ensemble DP,, ,, des droites de pente strictement positive.

Ces quatre ensembles forment manifestement une partition de D, ,,.
On a de facon évidente |DH,, | = |F,| et |DVin| = |Fl.
On a de plus :

Proposition 1

Les ensembles DNy, ,, et DF,,,, sont en bijection.

Démonstration : Soit D = ux + vy — w ’équation réduite d’une droite de DNy . Ona u > 0, v > 0 et
uAvAw = 1. La droite d’équation D est bien dans DNy, » si et seulement si :

ue[l.m],vel.n], uAvAw=1, 0<w<u+v. (k)

Les trois premiéres conditions sont immeédiates. La quatriéme résulte du fait que si cette droite rencontre I’inté-
rieur du carré unité, elle rencontre le segment [(0,0),(1,1)] en un point non extrémité, donc D(0,0) = —w < 0
et D(1,1) =u+v—w > 0, et réciproquement,.

Soit maintenant D = ux 4+ vy — w ’équation d’une droite de DPp, n. Ona u >0, v <0 et uAvAw=1. La

droite d’équation D est bien dans DPy, n si et seulement si :

u€ [l.m], v € [-n..—1], (u,v,w) =1, v<w< u.
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Les trois premiéres conditions sont immeédiates. La quatriéme résulte du fait que si cette droite rencontre 'intérieur
du carré unité, elle rencontre le segment [(1,0), (0,1)] en un point non extrémité, donc D(1,0) = v —w < 0 et
D(0,1) = u —w > 0, et réciproquement.

De plus, par symeétrie par rapport a la droite y = 1/2, on peut, & la droite de DNy, ,, d’équation uz 4+ vy —w et
vérifiant les conditions (xx), associer bijectivement la droite d’équation uz + v(1 —y) — w = uz — vy — (w — v),
qui est bien I’équation d’une droite de DPp, ». On a donc

|DNymn| = [DPm,n|-

Il nous suffit donc de compter DN, ,,.

Avant de faire ce décompte, nous ajoutons deux notations :
e Soit F(n) une formule arithmétique dépendant de U'entier n. On
notera SF'(n) la somme des F(k) pour k entier allant de 1 & n.
e Conformément a l'usage, on notera ¢(n) le nombre des entiers
premiers avec n compris entre 1 et n. Cette fonction ¢ est appelé
communément l'indicatrice d’Euler.

Avec ces notations, on peut écrire par exemple :

[Fal = (k) = Se(n)

On obtient donc le résultat suivant sur le compte des droites de Farey :

Théoréme 2 (Cardinal de D,,,,)

On a la formule :
| Dy |=2 | DNy | +Sp(m) + Se(n)

2. Compter DN, ,

Compter DNy, ,,, ¢’est compter le nombre des équations réduites c’est-a-
dire le nombre A,,,, de triplets (u, v, w) d’entiers réalisant les conditions
suivantes :

O<u<=m O<v<=n uNvAhw=1 0<utv<w
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Théoréme 3

Le nombre A,,, s’exprime sous forme d’une série :

=5 3000 (5] (1] (G + [5])

i désigne la fonction de Moébius et [z] désigne la partie entiére du
réel x. Il en résulte I'estimation suivante : :

mn(m + n) 5
Apn = —F777— 2 K
mon RE) + ((m+n) + mn) mn

avec
(2)-¢3) _ 1

2 4
ot ¢ désigne la fonction Zéta de Riemann.

| K| <

Ce résultat est, a notre connaissance, inédit. Nous en donnons ci-dessous
une démonstration, en rappelant au préalable les formules de théorie
des nombres que nous utilisons. Nous en profitons pour remercier les
participants du forum "Les-mathematiques.net” qui nous ont fourni les
diverses formules de théorie des nombres que nous utilisons.

Nous aurons besoin dans ce qui suit de la fonction p de Moébius dont
nous rappelons la définition. Notons pour cela SFPC' (entier Sans Fac-
teur Premier Carré) I'ensemble des entiers n tels qu’il n’existe pas de
nombre premier p vérifiant p?|n (p? divise n). Notons également P,
I’ensemble des diviseurs premier de I'entier n. On a P, = &. On définit
la fonction p par :

(n) = { (=1)cardP) gi n e SFPC

0 sinon
Rappelons une propriété de cette fonction p :
1 si n=1
Z,u(k:) - { 0 sinon
kln

cette relation permet de démontrer le lemme de Vinogradov dont nous
aurons besoin et qui s’énonce ainsi :

27



Lemme 4 (Vinogradov)

Soit f une fonction de IN dans C et soit d,n deux entiers non nuls
fixés. On a :
[n/e]

opnd) =Y fk)=) ule)| ) flke)

k=1, knd=1 eld k=1

En particulier, pour f =1, on a

n
o d) =Y | =] nle) (%)
eld
Nous aurons besoin également de 'identité suivante qui relie la fonction
i de Moébius et la fonction ¢ indicatrice d’Euler. Rappelons que ¢(n)
est le nombre des entiers premiers avec n compris entre 1 et n. Ces

noms ont été consacrés par 1'usage.

Lemme 5 (Euler-Moébius)

Pour tout entier naturel n non nul, on a :

ST enle)eld) = pln).

(d,e)eN? de=n

Nous aurons enfin besoin de la relation suivante qui relie la fonction de
Moébius a la fonction Zéta. Rappelons que, pour z > 1, ((z) est la

somme de la série (convergente) de terme général —.
n

Lemme 6

Pour tout x > 1, on a la formule :
+0o0
p(n) 1
nt  ((x)

n=1

Toutes ces formules sont des classiques de la théorie des nombres. Elles
nous ont été fournies par des membres éminents du forum "lesmathe-
matics.net". Nous les remercions chaleureusement.
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III Calcul de A,,,

Pour cela, nous allons compter, pour (u,v) fixé, le nombre G, , des
entiers w tels que (u,v,w) € DNy, ,,. Std=uAv =1, G,, est égal a
u+ v —1, sinon Gy, est égal au nombre de w € [1..u + v — 1] premier
avec d. Comme u + v est un multiple de d, il n’y a pas d’inconvénient
a aller jusqu'a u 4 v. On a donc :

U+ v
1

-Sid=uAv=1,alors: Gupy=u+v—1= e(1) —1,

-Sid=uAv>1, alors: Gy, = Z 1:u;1}gp(d).

1<w< (u+v), wAd=1

Le nombre d’entier inférieur & gn et premier avec n étant évidemment
qp(n), ceci justifie la derniere égalité ci-dessus.

1 si kAl=1 : .
Notons x(k,1) = { 0 Znon/\ . Avec cette notation, on obtient la
formule :

G = 2w A v) = x(u,0).

u/N\v

On peut maintenant calculer A,,,. On a :

Am,n - Z Gu,v

29



Calculons d’abord B, ,,. On a :

min(m,n)

kd + ld

d=1 k<m/d,l<n/d, kNI=1

min(m,n)
= > ed > k| > 1
d=1 k<m/d  \I<n/d kni=1
min(m,n)
+Y ) Y o1
d=1 I<n/d - \k<m/d knl=1
Posons :
min(m,n) min(m,n)
Bi = Y oed Y k|l > 1= > edsid
d=1 k<m/d I<n/d knl=1 d=1
min(m,n) min(m,n)
By = Y ed> 1| D, 1]= > e(d)Sd)
d=1 I<n/d  \k<m/d knl=1 d=1

On voit apparaitre dans les parenthéses une expression semblable au
premier membre du lemme de Vinogradov avec f(I) = 1. En utilisant
la formule (x), on a :

s = Skl Y 1 :ZkZ[%}u(e)

k<m/d I<n/d knl=1 k<m/d ek
. n n .
= X delg )@ =3 ente) 5] | X
je<m/d e<m/d j<m/de
1 n m m
_ - DR 1).
2 Z ep(e) {de} {de} ([de} +
e<m/d
D’ot,
Bi=b S ) X ento 1] ] (] +1)
= — epu(e) |—| |— — )
179 — 14 oyl H del Lde de
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Il n’y a aucun inconvénient a étendre les deux sommes jusqu’a +oo,
car, pour € > m/d, [2*] =0 et si d > min(m,n), I'un des deux termes
UZ] [%] est nul. On peut donc écrire, en remarquant que la série double
qui est un O(75) est absolument convergente :

400 400

b = 535 ewenta [ (3] (5] +)
S () T entere
= IS T (] ) i

la derniére égalité résulte de 'application du lemme d’Euler-Moébius
cité plus haut.

On a de méme :

—5 300 [ [ (7] +).

On en déduit donc :

B =530 (5] [1] (03] + [ +2)

Un calcul analogue permet d’obtenir la valeur de C,, 1

C(m,n) = Z Z :ZZu(d Z 1

i j<n, iAj=1 i<m d|i k<n/d
= XX @I =Y u@ 3] X 1
i<m d|i a<m k<m/d

- w2 2]

u
N

m

31



IV

On peut donc en déduire le cardinal de DN, ,, c’est-a-dire :

Am,n - Bm,n -

=3 300 [7] (3] (7] + 3]

On ne peut pas aller beaucoup plus loin dans les simplifications.

Asymptotique de A,,,

La formule donnant A,,, nous suggere de calculer la différence :

Apn(k) =

mn(m +n)

e~ Ll (G [)

+[%}%m+” {%}[%}(m”)
[ G- G G G+ D)
mn(m+n) { (m+n)

L) e (G )

| =

On en dédu1t la majoratlon suivante puisque, pour tout entier

i7{%’}<u

Am,n(l{j) < k;

k3

! ((m +n)* +2mn),

La suite est une affaire d’inégalité triangulaires. En remarquant que

Apn(l)=0,0na:

mn(m +n)

— u(k)

k3

= 2

On obtient finalement |'estimation suivante :

Am,n -

mn(m +n)

2¢(3)

+ ((m+n)*+ 2mn) Ky, ,
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avec

PINPYCCECII

Une simulation numérique permet de constater que le majorant de
| K.n| ainsi obtenu est voisin de optimum. Pour 0 < n < m < 1000,
la moitié du majorant est atteint.

Asymptotique du nombre de droites de Farey
On a déja vu 'égalité :
|Dm,n ‘:QAm,n"F | E [+ | Fa |

On sait par ailleurs, d’aprés [4] que : | F,, [<m? et | F, |< n?

On obtient donc le résultat suivant :

[héoréme 7

1. Lorsque m et n tendent vers Uinfini, | D,,, | est équivalent a :
mn(m +n)

¢(3)
2. On a de plus une majoration inconditionnelle du reste :
5!
mn(m + n)) < §(m2 +n?)

abs( | Dy | — 03)

Le premier résultat de ce dernier théoréme nous a été communiqué par
lauteur de [6] en 2012, accompagné de la démonstration publié dans
|6]. Nous avons attiré son attention sur la mauvaise organisation de sa
démonstration et le manque de clarté de son texte. Force est de consta-
ter qu’il a maintenu son texte dans son état d’origine et qu’il démarre
'estimation asymptotique sans avoir mis A,,, sous forme d’'une série
simple, ce qui lui donne une estimation de I’erreur bien moins précise
que celle que nous obtenons.
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