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Chapitre 1

LES ESQUISSES

1.1 LES ESQUISSES MIXTES

1.1.1 Un point d’histoire

Les remarques suivantes de René Guitart! nous paraissent particulibrement intéressantes pour une in-
troduction & la théorie des esquisses fondée par Ehresmanm en 1966 (Ebresmann a défini les esquisses
comme “graphes pulbiplicatils” marqués de cfines)

“Il n'existe pas du tout de len avec les sites of catégories de faisceanx, car il faut dire que son point
de voe est fout avbre gue eelui de Grothendieck. En effet, Ehresriann n'asime pas travailler “hom pas
hom® avee Voulil fondarmenbal qu'est le lemme de Yoneda el il préfire tonjours les ealeuls ef descriptions
“dessinées” par de petits diagrammes bien visuels, Cela se rattache probablement & sa formation en
topologie algébrique, et se voit jusque dans sa maniére graphique de représenter les diagrammes dans les
catégories,

Ainsi; pour il one catégorie est Qabord un graphe ovients, plus une loi de composition des paires de
fleches conséeutives; vers 1965 cela fait une différence entre lui et les autres catégoriciens, différence con-
ceptuelle, & laguelle s"ajoutent des différences de notations :

il emploie “(F, f, EY" pour *f 1 E — F" et @ ot [ pour “dom” et “cod”, “¢".C.e” pour “HOMc{e, ')
Avec parfois le choix d'une terminologie & Papparence “provisoire” (comme le terme “quasi-quotient” )
pour des concepts au demeurant simples et excellents, cela a certainement contribué A une mauvaise diffu-
sion des travany d Bhresmann, jusgu'en 1970 epviron. Mais revepons aux esquisses. 1l existe une esiqilisse
Sir (A savoir le début de la catégorie simpliciale) telle que la  catégorie
CONT 8., Ene) des foncteurs continug de §,,; vers Ens soit équivalente & Cal. Alors les catégories
U-gtructurées, avec I + O — Ens, soni précisément les objels de CONT(5,4;, Ens), et heaucoup de
résultats & leur sujet sont encore valables i 5., est remplacée par une autre ssquisse § déerivant un autre
que celle de Kan; d'un antre c6té, il travaille toujours sons la forme “locale” (= exstence d'objet libre),
ce qui est la maniére naturelle de construire les adjoints. Travaillani avec des univers de Grothendieck
emboités, il donne en particulier un théoréme d'existence de structures hibres dont la preuve est une
imitation des constructions de compactifications ou complétions en topologie (avec I : U — Ens, la
{F-structure libre sur £ est imi £ = . %ﬂj}. Dans le méme esprit, i construls le “type” associd & une
esquisse, diverses complétions de caligornies ef calégories stuchurdes, de foncteurs of fooctenrs structugds.

Y yoir Rend Quitart, Sur les contributions de Charles Bheesmnnn & I théorte des catépories,
g dans Ja peette dey i hfsnadiciens, S0 50 13, feerier 1980, pp. 4703



2 CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

Ces derniers résultats semblent maintensnt intéresser beaucoup de gens, les catégoriciens allemands en
particulier.”

1.1.2 Définitions
Une esquisse mizle® § = (C, 0, P) est la donnée

- d'un graphe multiplicaiif petit
- d'un ensemble de cdnes inductifs distinguds de bases petites

F={l=(U ! Jyey: tel que ! est une petite catégorie }

- d'un ensemble de cones projectifs distinguds de bases petites

L
P={P = (V" 25 V) e xr tel que K est une petite catégorie }

Mous allons supposer pour la suite que T et une pelite caldgoria,

Lorsque Vensemble des cones inductifs distingués T est vide, on dit qu’il €agit d'une csquisse projective,
tandis que si Pensemble dea cones projectifs distingués 1P est vide, nous parlerons d'une esguisse induclive.
Enfin, une esquisse telle que { €, §, @) sera identifée & (.

On dit que f: (2 1, ) — (C', I', P*) est un morphisme d’esquisses mirtes si et seulement s

- i s ' o8t un foncteur
- I'image par £ de tout cone distingué de (C, 7, P) est un coue distingué de (C, I', P

Eagmisses ek morphismes entre esguisses sont les objets of by morphismes de la coldgorie des esguisses
notée Keqg.

Soit § = (C, I, P} une esquisse. On appelle réalisation de S et P'on note F : § —+ Ens, tout foncteur
F 2 s Ens transformant les cines distingoés de 'S en des Limites de Ens.

Ou note par Ens< la catégorie des foncteurs de C dans Ens et par Mod[S] la sous-catégorie pleine de
Ens“ dont les objets sont les réalisations.

Une catégorie D pera dite naturellement esquissable 8i el senlement si il existe une petite esquisse
S={C,H,IP) telle que T soit équivalente 3 Mod]S].

1.2 LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

1.2.1 Langages et théories du premier ordre
Un alphabetl du premier ondre est I donnde

- d’un ensemble infini dénombrable V = {21, 23, ...} de variables

- e connecteurs logigues — A, V, =5, &

- de deux parenihéses (|}

- d'un quantificatenr existentiel 3 of d'un quastificatenr universel ¥

- pour tout n € IN* d’un ensernble 5, de symboles de fonctions n-aire

{pour n = 0, un symbole de fonction (Faire sera appelée symbole de constants)
- pour fout # € IN* d’un eosemble By de symboles de relation n-aire

{pour n = 2 on dispose dans By d'un symbole d'égalité =)

Pynir O Bhvesmann. Esonmizsss =t tvee de strochores aledbrionss, Bul. Insgt. Polit. Tasi XTIV f1968)




1.2, LES ERQUISSESR DU PREMIER ORDRE 3

Les {ermes du premier ordre sont construits de la facon suivante :

= toube variable 2 € V., toul svinbole de constantes ¢ £ Sy aont des termes
~ ity te Bont des termes ob f dang 5;, slors iy . fe exb un terme,

Les formules alomigues dy premier ordre sond les suivanies ;
si ty,... ¢ sont des termes et A dans Fg, alors Riy .. .4 est une formule stomigue.
Les formules du premser ondre se construisent par

- les formules atomigues sont des Foromiles

- 8 GG el H sont des formules, alors -G, (GA H ), (GV H), (G = H), |G & H) sont des
formules

< g 0 est une formule ot 2 &€ V une variable, aloss Vad of 3207 sopt des formules,

On appelle langage du premier ondre Pensemble [ des formules sur un slpbabet du premier ordre. Une
formiule Festoappelés dnoned, 8i pour toute occurrence d'une variable 2 Jdans ¥ il v s upe sous-formule
G de F dans laguelle figure cette oceurrence eb telle que Yo on 320 est une sousformule de F.

Une théore du premicr ordre est un epsernble dénomeds.

Soit L un langsge du premier ordre. Une L-struciure M est |a donnée

- d’un ensernble M .

~pour f € 5, d'une fonetion j"'M C M e B
- pour R € Ry d'une relation n-aire oM
- pour ¢ € Sp d’une constante 8¥ € M,

Une valustion dans M est une application 3 : V — M de Vensemble des variables dans M.
Bi # eat nne valuation eb a £ M novs notons par 72 Is valustion

BV — M
¢ s {ﬁéy) siy#e

e sy=a
Une inferprétation des termes est un couple (M, 4} tel gue

<z € V est interprété par 8(x) (on note done ¥ = #z) )
~ g & By est interprété par &
ek

= fty .o by eet interprétéd par _fuffﬁ ook

La relation “Vioterpréfation des termes (M, J) est un modéle d'une formmle” (nokée (M, F) & F) est
définie de fagon inductive

- M B E=hty s T =T

- (MBI ER. o s T

- (M, B EAF sel non ((M,J) = V)

- MAEFAG s (MBEFet (M) E
- MO EFVGE s (M B EFon (MB)EG

- M, B) EVzF ssi pourtoutac M : (M, B0 e F
- (M f) =T gsi il existe a € M avec (M, 02]  F.

£
G

.



4 CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

Soit ® un ensemble de formules el F une formule, on éerit & - F si et seuloment si tout modéle de @ est
un modéle de /. Une formule F est dite sous forme préneve si F = Qi1 ... Qnx, G avec @ € {¥, 3}
et si G est sans quantificateur. Toute formule st équivalente & une formule sous forme prénexe. Un
homomorphisme entre deux L-structures M = (M,"™) et N = (N, "N} st une application 7 : M — N
telle que

- pour ¢ € By on alt x(EM}:-EN
-~ pour f & S;(k > 0) on ait W{f&(ﬂgv, s me )= 7‘”’(@({,1)“” wlag)
-pour RE Ru(k >0 onait W ay...aresi B wlar)...wlax).

5i T est une théorie, nous notons par Mod(7) Ia catégorie qui a comme objets les L structures qui sont
modeles de 7, el comme morphismes tous les homomorphismes entre ces objeta.

1.2.2 Construction des esquisses du premier ordre

Dans cette sous-section nous sllons asssocier & toute théorie T du promier ordre une esquisse § = (C, ¥, )
qui sera appelée eequisse du premier ordre déduste de T, Pour tout énoneé I de la théorie 7 soit VI(F)
Pensemble des variables qui figurent dans #. Nous allons construire Vesquisse S selon la structure
inductive des formules de 7. (Vest-A-dire soil § U'esquisse engendrée par les donndes suivantes :

- rjes ohiets ¢, | dans OC
- ung féche oo e 1 dang FIL
~nn cone distingné

. 1.
l 1d
1/.,,/ 2 >1 €1 -

{ pour exprimer que r ;¢ —= 1 a8t canddidat pour une application surjective }
< yry-£dae projectif distingué L&
{pour dire que 1 est un candidat pour un objet terminal )
- pour tout énonct F de T ef n = cardV'(I)
# un ohiet ¢™ dans O
o des fleches 27 * ——odans FIC pour € =1...n
& 4 cone projectl distingud

= ﬂn wy
ﬂ/\c e

{ pour dire que ¢ est candidat pour un produit )
- pour tout £ © IN® et tout B € By un symbole de relation k-aire qui figure dans T
nous avons

o un objet ¢* dans OBC



1.2. LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

® des fisches 7% 1 & —— o dans FIC pour i=1...n
* in cdne projectif distingué

F
e
j’ﬂ/' k
\ c P

{ pour dire que ¢* est candidat pour un produit )
# un objet ¢(R) dans O8C
® une fléche tg : (R} — ¢* dans FIC
& up cine projectif distingué
o 12}
id
li\ elp

e R) g vy c* i e[ )

id

{ pour dire que tg : (R} — c* est un candidat pour une application injective )
- pour tout k € IN" et tout f £ 5 symbole de fonction k-aire qui figure dans T nous avons

e un objet ¢* dans ObC
s des floches 7F 1 * — e dans FIC pouri=1...n
% un eohe prajectif distingus

A

# une fliche e(f) : ¢* — ¢ dans FIC

- pour tout symbole de coustante m e 8y qui figure dans T novs avops une flache
efm} 11— c dans FIC

- pour tout énoncé F de T et n = cardV{F), pour tout terme { qui figure dans F nous
constrmsons une flache K({1) : ¢ — ¢ dans FEQ de Is facon suivants

» it = z; { variable }
nous preaons comme fleche K{{) 1& projection 77 ;" — ¢

& 8i { = m { constante )
nous définissons dans FIC une Béche ¢® ~— 1 ¢t nous prenons comme fléche K{t)

le composé ¢ s 1 i 4

eEit= fiy. .l ,
et si pour ¢ = 1,....k on a déja défini K{f.} e P , tious définissons dans
FIC une flbche B © o® —+ ¢* & laquelle nous imposons les égalilés #f o b = Kit)

{pouri=1,... .k} et nous prenons comnme fidche K1) le composé " LI B



CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

- pour tout énoncé F' de T et n = eardV(F'), pour toute sous-formule ¢ qui figure dans F
nous constriuisons un candidal pour un monomerpbisme TG — ¢ daos FIC de Ja fagon
suivanie
wal iy =iy
nong ajoutons un objet Z(G) & ObL , une fltiche I[G) — ¢ & FIC et un cone projectif
distingué
Iﬂ
/ ‘1}
Kf%)
{ pour dire que I{(7} est candidat pour un égalisateur }
e 57 Ryt
naus définissons dans FIC une fibche b1 o® = o® & laguelle nous imposons les épalités

wfah= K{&) ( pour i = 1,... k) ( c'est-d-dire que h est candidat pour le morphisme
de la propeidté unmverselle du pmdmt ). Nous sjoutons ensuite un objet Z{G) & OBC,

des fliches T(G) — o[ R) et Z(G) Loenar 1C0 et wn oboe projectif distingaé

¢ — -t o(R)

ssiG:HAK
el i Z(H) — e, I(K) — c" sont déja définis, nous ajoutons & ObC un objet TGy,
trois fAeches T{G} — o, (G} — I(ﬂ},I(G) WI{K} & FIC et un cone projectif dis-
tingné
7(G)

: cP
I(H) e T(K)

{ pour dire que Z{(7) est un candidat pour nne intersection )
enili  HVY K ‘ | A
et si T{H)| — " I(K) — ™ sont déja définis, nouvs ajoutons & O T(H AK) — "
comme nous Pavons fail sous le poinl précédent, & OC un objet T(G), et & FIC doux
flaches T(H) — I(G), Z(K) — Z(G) et & I un céne inductif distingué
TG

el
T{H) ~—T(H A K} —= I(K)

{ pour dire que T{{7) est un candidat pour une réunion).
851 Gifi , ;
et gl T(H) — ¢™ esl déja défini, nous ajoutons & ObC un ¢hjet Z{G), & FIC une fitche
T(G) — ¢ ot & T un cone inductifl distingué
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g:“

o

I(H) HG)

{ pour dire que ¢” et un candidat pour une somme).

@« 5i G deH
et si Z{(H) — ¢® eat déjh défini, nous devons envisager deux cas :
a) la variable 2 ne figure pas dans H.
Dans ce cas nous ajoutons & O8C un objet Z(G), & FIC une fliche T{G) - I(H)
et &4 H et I des cones qui expriment que I(G) — I(H) est candidal pour un
momorphiame.
b} la variable z figure dans H, ¢’sst-d-dire 7 32H (2, ..., %1, 2, Zig1, ... 2y ). Dana
ce cas noug ajoutons & 0L des objets ¢®~1 (gauf pour n = 1 ait nous posons
& = 1), T(G) et & FIC des flsches 7+ ¢ — =1 I(H) — 1, T(H) -%» I(G) et
I{G) >
A P nous ajoutons des cénes (sauf pour n = 1)
g1
7 ali
i / \\ - Eer
Cwls ws awasawiy O

i

I(G) —— " " T(()

(pour dire que T(G) — "1 est candidat pour une application injective.)
Caomme cone inductil oone sjoutons & Veaguisse 5 ;

e

1 ItH) -1

(pour dire que T(H) —+ 1 est candidat pour une application surjective)
yi(eg

oy

LG —2— 70—~ T(G)

{pour dire que Z{H} =+ T(G) est un candidat pour une application surjective)
Ces donnees seront soumises & des égalités suivantes

o TR R, e Py gl — L § i
FOem=w, LTl e T =l 9T =T, ., T o=y



8 CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

shvcUuETOom
ot m: Z{(H} = " pour exprimer que nous disposons d’une décomposition epi-mono
IG)

T

I{HI e

Ceci achéve la construction de I’ esquisse 5. Malheurensement M od(Z) n’est pas naturellement esquissé
par 5, c'est-d-dire nous p'svons pas en toute geénéralitc une éguivalence entre Mod(Z) ef Mod[5]. 1l
existe, en revanche, sur le plan des objets un isomorphisme de classes : ObMod{T) = ObM od(S]. Cest
grace & ceble correspondance que pous parlerons donc des esquisses du premier ordee,

1.3 LES ESQUISSES CONCRETES

Appelons esguisse concréte® toul couple (S, F) constitué d’une esquisse projective § el d’un ensemble
IF de cones projectifs petits distinguds daos Mod[S]. On appelle réglisation de (S, I¥) toute réalisation
F de 5 qui véirifie ;

Hom{L, F) = 33;-% Hom{Lg, F)

pour tout cone projectif (L — Lg)xeg-» appertenant 4 . On note alors Med[S, IF] la sous-catégorie

pleine de Mod[5] dont les objets sont les réalisations de cette esquisse concrite. A foute esquisse mixte

8= (C, I, P} on peut associer Uesquisse concréte ((C P), Y () oit ¥ deésigne le foncteur de Yoneda.

Il esi facile do vérifier que Mod|C, 1, Pl = Mod[{T, F), Y {T}].

Inversement on montre! qu'a toute esquisse coneréte (C, IP, IF) est associée une esquisse mixte ' =

{Q’ I P kelle que lea modéles de 57 et de (O, IP, F) soient en bijection. On voit done que les notions
eaquises mixie et d'esquisse conerdte se correspondent.

1.4 CATEGORIES FILTRANTES ET
FONCTEURS COFINAUX

Mous rappelons ied quelques définitions et résultats des livees CWM?® of SGA 4%,

En théorie des ensembles on appelle ensemble filirani tout ensemble muni d'on préordre dans lequel deux
elernents admettent fowjours un majorapt. Celie notion peut élre Slendue aux catédgories ©

Vne categorie J est fillranie si J est nonvide &f

9. Pour tout couple de fléches w,v: J —= J il existe nn objet K € J et une fleche w: J' —s K avec
wou=waown

%zm R. Guitart et C. Lair, Existence de Diagrammes localement libres, Dingrammes, Vol. 6, Paris 1981
tuoie B, Ouitert ot ©. Laic, Calowl des formmles Internss, Disgrommnes, Vol 4, 1980
{em pps. GG 26-27 se troave une démonstration d'evetence)
®voir 8. Mac Tane, Categories for the Woiking Mathematician, Graduste Texis in Matheoatios, Springes-Verlag
S voir Béminsice de Oéoméicie Algfhrigue du Beis Maris 1903/64, Theorie des Topes of Cohomologie Biale des Bchdmas,
S.L:N, 280
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Autrement dit J est filtrante si et sealement =i toul foncteur [ —— J de source une catégorie finie I est
base d’un cone inductif dans J.

Une limite mductive filtmnie est 1a limite d'un fonctenr F @ J — K défini sur une catégorie filtrants J.
Hous avons le théoréme important

Théoréme : Soit K une catégorie finie e J une calégorie petite of filtrante. Alors pour tout bi-foncteur
F K x J o Ens le morphistne canonigue

Colimy Limg F{K, J} — LimgColimy F(K,J)
et un somorphisme,
Démonstration : voir OWM, p.212

La notion de cofinalité que nous allons introduire maintenant servira dans la définition du diagramme
localement libre & exprimer synthétiquement sa proprieté de limite (voir section 1.5.2), comme J. Bénabou
noud o signslé.

Un foncteur F 2 J ——+ K est appelé cofinal g pour tout K € K 1o comma-catégorie (K | F) qui a comme
objets des morphismes K — F{J) est pon-vide ot connexe. Une sous-catégorie est appelé cofinale s lo
foricteur meclusion est cofinal,

Pour F @ J -~ K et L+ K~ (il existe un morphisme canonique ColimlL o F ~— ColimL qui est
défini si les deux colimites existent. Nous avons le théoréme suivant :

Théoreme : 51 F Jd — K est cofinal et ;1 L3 K~ Clest un fonctenr tel gue Colirnl o F exigte,
alors Colim D eiste et le morphisme canonique est un isormorphisme,

Démonstration : voir CWM, p218-14

1.5 THEORIE DU DIAGRAMME LOCALEMENT LIBRE

1.5.1 Introduction

On sait construire effectivernent los éléments du monnide libre sur un alphabet A, & savoir comme les mots
sur cet alphabet. Les structures algfbriques Libres géndrales peuvent auesi étre déerites effectivement,
en en représentant les éldments comme termes de la théorie comprenant comme constantes les &léments
de Vensemble géndrateur. Siun foncteur n's pas d'adjoint mais est néanmoing mixternent esquissable,
on a (Guitart-Lair™), & la place des structures libres, Pexistence des disgrarmmes localement libres; ot

de disgrammes localement libres discrets. Nous wmdiquons iei, dans le cas ot I'esquisse mixte consi-
dérée compte des cones inductifs quelconques et des cones projectifs finis, une méthode pour présenter
effectivement les éléments des différents objets du disgramme localement libre. (e résultat est une étape
indispensable en vue d'élaborer un procédé caleulant les invariants homotopiques e cohomologiques
proposés par Guitart®. Pour simplifier nous derirons d.01. au lieu de diagramme localement libre .

Tyoir o Cuitart o0 C. Tulr, Existence de Disgramnes Localement Libres, Disgraremes, Vol. 6, Pacs 1881

Bvoir Y. Dioms, Catbgories localisables, Thise, Paris, 1977

Synie F Gydtart, Un the Geometry of Compntations, Cahiers de Topologie et Glométnie Diffdrenticlls Catégorigue,
Vol, XXVIT-4 {19&6}
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1.5.2 La définition du D.L.L. des Esquisses Mixtes

Soit § = {{, I, ) upe esquisse mixte. Considérons le fonctens T 3 € — Ens de la catégorie sous-jacente
C vers les ensembles. Si T n'est pas un modéle, T est quand méme susceptible d'engendrer un “spectre”
de modéles. Le d.1.] de T esi ainsi la donnde :

~d'ume pelile catégorie 4,

- d'nm disgramme de foncteurs D1 A —— Mod[5] ot

- d'un cone projectif d = (dg : T — Da)aea dans EnsS
tels que pour tout modele M € ObMod[5] :

Homy,,o(T. M) 55 Hompoqs(Da, M):

Autrement dit on demande que le foncteur (D, d} : A — (T" | Mod[5]) avee 4 +— (dy: T’ ~—+ D)
soit cofinal (ef. section 3.3) ie tel que pour tout b : T — M la catégorie (D, d) | h soit non-vide et
CORpeNs.

Cette dernifre condition peut etre explicilée de la fagon suivante

Pour toute fléche (T iy MY e Homg, (T, M)

Enss
A pd] 2]
i
Mo & T

2) 8i (A, ma) st (A’ my) satisfont la condition 1}, alors il existe un zig-zag dans A ;

A=A e i Ap = A

tel due be diapranrne soivant est comrriatif |
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Dy,

D,

Guitari-Lair*® ont done établi I'existence des d.0.1. La démonstration se base sur une constmetion trans-
finie par salurstion. B y a donc as principe tératif, mais 4 chague dtape la construclion n'est pas
effective.  Dans la perspective d'un caleul effectifl d'invariants gdoméiriques nous aurous besoin d'une
construction plus effective. Pour cela nous avons effectué une autre démonstration qui est effective mais
valable sewlernent pour les saqnizsaes dont les efines projectife sont & bases finfes. La finitude des bases des
cfines projeciives est donc une restriction par rapporl au résuliat de Guitart-lLair mais permet d'eviter
une induction fraushnie.

1.5.3 Raffinement : le D.L.L. relativement filirant i

Pour des applications plomélrigues ultérinurss mous surons besoin d'ube cerbaine “amélioration” de la
notion du d.l.1 Soit de nouvean 5§ = (C, I, IP) une esquisse mixte et T : € — Ens un foncteur. Und.LIL.
(4, D,d) de T est relativement filteant (d.l.Lr. f.} si el senlement s pour tout b : T — M, la catégorie
(. d) | h, qui est connexe, est de plus filtrante. Soit explicitement :

1) Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme (T ot M) € FlEnsE, pour A, A' € ObA,
my € Homproasi(Da, M) et my € Hompgogrs)(Dar, M) tels que les diagrammes suivanis commutent :

Dy

Dy :
/ﬂ\ /_\
M - T M . T

un disgramme commutatif -

W oolr I Quitart et 0, Lalr, Existence de Disgrammes Localement Libres, Diagrammes, Yol 8, Parls 1981
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Meodis)

2 ) Pour tout modtle M € Mod[S] et tout morphisme (T oy M) € FlEnsS, pour A, A" € OBA
et tout couple de fléches 4 A — A et v : A — A, pour my € Homyoya(Da, M) et pour
mar € Hompgoqsi(Dar, M) tels que le diagramme suivant commute ;

Mod(s]

\

\,

Fngs

il existe B € ObA et mp € Hompg,as)(Da. M) et 1w : A' — B dans FIA tels que wou=wou et tels

que le diagramme suivanl compmute dans Ens
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On reconnait les deux élapes dans la définition d’une catégorie filirante!!. Le mot “relativement” se
reftre au point de départ el est-le morphisme by T M

1.5.4 La définition du D.L.L. des Esquisses concrétes

Seit § = (C, P, FF) une esquisse concrdle. Considérons le fonctenr T': € — Ens de la catégorie sous-
jacente de S vers les ensembles. Le dIl. de T est Ia donnée :

- d'une petite catégoris 4
~o'un diagramme de fonctenrs [V 0 4~ Mod{{{, P}, F]
- d'un cone projectif d = (da:T — Dy)aea dans Ens® tels que pour tout modéle

M € ObMod[(C, P), FF) :
Hompg, oT, M) 252%  Homygoqs)(Da, M).

La définition est donc tout 4 fait analogue an d.11, d’une esquisse mixte. Nous avons de nouvean Pexistence
du d.1142,

1.5.5 Exemples

Les deux exemples suivants ont ét¢ mis en évidence par Guitart®® :

Le D.L.L. des somimes

O considire 'esquisse mixte S=a s ¢«2 b avec le cone inductif distingué a — ¢ +— b, Soit
T': ¢ — Ens un foncteur que 'on notera par T'= A % (0 < B,

Premier cas : w(A)Nv(B) #£08
Il o'y a done pas de morphisme de {u,v) vers un diagramme somme. Dans ce cas le dl.l est le

disgramme vide,

Miir 5. Mac Lane, Uategreles for the Working Mathematicion, Craduate Teuts io Mathematics, Bpriniger-Verlag, p, 907

Fuoir K. Ouitart of O, Lair, Existence de Diagramomes Tocdement Libres, Disgrammes, Vol &, Paris 1581

Hypir B Guitart, On the Geamelry of Computation 11, Cabier de Topologie ot Géometrie Différentielle Catdgoriques,
Yol XXTC.4 {1988), p. 323333
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Deuxiéme cas : u(A)Nv(B) =
Boit donné un morphisme vers un-Jdingramme somme

A’\.\y\\ fa . —A

I

¢

Notons

= C\[u(4)Uv(B]]

= {c€C™|flc)€A)
= {e€C”|flc) € B}

\ '
- u(A) +o(B) +C
/

v(B) + C

st B

Pour cetie ralson

ulA) +

352

sera le diagramime sormme qui factorise le morphisme (f4, f, fo). Le d.1L1. est done discret ef est indexé
par ensernble des bipartitions de £,
Le DLL.L. des Epis

On considére I’esquisse mixte § = a - b avec le céne indunctif distingué :

/ Lf\

b-t—f—ﬂ

{ pour dire que f : @ —+ b est un candidat pour un épimorphisme).

Soit T : & — Ens un fonctenr que Von notera A J.B Sotwla catégorie qui & comne objets les
cardinaux finis et comme morphismes toutes les applications entre cardinaux finis. Le d.l1. est défini de
la fagon suivante

D w ——t 5?"9&{5]

n o | B

iis
( A+n(£;\fm3} gl A+m(?xfm))’

L 5 o 5

{n-r-f-am) i
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ot D(t)(8) est Videntité sur B, D(t)(a) est Videntité sur A el envoie la ™ copie de B — f(A4) sur la
£iy1¥me copie de B — f(A).
Lz cOue projeciif du disgramme localement libve eat downé par :

A¥ ~A+n(B\ f{A))

dy 1! ; pOUr 5 € w

id

Vérifions maintenant gue ces donndes constituent un 4010 de 4 Ao B Pour cela considérans un moe-
phisme de A -1 B vers un épi

A : K
Ii la
o L

i

11 est facile de voir que tout »n € w délivee une factorisation par A + (B — f{A)) — B mals que cette
factorisation o'est pas unigue en général Considérons pour vels denx factorizations

A4 n(B\f(A))——=K A+m{B\ flA)) 22—~ K

|

£ ¢

Dans w nous pouvons définir le pig-zag suivant :
] -d}:wﬁ T T o.:'.r-- TE
e e
d'oil le diagramme commuiatif :

A+n(B\flA) —+~ A+ (n+m)(B\ flA))~———A+m(B\ [(4))

g i
b id B id B
2
By e K 2 g
1 e L - i
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A+ (n+m)(B\ f(4))

zE A

ve(B\ flA)); avec i<n
ye(BYHA)) avec n<i<m

e

| i 4
s
g

K
s(z)
511(3)
smlz)



Chapitre 2

LA CONSTRUCTION
EFFECTIVE DU D.L.L. DES
ESQUISSES MIXTES

Ce chapitre a été Uobjet d'un exposé au 5177 Paripatetic Seminar on Sheaves and Logie'. Pour le

reste de ee chapites, soit 5 = (C, F, IP) une esquisse mixte avec les notations de 1.1.2 . La eonstruction
effective du d.ld. ne sera valable que sl les cines projectils distingués de S sond & bases finles [(Celle
condition intervienl dans la section 2.3 1, p 40

Sait T'1 ) e Ens un fonckbeur quelcongue de la calégonie sous-Jacente de Ussgnisse 5 vers leg ensembles,
Le but de re chapitre est de calodler de Tagon effeciive point par point le 411 de T,
Mous allons voir gue la construction qui sers présentés nlest pas seulement un dLl, mais suss un
d.ld, relativoment Blrant de 7',

2.1 LE SQUELETTE DE LA CONSTRUCTION

5i T n'est pas un modéle de Vesquisse S, Pon peut se questionner au sujeb des raisons qui font que T ne
transporte pas les cones distingués de 5 en des linmies de Ens. Avant d’examiner cetle question, faisons
les rappels suivanls sur les Limites inductives of projectives ©

Eimites Inductives @ Soit F o J o Eny an fonctenr. Alors
s My = LI
= ) jlé]gﬂf‘{ W

el oo oest la relation d'énuivalence smivante ¢
{z,J) =~ (2", J") s il existe un mig zag entre J ot J' qui lie (2, J) & (2", J')
Limites Projectives 1 Soit F . K — Ens un foncteur.
Alars:

lim (K)= {zgkex € FIK)/WE B e E¥u: K — K'e K Flulzg)=zr}
Eel LT Re K :

baptteie p g sl Valenchennes{France}, 1314 Berier 1953
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Nous trouvons trom Lypes d'“imperfections” gui stnpechent 1 d'%tee nn modale { les denx premiéres
soncernent les limites inductives of la troisiome b limites progectives | @

Ervenr 1 1= pont poor oo obne inductif de 5 gie Vonage de soo sommet par 7 ne sode pag antidrement

)
“remplie” par la base. Clest-bedive il existe [ = (7] r U;}JEil e

el gue i;iit-ﬁ; T{UL # T(U!) parce que la famille T{a) ) n'est pas eollectivement surjective, Lo

ded

fgﬁ;m’»;’?{m@)}g?{gﬂ}

‘é"fi!";//"\\

B

Lem wing

Erreur 2 11 se peul pour un ¢doe mdwctifl dishingne de & que dans Vimage de son somumet par 7" deox
points de la base g'identifient sans gue dais I base il y ail un zig-zag qui les lie.
: i . & & s
Cest-a-dire il existe [ = (U] Z5 E),. 50 € ¥ tel que b gypty 2 1) parce que 31, 1 € J7
o Fagt
de; e TIUD, 32y € T LY tols que Tah Hea ) = Tloh e ) mais il 0’y a pas de wigoang entre J

ot ' dans J' qui lie 25 & xp0.

v i ¥ % ”
Errene 3 [ existe P = (VP LA Vil Igexr € P el que him i TVEY# TV, Cest-hedire que
ERE
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a} ou bien T{V"} — Limy TIVE) est non surjeciive.
Ken”™

b) ou bien (V") — "™ (VP esi non injective.
Keg”

Nous allons “réparer” ces trols lypes d'erreurs par saburation

Erreur 1 Pour tout cone inductil [ € I, nous allons départager la partie de T(UY) qui n'est pas “rem-
plie” par la base et nous allons “verser” cette répartition sur la base : pour tout 7 e Fet J g J!
aols ajouterons un ensemble AT & T tel que nous ayons JU f}&" (1) =T avec

e

Tt =\ [ U rehrwi.
Jed

Commie le cone distingud { est plongé dans € dans un environnement, nous devons ajouter A (J)
égalernent & T(W) pour toute fléche U — W € FIC ef tout objet W € OB, Les A (J) sont done
le péwultat d'une partition de T'. Mais rien nassure qu'il existe une sorte de répartition canonique

construction effective du d.L1 sera de mesirer cotte ambiguite.

Frrear 2 Ceble erveur ssl due safailb que dans la base il vy a "leop peu” de vigzigs susceplibles de com-
hiner des points qui sont identifiés dans le sorumet. Pourtout I e Bet J & J I pous ayontons donc
un ensemble #1{J) & T(UT) qui consiste en des “maillons manguants”. Ces “maillons manguants”
seronl précisés plus tard, Comme pour Perreur 1, nous devons ayouter #7(J} également 3 T(W)
pour toute feche U — W e FIC el tout objet W € O Corame pour Verreur 1,  y aura une
ambiguité dans la détermination des #'{J} e que nous allons essayer de mesurer dans le d.L1L

Erreur 3 Afin de réparer ce troisiérne type d'errenr, nons allons ajouter & T(VF) (P € P) une partie
comvenable ¢ C HI"I p?“{:iﬁ}f ¥ ogut sera précisée ultdrienrement. - Comene le cdne distinpué P oest

- Kept

fische VF — W e FIC ot tont objet W e OB, En réalité, In péparation ne sera effectude que par
des ajouts {visant Pecreur 3 a)) of un passage au quotient ultérieur (visant Uerreur 3 b)).

Nous effectuons sitpulianément toutes ces saturations sur T Mais comme les différents cimes distingués
de 5 peuvent #lre entvemélis, il est possible qu'une saturation andantisse les effets d'une autre. Le
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“nouvean” T est done susceptible de contenir les erreurs 1, 2 et 3 & ponveau. Pour csla nous allons
répéter In procédure de saturation pour “ce nouvean” T efc. Autrement dit nous allons répéter e
procédé & Vinfinl par induction. Nous obtenons ainsi les fonctewrs 7, {n e ). Nous poserons enpsuile
T = | e To ot quotienterons T.., par une relation d*équivalence convenable s g qui fera de Th un
modele. L'ensemble Solmod(T) = {Tus/ =y} de tous cos modéles ne sera pas encore le d.L1 de 7', parce
que 'ensemble Solmod(T) ne permet pas de combiner les différents modéles par zig-rags. Afin d Yobtenit
ces zig-sags enbre modéles, nous allons procéder de la manitre soivante

Nous considérons les éléments de Solmod({T") par paires de deux, La somme amalgamée de deux modéles
B sera pas nbcessairerment un modéle; mais elle el susceptible dengendrer un autre ensemble de modéles
selon b procédd que nons venone de déerire; Nous allons assembler tous ces ensembles de modéles aver
Solmod(T') et nous allons définir des feches formelles qui pointent & partir de deux éléments de Selmoed(T)
en passant par leur sormme amalpsmss vers wa point de Pensermble de mediles de celte somme amalgamde,

M od 5] /’*\\
; * e

e seime
,;«;‘r““ amalgamee

g/%

Y \\/

e

A T

Ena
Aprés avair Joint fous ces ensembles de modéles ensemble, nous allons recommencer cefle proeddure
de fermation de sommes amalpamées aingl de smite. Autrement it nous allons répéter oo procéds de
formation de somunes amalgaméss & Uiafini par induction. Ceel nous conduira au .01

2.2 LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L.

La construction qui va suivre est effective, mais malheurcusement peu itelligible quant & ses choix et
ses définitions, parce que Pordre qu’a pris Uintuition est différent de cclui d'une représentation derite.
Lintuition est partie d'an meorphisme b 07— M de T vers un modéle M de 5, afin de construire une
factorisation - factorisation qui cst oblenue 4 partir de T on réparant de facon Wérée les erreurs 1, 260 3

M ity

Dans Vapproche nbuitive ¢lest seulement aprés la constreciion de cotle factorisation que Von essaie
de décrire V'ensemnble des factorisations possibles, tandis que dans la représeniation éorite on introdait
brutalement dis le débui des ensembles (qui semblent #ire arbitraires of peu intelligibles) pour montrer
enguite qu'ils fournissent des Tactorisations,

A cvause de ces considérations nous proposons au lecteur d'admettre la construction du d.JA., de se
rapporter directement -a la section 2.3 el de revenir successivement a-la section 2.2 Ulest dans o6 v
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eb-vient” gue a lecture du chapitre 2 nons semble étre ln plus profitable.
4. Bénabou nons a signalé gue o lerime sutvant permet en théorie d8iminer Je fonctenr T:

Lemme : Soit 5 = (€ #, ) une esquisse mixte et T+ ' —— Fnz un fopetour. Alors il existe ame
esqiisse S[17 telle que Mod[S[TY] 2= T | Mod[5]

En effet, la recherche d'un petit dLl sur T se raméne alors & ls recherche diun foncteur cofinal
A — Mod[S[T]] de source une pelite catégorie A

Dans ce qui suit, quitie & remplacer 5 par S[77], le lectenr pourrait, du moins dans la premitre étape de
la construction (passage de L' & 77}, raisonner comme =1 Vop avais T o= 4.

2.2.1 Construction de ’ensemble des factorisations au-dessus de T

La copstruction de celle woussection  concsrne |z premifre condition du dld. Pour foul
n & I constroisops par récarrence des foncbeurs T, 700 — Ens répacant sur T les erreurs 1, 2 83
el des snsembles Uy Ay gui mesurent Pambigoiié de ces réparations.

La premidre Stape de 1o récurrvence

" Pour n=0 | Posons Ty = 7', [ndiguons ensuite les définitions qui sont essentielles pour la réparation

des “erreurs 1, 2 et 37,

Erreur 1 Pour J € T soit T = To(U )\ [ U To(ad To(U]))] et
JET

AL T = 4k s obd! — Py Mest une application et Uf}.ﬁ(»ﬁ) =T}
- Jel
AL, TE) décrit Iensemble des distributions de T}

Erreur 2 Pour cetle erreur il 8'agit done de compléter les “sig-sugs manquants”. Sans nuire & la génér-
alite mous pouvons nous restreindre & deis bypes de zig-rags dans Ff,g;‘ { pour tout cone inductif 1
de F)

J"‘ wlx I wgw Jﬁ'
Jé‘ e ‘I Ao J"
Le deuxieme wig-zag ne présente pas de probleme de “maillon manquant” | comme nous allons voir
dans la section 2.8, Pour véparer Verrenr 2 nous allons dond surtout nons ocouper des gig-raps duo
type J' <~ J -2 1", Définissons :
Oy = {{zp 2p) € TolUL) = To(Uh) Vs € Toll]) - Ta(W(zs) # 25 et To(B)(23) # 270}
e A g s i = Im H I
Bl = gﬁﬁ (/) e &= L&),

Nous pouvons mesurey Veflort de réparer Verreur 2 par Uensemible smivand ;
(gl 1) = {91 : O — P(O]); 19! est une application et ¥J € Jh diT) c eling

Evrenr 3 Lemesure de lnoeorrection de Vorveur 3 pont éire définis par
wigP my=r I ok
(7 Ih) £HE§§1"“ ol Ve )
En rasssrnblant tous ces ensembles, nous poivions définie

e | fbodv o Tt r W K«'P;Ia'“
Ag =Ty = [TAZ T x IT0W, 1) x T w(K", 1)
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Tﬂ}s@!‘ﬂmiﬁlqﬂ b o — o Fina
Y — I TE

W By I Homa(U], W) x M) (erreur])
:Ug ll Home (UL, W)y x 01(J)  (erreur2)
+ ng!f mﬂg_{b’p Wil {erreurd)

FI¢  — FlEns
(W S WY e [T1(Ag, Py, o )W) =

L) 1 (01 9, 90) (W)

Tyieyest défin par morceaux -

To(W) 2 1 (w)
Home (U3, W) x {J) — ffmm UL W x M
lfU} s Waz} i ({ﬂ WS W, x)
Home (U], W) x 3{(J) — Hﬁ%(&;,W’) x 91(7)
(U} 2 w,2) — (UL W S W)
ﬁ'm‘ﬂg{,ifp, Wix ‘i;{lé} s Hmﬂgﬁ;(@"‘p Wr!} i ;&P
(V¥ A, W,z s @;P LW S W)

11 est Tacile de voir gue Test un fonclene, Malbawratisenwent T peul conterr de notvean les ereais
L2 et 3. Poue cela revomamensons la procddare

Erveur 1 Pour tout [ € f soit T = Ti(U]1 ) [» U ';’!k{w;} T et
ﬁ{gﬁTf} o {,l{ : Qﬁi;‘ S 'P{Tg}j}k{ eat uns a,pphcauﬂn = U:HU) o Tf}
JEd

Erreur 2 Pour tout T € § et J € J' nous considérons dans FIJ' 1e sig-zag J' 1= J Lo
Biefinissons &

07 () = {(zp. zy) € T (UL) x Ty(U3) Ve € Ti(U]) : Ti()es) # 220 et Ti(6)(zy) # 10}
CHE IIE%’{“’E(J_) et @) = }gﬁf(ﬂ-

Conune pour 'étape precédents pous définissons
o, Ty = {0 . 0bd" — PO /3] est une application et ¥J € ' - ¢1(D) c (N}

Erreur 3 Pour tout cone projectsl distingnd P & P nous définissons

wE" m=r 11 Vg ).
Kek
By rasserablant tous ces ensemibles nous obtesons comme nne mesure de Pambiguité
Ty = Ti(h, 0o, 90) = TLAG, ) x TLOWL\Th) x J1 (K", Ty)
Ted el Feir

= I Tald, fa,4m).

Ay B
{hpido e lCda
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Ehypothése de la réenrrence

Supposons que Ag, .. 8 5 Taoooo, U et les fonetenurs Ty, .., T sont déja définis tels que
;ﬁﬂ = illm—-’l ﬂm—ﬁgu-ﬁ}eam_-rﬂﬁ‘xﬂ_ly _1l¢éﬂ 1)1
Py = n{}*n a:f’n 1:;18“’1‘3 l}‘ ﬂ,'&‘ j{ f}x I‘[@{}f 'jn} = ﬁ @(ﬁp Tﬂ)l
@(ﬂp~?ﬂ} = P H Jj }}‘
el = {1’3 Lad ?{ﬁi}/ﬂ, est une application et ¥J € J! -0l c @l(N}

aver Ol = u@*ﬁm et B! = Ue’w;; et

&rA) = {{«Tﬁ zyu} € T (Ufu)f¥es € TolU]) - Talydzg) # 2o et Tolvlzs) # 24
Pour tout J' v J 2 J¥ ot tout J cJi-
AJLTH = AL 0bdT e PO AL est une application et U A1) = T} avec
Jegt
b= T At e W) = éufm U Tl (T

Finalement le foncteur Ty == To{dno, sy, W1 ) dépend du choix de Uélément
(Aﬁ-lsﬁﬂ"i! “ﬁﬁw—i} = a’f\n—i =

Le pas de la vécurrence
Choisissons {Aq, Vo, ) = (A e r 000 e n, (¥ Jpew) € Ay, clestcbodire nous choisissons

{Aﬂ:—i i ﬁﬂmla *é?nx-l} = a!‘a—i et {Aﬂyﬁﬂzﬁxbﬂ} £ :\ﬂ
Nous pouvons définir de fagon analogne un foncteur Too = Toarlha da, i) -

Tnt | o ——s Ens
o Oblins
' = T U Home(o! wy = At(n .
W L;EW}*P{% Jﬁgjﬁﬂmg"—{& M x AL [erreurl)
- v T L
+ 1L Jgﬂmg(i; LWy x L) (erreur?)
il plé%sfjmaﬁwrp1 Wi x gl {erreurd)

R —  Flins
(W2 W e (T (e oy Y )W) "Mmﬂwl«{% Py Y W}

Tagile) est défini par moreean de fagon analogue gue Ti(2) De nonvean il est facile de montrer que T4
est un foncteur.

Erreur L Poir teut 7 el st 2",3'_“ = Tt lU ) \f U Tﬂwy(fxﬁ}{?ﬁ‘n,ﬂiﬂf et
AL = (AL 00— POTT A mf une application ef U ﬁnn“(f} Tl

Erreur 2 Pour tout T € T et J € 7' nous considérons dans FILJ le sig-rag J’ AN SRR
Definizsons
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LD = {zp.zi) € Tnaa(UR) X Tapa(Uke)/ Y25 € T, ni (1) ¢ Thaalidzs) # zp0 et
Tasilf)za) # zin}

{;}i»kgij}xg% ) et B, = ﬂ,@,{”(;}

Comme pour Vétape précédente nous définissons
O Tan) = {9k,  on! — p@l.y ¥, et une application et
vrie J! R AR )R @ﬂ+!(’j,}}

Erreur 3 Pour tout cine projectil distingud F & P pous définissons

W, Tag) =P [IFPTH%(W?)}—
RER:

En ressemblont tous ces snsembles nous oblenons comme une mesure de Vambiguite -

Lats = Lasr(ns Vo, o) = TTAG, Th40) x TTOW Togn) x TT (K" Tuga) et

e | Coni{An. O, iba ).
Bt {Amegﬁmm[’"w(% i ¥n)

{est 10 que finik 1z construetion par recurrence.

Vers Yensemble des factorisations av-dessys de T

Afin de construire une mesure globale d ambiguité, déliniseons :

A 2 fapplications p: IV s LA/ ¥n eIV :pln) € By ot Vn € V" : pln) € Tulp(n — 1)},
Cette défimtion de Ao, est prﬂﬁarable Y Hﬂ&m parce que définie A, comme ﬁﬂ&ﬂ ne prend pas en

compte le fait que chague S dépend rit* Ay Ensuibe nous devons constriire un foncteur T, qui unifie
les T (0 € V) Pour fouk p € B nous posons

To=Toul) B 1+ A %*Tn{p{n ~ 1))

Nous disposons d'une transformation naturelle canonique T = Tj beeea T (p).

Le fomctenr Tl n'est pas nécesssirement un miodéle. Nous silons essayer de quotienter T par une
relation d’équivalence convenable. Pour cela nous devons établir quelques considérations sur les relations
d'équivalence. Soit & un foncteur () ~— Ens. Nous pouvons définic denx types de relations
d¥quivalence :

1. Pour tout foncteur H' € ObEnsY, toute transformation naturelle g : H — H' € FlEns© et toul
objet W £ O nous avone une relation d’squivalence sur H{W) :

Veye HW):  xmgwyu si g(Wilz) = o(Wiy)
2, Nous pouvons ensuite construize une relation d¥guivalence sur la classe suivants ;
Homp,,o(H,~) = {g: H — H'/H' € ObEns, g € Homp, c(H 1))

Deux traosformations naturelles g ; H — 0 et gq 0+ H — Iy sont équivalentes {notons g1 & g9}
sl el seulement si pour tout W € O, pour tout 2,y € H{W) -

g Wi2) = g Wily) & g2 Wi (2} = g2(W)ly).
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Pour une transformation naturelle g 0 H o~ F' ¢ premder type de relation d%guivalence fournit en
particulier e fonctear suivant

Hisg: C —= Fns
G e (Hibina
W H(W ) ey
Fic smiene - Py
(W= W e (W) agwy — HIW ) sgiwn)
£ qewy = H{g) 2} wyiwry

1 et facile de voir gue H /=y est un foncteur, o'esi-a-dire que Pimplication suivanie est valable :
g(W)z) = o(W)ly) == g(W ) H{e)(=)) = a(W)(H{eNu)).

Ces considérations serviront & brouver des relalions d'équivalence convenables gui bransforment 7o, en
unmodéle. Pour p €A définissons la classe

£=5(p) =T, p) £ { g:Toalp) — H/ H € ObMod]s],
pour tout I e 180 T (D = TaollU) mgwny,

Jed?
pour tout Pe [P g@ . Tm(vﬁ)/wwg} e Tm(V?][mg{yp}}
CEH

Dans cebte classe nous trouvons toutes les transformations naturelles de T (p) vers un modéle H de §
qui fournissent une relation d’équivalence transformant T en un modéle de S, La classe £ devient un
enserble si nous la quotientons par la relation d’équivalence “="{voir plus haut)

2 = Q(p) = AT, ) & (T, o)/

(E{T, p) est une sous-classe de Ia classe Homg, (T (p), —1}).
1 est un ensemble parce que Q= {vrai, faux}¥, oi @ est Vensemble des triplets (W2, y) avec We
2,4 € To (pH{W). Maintenant nous pouvens définir “eusemble des factorisations” de T par :

{2iclp) /g € Mod[S] | (pg/) € E(1)}

avee Venserble subordonné (1) =0 11 (T, p).
: PE D

1l v & done un foncteqr {ou plutol une application)

D: ET) - Mods)
(pa/e) +— Twlp)/eag

et de plug un cone projecif dans Enes ;

d=(dip eyt T ——TelB) ~ T} o oot eziry-
Comrne ik a éte suggerd dans la section 2.1, (E(T), 1, 4} ne fournit pas encore un 404 de T, parce que
la “deuxiéme condition” d'un d.i.l. n'est pas encore satisfaite, c'est-a-dire qu'il n'y a pas de possibilité

de combiner les T, (p)/ey par des ziguags. A ce stade (Z(T), D, d) est seulement un “emsemble de
solutions” (solution set ]
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2.2.2 Des zig-zags pour combiner des modéles au-dessus de T

Afin d'obtenir des zig-zags entre modeles, nous pouvons procéder de la fagon snivante (voir aussi section
2.1}. Nous allons congidérer les éléments de *l'ensemble des faciorisations”™ de T par paires de deux.
La somme amalgamée de deux modiles ne sera pas nécessairemment un modéle, mais elle est susceptible
d’engendrer un antre “ensemble de foctorisations”. Nous ajouterons tous ces “ensembles de factorisations”
avec {Teo(p}/my € Mod[S] | (p,5/=) € S(T}} et nous considérerons comme premivres flches celles qui
pointent & partir de denx éléments de {Tw(p) /ey € Mod[S] | (p,9/=) € (T} en passant par leur somine
amalgamde vers un eldment de “Vensemble des faclorisations”™ de celle somme armalgames,

Med[H] /’—‘\

W«‘"_%

., BoME

f amalgamde

A \\/

<
/\\_:> L

M S

Eudk
Aprés avorr joint tous ces ensembles de factorisalions dans un “grand” enssmble, nous allons recommencer
eette procédure de formiation de sommes amalgamées ete.  Autrement dit nous répéterons ce procédé
de formation de sornmes amalgamdes & Uinfini par induction. Cecl nous conduit au d.l.0. Mais nous
souhaitons non seolement constraire un 0T, mais aussiun . LLr £ Llidée gul 8'impose sst d'introduire
parallélement & la formation des sommes amalgarndes une congirnclion de codgalisateurs. Cette idée eat
réaumde dans ln figure suivante

Mod 5]

Ceci nous conduira au d..Lr.f. Pour cette raison nous développons un procédé par récurrence qui braite
& chaque étape |

& [z saturation par “sommes amalgamdes”

& Ju saturation par “coégalisateurs”
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# la construction de “ln catégorie librement engendrée”?
(pour tout 7 € IV on construit des n-concakénations sur les Aéches qui sont dégagées par les sommes
amalgamdes et les codgalisateurs,)

Pour cela nous allons construire par résurrense

s des graphes M, et W, [n € V)
s des morphismes de graphes Dy, : M, — Mad|S] (nec V)

Mas avant J'mmoreer 1s consbruction, simplifions les notations «
Pour tout foncteur H : € — Ens et toul o = (p,g/=) € E(H) (ot Z(H) est V'ensemble subordonné de

Vensemnble des (actorisations de H} nous posons Hie) = Hol(p)/ g (2t E(H) = @, alors Hle] n'est pas
defimi bien st

Les graphes My et M

Pour n = (. Définissons les graphes Mg = Mo(1') = My(T, 5) et By par ;
OWR o ¥ E(T)
ObMo 2 =(19
FIR, ¢
FimM, 2 <7 /reE(T), <> estun chemin de longueur (0},
le rooephisme de graphes Iy par :
Dy My et Mod] 8]
r=(pgfs) Tl = Talp) =g
<ry o (T 1)
el le cone projectil dy dans EnsS par
do : (d2 : T — Da(r) = T{}reonme-

Diéhinissons encore une composition sur P qui consiste Aoconcaténer = 7= et =0 o = lomgue
T,

Pour n = 1. Cheisissons ensiife v, 8 & Db My. Mous pouvons donstraire ba sormime amalpamée suivante
dans

T . Dy(my)
7,
i) Dglry) '“%“Tﬂa(fﬂ

2 iy 5. Mac L, Categories Tor the Working Mathematician, Graduate Texts i Mathematics, Springer-Verlag, po 50



CHAPITRE 2. LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L. DES ESQUISSES MIXTES

ol i+ Dl n'est pas forcément un modéle de 5, muis nous pouvons considérer *ensemble des
T

factorisations” E(Do(r )+ Dol72)). De méme nous pouvons construire dans Fns< le codgalisateur :
P

i .
Do(7} :%_._L'f"?: D7) = Coeqlidp, vy, idp, )}
,ﬂ‘g{‘f'iﬂ

Coeqlidp,+y,idp,y)) est bien sur isomorphe a [iy(r) {nous mentionnons ce cas quand-meme pour
dex rasons formelles).
Definsesons maintenant les graphes My e Ky

oM, & oM, 4+ OFR, avee
L et _
OiR, = {mf;‘j@agagxamféﬂﬂ (n) +TD€'{T3)}

e MHS(C‘ME(‘M&D‘;TLV tdpoin))

Pour définir FLM, posons d'abord 5

FIRy ={<r,m>=/ si 1. 7 eO0bMp et Jo e ObM;g tel que
5 € E( D) *E“;TDD*:@’ 1 = E(Dola) +. Da(r3 )}

o 2. e ObMy ot e E{Cﬁﬂq{idﬂﬂfl),id‘:;“(fﬁ‘})}l}

Sur FIRy qui ne contient que des fléches de longuewr 1, on construit U'ensemble des cheming de
longnenr < 1. Nous appelons cet ensemble FIA;. 1l existe dans FIM, une maniére évidente de
concaténer les chemins,
Apris coct nous serons capables de délinir le morphisme de graphe 1y ©
Do .Mi e :Wﬂd{ﬁ]
ObMy  —  ObMod]5]
TEOBMy v Il
(ryrpr bl que )
Ty TR OB At —  (Do{m)+ Dolm))lrl
reai,ﬁn{vi;’a%mfrﬁ}} ¥
[EST 0] el ue
GEOBAMG = Pt ﬂﬁg{g{idﬂqwfﬁ}' idﬁmﬁﬁ}}[ﬁ]
TaE B[ Craglidp e yibdng 500
Fim, —=  FlMaod S
[ (Dh(m) —t Ih{ra})
{7y == 13} b I o A i
\ Dglry) -~ Dot} +Tﬂn{ti’} —  (Dn{r1) +Ti30(03}["'3]
oll ¢ € ObMy tel que 7 € 2(Dsin) +Ti3u(0‘)}

[ (D) s Q!%;'ﬁ}}
i !
\ Do(n) — Cocqlid,id) —  Coeqlidp, (=) idpyr,))7]
ot 1y € ObMy et 74 € E{Coeql(idp,e,, o, ie0))

(n—m) +—
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Mews avons aussl un cone projeciil dans Ensk :

; {d% =dls T D&{T)}VEQ&Mg , e
(rpr: T — Dolni)+ Dolra) — (Doln) + Dolrallrl) | o,
d Fe 2 Dalry 3+TD@(*’:*}}
{dihm : T ‘GGW(%{: i*d) —* GWQ(idﬁa{,Ta,}f%dﬁ-ﬂfft })[Tﬁ]) T,
g Conglidg v yidpgrr 1 1)

Hypothése ot pas dinduction

Supposons que R, ..., Ra; Mo, ..o o Ma; Do, Dy et dp, oo dy sont defings,
Tie facon similaire 3 la définition de By, My, Dy et dy nous pouvons poser :

chaf

G&Mﬂ+ R ‘qu!wﬂ -+ aﬁﬂﬂ»«}-l aved
S del g o
ObRnar = tra e GJ;L_ b E(Dy (ﬁ? + Tﬂn f:’f?))
+ I E(Coegl fr, f2))
ifulEPiMan Fisdy

Lels quie Jy 6t o paralibies

Pour déhfinir P, 4y posons d'abord

FIRpu= I FR; +
FELH ]
{<n.me/ sl 1€ 0bM,; st Ho g ObM,, tel que

72 € Z(Da(n) + Dale)) = E(Dale) 4 Da(ni))
o 2o T £ 0M et A & FLM, tels que i et fs paralibles
ry € E(Coeg{ Dy fi ), Du(f2))) ou 1 € E(Coeq( Do (f2). Dulf1)))}

Sur FiRn4i1 qui ne contient que des fleches de longueur 1, on construit Vensemble des chemins de
longuenr = n+ 1. Nous appelons cet ensemble FiM, ;1. 1l existe dans FiMyny1 une manigre évi-
dente de concaténer les chemins. Ajoutons de plus & #F A1, chagque fois ol le cas se présente, 'égalite
ATy, Te ol =TT ol

Aprés coct nous serons capahles de definir le morphisme de graphe Dl g
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Dhgis Magy o~ Modl5]
OibAd gl T M od gS}
bl = {IhAA gy 1}"(7‘}
A[frl,rg,;‘z:; tel que
1Ot Ma st —  (Da(n)+ Du(r))lr]
TEHDatrlt Dalral) T
iryral ted gque <
e A,
Ji.fz € FIA, vel que pos Coeg(Dally), Dal(f2))m]
sab que F1, fo paraililes ot
ra€E(Cong{ Dal 1), Dulf21)) ‘
FiMyey  —  FiModlS] :
(Dagiln) — Dpga(r2))
(ry —79) s I (N
Du(n)  —Butri)t Pufe)— {ﬂn€T1)+Tﬂn{ﬁ}){ra§
olt o £ M, el que 1 € B(Da(n) 4+ Dale))
T

/ {f;'m%;{ﬂ} _— ﬂﬂ“{‘ﬂ{fg}}
(n—mn} — | I
\ Dun) oD Dt Cosg{Du{ fi), Dyl fo))lra]
ot i € ObM,, fi et fo € FIM, paralléles et

va € E(Coeql (i}, Dalf2))

Nous avons aussi un cdne projectif dans Ens® :

{' ('d;:«}ei gdf;&; T iy ﬂﬂg?’}}feﬂwn i L
(L T s Dh(n:‘*ﬁ"g_»gyg}m(ﬂ,,{?‘;3 ”’%‘Tﬁn{m}jgﬂ}

Ty, T T B Ry
T@EQQ,(T;)*TIJM;T%}}
dngyi| (dnrl: T = cocalbstssyutsali~Coeg Dl i) Dalf2)lm=]) | _pie

File g Pl

bl e Jy, fo prondlilen et

k- B Coegl D, H 5 Du( 1)
Ceci met fin 4 la construction par induction. Maintenant est venu le moment de définir le diagramme
localement libee de T

Sait M, le graphe qui réunit les M, (pour n g V)

Ot e ég'fUnEW M, nous avons (BAM, © ObM 1
FiMes S UnervFIM,  nous avons PIM, C FiM,y,

H est parfaitement clair que M., est une catégone, La prochiaine #lape consistera & définir le morphismme
de graphe :
Do My -+ Modl$]
ObM., — ObM rﬁi‘f{Sﬁ
(remi e OdM ., v Dglr)
FiM, - FiIMod[S]
(rp = rgn)e FiMy, v (Doln) — Dylrd)
1l est faclle de voie que D est bien un foncienr.
De méme nous pouvons définit un cone projectif dans Enst

dos 5 (07, 1T == Dul7)) (rmjeobme
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Soit maintenant

e A= A(T,5) la catégorie M.,

o D= DT, 8} : A — Mod[S] le foncteur Dy, : Mo, — Mod[S]

o soit d = d(T,5) = duo

Ceel met fin a la constroction du disgramme localément hibre. I reste & prouver que (A, D, d) est en effet
un disgramime loealernent hibre.

2.3 LA CONSTRUCTION DE 2.2 EST BIEN UN D.L.L.

Mens allons intégralement reprendre los notione de la section 2.2, Lo section 2.3 est entiérement consacrée
4 la démonstration du théorsme suivant

Théortme 2.3 : (4, D, d) est un d 11 du foncteur T € — Ens.

Diémonstration ; Nous devons monteer les devy condibions dun dd

Pour toute fliche (T 2 MY € Homg, (T, M)
1134 € A, 3Dy e M) € Homppogg( Dy, M) th=myody

BrsE

"

M i T

.

A= A

M ed 3]

tel que le diagearmme suivant est commutatif ;
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Dﬁm-—x

7

2.8.1 L’existence d’une factorisation (premiére condition)

A ce propos nous alloms montrer quil existe {(pgfx) € E(T) = ObM; C Ob4d et
Boo  Toolp) — M € FlEnst {respectivement by @ Too(p)fny — M € FIMod[S]) tels que le dia-
gramme suvant commute

Fans

ModlF]

%ﬁ:a
B

i

Afin de trouver un tel (p, g/=}. nous construisons par récurrence des foncteurs T, et des transformations
naturelles Ay 0T = A

Début de la récurrence
Définissons Tp = T et hp = K. Le but ici eat de définir
(Ao, Fou o) = ((Mghrer (90} 1en, (97 Jper )€ Do

Erreur 1 Nous donnoss ici b définkiion de Ao qus “oesure”™ Porreur 1,
Soit 1 € 1. Nous rappelons que Tj = To(I/'} {J,{:‘F,Tuiﬂﬂ){%{ﬂﬁé}-
£

Pour J € J! définissons ALY % {2 € T /32 € M{UD) - M{a)(21) = ho(UT)(2)}.
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Mous tirons aimrs hénéfice du fait que M et modéle © Nous envoyons les points non atteints de
Ty via hg(U7) dans M(UT) et dans M(I/T) 'image de ces points est répartie dans la base
(M(U))sest, puisque M est un modéle. Par conséquent nous pouvons définir une application

M Obg ‘P(T’ ;)
J — AN

qui vérifie U (D) = T3, Done M e AT, T). Do Ao = (M)zen est une famille bien définie.

Erreur 2 Pour Perreur 2 nous allons dooner s définition de oy, Pour f e F et J e ,,{j considérons dans
Fijg' le sigmag 7+ 7L % e FLI'. Posons
: daf
024N T {{zpzm)e T@(U,,) x To(lrh, )f
ho(U ) (To(eh Y23 1)) = ha (T )(Tolau (@),
Yy ETD(L{} ng{?)(i;} #: ek Tﬁ(é){z:;) 5“-‘ Ty,
By € MUY : MW wn) = bl S ) (mpe) et MU ys) = ho(U L Wy )}
Comme nous allons voir plus fard, 51 fournira les mg—mags manguants.
Nous posons ensuite : 5(J) = et ﬁﬂ" L),
(Yest-dedire gue nous avons “&Q(J} C Bf(J} et Vapplication :
oh: ol — P}
J e (I} est bien définie .
Pour cela 9 est un élément dans ©(17,T3) et en posant ¥y = () )sez la définition de ¥ est
achevin,
Erveur 3 Quant & la définition de la famille sy = (¢ Jpep nous allons définir pour tout cone projectil
digtingud P dans P

vl = {(@x)kexr € L TVE a(VE e x)keke € MYP) =82 M(vE)}
Kek Kegr*®

On a bien ¥ € ‘F’(ﬁ;p Thl= Pf n TGU"K -
D'ohi la définition i = (¢ )PEP

Le *Tiiﬁﬂ (Ao, Yo, ¥0) = (A ren, (9 hrer. (W8 Y per) définit un foncteur T3 = Ti(An, %o, ¥n)
(voir section 2.2},
Définissons misintenant la transformation naturelle &y
Pour f € , J e JJ' et & & M(J) il existe y; & M{ULY tel que M{ad)(ys) = ho{U7)(z) (d'apres la
définition de A.r (/7). Mous pouvons done choisir une fonetion
G A —— MUJ)
&£ e AR | 5
(3 ¥ a éventuellement plusieurs fonetions).

Egalemment pour {2, a:_w} €0 {J’) iloxiste gy e ﬁi(ﬂ
tel que M{v)(us) = holU] J,}{z,p} el M{8)ys) = ﬁn{ﬁ‘y.}(mw). Pour cela, choisissons une fonction

w6t s M(UJ)
{:{t’;’x‘;l:‘_rn} | y]
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[ pouvesn 8 v & plusienrs fonctions),
O ehwnx fournit aue fonetion

He(d) = ﬁ Iy 04— MUY

Ensuite nous avons U'application canonique (P & B} ¢
W o — M(VF
(zxinerr v (ho(Vilzx)xenr
Maimdenant noue disposons de tous les éléments pour dilinie by

O} = FlEns

W o [(T(w)+ I Ilzwmr{y}gw}xigfi?

+ ] %,ym& Ul W) x8l(J)
Jeq SO
¥ ' HES
Ejéjr,f{%ww e el MW
hy{ West defini par moreeaux :

TQ{W} hscwyrmﬂhﬂﬂ‘i’} M(W;
Home(UJ, W x () — M{W )
(=W — M{ENCHTN(=))
Heme (U], W) x 6l() iy MWy
(U] S Wiz, a9 pt M{sHpd (20,2040}
Homo(VE, W) = i — M(W)
ivE LW e Mol ()

I oent Tamle de voir gque by est une Srevsformadion saturelle.

Hypothése st pas de rdeurrence

Nous supposons que le foncteur T, et s transformation naturelle b, - T, s M sont déia définis.

Le but est de définir (A P, ¥} = (O e 0 ) e (9 e ) € Ay

Erreur 1 Now donoows bl s difeltion de A, gl concerse Vepres 1
Soik [ € B, Nows rappelons que

T = LWNLE T XA

Pour J € ]! définissons M(S) % {2 € 71 /e; € MUY : M{a_, Was) = ha{U1)(z}}. Nous

profitons de nouvesu du fait que M est un roodile de la Facon suivante ;

Nous envovons les pobnts non atteints de 7, {E;”f bovia b (U1} dans M{UT) et dans M{UT) Viroage
de ses points vl sipartie dane Ta base {M{t‘?ﬁ}}g@iﬁi prstue M oest un medele: Par consequend

s powvoms ddhindr wne apulvation

A o6l — AT
J s ALY
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qui vérifie U A (I =T! . Done AL € A(J!, T, Dioit Ap = {3 )sey est une famille bien définie.

Erreur 2 Pour Perreur 2 nous allovs donmer la défimtion de . Powr Je B et J & ,fr congidérons de
nouvean dans FIJ! le sigseag J' 2~ J -5 J% € FIJ'. Posons

ﬁgrgé“f} dgf ZJ* :TJ") & Tn(U}f} x Tn(U‘yH}/
hﬂﬂ-’{ )(Tﬂ(ﬁJf}(xJ’}) = h?a Cb !}(Tn ((IJN }(W_[n)}
Veg € Ta(U3): Talyizs) £ 20 et Tul8)zs) # 20,
3{9‘) © M(U’} M{T)(HJ) M(UJ;){«'F}‘} ol M{&}(y}) - hn(ﬁ';u){x,j‘i‘r')}

Comme nous allons voir pim tard, 87 fournira les zig-zags manquants.
Nous posons ensuite : 91 ( dﬁf ];lm o
Clest-d-dire que nous svons ﬁ‘r(.! ) € ©L(T) et Papplication

a4l o — Plely
I —  PL(J) est bien définie .

Pour cela ¥ est un élément dans ©(J,T,) et en posant ¥, = (9 )rer la définition de 9, est
achevée.

Erreur 3 Quant & la définition de la famille ¢y = (¥ Jpep nous allons définir pour tout cone projectif
distingue P dans P

def . & P 1 ;
P ¥ eoresr € JLLOD0aVE ek renr € MU T =22 M)
On a bien o8 € WK 7)) =P 11 T.0vEY) .
a bien ¥ (. J ?{Kﬁﬁﬁﬁ (Vi ))

Dot la définition ¢, = (40 Jpep. ’
Le triplet {(An, @y, ¥n) = (AL ren (08 Jren: (0 Jper) définit un foncteur
Tast = Tua{dn, Py i) {veir sechion 2.3}

Définissons mambenant by 1

Pour [ € I ,J € J' etz € A(J) il existe yy € M{U}) tel que M{a!)(ys) = hal{U)(2) (dapris la
défintion de A£(J)}

Nous pouvons done choisir une fonction

G ML)~ MU

{il ¥ a éventuellement plusicurs fonctions).
Egalement pour (27, 250) € 07°(J) il existe yy € M(U;j
tel que M(vXyr) = ha(Ul e p) et M{8Wys) = ho(Uf. )25}, Pour cela choisissons une fonction

ety ey —  M(U})
(Zrzgm) —

(D mouvean v o plusienrs fonctions). Ce ok fournit wne foneiion ¢

pald) = gﬁ?l‘ﬁ{nf) 9 (J) — M(UJ).
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Ensuite nous avons ['application canonigue (7 € ) :

vl g — M{VF
(zxliexr — (halVg)oxkerr

Maintenant nous disposons de tous les éléments pour définir by

hn+15 T;n+i e |
Ob s FlEns

W (L) + 1 Jgﬁmg{wﬁ.m x Fi(n)
7. frrd ¥
*% Jgﬁamﬁ&iﬁwmﬁﬁm
+ L Homg(VF W) x 47) —s M(W)]

Bos(Whest défini par moreeaux
To(W) P = vy
Homc (U1 W)= X0 - M{W)
(U 5 W) — M) (#)
Home (U], W) x #L(1 — MW}
(U3 = Wi(zg,z00)) —t M(e)(p2 (xar 2 0))
Homo(VE W) x — M{W)
(VP W) T Mg} (2))
11 est facile de voir que hy, 4 est une transformation naturells.
e achéve la constraction par récurrence de ln-farille

Cette famille nous fournira un {p,g/x) € E(T') et de i une factorisation du morphisme 7' 2w
Définissons done (p,g/s) € E(T) = ObM,, :

pi N = 1 A,

‘-7

Drer, (0 )ren, (¥ Jpew)

1l est manifeste que p € A & cause de (A hrer. (98 )ren (¥ ) pe plnerv € Ao L'application p mous
fournit tmrnediaternent e foncledr Tmi:p). Posons ensuiie

oy = méLh,. (T (p) — M.

Pour g = A, nous svons
g.f’% & H ‘:’mﬁmﬁiTmiﬁj‘: M)fﬂ

1l '8'ensuit la factorisation
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Wérification de Ia propriété de modale

11 nous reste & montrer que To.(pj/a, est un modéle,
Nous devons monirer que pour tout L ¢ & ¢

%’} Teo (MU [mgterty = Too (@)U ) gy

a} Démontrons d'shord gue

Tos(p)/mg(U') = Jgﬂ?‘m(ﬁ}fm(afﬁ}(?“mﬁﬂ}fa;{ﬂ.ﬂ)l'

Soit
2 € Too(0)/g(U") = 1L 10 piomy-

{Pest-hedire An & I oet 331?:; & Tﬂ{Ufj - 3@;’%&{5*:‘}

i T € Jngu(uf;){Tn ().

Doncil y a J € Jf tel que 2, € ‘ﬂ,(mﬂ){?}%{ﬁj)) ek mins 2, £ Tm(p}(aij;{Tm[p){ﬂ__{)}.
Mous pouvons an déduire que

= 2o fagny € u Tou (B} meg (05 (T () 24 (U3))]

£
(U3 2 U7 2,) € Home (U4, 07 x AL(Y.

OI 3 .
A cause de Homg(UL,UTY % AL(T) € Tour(UT) nous avons (U] — U1, #q) € Tnaa(U7) .
DYun autre oobe pous avons les égalités sivanies

: o ol
Topi(ah)(UF 25U 2y) = (UF J? vl 25 gl 5,)
= (U} 2L Ul z,)
.
Done (U] =4 Ufyza) € U Tualpled) T ()U]))
I s'ensuit que Ao (U 20 ) = hoo (Y IT] —2 e Ut 2, b cause de

M54 (7)(24))

B (UTWUE 25 U7 2,)
hoo(UT)(2,).

Pour cela nous avons également g(U7 )z ) = g(U (17 =% Zfi Zn ).
Dol 2 = "tﬂ/‘rgg{bf} L= L'F m(ﬂ}f'ﬁz(ﬁl HTws(p) {Uj}[yg{w })E



A8 CHAPITRE 2. LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L. DES ESQUISSES MIXTES

b} Démontrons maintenant que

tm, Toulp) sy (Hj} =T (P}fﬁgiU!}'
rep’
Sait Ef;um:[;w} < T@p{ﬂ}!ﬁy(ui _)"
Supposons qu'il y ait J, 7' € T et 25 € Tulp)(U3), 240 € Tl p){U ) tels que

Toolp)ed )z mgion) = Ungty = Toolpla) (25 ) gty

H s'en suit que b (7 W Twipial i zs)) = bao (U Tl pdah Mz )y et

M) (heaUN(E)) = ooV Tl )0 )(2))
heol U ) (Tool )i 1))
= M{eh)(heo(UL)(z2)),

18

parce que h,, est une transformation naturelle. Comme M est un modéle, il existe un zig-2ag entre
J et J7 qui combine Ao (U )(zy) et bl )z ) dans M. Sans nuire & la généralité nous allons
examiner seulement les deux cas suivants

Premier cas : Si J -2 J7 +2 I est un sig-vag dans J'

qui combine koo (U77)(23) et hoo (7], )(z ) dans M, alors nous avons ;
M) ool (7)) = M) (hoo{UL)(270)) . Diois les égalités

hoalUDTm(0)(Nz1)) = MO (Aeo(Uf)21))
= M{8)(he(U ] )es))
= Mol US T () ()220 )).

Clomrme g = by pons avons
Teolp) ma V23 ngiirny) = Toolp) wg(E) (2 [ agerrr )

Il existe done pour le premier cas un sig-rag entre J et J' qui combine 2 iﬁs{ﬁ‘j} ek oz g }ﬁé(ﬁﬁi; y
dans To, fuy-

Douxibme cas ; Soit /7 « J" L J' un sigsag dans J' qui combine ho(UJ)(zs) et
hm(ﬂja}{s:;v) dans M,
Puisque 'on considire 5 ¢t 2, module & ¢, ¢t vue la construction de g = hy, 2 partir de h,
on peut supposer qu'il existe n € IV tel que z; € T, (U} ) et 25 € T,(U1,).
Nous devens envisager deux possibilités
(1) Bzgw € Tu(US) tel que ThivNage) = 2 el Ta(8){zsn) = 250
‘Fg gig-rag J —- J" ~2+ J' combine donc &7 [ugtuty et T3 fmgurrry & Uintérieur de Tealp)
a cause de ’ A
Toalp) g (YN E a0 [gue 3} = T gl

ﬁ

T::m(ﬂ:?fwg{é){:ﬂ?.!"fwtz:g,,}} = IJ‘;ﬂ;ijj'

{ﬁ) ‘E’t;re = jf;l:cfjﬂ} : Tﬂ(j}{i}yﬂ) glg Ty Tﬂ{éﬂxju) # i
Conformément & lhypothtse du deuxibme cas il existe yyv € M{U 1) tel que
M uan) = b (U5 (21) ot M{B)yr0) = kool U Wz ae), 2est-Bdire que
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(21,227) € G1(J") C 91(I"); Dok (U4, %4 UL, 220) € Toal MU)
Conformément & la (i&ﬁmtmﬂ de 4 (J") et de pl (") il s'en suit que :

hool UM U s —+ Ui (za,20)) = M{y)(pX*(")zs,220))
= he(U7)(zs)

Wous svons dgalement

hoo(U ) USy = Ui (z0,22)) = M(T){ﬂ" I 'Nza, 2 00))
= mEUﬂ)(IJ‘

Nous avons aingi montrd gue

gUNU o Ufi(zen)) = gU(zs) e
dUNWE, 5 Ulilzs,zs)) = aUL)=s).

Ceci signifie qu'il existe g0 = (U}, 2, Ubyi{zy,z5)) € Toalp)(Uhs) tel que

Tm(ﬂ)/,wg (i 3.3“"/9;@(3‘“)} = 3’5[39((}5} et
W(ﬂ)ng €5) (SEJH ,%Q{U’“ 3) o IJ"“";?(U:Y!)’

1l s'en suit que le zigzag J 1 J” <54 J' combine 21 { gy ot a;r}mﬂﬂm. Pour cette
raison moug avons foaletment monteé que ‘

B, Tee (0 s (U5) = T () g (U):
Jed!

Nous devons égalemnent montrer que pour toul cone projectifl distingné P e P ;

%%& [Toal ViV mgrve) = Too )V E) gy ey

Pour faciliter les notations nous remplagons g par b, ¢'est-i-dire nous montrons que :

b [T (V) shaev)] = Too (V' Y mhuvry

Pour cette raison nous alionss montrer que application sinvante est ane biection :

m%TnWF)fmmwF} — lm LL,T-:WR Wenoovpl

Kegt ne
%/wﬁm(vp} bt E‘Tkéﬁﬁ)(xn)fﬂnm{vg))ﬁ‘&_&"

La condition de départ & savoir la finitude des bases de cones projectifs intervient & cet endroit pour
prouver que §oest surjective. §l faut dobe vérifler les propridtds suivantes :

a) fest bien définie
Mous allons verifier deux points :
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s pour z,; € T,{¥ ) nous allons montrer que

(TalBre M)/ shalVE KEEP € :%g ﬁiﬂ%ff'iaév’;? Wanpv il

Considérons pour cela K, K et u: K — K’ € KF. Nous avons:
T (u)(Ta( Bk N2a)) = Tul(BE)2,) parce que le diagramme suivant est commutatif -
P

v
L 5
vE i v

Dsn

(Tl BN En ) mhmivi ) Kexr € gﬁﬁxp[ﬂyﬂﬁs{ﬂf Weanwivel

e Comme poini suivant nous montrons que pour 2h,2n € TR(VF)  wérifiant
Zafmha vy = Zp/mna v ey nous avons T8l an) ws vey = Tl 0k )20 ) wa vy pour
tout K & ‘,}LP“ Choisissons pour cela ,,, 2!, & T, (V) avec hm(l«”}}{g_n) - hm(Vp‘)(x;), H
8'en suit gue

heo VN TulBic Han)) = M85 ) hoo(VE)(@n))
= Mg ) heo(VE ) 2))
= e VENTa (Bl (0))

et finalement To(fic H2n)/snnvey = TalB5 WeL ) ohnve)-
b) [ est mono |
Supposons que (Tu(AF)(2a )/ mnoorryer” = (TnlBE Wom) fsnmivywe ks

Sans nuire & ls géndralitd vous adivebions que 1= m,
Pour tout K € KF nous avons hoo(VENTL 82 (2.)) = b (VEUTRIBE Yua)).

I g'en st gue
MBRY o (VE)(2a)) = heal VE)(Ta(BE)an))
i hmgv”)(ﬁ’n{ﬁ%){%})
= M{FE N hea(V " )y ))-

Comme J% M(VE) = M{VF) il est vrai que
L !

hoa(VEYa) = (M(BE ) hes (VEHza) gerr = -EM@B*(%(VP Wi ) perr
Nous pouvons en déduire directement gue 2, /m&w(W} = U /m%gvp; . done que foest mono.
c} [ est épi
S

(Zrsf mﬁmgvﬁ)) Kep® £ %pfngﬂﬁ% {Vf? W ahm(vgﬂ

vérifisnt 2, € Ty (V). Bt e'est ici que nous utilisons maintenant le fait que les bases projectives
de Vesquigse 5 sont findes Comme K" est done supposé finl nous pouvons poser

. f o & % E B
nE max {ny/gexr} Sans nuire & la généralité nous admettons que 2., € Tu (VF). Pour
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tous K, K' € Kb et tout w: K — K' € FIK” nous avons :

M(u)(ha(VE)2ax)) = BnlVE)Talw)(zay))
= halVg)(2a )

Pour cela
(hn (Vi N En s Ngexr € mﬁ,M{Vf )= M(VT)
HeK

Conformément & la définition de ¢f nous avens (2., )xe KF € W . La définition de Tnyy fonrnit

2= (VP 2 VP (20 Jxex?) € Tans(VF)

qui vérifie A , A
Helohave)) = (ToplPRNE) mhove ) xexr

i :
= (VP =5 Viiien, Jicexe)/ mm{vfgﬁxaf

Et nous avons .
PR |
hos(VEYVP S WE (20, Jerr) =

MBI ha(ViE NEnr Jrex™) -
f‘ﬂ(VKPj(x'ﬂx‘) - ﬁm(*‘“}?}(xﬂx)
Nous en déduisons que flz/,_vey) = (2o /‘m%‘:yf?’}}ge s @ Done fest bien épi et pour cela une

bijection.
et acheve lo preuve de Vexistonse d'un modtle Tactorisant [Premiére condition].
2.3.2 Les zig-zags entre les factorisations (deuxiéme condition)
Dians eette soug-section nous allons vérfier I dentiéns condition da d 1L

Soient 4, A" € ObA; my € Homp,qa( Dy, M) et my € Homproge(Dar, M) tels que (4, my) et
(A", iy ) salislassent la premiere condibion :

' Da D
/w\ /m/_\\
M T M. T
1 h

Alors il existe n,n" € IV avec A € OBM, ob A € ObM. Nous avons par exemple ' < 5. Comme
ObM,, © ObM,;, nous pouvons former la “somme amalgarmés™ suivante :

d
T 4 Da

da

D T B M{QTDA‘
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La  propriété  universelle de Ja  somme  amalgamée  fournit  un  morphisme  unigue
mos g +»THA0 — M, gui est induit par le eouple (ma,mae). Comme il existe un morphisme de

Dy +TD,§‘ vers un modéle, alors E(D, +TDA¢) # B Choisissons B € E(D, +TD‘¢;}
(€ ObMpyy CObA) tel qu'il existe myg : Dy — M rendant commutatif le disgranme suivant

Dp
o
M . T

Daprés la définition de FILA 1 nous disposons de Béches
Al B g,

0 est elair que pour ce migzag la denxiéme  condition du  diagramme  localoment  libre
est satisfaite. Cecl achéve la démonstration du diagramme localement libre -

{A, D, d) est un diagramme localement libre du foncteur T : £ —— Ens, mais (4, D, d) est loin d'étre
Punigus.

2.4 LE D.L.L. EST RELATIVEMENT FILTRANT
Proposition 2.4 : {4, D d} n'est pas seulement vn diagramme localerment bbre du foneteur
P s Eny, mais il est anssi relafivernent Blbrant.
Preuve : Nous rappelons les deux conditions suivantes de la proprigté “relativerment fillrant™:
» Pour tout moddle M e Mod[S] el toul morphisme (T‘L M) € FiEnsS, pour
A A € ObA, my € Homyroaa{ Da, M) et ma € Hompgoaps( Dar, M) tels que les dia-

pramames suivants compnutent

Dy Dy
At - LM —

il existe B e ObA ol mp € }Iﬂmng,{[ﬁ]éﬂﬂpm} ot A e B e 4 dans FIA tels gue dans
Mod]8] il existe un diagramme comnulatil

Madls]
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Cebte premibre condition est facile & vérifier, Solent M, i A, A% s mp comme introduits
précédemment. T existe alors non' € IV tels que A € ObA,, et &' € ObM,r. Nous avons
par exemple 5’ < n. Copyne ObM © ObM,,, nous pouvons former Ia. “somme smalgamée”
Buivants

d
T A .- Dy

if’a'

Dy Dy +TBA’

A cause de la propriété universelle de la somme amalgamée nous obtenons un morphisme
unigque m : Dy & Dy e M, qui est induit de {ma,ma). Ensuite nous pouvons choisie

BeE(D, +T0,y§‘(<_: ObMapr ©OMA) tel qu'il existe mp © D — M rendant commutatif
le diagrarnme suivant :

Dg
M 5 T

Nous avons done trouvé B € ObA, mp € Hompyog5(Dp, M) et A — B — A’ dans FIA
qui satisfont la condition demandde.

o Pour tout modsle M € Mod[S] et tout morphisme (T —+ M) € FIEnsS, pour A, 4' € ObA
et tout couple de fleches w 1A — A" et v 1 A — A pour my € Homypoqsy(Da, M) et
pour mae € Hompgogrsil Dar, M} tels que le dingramme suivant comumute ;

Lra
| o ja/:u

\

N

Em!g

ilexiste B € Obd et mp € fiammﬂﬁg!(ﬂa, Myetw: A' — Bdans Fldtels quewou=wou
et tels que le diagramme suivant commute dans Ens®
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Med(s) ,/T\\
p s

=N

Ernal

Solent done M € Mod[S], h 1 T — M € FlEnsZ, soient A, 4" € ObA et w,v € Fld un
couple de fleches paralitles et ma € Homagoqm(Da, M), mar € Homproasy(Dar, M) comme
précédemment. Il existe aslors non’ & IV tels que u & FlM,, et v & FlA,,. Bupposons qus
' = n. Comme FIM,, © FILM.,., nous pouvons former 1o “cocgalisateur” suivant :

i
D(4) mﬁi% D(A") — Corg(D, Dy).
ki

Aocause dela propriélé universelle du “eodgalisatens” nows pouvons oblenir wn morphisme
unique m : Coeg(D)y, Dy} — M qui est induit par my.. Pour cela E{Coeq{ Dy, Dy)) # 8
#t pous pouvons choisic B € Z(Coeq( Dy, 1,]) (dene B € M, ). Daprés la construction
de FiMy g il existe de plus w « A" —— B dana FiM, ; aver wou = wo v ef tels que le
dingramme suivant commute dans Fns :

A

D

Cecl mountre done que (4, 0,d) est uo disgramme loealement libee relativement filtrant. L'on se
convaine facilement gu'sn disgramme localement libre relativernent filtrant nlest pas unigue. Ao
chapitre 3 nous verrous que la notion du disgramine localement libre relativement Blirant fourait
sur le plan géométrigue une construction unique & équivalence d*homotopie prés, d'oll iotérét du
raflinement “relativement filtrant”.



Chapitre 3

LA GEOMETRIE DES
ESQUISSES

U chagitee p ébe Uobiel J'on exposd s A3 Peripatetic Seminar on Sheaves and Logic'. Le but de ¢e
paragraphe sst oo rappeler b comsiructions de le moabsabion sdomitnigee de Milnor ¢ de ls cobonwiloge
dAnded o Qappliguer cos cotstructions suy osguisees,

3.1 LA REALISATION GEOMETRIQUE DE MILNOR
La cavdgorie simpiizinle A oot délinie compe suil

Ok = {{ﬂ 1iinl= {€¥ oy} est un ordinal fini}
FlA = {f:lm]—nli¥ijelml:icj= D)< A}

Pour foute catdgorie D, non neécessaitement petite, son nerd { noté ND ) est le foncteur snivant ;

Np: AT it
[n] s DIl = Fonct{n], D)
([l i wl} = (Fonailnl. D} — Foucl{m| D)}

£ peen i F

ol Vensemble ordonné nl est considérd comme catégorio.
Le nesimplexe standard (n € IV) eai I partie suivante de 7

e
={{ls, A ERT 0t <L) H=1)

k2l

Kous munisons NP [nl) de la topologie discrete et A&, de e topologie induite par B ot définissons
done pour tonte catégorie P non nécessalreinent petite sa réalisaiion glomdtrique BD de la fagon suivante

D= “IE,IW{ND({?;} 1% Mg}/ es-

Prgiiene g 01 Tolestel Talied, 15170 soptembae 19979
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#
=

est la relation d'égquivalence engendré par les deux relations suivantes

= {fi?"' ?fi“*’l!fiv?i ﬂfiz-fi%ﬂa“*::fﬁ}l{fﬁ:' il aiﬂ—l} e
.::Efj.!"'!‘fﬂ)i(/tl:"l""ltiwiaﬂ!ift"‘l‘tﬂz-‘i) =
= éfié?"';ﬁ;idaﬂﬁﬂf“i'ﬁh"'lfn}séiﬂw”itﬂ‘-&iia} i
< {.fh‘“"m)rn)a Eiﬁr”ﬂiiW!zii +tf*»isz£=i&¥1”-:zﬂ+i) =

BT est un OW-complexe dont les n-eellules correspondent sxacterment sux n-simplexes non-dégénéeés
de NT (ot (f1, ..., fu)} € ND{[n]) est appelé n-simplexe non-dégénéré de ND si aucun f; n'est Uidentité),
Pour pouvoir appliguer ceble ootion evec béméfice aux csquisses; nous devons parler ci du théoreme A de
Quillan qui servira conune woyen d'8laborer une certaine équivalence dhomotopie.

3.2 LE THEOREME A DE QUILLEN
5i 7 et D' sont deux catégories non nécessaitemnent petites et f 1 D — D' un foncteur, f induit

Le foncteur £ 10w T eat appelé équivalence dThomotopie gt Bf @ BD —s BD sat wne sguivalence
d'horotopis:
La catéporie T st dile vontractibe 51 BT  est conteaciile. Onoales résuliate suivants

Lemme 3.2.1 + B of BD(la catégonie duale} sont bomeomerphes

Lenune 3.2.2 08 f 0 D« 0 admet un adioipt & gauche ou & dreoite slors £ eat une equivalence
d’homotopie.

Lemme 3.2.3 1 51D admet un objel initial ou terminal, alors T est contractile.
Lemme 3.2.4 : toute cabégorie hlirante est contrachle,
Maintenant nous allons énoncer une version duale du théoréme 4 tel quiil se trouve dans Particle?.

Théordéme A : Pour le foacteur [ 10 = T £t ¥V & (8D considérons la comma cakégorie F 1Y 2
OWfLY) = {(X FX S ¥/ X e 0D, v e FIDY)
FUFIVI=tu (X, FX LYy (XX Y)u: X=X dofu=v}
S5 pour tout ¥ 2 OB, § 1Y est combractile, alors f est une équivalence d'homotopie.

3.3 REALISATION GEOMETRIQUE ET ESQUISSES

Dans cette section nous allons appliquer le théortme A de Quillen aux esquisses®. Soit T 1 & — Ens
un foncteur de la calégorie sous jacente de esquisse 5 vers les ensembles. Nous nous intdressons dans la
suile non seulement & Mod[5], aux réalisations ensemblistes de Uesquisse 5, mals ausst aux réalisations
ensemblistes de 5 relatives au foncteur T, c'est-iedire & la comma-catégorie T | Mod[S] ol

OUT | Mod[S]) = (T -2+ M, M)/ M € ObMod[S],h € Homg(T, M)}

FUT | Mod[S]) = {m: (b, M) — (R, M)}fm : (M — B € FiMod]S, moh =k}
5i T est le foncteur vide, alors T | Mod[5] ef Mod[5) sont isomorphes. En géndral T° | Mod]5] est une

Tvoir T Guillen, Algebraie K-Theory LR LN nura, 341, p 85
Synir B Guitert, On the Geometry of Computations, Cabiers de Topologie ¢ Geométris Différentislle Catdgorique,
Val, XXVIL4 (1986]
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“grosse” catégorie et done BT | Mod 5]} est en général un “gros” OUW-complexe. Mais nous pouvons
construire une petite catégorio dont In séalisation géomélrique est en équivalence d'homotopie aver lo
“groa” OW-complexe B{(T' | Mod[5]). En effct considérons e disgrarmme localement libre relativement
filtrant de T construit au chapitee 2 :

» sver dn pelite cabigonie 4 = AT 5
» wver le disgramme de foncteurs I3 = DT, 552 A[T. 5} — Modl5
& aver le cone progectil f = {7, 5) = (A} T s DA aea:

Kous pouvons aipsl définie le fonctenr

o A = P Med] 5]

e

A s (d{A}: T — DA

(A8 v

DAy By I B)

Nous voudrions appliquer e thiordme A de Quillen poue monteer que £ et wne dquivelense 4 homotopls,

Pour cela considérons b2 T s M € OBT | Mod|5]) ef construisons la commae-catégorie F | A :
E [ h={ T | AeObd m(A)e FIT | Mod[5]}

/ \

DAYy s M
FlElh=1{ T | A-—=B8cFlAm{A),m(H)e FIT | Mod]lS]}

Par la définition de ln nodlon de diapranrse besloment Tihe relativenen St il sen it e E L &
aab Blivant ot donc par e oo B2 dvse B LD vel oot

Eay appliguent le thiorine A de Quillen pous obtenons wie dguivalence dhomotopie ¢
E: AT, 5) = T | Mod|S]

el signifie que le “gros” C'Wecomplexe B(T | Med[5)) a le méme type d'homotopie que le “petit”
SWeeosnplee HAL

Dhe plus i s'ensuit en partivalier que si 4 et A sont les deux eatégories sons-jacentes de deux diagrammes
loculetnent libres relstivernent filrants de T, alors B4 o8 BA" onl le méme type & honptopie.  Amsi
sodons le “petit” tvpe dhomotopie de BA par giT, 51 pulsquil ne dépend que de T ot de § 81 T est
le foncteur vide, nous parlons brievement du fype & homotopie de U'esquisse § et notong g5 = ¢(@. 5).
Done g5 est en équivalence d’homotlopie avec Modl 5] .
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3.4 LES FONCTEURS 7, (n € IV)

Nous présentons iel une synthése des travaux d’Evrard * ot renvoyons également & des notes de Guitart ®.
Cat (resp, Cat*) désigne la catégorie dont les objets sont les petites catégories (resp. les petites catégories
pointées) et dont les morphismes sont les foncteurs covariants (resp. les foncteurs covariants conservant
les points). Pour une catégorie [ € Cat, A(L), Ia cotégorie des chemins de I, a comme objets les zig-pags
et compne Tache les miorphisrmes ' 'Eveard enlre sig-eags (nous renvovons & som arficle dans le bulletin de
la sociéié Math, de France, 1975). Celle construction définit un foncteur A : Cat — (fat. Fnsuite si la
catégorie [ € Clal est pointée en Iy, on note {1, 1) la calégoric des lacets de T en 1y, Cette construction
definit de nonvean wo oncteur 8 Gat® = Cal® . Pour tout entier n > Bon définit parinduction des
foncteurs A" : Cal — Cat et Q% : Cat® — Cat” ol A} = AMA"H D) et (L L) = QYL I)).
5t I € C'al est une catégorie, nous potons par "=" la relation d’équivalence suivante

Pour 1,7 € Qb : 1= T ssi il existe un zig-zag entre [ et J. On définit ainsi U'ensemble :

n % obl).

Par extension nous avons pour i > U des ensembles

00 % mar)
Oa(Lh) ¥ (2L 1)

Hy(l), donc aussi [, {I}, est un groupcide pour la composition des mg-zags et I;{], Iy}, donc aussi
Half, In), st un groupe pour la composition naturelle des lacets; de plus, Oa(d, Jo) »st abélien pour
n > 1. Nous avons en particulier I{0) = HI7') obt 1L est s catégorie de fraction ¥ de [. Evrard
démontre que pour tout n € IV : {4, o) = .(BL +) ob T, {B1,+) est le n'*™ groupe d’homotopie
d'un espace topologiqus,

3.5 LA COHOMOLOGIE D’ANDRE

Mous introduisons dans eetie section la cohomologie d’André ¥ sous les notations introduites de Guitart 8.
Soit, Tt une catégorie non-nécessairement petite et F D — Ab un foncteur de D vers la catégorie des
groupes abeliens, Le 8" membre du complexe de cochisine est défini par

CUpF= PR ﬂ*ﬂ:,)em:»ﬁnl}ﬂz”}

tovir ML Berard, Homitapie d'un sspace topologhgos relativanent & on reconvrament, Application & Uhomotopie des
prdschifmns, These d'Htat, Universitd Paris 7,197
M. Byrard, Fibratioer de petites catégories, Bulll Sae, Math Pravee 100, p.241-265, 1975

Swoir B Cuitart; Donstroction of an Homdlagy dnd & Cohomology Theoky Asstciated tos First Ovder Formnla, Journdes
A" Biudes Beguisees, Logigue of Informatique Théorque, Universits Paris 7, 97 juin:djuiliet 1968

vair B Gabisisl ot M. Tisman, Oslenbos of Fraction sl Hemotopy Theory, Spritgers Vedag, 1967, p8

Pvair Michel Andid, Méthode sinplisiale s algbbve leanalogique et alpbbye comemutative, SL0N. 33, 1967

Sgoir B Onitart, Constroction of an Honedopy and a Cohamalogy Thesey Assnviated o a First Order Formula, Journdes
d'Brodes Bsijalsses, Logique v Informatiqoe Thecsigue; Universitd Parls 7 37 juin-2juillet 1988
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avee la diffdrentielle & : C%(D F} — CYD, F)

dﬂix}g,ﬂ,_”“ﬂﬁgwd = Fﬂiﬂﬂ“ﬁ‘ﬁ:?(x{;u - ﬁ*f“}}

s

& i Faif 4 Pln .
E TR SO e T Tudi)

do

x{ﬁ?;ﬁ‘,.wwaa&;jx
Dovant b dornier terme nous avons 478 noast wnpairel "=7 5 nest pair. B finaloment nous é8nissons
s groupes de cobomologie par
HEDE L e Rerd [ aawin

Nous avous le résultat suivant *:

Proposition 3.5 : 51 T 1 L — Ens est un foncteur aloms HP(T | Mod]5], F) dépend nniquement du
type d’homotopie du CW.complexe B{T | Mod 5]},

3.6 CALCUL RELATIF DE I, , I1,, H" (n € IV)

3.6.1  Introduetion

Lo bt de ee parapraphe est de réelee, de fueon dlémentaire, Visfloence gae josent e sompossntes
conpeces de Pesgubee & sur levcalenl de He s 0 H® (o g VL
Happelons que Fag désigne la catégorie qui a comume objets les vequisses of comme fleches les morphismes
el gue

Yield iy’

YPeEWP  HiPie P

St M et un ensemble i (55)men voe famille d'esquisses, alors on pent définir dans Esq In somme &
momerahisne pris

] mIéLKEm - {qugmm "}élwﬁvm : mrélﬁpm)

En particulier 1 § = 1] S, alors Hg(5) = Ijkilg{ﬁm) Die Unutre coté 81 8 est une esquisse quelcongque

e E o Liie :
et Dp(8) = {composante connexes de 8}, alom § = “ u(ﬁiﬁ { 128 et la somune de ses eompesanies
Bkl i
sonnexes ).
Pour la suite de oo paragraphe soit {Sw e ar une famille d'esquisees quelcongues, § = ][] &, ot

i

e . ; A i : i ol
T = Eng un fonctenr de la catégorie sous-jaconts de 5 wrs les ensembles. Nous avons le lemme
sivant

Lemnmae 3.6.1 1 T | Mod[5) est somorphe & ];1 (T/e. ) | Ens® oit Ts_ est le foucteur T restreint
W Vengnise S

Fooie B, Undbart, Construction of an hompiogy snd s sohomebepy theory asociated to » fivst order Tornmls, Journles
A Eindes Hoquisess, Logugee b Informatiqee Théongus, Université Parde 7, 07 Julee 7 julllet 1088
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Preuve : Il est facile de voir que le foncteur “multi-restriction” f: T | Mod[5] — qw(T/ S | Ens’=)
TE:

qui associe & toute fléche (T~ M) la famille de flbches (A/s. : T/s. — M/s Jmen o0 hfs.
aat la transformation naburslle & restreinte & S, sst un somorphisme. o

3.8.2 Le calcul relatif de I,

La rernsrgue suivante de J. Bénabou exprime le nombre de composantes ronnexes d ine catdrorie comme
himite nductive du foncteur constant |

Remarque : 5t const : 0 — kns déaigne le fonctéur constant qui envoie les objets d'une eatégorie
£ sur Vobjet terminal de Ens, alors nous pouvons exprimer Tlg(C) comme limite inductive de ce
foncteur

My(C) = Colim(( "% Fns)

Afin de pouvoir appliquer Il au lemme 3.6.1, nous devons montreer que Iy commute aux produits. Pour

cela  comsidérops  upe  famille - de  cotfigortes  nom  necessairement  pehites (P e

Rappelons que pour tout m € M nous avons Ha(Dy) = ODG /o on = est la relation d'équivelence

subvarnte

2,y € ObDy 2w y 44 i) existe dans Dy, un zig-zag qui combine = ef .
Hef{ Dy § pout étre un ensemble on une classe. Les éléments de Ty( 11 D, ) seront notés par ell{ 20 e ar )
: e R .
avee (@m lmenr € ﬁMﬂb‘E’m, tandis que pour tout m € M les éléments de Hg(Dy, ) seront notés par [z.,]
2, & 1
avec oy, € OFD

Lemme 3.6.2 '°; 5i M est fini, il y a une bijection Igf [“quamy = [l 0y(Dm}.
e sEM

Prewwe @ posong
fillgl 1T D) —  T1 Ho(P)
SE A mEM
ff'f“’,i?m jm&M} e {[rm]}méﬂé’
Par la définition du produit de catégories, il est clair que f est bien défini.
SFrest injectif ¢ supposons que nous avons flell{z o e s )= 00 Jmear 11 T 8%en suil gue pour
tont m € M : [gm] = (] Done pour tout me € M, il existe dans Dy, un sig-sag qui combine
By 06 f o Conmme M est supposé link, nous powvons (fouver un gig-geg dans Ig;&!ﬁm i
e
o oommibine (e bmear €6 (Y Jencar, &0 mettant bout & bout les sigsags de Dy qui combinent &y
2E Yy

S est sarjectif @ cocl est immédiat, o

Nous supposons jusqu's Ia fin de cette soussection que M est fini. En posant D, = (T/8,,) | Ens®~,
nous pouvens apphquer le résultat de ce lernme et du lemme de 3.6.1 de la manmtre suivante ;

Hog(T, 51 = Ta(B(T | Mod[S])) 2= No(T | Mod[S]) ng(mgw{mmj | Ens®n)
T ((7/5,,) | Bns®=) = M ma(B(1/5,) | Ens®)
= 1L Hoa(T s, 8m)-

I

4

Mopte M. Bvrsed, Homotople d'un- sspace topologinue redativerient 5 we sesouveement. Apelication & 1homptapie des
préschémas, Thise d'Eeak. Sur Ia page 48 fproposticn THAY se trodve un dnonod plos géndead ¢ Ponr tout no & IV of toud
couple oobjers (L1 de Cat”™ 1 mald 8 402 moll) % mald) Bous alions précenter pour n o= 0 oloen 35,3 pour v 5= 1 des
prenves adapties & ces sas spdcianx,
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e goine nous posvors brovesr v rdsulisl similaise pour By

Mour reovovons s oflinince en bes de page du lesne 380 Nows sonbadioss Liner beadtioe & ponveny
du lemme 3.6.1. Comme [y BD 2 DIP=!, nous allons monirer que Popération diinverser les fiiches
rornmte. aux produils finis. Pour cela rappelons le théorime survant -

Théactme de Gabriel-Zivman 1 -
HSou P une cadegorie. Pour toute partie B0 FID 4 eniste upe unique talegore | & monuephimme
prés } DB et un fonctenr P 0 D —— DX ] verifiant les propriétds suivantes

{i) pour tout o € X, Pylo) eat un isomorphisme
(i) pour tout Tamctemtr F @ P — F qui wirile (i), il exisle un unique fometeur
G DI s 2 bl que le disgramme suivant comumiite

e e R
\ /
£,

THE~] & les mémes objecls que D,

Si P et £ sont maintenant deux catégories non nécessairement polites, nous allons monirer que
(PxE)(Px &2 DD x ££77]

Chotsissons Pp 2 D — DD ek P 1 £ — EE7] conformément aux notabions du théorsme de
trabrel-Zisman.

Nous obtenons ainsi le foncteur canonique Pp x Fy @ D x & — D[P x E[E€7']. Maintenant nous
pouvons vérifier les deux proprictés en question du thieeime de Gabriel-Zisman pour ¢ produit ;

{i} pour tout {f,9) € FUD = &) :
{(Pp x Pe)f.g) = (Po(f), Pelg)) est un isomorphisme.
(i) soit F: D x £ — Z un foncteur qui vérifie {i). Pour loul = € OFD et tout y € DBE nous pouvons
deéfinir les foncteurs
z k=t Flz,y)

(r Lo3) r— (Flz,p 20 Rz )

y s Pz, 9) i
-Lm — Fay 2 Fem)
Selon le théoréme de Gabriel-Zisman il existe des foncteurs umiques Gy @ D[P™Y] — Z ot
(3o 1 E[E7 1] —= Z qui rendont commutatifs les diagrammes suivants

Hounir Gabriel w1 81, Deman, Usleulus of Prsition sl Hisootopy Theory, Spasger-Yerlag, 1867, pa



P CHAPITRE 3. LA GEOMETRIE DES ESQUISSES

Fe
82y /ngwl]
Z

Adnsl novus definssons de frcon canonigue
G:PD 7 x g l] — E

{«?’feﬂ) W)= Fy(x)_Fr(yj Gyl) = Goly)
(@) L2 @) — (Fzy) 2 FE ) 2 R )

A cause des egalités suivantes

G(Po x Pz, ) 2 @3) = O(te, LS 3 4)
Fla, yy T 2D FE" 3 ) bz )
= Flzy = Bl F(F,y) =% F{i’ i
= Az iz 990 @m)
= F(z,y 2 @w)

i s'epsumt que le dlagrameme survant o8 commmtatl

Prx P
DxE PrE DD~ x££

E G
2
Remarquons que O est bien un foactenr. Cela penl se voir soit en présentant les éléments de D[P~ et

E£7 par des mig-zags de P et & soit en montrant que G s'obtient directement par deux applications
successives du falt que st B¢ FID, alors

DxE(Ex &) 1=DE =L
it qii résulte de ce que F 2P x £ i Z inverse los éléments de ¥ % £ & et seulement i F: D — ZF
défint par F{2)(y) = Mz, g} inverse les éléments de .
Nous pouvons done eonclure avee le théordme de Gabriel-Zisman que (D » E)[(D » &7 = DD =
g1,

e plus nous pouvons étendre 'arpumentation aux produit finis
Lemane 3.6.3 : 51 M est find &6 (D e une funille de calégories non pécessairement petites, alors ;

(mgwi}m} [(NIE;IMI}M j"— i] = m%{ﬂm iﬂ;i]
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ce beome et du lemume de 3.6.1 nous pouvons déduire Jes isomorphismes

Hhg(7.5) W (B(T | Mod[S])) =T | Med[S|(T | Med[S])™]
mlgM(T{gm} | Eng®= {-(miéiM{mﬁ} | Ens®my-1 lemme 3.6.1
ﬂg{m%) L Ens®=[((T/s_) | Fna®=)-1]) lemme 3.6.3

JLI(B(T/5,) L Ene=))
1 g(T/5,.,5n)

WoIR

1

18

Le méme type de résultat est avssi valable pour H® (n € IV).

3.6.4 Le calcul relatif de H" (n € IV}

Nous n'allons pas démontrer 1o caloul relatil dans toule sa gendralité, mar nous allons soumetire Is
restriction siivante { de nowvean soil M un ensemble quelconane §

Nous n'allons admetire que des Toneleurs 0 T | Mod[5] —s Al pour lesquels 1] exisle une famille
(Fodmenr aver Fop AT/ s, ) | Fns®e wes 4b telle que

@) ¥h T —GeT | Mod[S]: F(h) = m]élﬂfmgrgjﬁmg

@Y T )eT | ModiS]: F(n) = 1 Fuln/s.): I Fu(Gfs.) — IL F(H/s.)

-

Soit F T | Mod[S] — Ab donc un tel foncteur pour le reste de cotte sous-section avec la famille
[ Fo bz ng - Nous avons besoin du lemme saivant

Lemmoe 364,11 Pour m e M osoit A v vnsemble queleongue De plos on dispose povr tout wi &M
el £ € A des ensembles Tz} Nous avons une bijeclion enire

IT Plza)yet 1 I
comeid g aBTED ¢ O T Ten)

Preuve ;1 Poaons

) l‘ltzmn P mglM mm%af(@’m)

EIMJNEM’Q 1 ﬂ‘m HE
mEM

(({ym )W’éﬁf ){wu}mém }li:vn ;FMQM'EME!Mﬁm ek {((ym):’m )w ﬁ,ﬁ&m}m&ﬁd

Cette application définth bien une bijection o

Considérons ensuite pour tout m € M les nerfs N(1" | Mod[S]) et N((T'/5,.) | Ens’=). Nous avons de
nouveay une proprieté de produit :

Lemme 3.6.4.2 : Pour tout n € IV nous avons V(T | Maod{5]){[n]) = i}ﬂﬁ((’f’/ 5.0 | Eng®=)([n])
Preonve : La-bilection est donude par Vapplication :

N L Modi(In)  —  TL N((I/s,) | Ens®=)([n])

mE M

(T My — . =My — (T/s, = Myjs, — ... = My/s. ) »
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Mous allons maintenant utiliser lernme 3.6.4.1 et lemme 3.6.4.2 de la maniére suivante, en employant la
défimition. du comiplexe de cochaine

G, Fy = (M,
( ) (s by oo M JEN{T LM e d TR (M)

= H m‘mm
[T e M M e o B s BTN el mI;IM (M,

(lemmf: 3.6.4.2 e hypothide sur F)
= mIf;EM (T 5 = M MM"‘;;IN{(T‘,# 5 1 Era T ?gqn];ipm (M)
{lerarme J8.4.1)
= 1L C"(T/sur P,
Soit o I difftrentielle de T, Fioot dF) Is différentielle de O (T e Fo ).
Rappelons la définition de 4% :

@ ran s 2ty = PO n ey

£y Frmiset B R
(ot 8 come B iy e Mgt}

. HEE

+ Igr iiny: YRR JPER
Devant le dernier terme nous avons "4, sl esl mpadr o "7, 81 n et pair. De cetle définition oous

pouvons déduire pour m € M el 2 = (rilien

e " = Ful Wirw Wi af i
(' }gfrimml’m“ﬂf‘&fwg)m mlgns1/ 5. mﬁimgmhi@mf&nV%ﬁmwﬁggﬂﬁh{ﬁ“:}}
&x Hdn
| m}{”sm”q”ﬁfﬂfsmg%if*"“m“*ﬁwdsmh*l - Lgm“m&rn‘ém}
+ o i
+ e abfg,
dn { i‘i) e fom LM e Ml 50)
= \Zm | s
T e 2 Mo M f5,0)
De ces constatations nous pouvons immddiaternent déduire fe lemme suivant :
Lemme 3.6.4.3 : Pour tout n € IV nous avens H"(T, F} = %IMH T 50 B )
ik
3.6.5 Résumé et conclusion :
Dans 3.6.2, 3.46.3 o 3.64 pous avons vu gue 8 5 HMSmT {0 s Ens on fonctesr de la caléporie

e
sous-jacente de S vers les ensemblos o F 6t {Iﬂm Imear tomme dans 3.6.4, nous avons |

o Do(T.8) =TI Mog(T/s,,, 5m)
- niﬂ(T\ S) = mgmnlgéTfﬁm:Sm)

« HMT.F) = ];EIMI{"(Z’{SW,F@} {pour ne N}
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Uoanme toute esquisse est la somnme de ses composantes conneses, NOUS avons aing

s Hgg(T,5) = Eégim 09T/ n, R)

K

o Ig(T,5) Il mg(T/a R)

Rella(s)

o« HYTF)

£

HY(T/ rs Fom our ne N
Raﬁn;csa (Tir Fm)  (p )

{icl de nouvean o{5) = { composanies conbexes de - 51

3.7 CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE T | Mod[S]
SOIT CONTRACTILE

3.7.1 Une hypothése de départ pour 'esquisse 5

Qu&nt a esqlilsse o m:xus supposons sans nuire & la gem*rahb&: fug pu:x-ur Laut I E H ;ﬁﬂm tout E J‘E il
telle ﬂ%-zhf* %}ﬂﬁtmt. nous rf-mplamrmm I opar I' = (UF f:r =l seats le come qui eat ubteﬁu &
partir de I en supprimant J ef toutes les fleches dans £ qui partent de J ou gui pointent vers J. De fagm;
inkuitive nous pouvons dire que pous youlons metire en evidence les "sormmes cachoes” u[{, e 0] s [T,
de l'esquisse S Soit done S Vesquisse qui est déduile de § en modifiant les cénes inductifs pour lesquels
une telle modification est perfinente.

Lemme 3.7.1 : nous avons un isomarphisme de ealégories Mod[S] = Ens’ | re qui est facile a vérifier.
Pour [a suite de la section nons allons donce adopler estie hypothése selon Ea.qunlie U4 ne pointe vers
sueun candidal pour un objel smtial pour fout J € Jf et tout fe d.

3.7.2 La condition suffisante

Proposition 3.7.2 ¢ $i pour tout cone induetif [ = (/] — U'1) sert la catdgorie sous-jacente JT st
connexe of si pour tout cone projectif £ = (V7 — ¥ wers lélément V¥ ne pointe pas dans
S vers un candidat pour un objet initial dans S, alors T | Mod[S] est vide ou admet un objet
terrninal.

Remarque t 51 Pesquisse S est purement projective, alors la transforroation natorelle T - o de T
vers le foncteur singleton est un objst terminal dans la comma-catégorie T | Mod[5]. Si 5 est une
esquisse mixte, nous pouvons avoir sous les conditions de la proposition 3.7.2 un résultal similaice.

Démonstration : Sous ces conditions nous allons montrer que si T | Mod[5] # 0, alors T' | Mod[S]
posside un obiet terminal gue nous allons effectivement conslrire,
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i o R
b s (I Ems
{#} st W ne pointe pas vers un candidat
pour un objet wnitial de &
@ st W pointe vers un candidat
pour un objed initial de §
FlC —s  FlEns

wLowy o (o BE rown)

ol BUF) est une des trols applications possibles

Po— 8
P — {4
] e

Il est elair que & eat un foneteur bien défini. Montrons que R est un modéle de 5 ¢

Soit [ = (U] —t U') ey un cone induetif de 5. Selon I'hypothése de départ (Cf. 3.7.1) et la
condition de la propesition il v’y & aucun U4 qui pointe vers un candidat pour un ohjet initial
dans 5. De méme [/' ne pointe pas vers un candidat pour un objet initial dans §. Dol pour tout
J € 41 RUT) = (3] et pour U : R(UT) = {+].

Comme J! est connexe nous avons :

im gty = R

Fed!

Ensnite soit P = (VF — Vi )gexr un cone projectif de S. Comme V¥ ne pointe pas dans S vers
un eandidat d'objet initial { condition de la proposition ), aucun Vi ne peat pointer vers un candidat
d'objet initial. 11 s'en suit que pour tout K € K : R{VE) = {+} et pour VP : R(VF) = {»}. D'oid

bm  pyry = RvP).

et
Bone K est un modéle de 8 ((Pest-a-dive en particulier que les deux vonditions de la proposition
sont suffisantes powr Pexistence d'un modile de 5,
Montrons ensuite que si T | Mod[8] £ B, alors il ¥ a un objet terminal de T | Mod[5]. Comme
T | Mod[S] # #, il y a un morphisme de 1" vers un modéle M. Pour W € OBC nous avons
M{W ) =8, st W pointe vers un candidat d’objet imitial de 5.
Par conséquent pour un tel W € OBC pous avons aussi T(W) = §, De cette constatation il ' en
suit immédiatement qu’ll existe un morphisme canonigue T — R,
Dane T b Boe T 1 ModiB] ot T —s B st Pobjel terminal de 7 | ModlS], car pour tout
T = M €T | Modl9), il existe un morphisme unique M — R gui rend commutatif le diagramme

guivant
. B
M T

Comme toute catégorie qui admet un ohjet initial ou terminal est contractile (voir lemme 3.2.3), il g%en
suit de la proposition 3.7.2 que B{T | Mod[S]) est conbractile.
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Comune en 3.7.1 nous allons supposer sans nuire & lo genéraliid dans toul oo paragraphe que pour tout
1€ F, pour tout J € J', il n'existe pas de fidche U — W telle que W soit un candidat pour un objet
initial dans 5.

3.8.1 Introduction

? 3
Pour tout cone indaeidf [ = (04 2oy Nie gr de 5, rappelons que pour la eatégorie sous-jacente JI
1527} désigne 'ensemble des composantes connexes de J' .
Comme au chapitre 2, T est ' ensemble T{UT)\, [JU{T{&{;)(T(U}'}}}, ’est-&- dire |” ensemble des points
£ V

de T{I'} qui ne sont pas atteints par la base (T(E1)); . 0.

Pour le caleul du nombre de composantes connexes de B(T | Mod[S]), il nous faut savoir sous guelles
conditions i existe up roorphisme de T vers vo mndele de 5. Dans cette papspective il 'y & deux lemmes
atiles

Lenvme 3.8.1.1 1 51 existe un cone mductit T, dewx dléments J, 77 de deux composantes connexes dil

férentes de J! et deux points 27 € T(UY) et 250 € T(UL) avee T{al)z;) = T{al)(zp), alors T
wadmet aucon morphisme vers un modéle de 5,

Exemple : le disgramme “candidat somme”

&
// \
A B

n'admet ancun morphisme vers un diagramme “sormme” du fype

B+E

s il existe x € A et y € B avec ulzx) = v(y).

Breuve @ 84 existe un. eline induetif I, 21l sxiste denx élémenta JJ7 de detix composantes connexes
différentes de J' et denx points r; € T(U}) et 25 € TIUL) avee T(ad)2s) = Tlad){zp), i
est clair gque T ne peud jamais étre un modele lolméme parce qu'un medele peut toujours lier par
un zig-zag deux points gol sont égalisds dans son somunel. Comme S et J' appartiennent & deux
eomiposantes connexes différentes, il ne peut done oxdster un tel sig-zag. Done T ne peut jamals
bre un modéle lul-mdme, Autrement dit sl M et un modele de 8, alord nong avons

M{a (MU0 M(a)(MUJ)) = 0.
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Dans  une argumentation  par  VUabsurde supposons  dope. qu'il | exisle un morphisme
fro e M e T overs un o modéle M. Nons svons done les dpalités

Mo i} MUT ) =a)) WUTHT (o) 1))
(U N T ) s ))

= Mlal (MU )z s).
D'oil Ia eontradiction M{ad)} MU N Mol (MU £ 8 &

il

il

Rappelons la notation P = (V5 — V) geg P pour un cone projecti! de 5.

Lempee 3.8.1.2 ; 51 existe un cone projectif P, tel que V¥ pointe dans 8 vers un candidat 4° objet

iriitial ot & iﬁ T(VEY # 0, alors T n’admet aucun morphisme vers up modéle de 5.
Hek?

Exemple @ le diagramme suivant

: B
u W

e

A

1’ admet aucun morphisme wers un diageammes du type

0
prl %t g

avee N NglE) =8 si{{r, 2, e AxCx Bz =ulz) = vy}l # 10

Preuve @ 57l existe un céme projectif P, tel que V7 pointe dans 8 vers un candidat d' objet ini-

tial et si UM . T(VE) # 8, il est clair que T n'est pas un modéle lui-meme. Autrement dit
Kel, .
si M est un modéle de S, alors nous avons lim M{VE) = 8. Dans une argumentation par
Eea®

1" absurde supposons domc qu’ il existe un mmﬁhism? b — M de Tovers un modéle I
Comme I T(VE) £ B, choisissons {2k Yxegr € 0 T(VE) avec zx € T(VE).
Eeg® V T ReR® -
11 e suit que AV Wzg) & MIVE) et que (B(VENak g exr € im M{VE).
‘ o EcE®
DPodt fa contradiction e

Ces deux lemnes montrent des conditions qui font qu’ il nlexiste pas de morphisme de T vers un modéle.
Est-ce que la négation de ces conditions conduit & Uexistence d’un morphizme de T vers un modéle 7
Clestefi-dite est-ce e 81 T satisfart les propridbés Tyoet B s

différentes de J' nous avons T{a) (UM N Tl (TWL) = 8
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¥z : Pour tout P & IP tel que le sommet projectif VP pointe dans § vers un candidat d' objet initial

nous avons I TVE) =8,
HeR"

nous avons un morphisme de T vers un modéle M 7

Cotte question différe du point de départ de la construction du diagramme localement libre. Dans le
d.1l. nous partons de |’ existence d” un morphisme h: T — M {avee M modéle) afin de construire une
factorisation par un point du ddd.

T h M
alors que pour la question soulevée plus haut il @'agit d'assurer Pexistence méme d° un tel morphisme
BT s M, Pour la suite nous allons aingl donner quelques conventions,

3.8.2 Quelques conventions d'appellation

Comme premisre étape nous allons exclure qu’ il y ait P € IP tel que VT pointe dans 5 vers un candidat

d’obyet mitial. Mais 1l Tsudra aussr exclure la possibilite swivante ;

H s peut pour un F € P g V¥ pe pointe vers aucan candidat d'objed initial, mals que nous ayons

pour fout models M lim M{VE) = M(VF) = B, précisément parce qu’il ¥ a un cone inductif
KeH®

I € N, deux édléments J J' € J! qui appatticnnent a deux composantes connexes différentes de g

M nous avons M (e MU 1 Miad ) M{UL) = 8, il est clair dans ce cas que b . MVE) =
. Kek

{ler)wens € KI}#M(V@}NK s Kt e KY  M{aYzgr) = 20} = B ). Ces deux possibilités sont

exclues dans In définition suivants :

Définition 3.8.2.1 ¢ Une esquisse S sera appelée une esquisse @ connezilé semandigue fable (C.5.Fa.)
si et seulement 81 pour tout foncleur T 0 € —— Ens qui satisfait la condition ¥y (cf 3.8.1.}, 1l existe
un modéle M de § et un morphisme de T vers M.

Exemple & nous considérons de pouvean esguisse “somme”

S={a—ee—b}

Poiir tout Tonetear T de O vers Eris que nous notons

fd
4 ™ U
A// \B

avee (A} N u(B) = 8, nous pouvons choisir un morphisme vers le modéle suivant
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A 1

\\u\e \\I-H

a =1

Comme dans 5 il 0’y a pas de cones projectifs, il gensuit que 5 est une esquisse & connexité
sémantique faible.

L'appellation sous-entend gue nous allons considérer également une version “forte” . Pour cela nous avons
bestin des remiargues suivantes

Rappellons la définition de T qui est Pensemble T(07) Y [J%ﬁ“{aﬁ WL
B
Une Iiy(J’)-partition de T esi une application p : W{J') — P(T7) vérifiant

. T” = r~p€‘
Lellofd )

o pour tous L L e Ho(J?) i L# L' = p(LYNp(L) = 4.

A tout modéle M € Mod[9] ¢t tout morphisme A : T — A de Ens® nous pouvons faire correspondre
une unigue o/ y-partition de TY de la fagon suivante :

Pour ¢ € 7T € T(U') considérons A(LU7)(z) € M(UY). Comme M est un modle, il existe une unique
compesants conpexe L de J7 {ie L e Og(J7)), telle qu'il existe J € ObL non nécessairernent unique,
qu'il existe x5 € M{U]) tels que M{abi{zs) = AU ){z). Ce procédé dépariage T' de facon unique en
une g(J’)-partition.

Définition 3.8.2.2 : Une esquisse S sera appelée une esguisse d connesilé sémantigue forte (C.5.Fo)
si el seulement si pour fout foneteur 7' 0 € — Eng qui satisfait Ja condition ¥, (CF 3.8.1 ) ot
fouite Ha{i”)mp&rtitmn p! de T4 il existe un modéle A ef un morphisme h : T —s M qui induit la
ol I f-partition pf de 7T,

Exemple 1 L'esquisse “somme™ § = {a — ¢ +— b} est une esquisse & connexité sémantique forte,
comme il est facile de voir,

3.8.3 Le calcul de lgB(1' | Mod[5])

Nous supposons que 5 st une csquisse C.S. faible ou C.5. forte et que T': ' —+ Ens est un foncteur,
Rappelons que A(T,.5) désigne la catégorie sous-jacente du d.ll. relativement filirant que nous avons
eonatruit au chapitre 2. Mais pour pouvelr considérer A(T, 5) nous devons admetire que les calégories
sous-jacentes des cdnes projectifs de 5 solent finies, conformément aux hypothéses du chapitre 2,

Proposition 3.8.3 : 4. B € O, 5Y sont relids dans A{7T, 5} par un zig-zag st et seulement sl
Aa Moa-iA [y induisent la méme Eﬂi{}pﬁri&iﬁﬂn de T pour tout [ € 1.
Diémonstration 1 nous allons démontrer les deux pointe suivanis
1. 8T A4 D T 35, Dp induisent la méme Iim:i{’ J-partition de 77 pour tout ] € T, alors 4
et B sont reliés dans A(T, ) par un zigzag.

2. 8i dy et dg induisent des Ty(J')-partitions de T¥ différentes pour seulement un I € T, alors
A et B ne sont pas reliés dans A(T,5) .
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En ce qui concerne les notations de la catégorie sous-jacente A(T, 5) du d.1.{., nous allons nous
rapporter an chapitre 2 plus précisément & la section 2.2.1 ¢ 2.2.2..

Point 1 Scient A € M,(T' 8}, B € Mp(T,5). Supposons que k € n. Comme FIM, C FlM,,
pous pouvons congtruire la “somme amalpamde” suivants

T S D, (B)

du(4)|

Do{A) Dyp(d) +TDH{E)

et nous montrons que D,{A) ‘x%TDf,,{B) satislait & la condition ¥y { voir 3.8.1 ). Pour cela
soient I € Il; B, i € J' et yg € Dy (A)UL), yrr € Do(BYUL) tels que

(Dn(A) + Da(B) k) ellwn)) = (Da(A) + Dn(B))(ake)el(yre))) ob elfyn) et cl(yn) son
des classes d’équivalence pour la somme amalgamée. Sous ces notations nous voulons montrer

que R ot R appartienuent 3 la méme composante connexe de J7. Ceci entrainera done que
(Dg{A) +T.Dn {13)) satisfait la condition Xy,

Considérons d’abord le cas oh il existe = € T/ 7 Joavee
D(AYL)un) = (AU,
Du(Biaf)um) = da(B)UTNz)
Nous allons done consadérer deax sag

Premier cas : z € | Tled )Ty
Jex!

i

1l existe donc J € 2! et 25 € (U1 avee T{alzs) = 2, dob :
DAY ) da(ANU(22)) = da(ANUNz) (= DalA)og)(yn))

Da(BYe5Mda(BYUIH=0)) = du(BUUN2) (= Dul(B) ek )ur)

Comme D, {A) et D,(H) sont des modéles, il s'ensuil 'existence de deux sig-zags :

Le premier combine yp et d,(A)(1/3)(z5) dans la limite inductive

(Dal AN J) — Dl AYUT)) ge g0

Le second combine ya ot dn(B)(U'])(2s) dans la limite inductive

(Pu(BYUF) — Dl BYUT))peyr-

Comme conséquence nous avons Uappartenance de R, J et B 4 la méme composante
connexe dans J',

Deuxitme cas - z €77
omme d 4 2l dpy mduisent o méme ﬂg{f -pariition de T7, il existe J, J' & k{j appar-
tenant & la méme composante connexe el 27 € DR{ AN, 250 € Du(BYU L) tels que
Du{ANef)zs) = da(A)U)2) (= DalAdeaf)yr))

Du(B)(ery )z1) dn(B)(UT)(z) (= Du(B)ak)ym))
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Comme 1, (A} et D,{B) sont des modéles, il s'ensuit I existence des deux gigezags suiv-
ants
Le ‘pmmiﬁ*r mmbme yR et s; dans a Hmite inductive

Le second mmbmf* y}zv et zy d:ms ia Hmite inductive
(Da(BYUS) — Da(BHU D)) jepr
Comme mﬁseqm“mée nons avons appartenance de B, J, B J' 4 la méme composante
connexe de J'. Nous venons donc de démontrer que pour [ & 0, pour B, R & J!
ek yn € Da(ANT 5 Loy £ DB fiﬁf} fels que nows ayons le vigagap simpls relatif 4 la
sorne amalgamée

(1), 2)

/ ‘\\
(Da(AYUT), Dal AN ofe)ur)) (Dl BYU), Da(BY oy Y

H s'ensuit que Bet B appartiennent & ls mme composanbe connexe.
Nous venons done de démontrer pour la relation qui sngendre la velation Péguivalenie de la
sommie amalgameée D (A} 0, B) que B ot B apparticnnent & la méme composanis connexe
?"K

de J! pour tout T € I. Le cas général peut etre réduit 3 cetle relation qui engendre la relation
d'équivalence de la somme amalgamée D,{A] + i}n{ﬁ%

Dians tous les cas # et B appartiennent & la mme composante connexe de J°, !
Done D,{A) + D, (B} satisfait la condition ¥,

Comme  Pesquisse esl une esquisse G5 faible oo 08 forte, 1V sensull | que
Da(A) -{-TDﬂ {7 admet up morphisme vers un modile de 8 . Par la construciion des Béches

dans la catdgorie sous-jacenie AT, 5} du d.ld 1l s'ensuib gue A et F sont reliés dans A(T, 5).

Point 2 5i pons pouvons montrer le lemme suivand, i s’snsall, comme il est facile de voir, le deay

ieme point de s proposition

Lemme 3.8.3 : Soient M, M' € Mod 5] deux modeles, h i T — M et b - T — M’ deux
fliches de Ens© et g 0 M — M’ un morphisme de modéles dans Mod[5] tels que le

dlagramme suivant comroule ; M
/ w
M >

Alors pM = pM' (it p™ pM" cont les Mo( ]! }partatmm relatives & M ef & M)
Preuve : M@n‘ﬁmns pour tout L € Ha(J7y 2 p™{L) C p™ (L) et pM (L) € pM(L)
s ML CoM W) : |
Siz & pM(L), alors il existe J € (OBL (non nécessairement unique) et 2y € M{U'})
tels que Miot)zr) = MUL)(z). Dod

WUT)z) = o(U AU )=
= 4’ Uﬂf{ﬂ 1)z1})
= M'{e] NolUs)2s))
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Doit 2 € p™'(L).

e pM(L)C P”(.&)
SizgpM {_} alors il existe J € ObL (non nécessairement unique) et z; € M'(I/])
tels que M'(od Wz1) = (U )(2).
De plus on 8 W' (U1 )(z) = g(ilf){h(l?’}(x 1), Seit maintenant L* € ﬂ@(.il'”{] el guil
existe J* € ObL" ef x5 € M(U1.) tels que M(at. )(zs+) = (U3 )(2). D'oi

Q{f«“}(&fﬁf}(@})
U M ek ) za))
Mok gl (232}

Et donc M'{a))(zs) = M (e ) (gl L )(zs+)). Comme M’ est un modéle, il s'ensuit
aue J et J* appartiennent & lo méme composante connese of donc que L =1

Dol £ € p™(L}e.

Remargue : (est pour cete proposition gqud nous avons appliqué pour la premiére fois 1a construction
du d.llr . élaborée dans fa section 2.2 . Tous les résultats plomélniques des sechions 3.6, b 3.7 ont
été obtenus sans recourir & la construchion explicite du &l f, mas en “travaillant” dags la "grosse”
catégorie T | Mod[S]. Les résultats de 3.6, et 3.7 sont ainsi valables pour une esquisse § que]ccmqu&
{ Cest--dire sans que les catégories sous-javentes des cones projectifs de 5 soient finies - condition émise
dans la construction du d.lir.f. ). Dans la démonstration de la propesition 3.8.3 {Peint 1) nous venons
done dlemployer la construction effective du d.dLr f. et le résultat obtenu n'est valable que 51 1" esquisse
5 adinet des cones projectils finis. Mais en Tait il est facile de voir que la construclion des *soonames amal
gamdes” (utilisée dans la preuve du Point 1) peot étre effectude, de la méme manére, dans la “grosse”

mtegﬂrm M mﬁgj Ponir cetbe raison la Proposition 4.8.3 reste veads, ]m&% Pon considére un esquisse

& (& C.5 faible ou & C.5.forte) dans lequel lea bases des cones projectils sonl & cardinalité quelconqgue.

WU (=)

g H

Notation : pour le loncteur T vs Fns notons Vensemble

ZT) = AT, 8) = L1 {p" : No(2') — P(I")/p est une Mo(L"}-partition deT"}

Maintenant nows pouvens formuler le théoreme fondamental

Théordme 1. 515 est une ssquisse & connexits sémantique faible, alors nous svons pour tout fonclour
Vo s Eng
card{ Mol B{T | Mod|S])1}) = card(Z(T)}
2.8 5 est une esguisse & connexité sémantique forte, alors nous avons pour fout foneteur
T — Enst
Hal BT | Maod[S1)) = @ou Hg( BT | Med[S])) = Z2(T)

Démonstration : 1. D'aprés la proposition 3.8.3 il y a dans A(T, §) au plus autant de composantes
connexes que d'éléments de 21T Do

card(1ly(B(T | ModS]))) =
card(11o{T | Mod[5])) [=

eard(Il,{A{T, S})) =i S est & bases projectives finies] < eard(Z(T)).
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2. 5i le foncteur 7 ne satisfait pas la condition ¥y, alors 7 | Frs = B et ainsi We( BT |
Mod[ST)) = 0. 5i T satisfait la condition By, alors nous avons pour lout élément p € Z(T un

a (LS. forte. [Pour chacun de ces M nous pouvons trouver une faciorisation par un point de
AT, 5} qui imduit nécessairement p
-

e

T e e M,

g & egt b basges projectives findes)] Aver la proposition 3.8.3 il 8’sneuit que |
card{Hg(B(T' | Mod[5]))) =
curd(Hg{T | Mod[S])) [=
card{Mo{A(T, 5))) si & eat 4 bases projeciives fnies] > cardZ{1)

Cornrne une esquisse & .5 forte esl avssi une esquisse & connexilé sémantigue faible nous
avons avec 1)

card(Tlo{ BT | Mod[8])}) < cardZ(T')
ek ainsi TMo( B(T | Mod|S]}) = Z(T)e

Nous pouvons interpréfer le rdsulial de la fagon supvante

Le nombre de composantes connexes de B{T | Bns) s'obtient par le caleul de tous les Ma{J 1 )-partitions
possibles de 77 (I € I). Rappelons que 7 est la partie du sommet T{077) qui n' est pas “remplie” par
Ia base (T{U])) 5. 41 Uecl constitue un résultal expressif an sujet d'un caleul géométrique de la distance
gntre T et un modsle. On apprend ainsl gue le seul “vral®™ Tacteur gui peat mflusncer le fail gue T alest
pas modéle est celul du “non-remplissage” des sommets T ') (1 € H) par les bases (T{U1)) ¢ g7 Nous
obtenons cgalernent une expression plaisanie de Vinter-articnlation syntaze-sémantigue & le nombre de
composantes connexes est obitena por le calenl de tous Jes Teld ! Fpartitions possibles { syntaxe ) de T
{ sémantique ).

De plus nous voyons que Pessentiel du résuliat se trouve déja exprimé dans Pexemple de Guitart™ sur le
dd d. des somunes.

3.9 LEIL ET LES H" DES ESQUISSES MULTI-INITIALES

Dians cette section il s'agit de déterminer 1L B(T' | Mod]S5]) et H*(1, F') {n ¢ IV} dans un cas purticulier
intéressant. Puisque nous avons pour toute catégorie D« U, BD ® D[P 1] ¥ nous pouvons caleuler
T L Mod[SI{T | Mad[5])""] de facon effective en faisant recours & la construction ' du 444, de T
En revanche il est trés difficile de donner Ty B{T' | Mod[5]) et H™(T, F) de fagon explicite comme nous
avons fait pour e B{T | Med[5]). Mais s nous nous restreignons 4 un eas particulier, nous pouwvons
donner une deseription explicite :

mmm‘ mevkion 1.4.5
P saction 3.4
Ryoiy chapitre
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Définition 3.9 : Une esquisse § est dite esquisse maulli-initiale si eb seulernent si pour tout foncteur
T 2 €~ Ens, toute composante connexe L & Hp(T | Mod(8]) de T | Mod][S] posséde un
obiet witial. Comume nous allons voir, les esquisess mnlti-initiales vond fournir pour toud foncleur
T — Ens des multi-adjoints, o'est-a-dire des diagrammes localement libres discrets. Nous
retrouvons done le cas que Diers'® avait considéré. Si S est multi-initiale, soit hy : T —s My
l'objet mitial de la composante connexe L € Hp{T | Mod[S]) de T° | Mod[S]. L'existence du
d.llr.f garantie que Tig(T | Mod[5]) est un enseroble. Posons

M :T(T | Mod[S]) — Mad[S]
L

eb fislhy o T — Mp)penoorimoedsy 4ol e lemine

Lemme 3.9 1 51 5 el upe ssquisse multbmitiale et T ¢ () ~ Ens un foncteur gueloongue,
(Ha(T" | Mod|5]), M, h) est un diagramme localement libre relativement filtrant de T. Ce résultat
est rnnddiat.

3.9.1 Le Il; des Esquisses multi-initiales

Selon 1= lemme 3.9 1l est clair que le groupoide T B{T | Mod[S]) est équivalent & Vensemble Tp(T |
Mod5]) considéré comme groupoide, parce que I B(T | Mod[S]) & T | Med[SI[(T | ModlS])=]
et parce que B(T | Mod[S]) et Bl(T | Mod[5]) (la réalisation géométrique de la catégonie discréte
Hu{T § Mod[5]}} ont le méme type d’homotopie.

3.9.2 Les H" des Esquisses multi-initiales

MNous milons montrer gue &5 #88 une ssqusse mullsaoitiale a8 10 0D — Fus est un fonctenr queleongie
et sl F o« ModlS) — Ab est un fonctenr guelconaue, slors pour tout n e IV BT, Fl = 0. Cecloost une
conséguence imrnddiate du lemme suivant

Lemrae 3.9.2 ¢ 8 D est une catépgorie discréte ef ¥ D s Ab un fonctenr guelcongue, aloss pour tout

Preuve : le n*®™ membre du complexe de cochaine est défini de la fagon suivante :

OV D, F) = : 1 p
(D, ) {xﬂﬂ.ﬁ__&x,}swﬁ-(gngpﬂ n)
Comme B est une catégorie discrete, poud avons Xy = o Xy et g = 4d. Pour esla gous pouvons
Serire

cp, = 11 F(z)

e
poue tout n € IV, Il est facile de voir que pour la n**™* différentielle d™ nous avons :

7 _ } {22)eep  simoest impair
Pliaup) ={ ke destio

Dion HM{D, F) = Kerd™ { g =D pour tout n € IV o

On voit done que si § pe comporte que des cones inductifs discrets{sommes), alors 5 étant multi-initiale
les caleunls de [ly ot H® sont triviaux; ils le sont aussi presque (ef. propos. 3.7.2) &'l 0’y a que des cdnes
induetifs connexes, Lour intdedt semble done résider dans le eas de prisence simultande de cdnes inductifs
digerets el de chnes induchife comniexes,

Yenie ¥, Diers, Catégories lncalisnbles, Thise, Parls 1977




4.1 REMARQUES

sxactement les modéles d'one theorie du prestier ordre et que cette correspondance n'est pas une équiv-
alence de catégories mais seulement un Bomorphisme an plan des ohjets. Les cones distingndés de celte
esguisse du premier ordre sont a4 bases finles (voir section 1.3} : candidats dlobjets inibial el terminal,
candidats de produits finis candidate de produits fibeés candidate d'égalisateurs, candidats de sommes
amalgammess ef somunies. Nous vovons en particulier gue les bases des cones inductils sont connexes
pour les somimes amalgammees st non-conpexes pour les somumes. Or, nous savons que les somanes d'ume
esquisse du premier ordre proviennent de la présence de la négation — dans une des formules de la théorie,
Intéressons nous d’abord aux esguisses du premier ordre qui proviennent d'une théors sans négation. Les
bases des cones inductife d'une telle esguisse sont toutes connexes. En outre il est faczle de voir qulaucun
sommet d'un cfine projectif de esguisse ne pointe vers un candidat d'objet initaal. Nous sommes done
exactement dans le cas de la proposition 3.7.2: destefiedize 81 5 = (O, 0P} est Vesquisse du premier
ordre en cause et T : C — Ens un foncteur quelconque, alors B(T | Mod[S]) ot en particulier BMod[5]
sout contractiles. 8 en vevanche, une théorie 7 comporte des négations, alors esguisse du premier ondre
induite contiendra des sommmes. Bt ce sont ces sommes qui fonk gue Pesquisse sers susceptible d'engendrer
une théorie d'homotopie non-contractile. Llesguisse sera susceptible car pour pouveir appliquer le thé-
oréme de la section 3.8.3 sur le calenl des cornposantes connexes, il favdra supposer que Pesquisse soit &
comnexite sémantioue Taible ou fortes 51 en effet 5 esboune telle eaguisge, il gensuit de ce théoréme et de la
nature du foncteur vide B 1 € — Ens que Mod[S](2 8 | Mad]S]) est contractile. La théorie d"homotopie
non-contractile se développera alors seulement dans des comma-catégories de modéles T | Mod[S] oa T
eslun foncteus de (0 vers Fns, olest-Sedive une sorke de réalisation du langaee de base (€) mais von une
réalisation de la théorie (8}, parce que pour au moins upe formule @, T réalise p et =y de fagon non
toul-a-falt complémentaire -

i.e. dans la somme (i) — T(e) ~— T} on a Tsule) B (o) \ [Tle) UT(~2)] # 0.

Dans ce cas les composantes conpexes de la réalisation géométrique se caleulent de Ta fagon suivante(voir
théoreme de la section 3831

BT | Mod[5]) < card( IéT{p_.%; pay est une bipartition de T, {e}} )
-k
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En résumé nous pouvons done dire que Uinterprétation géométrique des théories do premier ordre fournit
denx grandes classes 1 les théories comportant des négations %= " ef les théories ne comportant avcune
négation “=" . Ceite facon de présenter contient matheureusement la lneone suivante

Qu'en estdl des théories gui comportent des négations mads gui sont logiguement dguivalentes & des
théorics ne comportant ancune négation? Comme la catégorie des modéles d'une théorie du premier ordre
n'est pas dquivalenie & une esquisss du promier ordre construite en 1,12, miats Psoulernent” womorphe sur
le plan des ohjets, nous pouvons done obtenir des géométries homotopiques diiérentes pour des theories
logiguement équivalentes,  Cecl montre en particulier que la notion d'homomorphisme entre modéles
généralement admise par les logiciens n'est pas adaptée pour une dude des esquisses, mais que Ja notion
de morphisme entre esquisses peut & son four enrichir la notion de morphisme chee les logiciens.

4.2 EXEMPLE : LES ENSEMBLES INFINIS

Pour souligner le Tail qu'un certain nowbre de cas n’est pas couvert par les notions “esquisse & connexité
faible/forte” (voir section 3.8.2), nous allons montrer & titre d'exernple que pour la théorie des ensembles
infinis 'esquisse associde n'est pas & connexité sémantique forte ni faible. La théorie des ensembles infinis
pent élre axiomatiste de la facon sulvante

T = {pain EWN}

# 7
HVEC L ;Eﬁiﬁ o g j\l : A -1(23;‘ = .tj;:l‘
: ; iz }3&'23"3‘*1‘ : : B
Soit § lesquisse engendrée par les donndes suivantes (clest-a-dire pous construisons une caquisse des

ensembles infinis (voir 1.2.2)) ¢

!

des objets ¢, 1 dans Ob

une Bicke 70 ¢ e | dane FIC, candidat pour un épi

]

Trest candidat por un objet termingl

&

pour tout nonce @n, (87 1% — elici1, . o) est candidat pour un produit

¥

1

pour 4,7 €41,...,n} avec ¢ # j et pour la formule ¢f; 2 = 2; un candidat pour nn égalisateur .

w.
elel;) e M; ¢

¥
L

pour 4§ € {1, ..,n} avec i # j et ponr Ia formule $f; : =y = ; un candidat pour une somme
elpily) — ¢ v o)

pour rendre compte des “intersections” nous introduisons de fagon récursive des formules xF. (j > 7)
ol correspondent & ane certaine mise on parenthéss

Xiat iﬁ‘”?.z et T i DT AT

" S A #* Liim 1t
it P X MW B Xy gan T Xeg AW

et nous ajoutons 4 5 des candidats pour des cones projectifs
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‘&ikfﬁ; . s '5{596’5;,3@»2}

| |

TR e

fi X?ii i ;} SRS {'{ﬁi‘? i ﬂ} fé’f; :‘»,_; $i } L gf{ EE?}& i }
i;(x?w! - } .......... ELEInS o "-:i Xﬁ} } i X o

- pour rendre comple de' lp guaatilication exislenbiclle pous nileodneons de Bagon theursave des Tormules

eify i ﬂ(gfn} ¢'est-fodire nons ajoutons & 5 des objets of3)... . eldy ] ot des Boches of€;) — 1
{pour i = 1 1) o AT LY el JoelE) — ellngr) (pouri= 2,0 n—1) ot 0 e @)
{pour £ = soad et el e 2 (pour § = Lk

Hous %ag{mmns & 5 cosnite des oimes ductile u, ;zmgﬁ-tztzfﬁ gul exprasent gue

o effy] —= "7 (powr i = 1,. .. n) o5t candidat pour une application injective

® o[ ;o) = 1 est candidat pour une application surjective

® o{fi) ~ T{pour i =k nw 1] est candidat pour une application surjective

o ol A0 )= ol£1]) eod candidat pour une application surjective

o o[l el Ipouri=12,. 5= 1) est candidat pour une application sugjective.

Clen donndes soront woumisss odes dualites qui sond sugpieees dans loosection 122 {voie pastie
potis e )

Lot nehive §s construction de Vesquisse 5. Un modéle de 5 correspond & un snsemble mbing, Montrons
que S n'est pas une esguisse & conpexile ﬁsésimméqm forte mi faible. Pour cola construieons un fonsteur

T 1 f7 = Ens qui satisfalt la condition ¥y, muds qui n'admet aucun morphisme vers un modéle.
- T{1}) = 1 {ensemble aver un élément)
= T(e) = 2 {ensemble avee deux éléments)

ST gm0t aGe (L. . n])

. . :
- Tlelpl; ) = equal(2™ smeeg 2) \ {4}
leabededhive gue nods sousirayons v poind & gue nous svons xS dans
5
— ¢ ) suparavant.
¥ #

T,
f
- Telvl 1) = 22 \ Tl )] c'est-Bedire nous avons 27 = T{e(9])) + Telel; )]

equal(2®

~ epsite pous délinissons de Teon rdoursive Tvole plas hault

TelxTa)) = Tlelvia))

TlelxT ) = Tl 0 Tle(d? )
Tlelxiiwi)) = Telgaad)l I T{e(d0n))
Tle(xli) = Tl 0 Tl )
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- et finalement nous posons T(e(£:)) = {0} (pour i = 1,... . n) ol 0 € Te[XT | ,)) st un point que
nons avons fixd auparavant

Cela achive complétement la définition du foadieur T 0 —— Enes.
Seit M : 5 — Ens un modéle de 5. Dans ane argumentation par Vabsurde supposons 0] existe un
miorphisme b 0T s M. Daprés In définition de 7 il egiste

r

* € T(elpf,)) = equal(T(e") ==z 1(c))
:

avec & € Tle(yy)) le morphisme h{c”] @ T{™) e M{c"] est détermine par la propriste niversells
du preduit. Bt Pon volt Tacilernent que pour & € Tle(f;}) 1o diagramme suivant we (o0 pes elre

comnmmtatif ; T{ﬂ(;ﬁ'itj ) Mely?,))
T{e™} Mie]

Il n'existe donc aucun morphisme de T’ vers les modéles de 5. FPourtant T satisfait £ comme nous
eomstatons en revoyant s définiion de 7. Dhone & n'est pas une esquisse & connexité sémantique faihle
il forte,



BIBLIOGRAPHIE

1] André M.,
Méthode smimpliciale en slgebre bomologigue of algébre commubative,
501N, 32, 1967,

[2] Diers Y.,
{latégonies Localisables,
Thése, Paris 1977

[3] Ebbinghaus, Flum, Thomas,
Einfibrung in die msthematische Logik,
Wiseenechatthehe Buchgesellschalt Darrpstadt, 1986

[4] Ehresmann .,
Faguisses et types de structares algibrigques,
Bul. Instit. Pilit, Tesa XIV, 1968,

[3] Evrard M.,
Homotopie d'un espace topologigue relativement & un
recouvrement, Application & Phomotopic des préschémas,
These d'Etat, Université Parie 7, 1873,

[6] Evrard M.,
Fibration de petites catégories,
Bul. Soc. Math, France M0, pp. 241-265, 1975,

{7] Gabriel P. and Zisman M. |
Caleulus of Fraction and Homotopy Theory,
Springer Verlag , 1967.

[8] Guitart R. et Lair C.,
Clalonl Syntaxique des Modéles et Calenl des Formes Internes,
Diagrammes, Vol. 4, 1950,

[9] Guitart R. et Lair C.,
Existence de Diagrammes Localement Libres,
Diagrammes, Vol. B, Paris 1981,

[10] Guitari R. et Lair €.,
Limites et Co-Limites pour représenter les Formules,
Diagramimes, Vol 7, 1982,

{11} Guitart R.,
G the Geometry of Computations
Cahier de Topologie et Géoméirie Différentielle Calégorique,
Vol XXVII-4, pp.107-136, 1986,

[12] Guitart R.,
On the Geometry of Computation 11
Cahier de Topologie et Géom#trie Différentielle Calégorique,
Vol XXIX-4, pp. 207326, 1988,



[13] Guitart R.,
Construction of an hemoloy and a cohomalogy theory
smsocisted to & fivst order formnla,
dournées d Btudes Usquisses, Logique et Informatigue Théorigus,
Université Paris 7, 27 juin-2 juillet 1988,

(14} Guitart R.,
Sur les Contributions de Charles Ehresmann & la Théorie des Catépories;
paru dans la Gagette des Mathématiclens, S.MY, 5. 13, Byrier 1980, pp. 3740

{15] Mac Lane 5.,
Categories for the Working Mathematician,
Graduate Texte o Mathematios, Springer Yerlag.

i16] Milnor J.,
The Gegmetric Realisation of asemibsimplicial Complex,
Amals of Mathematics, Vol 65, Num. 2, 3/1857.

[17] Quillen D,
Allgebeaic K-Theory |,
S:L.N 341, p BS.

[1B] 5GA 4,

Séminaire de Géomdtrie Alribrique du Bols Mare, 18083 /64,
Théorie des Topos et Uohomologie Elale des Schémas, 5:L.N. 260,



