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CHAPITRE IV: CHANGEMENT D'ENRICHISSEMENT.

Po 121 +eees IV.1. Rappel: définition d'un foncteur moncdidal.

P, 124 ..... 1IV.2. Construction du foncteur Q-apor "changement d'enri-
chissement entre catégories d'applications orientées
enrichies®, assoccié & un_ioncteur_mondidal'ﬁ.

P, 125 eeees 1IV.3, Construction du foncteur Q-néof "changement d'enri-
chlssement entre catégories de néofoncteurs enrichis",
associé 4 un foncteur monoidal Q.

Pe 129 eeves IV.h, Rappel: construction du fomcteur Q@~fonc "changement
d'enrichissement entre catégories de foncteurs enri-
chis", associé & un foncteur moncidal Q.

Pe 131 ..... 1IV.5. Exemples.

P, 134 ..... IV,6. Compatibilité de Q-apor avec les limites projectives.

Pe 136 ee.e. IV,7. Compatibilité de @-néof avec les limites projectives.

Po 42 ..... 1IV.8. Compatibilité de Q-fonc avec les limites projectives.

Pe 43 ..... IV.9. Construction d'un adjoint & Q-apor.

P, %46 ..... IV.10. Rappel: Théoréme général d'existence de structures li-
bres :conditions d'emboltement, aux limites projecti-
ves, aux monos, d'absorption, de génération.

P, 48 ..... 1IV,11. Lemmes préliminaires & llapplicatien du Théoréme géné-
ral d'existence de structures libreés de IV:10.

P. 156 «eees. IV,12. Définitions préliminaires a l'application du Théoréme
général d'existence de structures libres de IV.10.

P. 159 eeeee IV.13. Cas de Q-néof: condition d'emboitement.

P, 160 ..... IV.14, Cas de Q-néof: condition aux limites progectlves.

P. 162 <..e. IV.15. Cas de Q-néof: condition aux monomorphismes.

Pe 163 ..... IV.16. Cas de Q-néof: condition d'absorption.

P. 164 ..... 1IV.17. Cas de Q-néof: condition de génération.

P. 173 ...e. IV,18. Existence d'un adjoint & Q-néof.

Po 175 esees IV.19, Existence d'un adjoint & @-fonc.

P, 178 <.... 1IV,20, Exemples d'applications de IV.18 et IV.19.

IV.1. L'objet de tout ce Chapitre est d'étudier les fonc-
teurs:
Q-néof : V" -néof > W -néof ,
Q-apor : V*-apor —> W"-apor ,
Q-fonc : V*-fonc > W*=fonc ,
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que l'on déduit, dans certaines conditions, de la donnée d'un foncteur

monoidal ("de changement d'enrichissement"):

Qe VvV > W*,

de la catégorie monoidale V* vers la catégorie monoidale W".
I1 nous semble donc utile, tout d*abord, de rappeler dans ce paragraphe la

définition d'un tel foncteur monoidal @ , veir (C.L.C.A.).

Si v = (V., Evha iV“’ ¢V'~1 \UV», wV") et W* = (W.!Ew",iwns q)whs WW", ww-\)
sont deux catégories moncidales (et nous omettrons, sauf pour iva et dya,
les indices " V* " et " W* ¥, car aucun risque de confusion n'est & crain-

dre), nous dirons que Q = (W", (Q°,t, €) ,V*) est un foncteur monoidal de

V® vers W* si, et seulement si:

- Q@ 1V W' est un foncteur (on rappelle que l'on note alors

g: ¥ SN, |
son application sous-jagente, voir 0.2),
-t ig. —— q(iva) est un morphisme de W°,
- € (-B-).(Q" x Q") e Q" . (~B-) est une transformation naturelle,
ce qui signifie aussi que, pour tout couple (22’21) de merphismes
Zqt vy _——_—_9.v% et Zyt Vy ——> vé de V', le diagramme ci-~dessous

est commutatif:

s(va,v1)
alv,) B q(v,) . alv, B v,)
q(za) 4] q(z1)v v q(zaﬂz1)
q(vé) [ q(v{) > q(vé B vi)

] ]
e(vy,v])
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- pour tout objet v de V", les diagrammes ci-dessous sont commutatifs

(axiome d'unitarité pour un foncteur monoidal):

q(v) N alv B iga)
a( d(v))
o(a(v)) $?2 poe(v,iga)
alv) 8 ¢
a(v) B ig. 5 a(v) -8 qliga)
qalv) i q(iv. B v)
a(w(v))
W(a(v)) §» A E(iv.\,v)
t B gq(v)
LB alv) > a(iyza) ® q(v)

~ pour tout triplet (v",v',v) d'objets de V", le diagramme ci-dessous est

commutatif (axiome d'associativité pour un foncteur monoidal):

al(v") ® (alv') ® q(v))

q(v") 8 e(+v',v) w (g(v"),q(v?),q(v))

a(v") ® q(v' B v) (qa(v") ® q(v')) & q(v)

<
Vi

e(v? , v' B v)) (e (v",v') B q(v)

q(v*B (v' B v)) L q{v" B v') B q(v)

~n
a( w (v",v',v)) e(v" B v',v)

q( (v" B v') B v)
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(ce dernier axiome n'est utilisé, dans la suite, que pour construire le

foncteur Q-fonc: V =-fone —— 5 W -fonc).

IV.2. Supposons que @ ¢ V' —— 5 W”* est un foncteur mono-
idal (nous reprenons les notations de IV.1 ).
$i T = (@O,g, j-c-") est un V'=graphe orienté, il est clair que le triplet

—(?' = (6('),_6:" ,j(—f,) est un W -graphe orienté, lorsque:

- —
- C! =C

0 o !

-~ pour tout couple (c',c) d'objets de ?.?, on a @(c',c) = q(§>(c‘,c)) ’

- pour tout objet c de ?, le morphisme j-c?,(c) est le composé de W' suivant:

i@ ()t ia > q(ic.) s q(Cle,c))
¢ " t v a(iz(e) o
A2 c,c

-> — \?

— >, - -
De méme, si G = (B, (G,3) , C) : C est une V®-application

orientée, il est clair que 1l'on définit une W"-application orientée

@ = (B7, (6',@') ,8): T ~ BY, lorsque:
— e —_ -
- G'=6G : ' =C ——— 5 B = B! s
6] (o] (o] o

- pour tout couple (c',c) d'objets de_C: on a:

Tet,e)  Tr(o',e) > Bt(ale'),a(e))
a(@ct,c)) ¢+ qlllet,e)) > a(Ba(er),a(e)))

On vérifie alors facilement que, si 'LLO est un uwmivers, l'application de

~ TN - by - —-_> . _%' re - -
V®~apor dans W"-apor qui, a tout morphisme tel que G, associe G' définit un
foncteur Qeapor: V%-apor ______ y W"-apor.(Remarquons que nous ne nous
sommes pas servisde tous les axiomes exprimant la monoidalité de Q pour

construire Q-apor.)On peut donc énoncer, pour résumer:

Proposition. Si 'Ll_o est un univers, si V" et W® sont deux catégories mo-

noidales, tout foncteur monoidal -Gf : VY s W® induit un foncteur

Q-apor: V*-apor — —— 5 W -apor
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IV.3. Supposons, maintenant, que Q: V' 5 W" est un
foncteur monocidal tel que:
- le foncteur Q": V' 5, W', sous-jacent & Q, est compatible avec les
monomorphismes (nous dirons aussi que Q l'est, pour simplifier),
- W* est une catégorie a produits fibrés (de deux morphismes de m8me but)

que 1l'on munit donc d'un choix de tels produits fibrés que nous dirons ca-

noniques.
Alers, si C* = (C;,Q“,jcﬁ,mCA,kCA,(ch, BCA) est un V*-graphe multiplicatif,

il est clair (en utilisant 1'axiome d'unitarité pour le Ffoneteur monoidal
Q ) que 1'on définit un W -graphe multiplicatif

c* = (C'gsg'AQjCl"’mC!“!kCl"$—(x_Cl“’Bc'“) 3
lorsgue:

- T o= (c';,g'",jc,.) est le W -graphe orienté associé,comme en IV.2 ,
—

au V"-graphe orienté C = (C;,Q“,jc.), sous-jacent & C* ,

- pour tout triplet (c",c',c) d'objets de C*, le diagramme ci-dessous est

un produit fibré canonique de W°':

a( mya(eyctye) )

q( C*(c,e') = C™(c'yc) ) >. a( C*(c",c') B C*(c'ye) )
nyalcyctyc)A 4 €( C*(c",c'),C"(c",c) )
gv'\(cn,ct) x 91*(01,0) - gl"(cu’ct) B gv“(cv'c)

mC,.(c",c',c)

q(c*(c*,c'))Rq(C (c',c))

(et alors, m,.(c",c',c) étant un monomorphisme, q(mch(c",c',c)) est un mono-
morphisme,puisque Q° est compatible avec les monomorphismes, et donc

my,~(ctyctyc) aussi),
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~ pour tout triplet (c¢",c',c) d'objets de C*, le morphisme kc,a(c",c',c)

est le composé suivant de W° :

kc,h(c",c',c): > C'*(c",c

Ct (em,et) G (c",ct)

= > q =

glh(cl’c) _C_A(C' ,C)
nc.\(c",c',c) q(kc.\(c",c',c)) ,

- pour tout couple (e¢',c) d'objets de C*, on désigne par @C,.(c',c) 1'uni-

que morphisme de W rendant commutatif le diagramme ci-dessous:

Q“(c',c)) c~(ct,c)
q [
e, amgalethered) | crteye)

g A

C*(c? c)(I X) d
afl ® pad fe(E™(e10),€"Cer0))
N jcﬂ(c) P
x
-7 (X) €' etye)  algt(et,e))
- B = L]

lv‘ 1:— : ? ::

(§anle)) »~
1(3gn(e))

L4

e (C*(e? ,C),iv-)l

q(C~(c',c))

B e

a(iy.) (

q{c” (e ,c))“
B

t

a(C (e’ ,c))Biya

nc.(c',c,c) g'n(c";) B iw“

L}
g1 ~(c" ) mgraletsese)

C'*(c',c) = C'"*(c,c)
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(rappelons que,dans le diagramme précédent, le "sous-diagramme" (IX) est
commutatif car c'est l'image d'un diagramme commutatif de V' qui exprime
l'axiome d'unitarité a droite pour C", le sous-diagramme (X) est commuta-
tif puisque ¢ est une transformation naturelle et le sous-diagramme (XI)
est commutatif d'aprés la comstruction de IV.2 ),

~ pour tout couple (c',c) d'objets de C*, on définit E&C,“(c',c) d'une ma-
niére analogue. B

si ¢* = (8%, (G,G",M G,.) ,C") est un V"-néofoncteur, il est clair, dans les
mémes conditioms, que G'* = (B'", (G',G'", G'“) ,C'") est un W"-néofoncteur
de C'* vers B'",lorsque:

-8 = (f‘, (G*,G'"™) ﬂg') est la W'-application orientée associée,

comme en IV.2,a la V*-application orientée'az sous~jacente & G*,

- pour tout triplet (c%,c',c) d'objets de C"(i.e. de C'"), on désigne par
MG,A(c",c',c) 1l'unique morphisme,”produit fibré" dans W; qui fait commuter
le diagramme ci-~dessoust

B~(b",b?) a(mga(b",0',0)) B*(b",b! ))
- z > q B
(E“(b',b) 4 B*(b',b)

q(MGh(c",c',c)) a(G*(c",c")BG"(c',c)
g“(c",c'ﬁ ° (e ! ))
q ES 7l
(Q“(c',c) q(mcﬁ(c e °)> (C “(ct,c)
(@ (erengretent (W] Leqprcom,ur, 3ot 00)

ng(e et ) (X T V)

Ct'*(c,c') m,,~(cyct,c) c'*(e,c')
*® >
gl“(cl’c) gl‘(cl,c)

nga(b",b? ,b)A

G,A(C",c',c) Q'"(c",c‘)ﬂg'“(c',c)
Bv“(b",bl) E'“(b",b')

= > . B
B'"*(b',b) mB,.(b",b',b) B'*(b',b) ,
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oud nous avons posé G(c) = b, G(c!') = b' et G(c") = b" (rappelons que le
sous-diagramme (XII) est commutatif car c'est 1l'image d'un diagramme commu-
tatif qui exprime que G" est un V"-néofoncteur, le sous~diagramme (XIIT)

est commutatif car £ est une transformation naturelle, le sous-diagramme
(XIV) et le sous-diagramme ''contour extérieur" du diagramme précédent sont
commutatifs puisque, par construction, ce sont des produits fibrés canoni=
ques de W°*).

I1 est, dés lors, clair que;si ilb est un univers, l}‘application de V"-néof
vers W"-néof qui, & tout morphisme tel que G", associe G'" définit un fonc-
teur:

pr-néof : V*~néof ey W'-néof ,

*
Iorsque pf: W’ (N —_— W ( <$§. ) est le foncteur qui déecrit le
choix de produits fibrés canoniques effectué initialement dans W'.

Plus précisément nous avons:

Proposition. Si lLo est un univers, si V® et W" sont deux catégories mono-

idales, si W' est une catégorie & produits fibrés (de deux morphismes de

méme but), & tout foncteur monocidal Q: V* > W", compatible avec

les monomorphismes, et & tout foncteur *choix de produits fibrés naturali-

dans W*',est associé un foncteur

pr-néof : Vi=néof _____5 W -néof

rendant commutatif le diagramme suivant:

V"~néof 3> W*=néof
pr-neof
(voir T.11) Py. | Y Pyuson (voir I.11)

V*-apor N W"=apor
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——— e

Si, de plus, pf, et pf, sont deux foncteurs "choix de produits fi-

brés naturalisés" dans W', alors les foncteurs Qéf -néof et pr ~néof sont

2

1
naturellement équivalents.

Le lecteur vérifiera sans difficulté la derniére assertion de cette propo=-

sition.

IV.4. Proposition. Si W, est un univers, si V" et W" sont

deux catégories monoidales, & tout foncteur monoidal Q: V' — o W*

est associé un foncteur

Q-fonc: V" =fonc ——e—s W =fonc

rendant commutatif le diagramme ci-~dessous:

V*~fonc > W~~fonc
Q—fonc
(voir 1.11) PV“-af“ V'PW“-af (voir I.11)
Q-apor
V*-apor - W"-apor

Si, de plus, W’ est & produits fibrés (de deux morphismes de méme but)

g&_é est compatible avec les monomorphismes, a tout '"choix de produits

fibrés naturalisés"

ses e O o ()

dans W',est assoéiée une équivalence naturelle Cpf représentée par

V*-fonc > W~=fonc

Q-fonc

(voir I.7)  Pya_pe / Pya_ng (voir I.7)

“

V®~néof > W"-néof
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En particulier, si pf, est un choix de produits fibrés naturalisés dans

W* tel que, pour tout morphisme z: W —»w' de W', les diagrammes

sont des produits fibrés naturalisés choisis, alers c:pf est la trans-
0

formation naturelle identigue;. c'est dire aussi que le diagramme ci~-dessous

est commutatif:

V*-fonc > W"=fonc
@-fonc
Pyaonr ¥ 1 Fwr-nt
Qéfo-néof o
V*-néof > W*-néof

Pour la construction de @~fonc, il suffit de constater que 1l'image, par

Q fo-néof,'d'une V“fcatégorie est une W*-catégorie: Q~fonc n'est, ainsi,
qu'une restriction de Qéfo—néof.Le troisiéme point de la proposition est
donc trivial et le second point s'en déduit facilement.

Plus généralgment, on. peut construire Q-fonc mémeAsi W® n'est pas a produits
fibrés et Q° ﬁ'est pas compatible avec les monomorphismes: il suffit de re-
prendre la construction de IV,3, ou les seuls produits fibrés et monomor-
phismes & utiliser sont triviaux dans le cas des catégories enrichies.On

retrouve, ainsi, le résultat analogue de (C.L.C.4.).

Dans la suite, si un choix de produits fibrés naturalisés tel que pfo est

effectué, nous poserons systématiquement, pour plus de simplicité:

pro-neof = Q-néof
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IV.5. Nous examinons, ici, trois cas particuliers qui
illustrent les considérations précédentes. Nous les reprendrons, d'ail-
leurs, en IV.20 pour montrer comment s'appliquent les théorémes d'adjonc-

tion de IV.18 et IV.19.

a). Soit 1Lb un univers et 1 " la structure cartésienne (donc monoidale)
usuelle sur la catégorie 1L pleine d'applications entre éléments de 1¢b.
8 v = (V°,8,i, ¢, ¥, w) est une catégorie monoidale au-dessus de 1l°

(i.e. si le foncteur Homv.(-,i) est & valeurs dans ), il est clair que

le foncteur Homv.(-,i): ' > W est sous=-jacent i un foncteur
monoidal:
Homv.(-,i): v > U~ .
Alors, le foncteur composé:
P(XKZV“)-apor: V®-apor > U -apor > F‘

Hom.(~,i)-apor (voir 0.7)
est le foncteur d'oubli défini en I.12 et qui, & toute V"-application orien-—

tée, associe son application orientée sous~jacente.

De méme, le foncteur composé:

> W ~-fonc > ‘5
Homy.(~,i)-fonc (voir 0.6)

P('\.L“,V“)-foncz V*=fonc

est le foncteur d'oubli défini en 0.6 et qui, & tout V -foncteur, associe
son foncteur sous~jacent.
Enfin, comme Ll est i produits fibrés et Homv.(-,i) est évidemment compa-

tible avec les monomorphismes, pour tout Ychoix de produits fibrés naturali-

sésY
(ﬁ\f{) (<i:>’)
pf: 1L 5 W
dans W , le foncteur composé:
P(ou’:\,vh)-néof: V®=néof > un_néof o >(j/n

(Homv.(—,i))pf-néof (voir I.14 )
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est le foncteur d'oubli défini en I.14 et qui, 4 tout V*-néofoncteur, asso-

cie son néofoncteur sous-jacent.

b). Supposons encore que 1Jb est un univers et désignons par €3 * (resp.
M'") la structure cartésienne canonique sur la catégorie F (resp. HNV)
pleine de foncteurs (resp. de néofoncteurs) relatifs a l'univers 1*0’
introduite en 0.2 (resp. 0.3).

I1 est clair que le foncteur injection canonique Pnf: 3 —_—_ #', qui a
été défini en 0.3, est sous~-jacent & un foncteur monoidal strict (i.e pour

lequel "t" et "e Y sont des identités) §n_f : G > N7,

compatible avec les monombrphismes.
Comme WN°'! est & produits fibrés naturalisés, on peut donc y définir un
foncteur "choix de produits fibrés naturalisés®:

(™A M (‘tz:> )
—_—

pfo: MN! ’
vérifiant les conditions du pfo de la proposition de IV.4, o0l 1'on prend

W = N

Alors, le diagramme ci-dessous est commutatif:

3-fonc N A'~fonc
Pnf—fonc

Pp&.._nf ¥ ‘L’PW"“—nf
P f-néof

“néof b 5 N '=néof

et le foncteur composé commun des deux couples de c8tés comsécutifs de
ce diagramme, & savoir

: “~fone —— 3 ' *~néof
PZ-nf ‘3‘ N 2

identifie nne-2-catégorie & son 2-graphe-multiplicatif sous=jacent.
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¢). Supposons encore que 1Lo est un univers et désignons par % 1
(resp. F"1“) la structure cartésienne canonique sur la catégorie ?-1
(resp. {ﬂ1) Pleine de foncteurs (resp. d'applications orientées) entre
catégories A" relatives (resp. entre graphes orientés [@J relatifs) a
l'univers le et qui vérifient:

- pour tout couple (a',a) d'objets de A' (resp. de [AJ ), l'ensemble
des morphismes de a vers a' est l'ensemble vide ou un singleton.

Notons alors:

P : 63 > fﬁ

af

le foncteur d'oubli composé des foncteurs d'oubli (voir 0.3):

P : ! P : f

SN e N T

gui, & une catégorie, associe son graphe orienté sous-jacent, et:
NP — 1

sa restriction aux sous-catégories pleines, 031 et Fﬂ1, des catégories

i} et r‘.

I1 est clair que P1 est sous-jacent & un foncteur monoldal

. A A
P1 - j,‘ 7‘—1,1

(pour lequel "t'" et "g" sont des identités), compatible avec les monomor-

phismes . Puisque, d'autre part, r11 est une catégorie & produits fibrés,

nous y effectuons un choix de produits fibrés naturalisés:

F1( L) ‘ﬂ1( < )

pfo :
vérifiant les conditions du pfy de la proposition de IV.L, ol 1'on prend

we o= I .

4

Ceci nous permet donc de définir les foncteurs "changement d'enrichisse-

ment!" suivants:

Eﬂ-néof : ?n“-néof —_— r11“-néof

et

P,-fonc :<3a“-fonc _ [41‘-fonc
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IV.6. Nous étudioms ici, en IV.7 et en IV.8 la compatibilité
des foncteurs Q-apor, Q-néof et Q-fonc, associés comme précédemment & un
foncteur monoidal Q, avec les limites projectives.Les résultats que nous
allons, ainsi, établir nous seront fort utiles pour établir sous quelles
conditions ils admettent des adjoints.

Proposition. Si 1*6 est un univers, si V* et W" sont deux catégories mono-

Idales, si Q: V° W" est un foncteur monocidal, si B® est une caté-

gorie relative a le et si, de plus:

- V° est une catégorie 4 {B'}-limites projectives,

- le fonchteur Q°: V'  — 5 W* est compatible avec les {B'}-limites Pro-

jectives,

alors, le foncteur Q—apor: V®=apol —— Wf-apor (construit en IV.2) est

compatible avec les {B'}-limites projectives.

Supposons que S': B'— 5 V"-apor est un foncteur et désigons par S'°® le

foncteur composé:

st*: B > V%-apor > W"-apor

Ss* Q-apor
D'aprés la proposition de II.1, dont les hypothéses sont vérifiées, on sait

que S° admet une limite projective,dans V' -apor, que nous notons

— - =,
A = (onésJK") .
I1 s'agit donc de prouver que Q-apor(Z) = &' = (Kz’g?’jﬁ?) est une limite
projective de S'° .
Or, par construction (voir II.2), l'ensemble des objets i; de la limite pro-

jective'f'de S° est une limite projective, dans 11., du foncteur compo=-

sé:

B* > V*-apor

—
s* ObVA (voir II.2)
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D'autre part, d'apreés la comnstruction de §Fapor (donnée en IV.2), il est

clair que le diagramme ci-dessous commute:

B® > V*-apor
st Y Obya
W"-apor 5
> w
Obwh

I1 en résulte donc que l'ensemble des objets'zg de i est une limite projec-
tive dans 1. du foncteur Ob ..S'° .

De méme, pour tout couple (a',a) d'objets de X (domnc de ]f'), le "Hom" &
valeurs dans V", 4 savoir Eka',a), est la limite projective, dans V', du

: B®

foncteur 8° V® défini explicitement en II.2 et qui,

a',a

notamment, & tout objet b de B°, associe le "Hom" a valeurs dans V":
—9

lorsque:
—> ->

- 5 =% = (Ab,e’EZ’jK;> ,

-

- '3; = (K;, (Pb,g ) ,Z} est la projection relative a b

(o

(autrement dit, le "Hom" a valeurs dams V" de la limite projective est la

limite projective "couple par couple” des "Hom" & valeurs dans V"),

Puisque Q" est, par hypethése, compatible avec les {B'}-limites projectives,
il en résulte que, pour tout couple (a',a) d'objets de &' (i.e. de £) 1'ob-
jet zijg',a) = Q'{ETa',a)) est une-limite projective, dans W',du foncteur
Q%.S8° al,a - = st* al,a (autrement dit, encore, le "Hom" & valeurs dans W"

-
de A' est la limite "couple par couple" des "Hom" & valeurs dans W").

Les deux propriétés universelles, ainsi établies, pour l'ensemble K;,
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d'une part, et les "Hom" & valeurs dams W" de K7, dtautre part, permettent

alors de conclure facilement,

IV.7. Proposition. i U. est un univers, si V" et W* sont

deux catégories monoidales, si Q: V' —— 5 W" est un foncteur monoidal,

si B est une catégorie relative & U et si, de plus:

- W" est une catégorie a t“d{}limites projectives (i.e. & produits fibrés

de deux morphismes de m&me but),

- pf: W° (W) \W'( : ) est un foncteur "choix de produits

fibrés naturalisés" dans W°,

- V® est une catégorie a {B',NQI}—limites projectives,

- le foncteur Q°: V® ey W', sous-jacent & Q, est compatible avec les

iB',V}-limites projectives get donc avec lés monomorphismes),

alors, le foncteur ﬁéf—néof: V*-néof —————> W'~néof (construit en IV.3)

est cohpatible avec les {B'}-limites projectives.

Supposons que R": B 5 V"=néof est un foncteur et désignons

par R'® le foncteur composé:
R'* : B’ » V®-néof W*-néof

R.

v

_bf-néof

O

D'aprés la proposition de II.3, on sait que R’ admet une limite projective

naturalisée, que nous représentons par le diagramme commutatif (XV) suivant:

A‘ = (AS,_A._“,jAa,mAA,kAA,Va}An,_ &'A.A)
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ol nous avons posé: AP = R*(b), pour tout objet b de B', et F) = R*'(z),
pour tout morphisme z: b——sb' de B .
I1 nous faut donc prouver gue le c8ne projectif image par Qéf-néof du c8ne

projectif (XV), que nous représentons par le diagramme commutatif (XVI) ci-

dessous:

1A . 0 amé ~
A'™ = pr néof(A")

1t~ A _n& ~
P!" = pr neof(Pb)

At - 0
ALY =Q

-néof(Ag)

pf

toj
N =

>
1]

pr-neof(Fz)

est une limite projective naturalisée de R'°® dans W"-néof,

Supposons, pour ce faire,que (Kg)b(iB' soit une famille de W"-néofoncteurs
o

Kr: C* Ar® (pour tout objet b de B') définissant une transforma-

tion naturelle (K%): Const(C") === R'’ que nous représentons par le

diagramme commutatif (XVII) ci-dessous:
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En particulier, ceci signifie que,pour tout objet b de B® et tout triplet

(e",c',c) d'objets de C*, le diagramme (XVIII) ci-dessous est commutatif

(compatibilité de Kg avec les monomorphismes des composables):

A%(Kb(c") Kb(c )) mﬁg(Kb(e")’Kb(c Jy K (e))

ﬁ?(Kb(c') K (c))
MK;(C",C',C) A

>

gﬁ(cn’cl)

(X VI

[

&

3E
€(e',e)

my~(cMyct,c

)

A(K, (c"),K (c'))
B
gg(Kb(c'),Kb(c))

Kg(cn’cv)&gﬁ(cr’c)

€ {c",c")
B
¢ (ct,c)

Comme le diagramme ci-dessous est commutatif (voir IV.3):

V*=néof ——
pr—neof

P'V“—an Y Y
@-apor

V®-apor >

et comme @Q -2p0r o P.a

W*=néof

W —-an

W"=-apor

est compatible avec les {33 ~limites projecti-

=-an

ves (voir le corollaire de II.4 et la proposition de IV.6), l'image par

PW“-an

du diagramme (XVI) (qui est donc égale & l'image par @-apor.Pv.

-an

du diagramme (XV) ) représente une limite projective naturalisée dans

W"=apor du foncteur P

. —_
orientece 3?:

le diagramme ci-dessous (puisque 1l'image par Ppg. .

représente un c8ne proj

W"—a

jectif de base PWA_

n

n.R" .Il existe donc une unique W -application

C —— A' rendant commutatif, -peur tout objet b de B®,

du diagramme (XVII)

—
et de sommet C ):
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W -an

Il en résulte gue, pour tout triplet (c",c',c) d'objets de C*, le diagram-

me (XIX),qui suit,est commutatif (en vertu de la fonctorialité de B et de

la définition de la composée de deux W"-applications orientées):

e e

A1~ (K(T) ,K(e'))  AF(K(o"),K(c"))

= B
(X(c'),K(c))

p

A
Iy

g8
A'"(K(c'),K(c))
B~ (K(c"),K(c'))BR] "(K(c'),K(c))

_A_,;,"(Kb(cn%,}{_b(c')) (XIX}AE(CH’O') ETIg)(c',c)

A%"(Kb(c'),Kb(c))
Kg(c",c') B Eﬁ(c',c)

Pour prouver la proposition, il suffit donc d'établir que la W"-application
orientée T = (K?, (K;g) {3) est sous-jacente & un W ~-néofoncteur (néces-

sairement unique) K* = (A'", (K,E‘,MK.) ,C*) = (ar”®, (K;ZLMKh) ,C%) rendant

commutatif, pour tout objet b de B*, le diagramme ci-dessous:
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Il nous faut donc définir, pour tout triplet (c',c',c) d'objets de C", 1le
morphisme MK,(c",c',c) ¢ c'est, avec ﬁk.(c",c',c), 1'un des deux morphismes
de W' qui sont les seuls & rendre commutatif le diagranme (XX) ci-dessous
et qui se déduisent directement de la construction de ITI.4 ( dont nous
reprenons les notations dans le diagramme (XX) ).

En effet, nous savons que:

-~ par construction (voir IV.3), les sous=-diagrammes (XXI) et (XXII) du dia~
gramme (XX) sont des produits fibrés naturalisés de W',

- le sous~-diagramme (I") de (XX) décrit le morphisme q(ﬁA.(a",a',a)) comme
étant la {B*}-~limite projective de la transformation naturelle définie par

la famille moot uisque cl'est l'image par le-foncteur
(Q(mA{;(ab,ab,ab)))b ¢ »puisq ge p

Q°, qui est compatible avec les {B°}-limites projectives, du diagramme (1)
de II.k qui décrit une {B'}-limite projective analogue,

- le sous-diagramme (III") de (XX) est un produit fibré naturalisé de W°,
puisque c'est 1'image par le foncteur Q°, qui est compatible avec les pro-
duits fibrés, du diagramme (III) de II.4t qui est, par construction, un pro=-
duit fibré naturalisé de V°,

- les sous-diagrammes (XVIII) et (XIX) commutent, d'aprés précédemment.

- v
Lrtexistence de MKA(c",c',c) et Mpa(c",c',c) est alors évidente en utilisant

les diverses prooriétés universelles que l'on vient de mettre en évidence,



XX

1419

é"‘(aﬂ’al)

®
él“(a| ’a)

g(m .(a",a',a))

I17"]

>
mA,A(a“,a',a)

nAn(a",a',a)

XX

é“(af',a,)
qa B
( A*(a',a)

laE atam,at,a))  } almgalat,at,a))
E%“(a",a')ﬂgé"(a',a) 4

Y

a(Fym(a",at,2))

q(Pi(a"aa'aa>)

iy

A"(an’al )
4 ®
At(at,a)

f a(py(an,al,a))

A'~(at,a)

_A_' ‘(an,at)

e(A*(av,a'),A(a,a))

Ap(aysay) Ap(ay,ap)
q x q B
Aplag,ay) Ap(ag,ay)

q_(mAg(;-,b"a{),ab))
nAﬁ(ag’aé’ab) s(ég(ag,aé),ég(a%,ab))
A_kl)"(au a‘é) (X X J—) A‘éh(a“’a{))

ey X1

E%(c",c‘)ﬂgg(c‘,c)
K(GII,CI)EK_(CI ,c)

Aéh(a"ab) mAJ‘(ég’aé’ab)
b

C*(c,ct) _C_I_“(c",c')
B
Cc*(c',c) mya(c",c',0) c*(ct,c)

K(c") = a", K(e') = a', K(c) = a et K (c") = P}(a") = ay,

(Nous avons posé:

Kb(c') = P'(a ) = a' Kb(c) = P (a) = a, , pour plus de commodité.)
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IV.8, Désignons encore par qu un univers et par B' une
catégorie relative a 1L°.Nous cherchons, maintenant, sous quelles condi-
tions le foncteur Q-fonc: V*-fonc — 5 W -fonc, associé au foncteur
monoidal Q: V*— 5 W", est compatible avec les {B }-limites projectives.
Or:

- la catégorie V"-fonc est & {B'}-limites projectives, dé&s que V' 1l'est
(comme nous 1l'avons signalé en II.h),

- dans le cas particulier d'un foncteur R°: B' — 5 V" -néof, & valeurs
dans la sous-catégorie pleine V"~fonc de V*-néof, le raisonnement de IV.7
ne nécessite que la compatibilité du foncteur Q': V' - W°® avec les
{B’}—limites projectives, puisque, dans ces conditions, les seuls produits
fibrés utilisés sont "triviaux" (et existent toujours et sont toujours
"préservés" par Q°),

- dans ce cas, ceci implique que le foncteur composé

C g

Q-fonc Pwh_nf

V*-fonc y» W"-fonec > W -néof

est compatible avec les {B'}-limites projectives et, donc, qu'il en est de
m&me du foncteur QFfonc: V°~fone —, W*-fonc, puisque le foncteur

Py~ nf ¢t W=fonc — 5 W'~néof est injectif et plein,

hat £ XN

Nous pouvons donc énoncer la proposition:

Proposition. Si 11b est un univers, si V* et W" sont deux catégories mono-

idales, si Q: Vf;_____a.W“ est un foncteur monoidal, si B® est une catégo-

rie relative & ﬂlo et si, de plus:

- V° est une catégorie & {B'}-limites projectives,

- le foncteur Q°: V' o W*®, sous-jacent & Q, est compatible avee les

{B'}-limites projectives,

alors, le foncteur Q-fonc: V*-fonc — 3 W'=fonc est compatible avec les

{B"}-limites projectives.
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—_—

IV.9. Notre but est, maintenant, de donner des conditions
suffisantes pour que les foncteurs @-apor, Q-néof et QFfonc, associés a un
foncteur monoidal Q, admettent des adjoints.

Nous commencerons par la démonstration de la proposition suivaate, qui uti-

lise la construction du foncteur Q-apor donnée en IV,.2.

Proposition. Si 1ib est un univers, si V" et W" sont deux catégories mono-

idales, si Q@ = (W*, (Q°,t, €) ,V") est un foncteur monoidal de V" vers W"

et si, de plus:

- le foncteur Q°: V' > W® admet un adjoint,

- le morphisme t: i, . q(iva) est le morphisme "universel" (i.e.

(ivn,t) est un Q°-projecteur) définissant ivﬁ comme une structure libre

sur iW“’ relativement 4 Q°,

alors, le foncteur Q-apor: V*=apor ———— 3 W =apor admet un adjoint.

Nous allons prouver la proposition précédente en construisant explicitement
le V*—graphe orienté libre sur un W'-graphe orienté donné,
Pour ce faire, nous choisissons, tout d'abord, un adjoint
Ad(Q* ) W' SV
au foncteur

Q*: V° > W’

(et nous noteromns ad(q) son application sous=jacente).

De plus, pour tout objet w de W', nous choisissons un morphisme universel
T(w): w — 5 q.ad(q) (w)

associé & l'adjonction ainsi considérée (autrement dit, (ad(q)(w),7(w)) est

un Q°-projecteur, au sens de (M.M.A.G.), ou, si 1'on préfére, 7 "est" la

transformation naturelle d'unitarité sous-jacente & un triple associé a

cette adjonction - et dont Q°.Ad(Q") est l'endofoncteur).
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Bien entendu, les hypothéses de la proposition précédente nous autorisent
a4 supposer ques
- ad(q)(iwa) = dya,
- (i) =t .
Dans ces conditions, supposons que E = (Ko,z,jz) soit un W"~graphe orienté,
objet de W =apor. Il est, alors, clair gque l'on définit bien un V*-graphe
orienté B = (E;,E,jg), objet de V"-apor, lorsque l'on pose:
- 30 = Ko (i.e. B et A ont les mémes objets),
- pour tout couple (a',a) d'objets de B (i.e. de X),

B(a',a) = ad(q)(Z(a’,a))
(les "Hom" & valeurs dans V", pour le V" -graphe orienté libre sur &, sont
les structures libres - relativement & Q° - sur les "Hom" & valeurs dans W"
pour le W*-graphe orienté D,

- pour tout objet a de B (i.e. de 4),

. -
ad(q)(jz(a)) = jgla) : iya —>_B;(a1a)
ad(q)(iw,.) ad(q)(Z(a,a))
De m&me, il est clair que l'on définit bien une W -application orientée

_ -
E% = (E?, (TK,-fK) ,K), de B vers B' = Q~apor(B) (veir IV.2), lorsque l1l'on

pose:
- TK: I:———-——;ﬁz est l'application identique,

- pour tout couple (a',a) d'objets de A (donec de B ou de BY),

T(E(a',a)) =§K(a',a) : E(a',a) > E_"(a',a)
q(g(-a',a))

q.2d(q)(E(at,a))

On vérifie, alors, sans difficulté que (f,i"x) est un (Q-apor)-projecteur
ou, c¢ce qui revient au méme, que FL?K: Iy —_— Q_-apor(-ﬁ}) définit bien B

comme le V"-graphe orienté libre sur le W"-graphe orienté K, relativement
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au foncteur -Q,--apor.

Ainsi, la proposition précédente se trouve démontrée.

La démonstration qui vient d'&tre achevée appelle plusieurs remarques,
Tout d'abord, tout comme lors de la construction du foncteur Q-apor (voir
IV.2), nous n'avons pas utilisé complétement la '"monoidalité" de § .Ceci
n'est évidemment pas fait pour surprendre si l'on se référe a 0.7 .

Plus précisément, pour obtenir un foncteur "convenable" de V" -apor vers

W"-apor, il suffit, en effet, de supposer que 'Q’ = (W, Q,t) ,ff)) est un

homomorphisme vague de la catégorie pointée V= (V',iva) (sous~jacente a V")
vers la catégorie pointée W= (W‘,iw,,) (sous-jacente & W"), i.e. que:

-Q° ¢+ V' — 3 W est un foncteur,

-tz dga ——-—ﬁq(iv.) est un morphisme de W' .

Si ‘LLO est un univers, on en déduit immédiatement un foncteur

Q-apor: V-apor s> Weapor
= = (voir 0.7)
V*-apor W*-apor 3

en utilisant exactement la méme construction qu'len IV.2.

Cette précision, gui compléte la remarque de IV.2 et aurait fort bien pu
y trouver sa place, ne prend tout son sens que dans la proposition ci-des-
sous (c'est pourquoi nous jugeons utile de la développer ici) qui n'est
que la réplique de la proposition précédente, dans ce cadre plus général,

et que le lecteur démontrera exactement de la méme fagon,

Proposition (deuxiéme version de la précédente). Si W est un univers,

g?: (V’,i—ff) _e_tW: (W’,iﬁ?) sont deux catégories pointées, si

P~d - povc 4 - P - - ”
Q = (Il—f, Q ,t) ,V) est un homomorphisme vague de catégories pointées et si,

de plus:

- Ad(Q*): W' 5 V" est un adjoint 3 Q : V — — W ,
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- Ad(Q')(iW) =iy et t: iy > Q7 (iy) = Q'.Ad(Q')(iW) définit i

comme structure libre sur iw, relativement a Q°,

alors on a:

- 24(Q°) est sous-jacent 4 un homomorphisme vague de catégories pointées

£4(Q°) = (¥, (Ad(Q"),iy) ,W)

(qui est, en fait, un foncteur pointé usuel),

~J
- le foncteur Q-apor: Vlapor —_— Wiapor admet pour adjoint le fonc-

~——
teur Ad(Q")-apor: Weapor — > Veapor .

Rappelons, cependant, que notre objectif n'est pas de rechercher systéma-

tiquement le cadre le plus général permettant 1l'étude formelle de toutes
les notions que nous introduisons. Par exemple, dans ce Chapitre, notre but
essentiel est d'établir que les foncteurs .alfonc et 'é;néof admettent,
sous certaines conditions, des adjoints. Aussi, 1'étude des propriétés de
‘a-apor peut-elle étre regardée comme préliminaire. Néanmoins, dans ée seul
paragraphe particulier, il nous a semblé que l'utilisation du cadre le plus

général éclairait les constructions particuliéres utilisées.

IV.10. Si les catégories monoidales V" et W" sont, de plus, symétriques,
fermées et complétes, B.J. Day et G.M. Kelly ont prouvé en (E.N.F.C.) que
le foncteur monofdal sur-jacent an foncteur -Q:fonc admet un adjoint

(dans la 2-catégorie des foncteurs monoidaux entre catégories monoidales
fermées symétriques), si Q lui-méme en admet un (dans cette méme
2-catégorie).

Nous préférons, cependant, établir que Q-fonc et Q-néof admettent des
adjoints par une méthode notablement différente (& l'aide du théoréme d'ex-
istence de structures libres de (C.0.S.L.)) Pour les deux raisons suivantes:

- méme sous les conditions particuliéres de (E.N.F.C.), il est difficile
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d'établir que Q-néof admet un adjoint,

-nous ne désirons pas nous restreindre au seul cas des catégories monoida-
les fermées symétriques (dans tout ce travail, nous ne considérons que

des catégories monoidales afin d'obtenir un champ d'applications plus
vaste) et nous voulons donner des hypothéses qui, méme si elles sont nom-
breuses, sont "toujours" vraies et faciles a vérifier dans la pratique.
Ajoutons que B.J. Day et G.M. Kelly privilégient dans (E.N.F.C.) 1l'aspect
"tenseurs et cotenseurs', alors que nous insistons, plutdt, sur l'aspect

"propriétés aux limites'.

Puisque nous préférons utiliser le Théoreéme d'existence de structures
libres de (C.0.S.L.) pour établir que, sous certaines hypothéses, les
foncteurs Q-néof et Q-fonc admettent des adjoints, il nous semble
utile de le rappeler en détail.

C'est 1l'objet de ce paragraphe.

Pour établir qu'un foncteur P°: H* ———— > L° admet un adjoint, il suf-
fit que certaines conditiems soignt vérifiédes:

-~ (condition d'emboftement) il existe un diagramme commutatif de foncteurs:

\I"—a.

L*°
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ot ' (resp. L°) est une sous-catégorie pleine de H' " (resp. L'"), ou I®
(resp. J°) est le foncteur injection canonique et ol P’ est la restriction
de P'°,

e - m . -
- (condition aux limites projectives) H' est a J( Ho x L )-produits

et P'° est compatible avec ces produits, de plus H® est 3 noyaux (de deux

morphismes) et P° est compatible avec ces noyaux,

~ (condition aux monomorphismes) Y est un ensemble de monomorphismes de

H'® (i.e. Y  Monos(H'") ) tel que P'°(Y) est inclus dans Monos(L'"),

- (condition d'absorption) il existe un choix de noyaux, dits canonigues,

dans H® de telle sorte que,pour tout noyau canonique n, on ait Y.n Y,

- (condition de génération) le foncteur P'°® est (L;,Y.Hé)-engendrant (voir

0.10).

Théoréme (Existence de structures libres dans le cas général).

Si le foncteur P': H* — > L° vérifie la condition d'emboltement, la

condition aux limites projectives, la condifion aux monomorphismes, la

condition d'absorption et la condition de génération précédentes, alors

il admet un adjoint.

(On rapprochera ce Théoréme de celui de II.6 concernant l'existence de 1li-

mites inductives et qui procéde de la méme idée.)

IV.11. Avant de prouver que le Théoréme d'existence de struc-
tures libres de IV.10 s'applique au cas P" = Q-néof, il nous faut donner
différents lemmes de la Théorie générale des Catégories gqui nous seront uti-

les dans la suite.C'est 1l'objet de ce paragraphe.

La démonstration du lemme 1, ci-dessous, est laissée au lecteur car elle

est immédiate (et ce lemme n'est énoncé que pour mémoire).
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Lemme 1 (Utilisé en IV,17 ). Si D° est une catégorie et si les deux dia-

grammes commutatifs ci-dessous:

>
%2
Zq A A 21
%3
>
> . >
25 Z,
Z7 A N Z1
Z6 Z
> . >

représentent deux produits fibrés naturalisés de D°, ol ZyeBg = ZgeZn,

alors, le diagramme commutatif ci-dessous:

v

2y
%6
_%

représente aussi un produit fibré naturalisé de D°.

Enoncons, maintenant, un lemme qui peut &tre regardé comme une sorte de
réciproque du Théoréme d'existence de structures libres que nous avons énon-

cé en IV,.10.

Lemme 2 (Utilisé en IV.17 ). Si le diagramme commutatif de foncteurs ci-

dessous:



E_' IC > E' )
-I-.

Pl NA 4 El *
-J;.

Lo C > L' °

vérifie la condition d'emboltement de IV.10 et si, de plus:

- P° admet un adjoint A4d(P°),

- pour tout objet 1 de L°, la structure libre Ad(P°)(1l) sur 1, rela-

tivement au foncteur P°, est aussi une structure libre sur 1, relativement

au foncteur P'°,

- Y est un ensemble de monomorphismes de H' ™ tel gque la condition aux mo-

nomorphismes de IV.10 est vérifiée,

- tout morphisme de H'®, dont la source est objet de H®, admet un Y-reflet

dont la source est aussi objet de H-,

alors, le foncteur P'° est (Lé,l.ﬁé)—engendrant.

Pour prouver ce lemme, munissons tout d'abord H'® d'un choix de Y-reflets,
que nous dirons canonigues, pour ceux dont l'existence est assurée par
1'hypothése.De plus, pour tout objet 1 de L°, nous choisissons un mor-
phisme universel (appartenant a L)

E(1): 1 > B*.4d(R") (L)

définissant Ad(P°)(1l) comme une structure libre sur 1 relativement au fonc-
teur P'° (et donc aussi relativement au foncteur P°),
Supposons alors gue h' est un objet de H'® et que 23 1 ———n3 P' " (R')

est un morphisme de L'® dont la source,l,est objet de L~ .



151

Nous désignons, alors, par:

- z': Ad(P")(1) > h' 1'unique morphisme de H'® qui rend com-

mutatif le diagramme (XXIII) ci-~dessous:

23(P*)(1)
Z'
ht
B’ H'®
2| | e
L’ jA
P*.4a(P*) (1)
' ° t
E(L) ) Pro(z")
(¥XTIII) : .
1 > R (n')
l Z
)
- z": h _> h' le Y-reflet canonique de z', comme le représente
le diagramme commutatif ci-dessous:
2d(P*) (1)
E. E'.
E° l J, pre
L’ L

P'*(z") € Monos(L'")

P'*(h')

Iny

On vérifie, facilement, dans ces conditions, que z" est aussi un (g.g(‘),g_' )=~
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morphisme engendré par z (voir 0.9);ce qui prouve que le foncteur P! * est

bien (L ,Y.H )-engendrant.

Le lemme 3, qui suit,concerne la composition des foncteurs engendrants.

Sa démonstration, évidente, est laissée au lecteur.

Lemme 3. Si nj{": H'* 5 H' et P'": H'"'_____ 3 L'° sont deux fonc-

1

teurs et si, de plus:

{i

- (resv. Lo) est une partie de l'ensemble des objets E_'(; (resp. _L';)

de E'® (resp. L'"),

- Eo est une partie de l'ensemble des objets H'c" de H' ', telle que

n1'(30) C B

=0 9

- Y est une partie de H' (qui, dans la pratique,est constituée de monomor-

phismes),

- Y est une partie de H' (gui,dans la pratique, est constituée de monomor-

phismes).' telle que n,'l’(Y) cC ¥,

- N}° est (E_,Y.H )-engendrant (voir 0.10),

- P'° est (L ,Y.H )-engendrant (voir 0.10),

alors, le foncteur composé R'°.M;" : H' 5 L' est (LO,Y.HO)-
engendrant. (On pourra se reporter au schéma suivant qui visualise les

notations utilisées:

e wiers ;
| | n'.i
C T
v v v v
B C E'JCE > X
pr*
v

L C 1C L )

- 0 —
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Le lemme que nous allons énoncer, maintenant, résulte directement d'une re-~
marque,due & C, Ehresmann, concernant le Théoréme d'existence de structu-
res libres de (C.0¢Sel.).(Signalons qu'il constitue aussi une sorte de ré-

ciproque du lemme 3 qui précéde.)

Lemme 4, Si P'*¢: H'" ___ _I'* et né‘: L' ——— s L'  sont deux fonc-

teurs et si, de plus:

- B (resp. ]'__:o) est une partie de 1'ensemble H'' (resp. L';) des objets

de A'* (resp. L'"),
- Lo est une partie de l'ensemble L'; des objets de L'°, telle que
'.
ﬂa (Lo) C _Lo ’

- Y est une partie de H!' telle que P'°(Y) a pour éléments des né'—monomor-

phismes (voir 0.8),

- le foncteur composé TML*.P'* : H'' ———p L'" est (QO,Y.HO)—engendran ’

alors, le foncteur P'" est (LO,Y.HO)-engendrant.

(On pourra se reporter au schéma suivant qui fixe les notations utilisées:

H, C B'. C EH D X
Pt
\ \
Lo C L'; c D, M. *-Monos(L' ")
| i
A [
\ 2 Vo W'
L, C ;< L ,

ol l'lé'-Mono.s(L") est l'ensemble des né’—monomorphismes de L'" )

Pour prouver ce lemme, supposons que h' est un objet de H'® et que

z: L5 P'"(h') est un morphisme de L'°, dont la source,l,est élément

de L ,
(o)
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L'hypothése assure, alors, que ﬂé'(l) est élément de L, et donc que le

morphisme:

ny-(z): M3°(1) ———M3° .2 (n")

de L', engendre un (Y.Ho, - . 2 *)-morphisme :

z': h s h!

dans H", pour lequel on a donc, par définition, =z'€ Y et h€H°.

I1 en résulte qu'il existe un unique morphisme:

Z: né'(l) -—-——-—)I'Ia'.P"(h),

dans L", rendant commutatif le sous-diagramme (XXIV) du diagramme ci-des-

sous, et, comme P'*(z') est un ﬂé'-monomorphisme (car z'€ Y), il existe

aussi un unique morphisme Z : 1 > P'"(h), tel que

né.(z) = 2Z

dans L", rendant commuta’if le sous-diagramme (XXV) du diagramme ci-dessous:

h(Ho
z'€e Y
h! qre

pr°

P'*(h)

Pt°(z') € ﬂé'-Monos(L")

P'*(h')
l *
L

i -.pr "(n')

LN
rd

1€ L
o

ni-.p *(h)

P(L)EL >
nZ -0 ﬂé'(Z)
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—_—_—————

On constate alors, facilement, que z' est aussi un (Y.HO,P")-morphisme

engendré par z (en utilisant le diagramme (XXV) ).

Ceci suffit & prouver que P'° est bien (LO,Y.HO)-engendrant.

Comme les notations des lemmes 3 et L4 qui précédent peuvent le laisser pré-
voir, nous regroupons ces deux lemmes en un lemme 5, qui nous sera trés uti-
le,dans la suite,pour prouver que la condition de génération du Théoréme

de IV,.10 est effectivement vérifiée lorsque l1l'on prend (entre autres)

P* = Q-néof.

Lemme 5 (Utilisé en IV,17 ). Si, pour le diagramme commutatif de fonc-

teurs ci-dessous:

3 3 4 ] (g '. .
H_ {resp. E 5L, L, ) est une partie de l'ensemble H : (resp. H o 3

L'e 5 L' ) des objets de H'® (resp. HE'* 3 L'" ; L'") , ¥ (resp. ¥ ) est

une partie de H' (resp. H') gui vérifient toutes les conditions dés lemmes

3 et & gui précédent (voir le schéma ci-dessous gui les Y“visualise") et si,

de plus:
- P** est (L ,Y.H )-engendrant,

- n%' est (EO,Y.HO)-engendrant,

alors,le foncteur P'* est, lui-méme, (LO,Y.HO)—engendrant.




IV.12. Dans le seul but d'alléger 1l'écriture des hypothéses
utilisées dans les paragraphes gqui suivent, nous consacrons celui-ci

a 1'énoncé d'un certain nombre de définitions.

Définmition 1. 8i V™ = (V°,B,ip., ®,W,w) et VI* = (V" B i ,.,0" 0 w')
sont deux catégories monolidales telles que:

- V* est une sous-catégorie pleine de V'",

- @ (resp. ® ; Y; w) est une restriction de B' (resp.d';W';w'),
- e = iy,

nous dirons que V" est emboitée dans V'",

(Ceci signifie aussi que le foncteur injection canonique V't 5 V'° est
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sous-jacent a un foncteur monoidal strict de V" vers V'", i.e. pour le=~

quel "t" et "e " sont des identités,.)

Définition 1bis. Nous dirons que la catégorie monoidale V® est bien em-
boitée dans la catégorie monoidale V'” si, et seulement sit
- V" est emboitée dans V'" (définition 1),

- Monos(V*®) C Monos(V'"*).

Définition 2. Désignons par V" (resp. W") une catégorie monocidale emboitée
dans une catégorie monoidale V'® (resp. W'").

SiQ = (W, (Q°,t,€) ,Vv*) et Q' = (W'~, (Q'",t', ') ,V'*) sont deux fonc-
teurs monoidaux (voir IV.1) tels que:

-Q°: V'3 W*® est une restriction du foncteur Q'": V' ' 5 W'",

- les deux morphismes ci-dessous sont égaux:

t: s ———> Q'(iva)

t': iw'h  —— Q'.(iv'n) )
~ la transformation naturelle € : (-8-).(Q° X Q") === Q°.(~B-) est une

restriction de la transformation naturelle

£': (=B8'-).(Q'" xQ'") === Q"

(-B'-),

alors, nous dirons que Q est emboité dans Q'.

(Signalons que ceci signifie exactement que Q et Q' rendent le diagramme

de foncteurs monoidaux ci-dessous commutatif:

v, C > yre
Q Vv Q!
wh C > w—'h ,
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le composé de deux foncteurs monocidaux se définissant de maniére évidente,

voir par exemple (C.L.Csld,) o)

Définition 2bis. Nous dirons que le foncteur monocidal @ est bien emboité

dans le foncteur monocidal Q' si, et seulement si:
- Q@ est embofté dans Q' (définition 2),
~ le foncteur Q° (resp. Q'°), sous-jacent & Q (resp. Q'),est compatible

avec les monomorphismes,

Définition 3. Supposons que W° et W'~ sont deux catégories telles que:
~ W* est une sous~catégorie pleine de W'",
- W (resp. W'®) est une catégorie & produits fibrés.

Si nous désignons alors par:

ot 5w (V) o (2

(resp. Pf' W'°(V)._____..>W" (@) )

un foncteur "choix de produits fibrés naturalisés' dans W° (resp. W'"),
nous dirons gque le choix pf est embolté dans le choix pf'! si, et seulement
si, le foncteur inclusion W' C o 3 W'® est compatible avec ces choix de

produits fibrés.

(Evidemment, c'est aussi dire que le diagramme ci-dessous est commutatif:

- (N¥) S We (@?)

(W) \JI ' inclusion (.@ )

inclusion

are (W) pE! g (&2 ) )
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IV.13. Avec ce paragraphe, commence la vérification des hy-
pothéses du Théoréme de IV,10, lorsque P° = Qéf-néof (voir IV.3).Elle se

poursuit en IV.14, IV.15, IV.16 et IV.17.

Proposition. Moyennant les définitions de IV.12, si Wlo et 1Lé sont deux

| Bad

univers, si Q: V" ——sW" et Q': V'" ——__, W'" sont deux foncteurs mono-

idaux tels que:

- €W et U C oW,

~ V*(resp. W") est bien emboitée dans V'" (resp. W'"),

~ Q est bien emboité dans Q',

- W* (resp. W'") est & produits fibrés,

~ pf (resp. pf') est un choix de produits fibrés naturalisés dans W' (resp.

dans W'*),

-~ le choix pf est emboité dans le choix pf!',

alors, le diagramme ci-dessous, ou I et J  sont les foncteurs injections

canoniques, vérifie la condition d'emboitement de IV,.10:

H® = V,ub-neof c > V!* -néof = H'®
I Yo
. ~ & J —' _—nd = 1 *
P* = pr néof y (xXxvI) v pr,neof P
J.
L° = W -néof C > W' " -néof = L'’

W

Il est évident, en effet, que I' et J° sont des foncteurs pleins et injec-

tifs et que ce diagramme (XXVI) est commutatif.
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Dans la suite, si des conditions analogues sont vérifiées, nous poserons,

pour plus de simplicité:

- V1h:neof = V7~néof et Wu’-neof = W"=néof,
- V%g ~néof = V'"=-néof et Wkﬁ°-néof = W!“-néof,

car il n'y aura pas de risque de confusion.

IV.14. Proposition. Moyennant les définitions de V.12, si

W et W' sont deux univers et si Q: V' _, W* et Q': V'" wr
o & "o et —

sont deux foncteurs monoidaux tels gue:

- 'u-o €. ’u-:) e_t 'L\.o C 'LLE,,

V*(resp. W") est bien emboitéedans V'* (resp. W'"),

Q est bien emboité dans Q',

W° (resp. W'*) est & produits fibrés,

pf (resp. pf') est un foncteur choix de produits fibrés naturalisés dans

W° (resp. W'*),

~ le choix pf est emboité dans le choix pf',

-Vﬁu;_eiwéué,

- V""" est & ‘U%—produits et & produits fibrés et Q' ¢ V' ____W'*

est compatible avec ces deux types de limites,

- V® est 4 noyaux (de deux morphismes de méme source et de méme but), V'

est & produits fibrés et Q°: V'_______Q.W' est compatible avec ces deux

types de limites,

alors, le diagramme (XXVI) de IV,13 vérifie la condition aux limites pro-

jectives de IV,10.

Pour prouver cette proposition, on fait,comme en II.8, deux types de rai-

sonnement:
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- le premier, concernant la taille de (V"-néof)° (ensemble des objets de
V~-néof) et la taille de W"-néof, utilise la Théorie des Univers (T.E.N.S.)
(et le lecteur pourra traduire, dans la suite, l'écriture "E € U%"en "E
est un ensemble équipotent & un élément de QLé'g ce qui donne des résul-
tats plus étendus et parfaitement rigoureux),
~ le second, purement catégorique, utilise la proposition de II.3 (exis-
tence de limites projectives dans une catégorie de néofoncteurs enrichis)
et la proposition de IV.7 (compatibilité avec les limites projectives d'un
foncteur "changement d'enrichissement" entre catégories de néofoncteurs en-
richis) que l'on applique & V"-néof, V' =néof, Qéf—néof et ng,-néof.
En ce qui concerne la taille de (V"-néof)o et celle de W*~-néof, nous ren=~
voyons le lecteur 3 II.8 qui assure que:
- puisque V est élément de ?Lé, 1l'ensemble (V“-néof)o est, lui aussi, élé-
ment de QL;,
- puisque W est élément de ﬁLé, l'ensemble sous-jacent & W"-néof (noté
encore W"=-néof) est, également, élément de 115.
I1 en résulte que l'ensemble produit

(V“-néof)o x (W*-néof)
est élément de 1&; ainsi qu'une quelcongue de ses parties,
Nous pouvons, alors, appliquer les propositions de II.3 et IV.7:

- la catégorie V"-~néof est & noyaux et la catégorie V'"~néof est a ’Ué-pro-

duits, ce gui assure qu'elle est domc a 63( (V"-néof)o x (W*-néof) )=
produits,

- Qif,—néof est compatible avec les QP ( (V"-néof)o x (W"-néof) )-pro-
duits et'pr—néof est compatible avec les noyaux.

Ainsi, la proposition énoncée est démontrée.
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Iv,15. Si QL& est un univers et V'” une catégorie mono-
dale, rappelons (voir II.10) que Y1Q. = Y est la sous-catégorie de
V! “=néof ( = V{ﬁi—néof) dont les morphismes sont les V'“-néofoncteurs
G®: C* 3 B” vérifiant les trois conditions:
(y"). G: Cg —_— Bg est une application injective,
(y'). pour tout couple (c',c) d'objets de C*, le morphisme
G"(ct,c): C*(c'ye) 5 B7(G(c'),G(c))

est un monomorphisme de V'°,
(y). pour tout triplet (c",c',c) d'objets de C*, le diagramme ci-dessous
(nécessairement commutatif, en vertu de la définition, donnée en I.6, des
néofoncteurs enrichis) est un produit fibré naturalisé dans V'":

G*(c',c') B*(G(c"),G(c"))

X - 3*
c*(c',c) Méﬁ(c",c',C) B~(G(c'),a(c))

) mpa(G(c),a(c'),a(e))

gf(cn,c')mlg“(c',c) E“(G(c”),G(c'))
> z'
C"(c',c) B (G(c),a(c))

Signalons que la fidélité de Pyrccan (voir I.11) et les conditions (y") et
(y') assurent que tout élément de Y est un monomorphisme de V'“"-néof

(ceci pourrait, aussi, se déduire du lemme de II.10 et de la remarque de

0.8).

Nous pouvons alors énoncer:
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Proposition. Moyennant les définitions de IV.12, si QLO g}_lL; sont deux

univers et si Q: VY S Wt et Qr: v'° _—— 3 W'" sont deux fonc-

teurs monoidaux tels que:
- t 1
W, € ! oet W CW,

- V* (resp. W") est bien emboitée dans V'" (resp. W'"),

~ Q est bien embo®té dans Q',

- W* (resp. W'* ) est & produiss fibrés,

- pf (resp. pf') est un foncteur choix de produits fibrés naturalisés dans

W* (resp. W'*),

- le choix pf est emboité dans le choix pf',

si, de plus, Y est la sous-catégorie de V'"-néof constituée des V'"~néo~

foncteurs vérifiant les conditions (y'), (y') et (y) précédentes, alors,

le diagramme (XXVI) de IV.13 vérifie la condition aux monomorphismes de

Iv.10,.

En effet, nous avons déja remarqué ci-dessus que:

Y C Monos(V'"-néof) .
De plus, puisque Q est bien emboité dans Q', le foncteur Q" est, par défi-
nition, compatible avec les monomorphismes.Moyennant la construction de
ng,—néof (voir IV.3 pour la comstruction, analogue, de §pf-néof), il est
alors clair que l'image, par ce foncteur,d'un élément quelconque de Y véri-
fie, également, les conditions (y") et (y') (ou 1l'on remplace V' par W'"),
Comme PW'“—an est fidéle, au méue titre que Pv,ﬁ_an, on en déduit donc que:

Q;f,-néof (¥) < Monos(W'” -néof) ;

ce qui prouve bien la proposition précédente,

IV.16. La proposition de II.11 (condition d'absorption des

novaux de V*-néof par la sous~catégorie Y de V!"“~-néof) permet d'énoncer
J P ’
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sans autre détail:

Proposition. Moyennant les définitions de IV.12, si Qlo et ql; sont deux

univers et si Q: Vs W et Q': V' ____3W!'" sont deux foncteurs mo-

noidaux tels que:
- '
‘U.O € wl et u, C 'LLO,

V*(resp. W") est bien emboitée dans V'" (resp. W'"),

- Q est bien emboité dans Q',

- W® (resp. W'") est & produits fibrés,

pf (resp. pf') est un foncteur choix de produits fibrés naturalisés dans

W* (resp. W'°),

~ le choix pf est emboité dans le choix pf',

V® est & noyaux (de deux morphismes) et & produits fibrés,

le foncteur inclusion Ve 3 V'® est compatible avec les produits

fibrés,

et si, de plus, Y est la sous-catégorie de V!'“"-néof constituée des V'"-

néofoncteurs vérifiant les conditioms (y"), (y') et (y) de IV.15, alors le

diagramme (XXVI) de IV.13 vérifie la condition d'absorption de IV.10,.

IV.17. Proposition. Moyennant les définitions de IV.12, si

W, et 1L; sont deux univers et si Q: V" ___ 5 W" et Qrt: V' Sy W'

sont deux foncteurs monoidaux tels que:

- U, e W oet W o,

- V* (resp. W") est bien emboitée dans V'" (resp. W'") et Q est bien em~

boité dans Q',

- W° (resp. W'") est 3 produits fibrés,

- pf (resp. pf') est un foncteur choix de produits fibrés naturalisés dans
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W* (resp. W'®) et pf est embolié dans pf?,

- V'® est 4 produits fibrés et, pour tout couple (z',z) de deux morphismes

de V'® tels que:

. 7EVW'(Z'> - g;V'.(z) = v' (i.e. ils ont méme but),

+ Gy, .(2) est objet de v,

+ z' est un monomorphisme,

il existe un produit fibré z §,z', dans V' ,qui est objet de V°,

- le foncteur Q'": VY ' _______ 5 W'® est com@atible avec les produits

fibrés,

- V® et V'* sont & limites inductives dénombrablement filtrantes, V' est

a 14b-sommes, le foncteur inclusion V<5 V'® est compatible avec toutes

ces limites inductives et les limites inductives dénombrablement filtrantes

commutent, dans V'®, avec les produits fibrés,

- pour tout objet v' de V'®, les foncteurs -B'v': V''_, V'" e}

vIB-: V'* 5 V'* (et donc, aussi, leurs restrictions 3 V') sont compa-

tibles avec les limites inductives dénombrablement filtrantes (clest le

cas si V'* est fermée),

- tout morphisme de V'®, dont la source est objet de V', admet un X"-reflet

(ou X" = Monos(V'®) ) dont la source est objet de V',

-~ le foncteur Q°: V' 5 W° admet un adjoint A4d(Q°): W' —— V° tel gue:

+ pour tout objet w de W', la structure libre Ad(Q°)(w) sur w,

relativement au foncteur Q°, est aussi une structure libre sur w, relative-

ment au foncteur Q'°,

+ le morphisme t: i . —_— Q°(iy.) (associé au foncteur mono-

1dal Q) est le morphisme universel définissant iga = Ad(Q')(iW“) comme une

structure libre sur iggns relativement a4 Q' (et donc aussi 3 Q° ),

alors, le foncteur Q}f,_néof est ( (W"-néof) ,Y¥.(V*-néof) )-engendrant, ou
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Y est la sous~catégorie de V!"-néof constituée des V'”*~néofoncteurs vé-

rifiant les conditioms (y"), (y') et (y) de IV.15. Le diagramme (XXVI)

de IV.13 vérifie donc la condition de génération de IV,.10.

(Nous tenons 3 insister sur le fait que, malgré la longueur apparente de

1'énoncé de cette proposition et le nombre, qui semble élevé, de conditions
qui y interviennent, toutes les hypothéses utilisées sont, & la fois, trés

naturelles et trés faciles a vérifier dans la pratique.)

La proposition ci-dessus sera démontrée dés lors gque nous aurons établi
que le diagramme, commutatif en vertu de la construction de §£f,—néof (voir

par exemple IV,3),ci-dessous:

H'® = V!"-néof

PW"‘--an =

(voir I.11)

vérifie toutes les hypothéses du lemme 5 de IV.11, que nous pourrons donc

appliquer dans le cas ou:

- Ho = (V --neof)o et Lo = (W —neof)o,
-H = (v —apor)o et L = (w -apor)o,

- Y est justement la sous-catégorie de V'"-néof, introduite en IV.15, dont
il s'agit dans la proposition et qui est constituée des V'“-néofoncteurs
vérifiant les conditions (y"), (y') et (y),

- Y est justement la sous-catégorie de V'"-apor dont les morphismes sont
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les VY*~applications orientées g:.C ‘_;—ﬁ) telles que:
(y"). G: ?o ——-—)?0 est une application injective,
(y'). pour tout couple (c',c) d'objets de 5’, le morphisme
Blet,e): Cle'ye) s B(G(e),G(c))
est un monomorphisme de V'*
(il s'agit aussi de la sous=-catégorie construite en II.12).

Comme dans le lemme 5 de IV.11, nous visualisons ces diverses données par

le schéma: ci-dessous (ou les "?" correspondent 3 des points que nous de—~

vons démontrer):

W' ~an

\V N ™
(V"—apor)OC (V"‘-apor)oC V! ®=apor D Y

{(W**~néof)
\ o

U N
(W*=néof) o

~
(W*~apor) Ne (W! "=apor )OC W' "~apor

Pour démontrer que le lemme 5 s'applique (et établir, ainsi, la proposition
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ci-~dessus), il nous faut donc prouver (et cela est suffisant) que:
a). le foncteur Q-apor est ((W‘-apor)o,x.(V“-apor)o)—engendrant,
b). le foncteur Pria_g

¢). la restriction de PV'“-an’ & savoir ce que nous avons représenté dans

n &St ((V‘-apor)o,Y.(V“—néof)o)—engendrant,

le schéma précédent par ¥ - - - >Y , existe,

d). la restriction de ng,—néof, que nous avons représentée dans le schéma
précédent par Y . _ _ _ .>(Pw,A_an)~Monos(W'“-néof) existe également,
Prouvons donc ces quatre points, dans cet ordre.

a). Le lemme 2 de IV,11 s'applique au diagramme commutatif ci-dessous:

I.
V%-apor = H* , C N H'® = V' -apor
Q-apor = P* Y Y P'" = Q'-apor
g..
a « 4 C S . -
Wh-apor = L 7 L' = W!'®-apor ’

puisqu'il est bien clair que:

- la condition d'emboitement de IV.10 est vérifiée par ce diagramme,

- ﬁ;apor admet un adjoint Ad(@-apor), puisque les hypothéses de la propo=-
sition précédente permettent d'appliquer la proposition de IV,9,

~ pour tout objet X de V*-apor, la structure libre B = 43 (Q-apor)(Z), re-
lativement au foncteur Q-apor, est aussi une structure libre sur Ez rela—
tivement au foncteur 5'-apor (il suffit d'utiliser 1'hypothése analogue,
concernant les structures libres relativement & Q°, donnée dans la proposi-
tion,et la comstruction de Ad(Q-apor) donnée en IvV.9),

- §Q étant bien emboité dans Q', le foncteur Q'" est compatible avec les mo-

nomorphismes et Y est bien un ensemble de monomerphismes de V'"-apor qui
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vérifie Q'-apor(¥) < Monos(W'“-apor),

- tout morphisme de V'“"-~apor, dont la source est objet de V~=apor, admet

un Y-reflet dont la source est objet de V"-apor, car les hypothéses de la
proposition précédente permettent d'appliquer le lemme 1 de II.12.

I1 en résulte donc que Q'-apor est (CW“—apor)oxX.(V“-apor)o)-engendrant.

b). La proposition de II.13 (condition de génération du Théoréme d'existence
de limites inductives) s'applique évidemment et prouve immédiatement que

P

V!'®~an

c). Comme Y est l'ensemble des V! =néofoncteurs vérifiant les conditions

est ((V“-apor)o,Y.(V“~néof)o)-engendrant.

(y), (y') et (y), comme Y est 1l'ensemble des V'“-applications orientées vé-
rifiant les conditioms (y") et (y'), il est clair que:
Pria_gn(¥) € X .
La restriction de PV"-an’ notée Y __ _ 5 ¥ , existe donc.
d). I1 nous faut montrer, maintenant, que l'image

G'a : C'A > B'l\

Qﬁf,—nZof(G“) 'Qéf,inéof(c‘) -Qif,—nZof(B‘)
d'un élément quelconque G*: C" —— 5 B", appartenant & ¥, est un PW“%an_
monomorphisme.
Pour ce faire, désignons par Z la sous-catégorie de W' -néof dont les mor-
phismes sont les W' -néofoncteurs vérifiant les conditions (y"), (y') et
(y) ci-dessus, ot 1l'on remplace V'”" par W'® (donc Z joue, pour W' -néof, le
m8me r8le que Y pour V! -néof).
Alors, le lemme de II.10 (appliqué a Z) nous assure que les éléments de 2
sont, en particulier, des PW,A_an-monomorphismes.
I1 nous suffit donc d'établir gue G'" (avec les notations précédentes) est
élément de Z.

Nous constatons, tout d'abord, que le W'"-néofoncteur G'”" vérifie les condi-
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tions (y") et (y'), puisque G*(élément de Y) les vérifie aussi et puis-

que Q'" est, par hypothése, compatible avec les monomorphismes.

Pour tout triplet (c",c',c) d'objets de C'" (i.e. de C*) considérons, de

plus, le diagramme ci-dessous:

B'*(G(c"),G(c")) B (G(c"),G(c'))
n > Q- [}
B'~(G(c').G(c)) e (B(G(c"),G(c?)),B"(G(c"),a(c))) B~(G(c'),a(c))
mB'A(G(C"),G(C'),G‘(C)) Q‘.(mBA(G(C"),G(C'),G(C))

(XXIX)
B'*(G(e"),a(ct)) B*(G(c"),G(c?))
® n> ' Q' *
B1A(a(e),a(c))  PBn{G(e")E(e),6(e)) T paia oy o))
E‘“(c",c') g._"(cll,cl)
A & Mé,h(c",c',c) Q"(Méh(c",c',c)) Qe - A
Ggr*(ct,c) (XXX) G*(c',c)
_C_'”(c“,c') g"(cn’cl)
* e Qr” *
ct*(c',c) nc,\(c e'ye) c(c',c)
(XXX1) (XXVII)
mC,A(C",C',C) (VTET) Q"(mc.(c",c',c))
g!“(cu,cl) g“(cn,ct)
e > Ql' B!

! "~ 11} L ~ T
[RITIINY g'(C"(c",c'),C(c’,c)) c*(c',c)
(rappelons que, pour tout couple (c',c) d'objets de C*, on a:

~ G(c) = G'(c), car G et G' sont égales, et G'"(c',c) = Q' (G~(c?,c)),

- C'*(e'ye) =Q'7(C(c',c)) et B'"(6(c'),G(c)) = Q' (B*(G(c?),G(c)) ).
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Nous constatons que, dans ce diagramme:

(i). le sous-diagramme (XXVII) est commutatif et représente un produit
fibré naturalisé dans W', puisque c'est l'image, par le foncteur Q'" (com-
patible avec les produits fibrés), d'un diagramme commutatif représentant
un produit fibré naturalisé dans V' et qui exprime que G” vérifie la con-
dition (y),

(ii). le sous~-diagramme (XXVIII) est commutatif et représente un produit
fibré naturalisé dans W'®, en vertu de la construction (voir IV.3) du W' -
graphe multiplicatif C'”, image par Qéf,-néof du V'”*~graphe multiplicatif C~,

(iii). pour la m8me raison, le sous-diagramme (XXIX) est commutatif et re-
présente un produit fibré naturalisé dans W'",

(iv). le sous-diagramme (XXX) est commutatif, par définition du morphis-
me HG,A(c",c',c) (voir IV.3),

(v). le sous~diagramme (XXXI) est commutatif car G'" est un W'"-néofonc-
teur (voir la définition de I.6),

(vi). le sous-diagramme "contour extérieur' est commutatif, en vertu de
la naturalité de €',

Le diagramme (complet) précédent est donc commutatif.

De plus, le composé "longitudinal" des sous-diagrammes (XXVII) et (XXVIII):

f

(XXVIII) N

>
L

représente un produit fibré naturalisé dans W'', puisque chacun d'eux en
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est un d'aprés (i) et (ii).
Ceci assure donc que le composé "longitudinal' (égal au-composé précédent,
d'aprés la commutativité du diagramme total) des sous-diagrammes (XXIX) et

(XxX1)

est un produit fibré naturalisé dans W''.
Or, le point (iii) affirme que le diagramme (XXIX) "est" un produit fi-
bré naturalisé dans W'°, c'est donc que, en vertu du lemme 1 de IV.11, le

diagramme (XXXI) est aussi un produit fibré naturalisé dans W'".

Mais ceci signifie exactement que G'" vérifie la condition (y).

Le point d) se trouve donc démontré.

Les points a), b), c) et d) étant établis, le lemme 5 de IV.11 s'applique,

ce qui démontre la proposition énoncée.

(Signalons qu'il aurait été vraiment beaucoup plus long de vérifier direc-
tement, i.e. & la fagon de II.13 par exemple, que le foncteur ng,—néof

est ((W“—néof)o,Y.(V“-néof)o)-engendrant.)
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IV.18. Les propositions de IV.13, IV.14, IV.15, IV.16 et
IV.17 assurent que le Théoréme général d'existence de structures libres
(rappelé en IV.10) s'applique au diagramme (XXVI) de IV.13 (i.e. au fonc~-
teur P* = Qbf-néof) et,ceci, sous des hypothéses qui sont la "réunion" des
hypothéses de ces diverses propositions,
Pour les m8mes raisons qu'en II.14, nous préférons énoncer le Théoréme
particulier d'existence de structures libres pour le foncteur Qéf—néof avec
des hypothéses un peu plus fortes.
Par exemple, pour ce gui concerne les propriétés aux limites, nous faisons
jouer des r8les analogues a V* (resp. W*;Q) et V'" (resp. W'";Q'), ce qui
est naturel car, dans la pratique, " V" est & \LO ce que V'" est & TL% u,
D'autre part, nous n'avons pas craint d'énoncer, parfois, des hypothéses
surabondantes pour faciliter 1l'application (toujours immédiate alors) des
diverses propositions que nous avons citées précédemment.Par exemple, il
suffirait d'écrire que:
- V* est emboitée dans V'*,
- le foncteur inclusion V'c_____3V'" est compatible avec les c3‘0-1imites
projectives,
plutdt que (ce que nous avons fait):
- V* est bien emboitée dans V'",
- le foncteur inclusion V'c ____ 5 V'® est compatible avec les ‘36-1imites
projectives,
puisque, si le foncteur inclusion est compatible avec les ‘30—1imites pro~
jectives,il est compatible avec les monomorphismes, ce qui impose que V" est
bien emboitée dans V'® dés qu'elle n'y est (a priori) qu'emboitée (voir

les définitions de IV.12).

Nous énoncons donc:
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Théoréme (Existence de structures libres pour le foncteur Qif-néof).

Moyennant les définitions de IV,.12, si le et Qlé sont deux univers et

siQ:ve___ W et Q': V' __W'" sont deux foncteurs moncidaux tels

ue:

)

- uo € u; et uo C‘U.é (premiére condition de taille),

~-Veg 1Lé et W€ Qlé (deuxiéme condition de taille),

-~ V* (resp. W") est bien emboitée dans V'" (resp. W'") et Q est bien emboi-

té dans Q' (voir les définitions de IV.12),

- W* (resp. W'°) est 3 produwits fibrés (de deux morphismes de m8me but),

pf (resp. pf!') est un foncteur choix de produits fibrés naturalisés dans

W® (resp. W'*®) et pf est embolté dans pf' (voir les définitions de IV.12)
P ec ’

- V" est & '50—limites projectives, le foncteur inclusion V'e ___ V'’

est compatible aveec ces limites et V'™ est & f}é-limites projectives,

- V® est a Q}o-limites inductives, le foncteur inclusion V' c___ V'’

est compatible avec ces limites, V'® est a €3é—limites inductives et les

limites inductives dénombrablement filtrantes commutent, dans V'", avec

les produits fibrés,

- pour tout objet v' de V'", les foncteurs -B'v': V''__ S V'*® et

vigt- V"_____a,V" sont compatibles avec les limites inductives (c'est
le cas si V' est fermée),

- tout morphisme de V'®, dont la source est objet de V', admet un X"-reflet

(ou X" = Monos(V'®)), i.e. une image, dont la source est objet de V' (trois-

iéme condition de taille),

- tout couple (z',z) de morphismes z: v _—_, v! et z': v'_5v' de V'Y tel

que z' est un monomorphisme de V'’ et v est un objet de V", admet un pro-

duit fibré z g,z' qui est un objet de V' (quatriéme condition de taille),

- le foncteur Q°: V', W® admet un adjoint 44(Q"): W' ___5 V° (Q°

est donc compatible, en particulier, avec les ﬁ}o-limites projectives)
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tel que:

+ pour tout objet w de W*, la structure libre Ad(Q")(w) sur w,

relativement au foncteur Q°, est aussi ume structure libre sur w, relati-

vement au foncteur Q'°,

+ le morphisme t: igs — 5 Q" (iy.) (associé au fomcteur mo-

noidal § ) est le morphisme universel définissant iva = Ad(Q')(iwa) comme

une structure libre sur iwh, relativement 4 Q'* (et donc aussi &4 Q°),

- le foncteur Q'° est compatible avec les f}é-limites projectives (ce qui

est vérifié s'il admet un adjoint),

alors, le foncteur Qéf-néof: V*%néof _____ o W*"~-néof admet un adjoint.

Tout comme en IV,17, nous tenons a insister sur le fait que, malgré les
apparences, toubtes les hypothéses utilisées sont, a la fois, trés naturelles

et trés faciles & vérifier dans la pratique,

IV.19. Démontrons, maintenant, le Théoréme suivant:

Théoréme (Existence de structures libres pour le foncteur'ﬁ—fonc).

5i U, et U! sont deux univers, 51 Q: V' W et Q': V' sW'"

sont deux foncteurs monoidaux et si, de plus, toutes les autres hypothéses

du Théoréme de IV.18 sont vérifiédes, alors le foncteur Q~fonc admet un

adjoint.

Pour établir ce Théoréme, nous alleons prouver que le Théoréme d'existence
de structures libres, rappelé en IV.10, s'applique également,en montrant
dans les points a), b), c), d) et e), qui suivent,que les différentes con-

ditions qui y sont énoncées (emboitement, aux limites projectives...) sont
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vérifiées,
Ces vérifications découlent, bien entendu, facilement de celles,analogues,
auxquelles nous avons procédé dans le cas ou P’ = Q~néof.

Nous ne jugeons donc pas utile de les détailler.

a). Il est clair que le diagramme ci~dessous:

V*~fonec = H° - > H'® = V'"-fonc
I.
Q-fone = P* ¥ (XXXII1) ¥ P'° = Q'-fonec
J.
Wo=fonc = L° | > L' = W'"-fonc

vérifie la condition d'emboltement de IV.10 si I° et J° sont les foncteurs

injections canonicues.

b). Le lecteur s'inspirera d'abord de IV.14 pour vérifier que 1l'ensemble
(V“—fonc)° x (W*-fonc) appartient & 1Lé .I1 utilisera, ensuite, le corol=-
laire énoncé en IT.4 (existence de limites projectives dans une catégorig
de foncteurs enrichis) ainsi gue la proposition de IV.8 (compatibilité des
foncteurs Q-fonc et Q'-fonc avec les limites projectives) pour prouver que
le diagramme (XXXII), ci-dessus, vérifie bien la condition aux limites pro-

jectives de IV.10,.

¢)e L'ensemble (V'*~fonc)NY (ou Y est la sous-catégorie -que 1l'on note

comme son ensemble sous-jacent - de V'"-néof définie en IV.15) est consti-
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tué des V'"-foncteurs G": C* __5 B™tels que:

(y"). G: C; — 5 B) est une application injective,

(y'). pour tout couple (c',c) d'objets de C", le morphisme

G*(c'ye): C"(et,e) — o B*(G(c"),G(c))
est un monomorphisme de V'°.

I1 stagit, manifestement, d'une classe particuliére de monomorphismes de
V!“~fonc pour laguelle le diagramme (XXXII), ci-dessus, vérifie la condi-
tion aux monomorphismes de IV.10, puisque,le foncteur Q' * étant compati-
ble avec les f}é—limites projectives, il est compatible avec les monomor-

phismes.

d). Du lemme énoncé en II.11 ("tout noyau dans V"-néof est élément de Y ")
et du corollaire énoncé en II.4 (compatibilité de PV,.__:le avec les noyaux),
on déduit que tout noyau de V"~fonc est élément de (V'”-fonc)NY, ce qui

assure, évidemment, que le diagramme (XXXII),ci-dessus, vérifie la condi-

tion d'absorption de IV.10.

e). Le lecteur établira sans peine le lemme:

Lemme. Pour tout V'“-néofoncteur G": C”" 3 B" élément de Y (voir

IV.15), dont le but B" est sous~jacent (voir I.2) & une Vto-catégorie, il

existe un V'"~foncteur G"": G"* ___ 3B"” élément de (V'"-fonc)NY et un

V! “=néofoncieur inversible G"'": C*" _ 2 . C"" gui rendent commutatif le

diagramme (de V'"-néof) ci-dessous:

BA

G"* e (V' *~fonc)NY

c” gne
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Ceci admis, d'aprés IV.17 le foncteur ﬁéf,-néof: V! *~néof s W' " ~néo?f
est ((W”-néof)o,Y.(Vf-néof)o)-engendrant et, de plus, V'“~-fonc est une
sous-catégorie pleine de V'"-néof; c'est donc que le foncteur

Q'-fonc: V'™-fonc — 3 W' =fonc
est ((W“-fonc)o,((V'“—fonc)ﬂ Y).(V“-fonc)o)—engendrant.
Le diagramme (XXXII), ci-dessus, vérifie donc la condition de génération

de IV,10,

Les points a), b), ¢), d) et e) précédents prouvent donc le Théoréme énon-

cé plus haut.

Signalons que nous n'avons pas cherché a raffiner 1'énoncé et la démons-
tration du Théoréme précédent, pour simplifier l1l'exposition et la lecture.
Cependant, nous aurions pu notablement affaiblir les hypothéses.

Par exemple, pour vérifier la condition de génération, on peut procéder
d'une maniére analogue & celle de IV.17.Ceci permet de se rendre compte
que 1l'hypothése d'existence de produits fibrés dans W' et W'", de méme

gque la guatriéme condition de taille, peuvent &tre éliminées dans une ver-

sion plus "sophistiquée' du Théoréme précédent.

IV.20. Reprenons les exemples traités en IV,.5 pour leur
appliquer les théorémes d'adjonction de IV.18 (pour pr-néof) et IV,.19
(pour Q~fonc).
Rappelons que nous raisonnons dans un bon modéle de la Théorie des ensem-~
bles avec axiome des Univers (T,E.N.S.); il en résulte que, pour tout

univers 116, il existe un autre univers Wlé tel que:

W, € W e« U, W -
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a). Supposons que V" est une catégorie monoidale bien emboitée dans une
catégorie monoidale V! " ,Posons, d'autre part, W* = W* (structure mono-
idale usuelle sur la catégorie U pleine d'applications entre éléments
de W o) et W'* = W'" (structure monoidale analogue sur la catégorie
L ' pleine d'applications entre éléments de Qlé).
Si V® et V' vérifient toutes les conditions (les concernant) du Théoréme
de IV.18, alors les foncteurs monoidaux Homge(=yi): Vo5 U et
Homv,.(-,i): VI*————— W' (o0 1l'on a posé i = iya = iyia), sur-jacents
(voir IV.5,a) ) aux foncteurs Homv.(—,i) et Homv,-(-,i), vérifient néces-
sairement les conditions du Théoréme de IV.18 gui les concernent.
Comme il est évident que W" et W'" les vérifient également, on en dé-~
duit que (& une équivalence de catégories prés) les foncteurs (voir IV.5,
a) )

P(lL“,V“)—néof: V*-néof ——m ——> A"
et

a s : Vo= —_—
P(QL ,V*)=fonc V-~fonc Q}

admettent des adjoints (pour ce qui concerne l'existence d'un adjoint a
P(QLA’VA)_fonc, on peut, aussi, utiliser directement le résultat de B. J.
Day et G. M. Kelly, obtenu en (E.N.F.C.) ).

Par exemple, il en est ainsi lorsque V* = HN''" (structure monoidale usuelle
sur la catégorie JM ' pleine de néofoncteurs relatifs a Qlo) et V' = fv*
(structure monoidale usuelle sur la catégorie A'" pleine de néofoncteurs
relatifs a Qlé).On peut donc affirmer que tout graphe multiplicatif (rela-
tif a QLO) engendre un 2-graphe multiplicatif libre ... trivial: ses

"Hom" a valeurs dans WH'" sont des graphes multiplicatifs discrets et il
s'identifie donc au graphe multiplicatif qui 1l'engendre.

De méme, si 1l'on pose V* = %" (structure moneidale usuelle sur la caté-



180

gorie J pleine de foncteurs relatifs & 'LLO) et V'* = G (structure
monoidale usuelle sur la catégorie %' pleine de foncteurs relatifs &

iL;), on voit que toute catégorie (relative a QLO) engendre une 2~Ca-
tégorie libre, triviale et qui s'identifie, aussi, a la catégorie qui l'en-
gendre.

Outre ces deux exemples, triviaux, on peut en obtenir de nombreux autres
non triviaux.

Signalons, entre autres, le cas ou V" = i}{gaﬂ (structure monoidale usuelle
sur la catégorie ‘?Ega pleine d'homomorphismes entre groupes abéliens re-
latifs a 1Lo, munie du "produit tensoriel de groupes abéliens'") et ou

vee = Q{éa“ (structure monoidale usuelle analogue sur la catégorie ?{éﬁ
pleine d'homomorphismes entre groupes abéliens relatifs a lLé): tout gra-
phe multiplicatif (resp. toute catégorie) relatif (resp. relative) a ‘u’o
engendre un "graphe multiplicatif préadditif" (resp. une catégorie préad-

ditive) .1ibre oes

b). Reprenons l'exemple b) de IV.5, Les Théorémes d'adjonction de IV,18 et

IV.19 s'appliquent évidemment et prouvent que les foncteurs

P __-néof: ? ~~néof N1 “-néof

nf
et

N -fone

P_p~fonc: @ ~~fonc

admettent des adjoints.

De plus, le Théoréme d'adjonction de IIT.1 assure que les foncteurs

P . : *~fon¢c —m7m8 —— “~néof
f} ~nf €3 ‘ﬂ
et
Pdf'”'nf: Jf'“-fonc-————————» N ' *-néof

admettent des adjoints (voir III.6, b) et c) ).
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Comme le diagramme ci-dessous est commutatif (voir IV.5, b) ):

P _-fonc
“3~_fonc nf>» X" —fone
P ognr PZ-nf P)W“—nf
“3*-néof > N'~=néof
Pni.-néof ’

le foncteur P,  .: % *-fonc — 5 X’"-néof admet un adjoint (qui est,
de deux maniéres différentes, le composé de deux adjoints).

En conséquence, tout 2-graphe multiplicatif engendre une 2-catégorie libre.
Par exemple, le 2-graphe multiplicatif T°, construit explicitement (et fa-
cilement) en Ik, engendre une 2-catégorie libre: c'est bien entendu la 2~
catégorie simpliciale (voir I.4) usuellement utilisée pour décrire, a l'ai-
de de 2~foncteurs, une structure de triple dans. une 2-catégorie (voir
(C.D.S.T.) et (A.M.C.A.) ).

(Signalons que les résultats de B.J. Day et G.M. Kelly en (E.N.F.C.) assure-
raient que le foncteur 5;;—fonc: “4~-fonc —————>X'“~fonc admet bien un
adjoint, moyennant la construction, non triviale, d'une fermeture sur la
catégorie monoidale symétrique J{'“,explicitée en (E.G.C.E.), mais dont

nous pouvons nous dispenser dans notre contexte - ce qui n'est pas un

désavantage!)

c). Reprenons 1l'exemple c¢) de IV.5 et rappelons qu'une relation (binaire),
r, définie sur un graphe multiplicatif C° est dite élémentaire si, et

seulement si
4 1
-pour tous morphismes x de C°, on a:
s 2 >,_c'a

x,lrxa—__——.@c,]:ca et c'1=c'2 ,
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[

%, x'1
~pour tous morphismes c <:Z;‘___-;;:::=rc' <=::::::::j::::=- ct
X, x'2

de C° , omn a:

t
X, T X, et x 1T x'2
T 4 = (x',.x)) r (x',.x;) .

]
x 1.x1 et :gx 2.x2

I1 est alors clair qu'un rq“-graphe multiplicatif (resp. une ru“-
catégorie) s'identifie & un graphe multiplicatif muni (resp. une catégo-
rie munie) d'une relation réflexive et élémentaire, tandis qu'un ‘éh“-
graphe multiplicatif (resp. une °}1“-catégorie) s'identifie & un graphe
multiplicatif muni (resp. une catégorie munie) d'un préordre élémentaire.
Or les Théorémes d'adjonction de IV.18 et IV.19 s'appliquent aux foncteurs

m—

P,-néof : ﬁh“—néof —_— [ﬂ1“-néof

et

‘Ez;fonc : °31“-fonc —_— r;‘-fonc

et prouvent donc qu'ils admettent des adjoints.

On retrouve alors le résultat bien connu:

-toute relation réflexive et élémentaire donnée sur un graphe multipli-
catif engendre un préordre élémentaire sur celui-ci,

ainsi que le résultat analogue (qui, d'ailleurs, pourrait s'en déduire)
concernant les catégories.

Ce dernier peut &tre vu aussi comme une application des critéres de
B.J. Day et G.M. Kelly donnés en (E.N.F.C.).

Signalons que, si l'on remplace dans ce qui précéde 033“ (resp. fj1“)
par 3~ (resp. ") et P, par son analogue P_. , les Théorémes

d'adjonction de IV.18 et IV.19 assurent encore que les foncteurs

Paf-néof : °3 -néof —mM—> r‘ ~-néof

et

'lz-fonc : y*-fone ——> [ “-fonc



183

admettent des adjoints. Par contre, ce dernier résultat ne rentre plus
dans le champ d'application des critéres de (E.N.F.C.) (de toute maniére,
pour pouvoir appliquer les résultats de (E.N.F.C.), il faut disposer de
fermetures gqui ne sont pas toujours trés simples & calculer, comme nous
l'avons déjd signalé en renvoyant a (E.G.C.E.) ).

En effet, &}" s'identifie & une “¥'-catégorie et donc & une [ “-catégorie.
Le foncteur Paf s'identifie alors & un ['“-foncteur, mais son adjoint
(ensembliste) n'est pas un [ “-adjoint (on rappelle que, si [A] et

[B] sont deux graphes orientés, [4] (&) est la structure de graphe
orienté, évidente, sur l'ensemble des applications orientées du graphe
orienté produit 2x(B] vers le graphe orienmté [a]).

Comme Pa n'a pas de r'“-adjoint, les résultats de (A.D.E.C.) interdi-

f
sent 1l'utilisation des résultats de (E.N.F.C.).
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