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DIAGRAMMES VOLUME 38 . 1997

SUR
LE PROFIL D'ESQUISSABILITE
DES
CATEGORIES MODELABLES
(ACCESSIBLES )
POSSEDANT LES NOYAUX

C. Lair

1. Introduction.

Dans le présent travail, nous prouvons que les catégories modelables
(accessibles) possédant les noyaux sont exactement (& I'équivalence preés) les catégories
de modéles d'esquisses petites ou l'ensemble (a priori épars) des co-cones distingués peut
étre organisé en "paquets" spécifiques et, ce, de telle maniére que, pour les modéles,
transformer chaque tel paquet de co-cones distingués en un paquet de co-limites signifie
exactement transformer l'un (bien précis) des co-cones de ce paquet en une sur-co-limite,
c'est-a-dire en une co-limite dont est précisée - a 1'aide de formules du premier odre, i.e.
a l'aide des autres co-cOnes distingués du paquet, qui représentent ces formules - la
maniére dont elle est co-limite.

Pour obtenir ce résultat, il suffir d'utiliser systématiquement (comme
préconis€¢ en [C.Q.C.E.], notamment en son Appendice) les notions et méthodes
générales antérieurement introduites en [C.M.C.F.] et/ou [CM.C.E.] et/ou [C.Q.C.E.],
fondamentalement :

" En américain, "catégories modelables" semble devoir se traduire par "accessible categories of Makkai-
Paré" ...



o celle de diagramme (d'indexation petite mais non nécessairement discréte) localement
co-limite (évidlemment dérivée de celle de diagramme localement libre),

o celle d'objet d'une catégorie (localement petite) satisfaisant un coéne (d'indexation
petite mais non nécessairement discréte) de cette catégorie,

puis, en ce qui concerne les regroupements par "paquets" (qui ne sont que des cas
particuliers de ces "esquisses d'ordre supérieur”, que sont les frames introduites en
[TSST]:

o celle de diagramme (d'indexation petite mais non nécessairement discréte) Jocalement
sur-co-limite (i.e. localement co-limite mais pour lequel est précisée - a l'aide de
formules du premier ordre ayant un certain profil - la maniére dont il est localement
co-limite),

o celle d'objet d'une catégorie (localement petite) sur-satisfaisant un sur-céne
(d'indexation petite mais non nécessairement discréte) de cette catégorie (i.e.
satisfaisant un cone, mais pour lequel est précisée - a l'aide de formules du premier
ordre ayant un certain profil, ou encore a l'aide d'un certain paquet, associ€, d'autres
cones a satisfaire - la maniére dont il satisfait ce cone),

enfin :

o celle d'invariance (éventuelle), a la dualité prés, du profil tant des paquets de cones a
satisfaire que de certains (parmi tous les possibles) diagrammes localement sur-co-
limites existant dans la sous catégorie pleine des objets sur-satisfaisant ces sur-cones.

Nous nous sommes donc évertué a les rappeler (une fois de plus ... ) et & les détailler,
tout au long du texte, avec le degré de généralité appropri€, exactement la ou leur usage
s'impose.

2. Sur l'existence des noyaux dans certaines catégories
qualifiables.

2.1. Catégories qualifiables.

Suppososons que I est une catégorie.

On note C(I) la catégorie (cone type d'indexation 1) obtenue en adjoignant a
I un objet initial (sommet type) Sm(I') et, par conséquent, pour tout objet 1 de I, une
unique fléche (projection type en 1) p(I)I): Sm(I) > 1.

Alors, on désigne par B(I) : I —» C(I) le foncteur (base type) injection canonique.
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Si X est une catégorie, un foncteur U:C(I) > X est appelé cone
d'indexation I, de base U.B(I):I1—>X, de sommet U(Sm(I)) et ayant
Up)X)) : USm(I)) — U(I) pour projectionen 1, quand I € Ob(1) .

En particulier, un tel cone peut évidemment étre un cone limite.

Supposons que J est une catégorie.

On désigne par CC(J)=C(J)® la catégorie (co-cone type de co-indexation
J ) obtenue en adjoignant @ J un objet terminal (co-sommet type) CSm(J) = Sm(J )
et, par conséquent, pour tout objet J de J, une unique fleche (co-projection type en
1) ep(N@)=p*"J): T > CSm(J) .

Alors, on désigne par CB(J):J—> CC(J) le foncteur (co-base type) injection
canonique.

Si X est une catégorie, un foncteur V' : CC(J) — X est appelé co-cone de co-
indexation J, de co-base }oCB(J):J—> X, de co-sommet V(CSm(J)) et ayant
Fep(J)()) : V(J) > V(CSm(J)) pour co-projectionen J , quand J € Ob(J) .

En particulier, un tel co-cone peut évidemment étre un co-cone co-limite.

Supposons que X est une catégorie localement petite.

Comme en [C.Q.C.E.],si U:C(I)— X est un cone d'indexation petite et si X
est un objet de X, on dit que X satisfait U * si:

e le co-cone X(U(-),X) : CC(I**)=C(I)® — Ens est un co-cone co-limite.

Compte tenu du calcul des co-limites dans Ens , il est facile de voir que X satisfait U
si, et seulement si :

e (SAT 1) pour toute fleche x: U(Sm(I)) > X de X, il existe un objet 1 de I et

une fleche y : U(I) > X de X telle que y.U(p(I)(I)) =x (alors, on pourra dire que
y est une factorisationde x par U),

e (SAT 2) pour tous objets I' et 1" de I et pour toutes fleches y': U1") > X et
y":Ul1") > X de X telles que y'.UpI)I")=y".UpI)I")), i existe un entier
n > 1, un zigzag de fléches de I:

o _ o T — o 4 o N 70
&—(zk)lsksznl—zl\ ch 22 202 IZ Joeee

(] y o \ 70 _ "
...Z 2n-1€ z°2n-l Z 2n Z°2n rZ 2n+l_I

et une famille y° = (y% : U(Z°%) > X )1 <k <2n+1 de fléches de X telles que :

* Evidemment, la notion de satisfaction généralise aux cas de cones d'indexations non nécessairement
discrétes tant la notion d'orthogonalité que celle d'objet injectif (voir [C.Q.C.E.] pour une discussion
plus compleéte sur ce théme).
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° yv =y¢)1 et y°2n+l =yn ,

* Yoo 1.U(z°11) = Y2 = ¥°2+1.U(2%) , pour tout entier 1 <h<n,

(alors, on pourra dire que la famille y° connecte y' a y" le long de £°).

Si Z est un ensemble de cones de X d'indexations petites et si X est un objet
de X, on dit qu'il satisfait % si :
e X satisfait tout cOne appartenant a 7.
Comme en [C.Q.C.E.], on dit alors que 7 est une qualification interne @ X , on note
Satisf{%,X) la sous-catégorie pleine de X qualifiable (ou qualifiée) par 7, i.e. la
sous-catégorie pleine de X dont les objets sont ceux qui satisfont 7, et on note :

inj(Z,X) : SatisfZ,X) > X

le foncteur injection canonique.

2.2. Catégories sur-qualifiables.

Supposons que I' est une catégorie.

On appelle sur-formule de I' toute formule, de la logique L., écrite dans le
langage (sans symboles relationnels et ou tous les symboles fonctionnels sont 1-aires)
associé (au graphe sous-jacent) a CC(I") .

On dit qu'une telle sur-formule est pefite si ses connexions et quantifications sont petites,
i.e. indexées par des ensembles.

On appelle surcharge de I' toute classe 2 de sur-formules closes de 1.

On dit qu'une telle surcharge est petite si c'est un ensemble et si ses éléments sont des
sur-formules petites.

Si X est une surcharge de I', si X' est une catégorie et si V: CC(I') > X'
est un co-cone, on dit que (Z2,V') est un sur-co-cone.

On dit qu'un tel sur-co-cOne est petit si I' et X sont petites.

En particulier, si X'=Ens etsi (2,}) est petit, on dit que c'est un sur-co-céne sur-co-
limite ou encore que V' est un co-cone X-co-limite si :

e 7. CC(I') > Ens est un co-cOne co-limite,

e V:CC(I') > Ens satisfait (en tant qu'interprétation du langage associ¢ a CC(I'))
toutes les sur-formules de I' appartenanta X'
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Supposons que X est une catégorie localement petite.

Si I est une catégorie petite, si X est une surcharge petite de I, si
U:C(I)— X estun cone d'indexation I etsi X est un objet de X, on dit que X
sur-satisfait (2,U) ou encore que X Z-satisfait U si :

o (ZX(U(-),X):CCUI™) =C(I)*™ — Ens) estun sur-co-cdne sur-co-limite,
autrement dit, si :
e le co-cone X(U(-),X): CC(I*)=C(I)*® — Ens est un co-cone Z-co-limite.

On appelle sur-qualification interne a X tout ensemble SZ constitué de
couples (2,U) tels que :

e U:C(y)— X estun cone d'indexation petite,

e X est une surcharge petite de (I )* .

Alors, si X est un objet de X, on dit qu'il sur-satisfait S% si :
e X sur-satisfait tout couple (Z,U) appartenant 3 S7,
autrement dit, si :

e pour tout couple (ZU) € SZ , X Z-satisfait U .

Dans ces conditions, on désigne par SurSatisf(S%X) la sous-catégorie (non
nécessairement pleine) de X, dite sur-qualifiable (ou sur-qualifiée) par S? , telle que :

e ses objets sont les objets de X qui sur-satisfont SZ,
e ses fleches sont les fleches x : X — X' de X telles que :

e X et X' sur-satisfont SZ

* pour tout couple (Z,U) € SZ et toute formule ¢ € 2, 'homomorphisme
Hom(U(-),x) : Hom(U(-),X) - Hom(U(-),X')  (entre interprétations du
langage associé a CC((Iy)™)) "commute" avec la satisfaction des sous-
formules de ¢,

et on note :

surinj(S7Z,X) : SurSatisf{iSZ X) - X

le foncteur injection canonique.
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2.3. Qualifiabilit¢ des catégories positivement sur-
qualifiables.

Si I' est une catégorie petite, on dira qu'une sur-formule petite de I'
est positive si elle est de la forme * :

V e, T,
aeA
[A (tpy(041):T)=(ty 2 (@p5):Ty) ]
beB
=

V [ A (egp@eg )T g)=(tcg20:4,)T4) ]
ceC deD(c)

A\

V [ 3 ol (A (te,g,l(me,g.l):re,g)=(te,g,2(°‘)e.g.2):re,g) ]
eeE feF(e) geG(e)

ou :
e A estunensemble,
e pourtout a€ A, I, estunobjetde I',
e pourtout a € A, ®, estune variable de sorte I, ,
e B est un ensemble,
e pourtout b € B, T} estunobjetde CC(I')

e pourtout b e B et pourtout k € {1,2}, tpx(px) est un terme, de sorte Iy, ou la
(nécessairement seule) variable wy, figure,

e C est un ensemble,
e pourtout c € C, D(c) est un ensemble,
e pourtout c € C et pourtout d € D(c), I'.4 estunobjetde CC(I'"),

e pourtout c € C, pourtout d € D(c) et pourtout k € {1,2}, teax(®cax) est un
terme, de sorte I'c4, ou la (nécessairement seule) variable o.qx figure,

® Pour faire court (et rester "classique"), nous nous contentons de connecteurs et quantificateurs trés
usuels. Cependant. on pourrait aussi utiliser le connecteur v! ("ou bien") et le quantificateur 3! ("il
existe un et un seul") :

e soit en lieu et place du v et du 3. pour constituer des formules positives "exclusives" (voir la
Note 5).

 s0it en méme temps que ce v etce 3 (et aux mémes types de "places"), pour constituer des formules
positives "localement exclusives". un peu plus générales que les seules. "classiques”, que nous utiliserons
dans la suite.
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e E est un ensemble,

e pourtout e € E, F(e) est un ensemble,

e pourtout e € E ettout fe F(e), I.s est unobjetde I',

e pourtout e € E ettout fe F(e), w.s est une variable de sorte T'.¢,
e pourtout e € E, G(e) est un ensemble,

e pourtout e € E ettout g e G(e), I, estunobjetde CC(I"),

e pourtout e€E, tout ge G(e) ettout k € {1,2}, teoi(®cqgk) est un terme, de
sorte I'cg, ou la (nécessairement seule) variable o,y figure,

e pourtout e E,ona:
Qe re) S Qeier »
lorsqu'on pose :
Qcre) = {0es| T € F(e)}
et
Qe = {0egn | g € Gle) et k € {1,2}},
e ona:
Q,=Qp U(chQc.D(c))U(e\eJE[Qe.G(e) _Qe,F(e)]) )
lorsqu'on on pose :
Qi={w.]ae A},
Qp={obx|beB et ke {1,2}}
et, pourtout c € C:
Qepe = {0cax | d € D(c) et ke {1,2}} *.

Dans ces conditions, on dira qu'une surcharge 2 de I' est positive si toutes les sur-
formules de I' qui appartiennent a8 X' sont positives.

* Bien entendu. si CUE=0. la formule considérée "a valeur de négation", en ce sens qu'une
interprétation ensembliste (du langage associé & CC(I")) ) la satisfait si, et seulement si, elle satisfait la
formule :

V ow,:I,
aeA
T IA (Mg (@p1): 1) =ty 2 (@4 2):Tp) ]

beB
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Supposons que X est une catégorie localement petite.

Si S?% est une sur-qualification interne & X, on dit qu'elle est positive si :
e pour tout couple (2,U) € S%, T est une surcharge positive de (I )™ .

Alors, on dit que SurSatisf(SZ,X) est positivement sur-qualifiable (ou positivement
sur-qualifiée) par SZ dans X .

Etablissons que :

LEMME. §i X est une catégorie localement petite, ses sous-catégories positivement
sur-qualifiables en sont nécessairement des sous-catégories pleines.

De plus, si X est co-compleéte, ses sous-catégories positivement sur-qualifiables en sont
nécessairement des sous-catégories qualifiables. Plus précisément, si S?% est une sur-
qualification positive, interne @ X, on peut lui associer canoniquement une
qualification QU(S?), interne a X, de sorte que les deux sous-catégories (pleines)

SurSatisf{SZ,X) et SatifiQI{S?%),X) de X soient égales.

PREUVE. Il suffit évidemment de montrer que, si I est une catégorie petite, si ¢ est
une sur-formule positive et petite de I® etsi U: C(/) - X est un cone projectif, alors
on peut associer a la sur-qualification {({¢},U)} une qualification QU({({¢},U)})
telle que SurSatisf({({¢},U)},X) = Satisf{QIR{({¢},U)}).X) .

a)Si I' est une sorte du langage associé a CC(I?) (i.e. si ' est un objet de
CCI*®)=C(I)), on lui associe l'objet de X :

[U1T)=U().

Si y:T'—>T' est un symbole fonctionnel du langage associé a CC(I?) (i.e. si
y:I'"> T estune fleche de C(Z) ), on lui associe la fléche de X :

[U)y) = Uy) : [UNTY) - [UIT).

b) Si @:I" est une variable de sorte I' (alors, on notera aussi I' =T, , étant entendu
qu'a chaque variable "utilisée" n'est associée qu'une seule sorte), on lui associe la fléche
de X:

[U)(@) =id(U(I) =id([UKI)) : [UIT) - [UT) .

Si t(w) estunterme de sorte I'' et en la (nécessairement seule) variable © de sorte I’
(alors on note, indifféremment, t(0) = t(0:I") = t(w):I"' = t(w:I"):T""), si on lui a associé la
fleche de X:

[U)(t(w)) : [UNT) = [UXT)

etsi y':I''">T" estunsymbole fonctionnel (i.e. si y':T"—=T"' est une fleche de
C(I) ), alors on associe au terme y'(t(w:I')):I'" la fleche de X :
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[U)(y'(t(@)) = [UNt(@))[UL") = [UI(t(@).UE") - [UNT") - [UIT) .

De la sorte (i.e. récursivement), a tout terme t'(w:I):I'" (du langage associé a
CC(I®) ) on sait associer une fleche de X :

[U]t'(@)) - [UNT") - [UXT) .

c)Si  a=(ti(0:T1)I'=t2(0zI2)I") est une formule atomique, on note
successivement :

VARAT(a) = {®,,02 } l'ensemble des variables figurant dans o ,

TERM(a) = {t1 (@1 ),t2(w2)} l'ensemble des termes figurant dans o,

CATAT(o) la catégorie telle que :
* ses objets sont les (symboles auxiliaires) S, et Sy, 0u ® € VARAT(at),

* ses fléches non triviales sont les (symboles auxiliaires) Sqiw): So = S , OU
t(o) € TERM(a) ,

FCTAT(a) : CATAT(a) » X le foncteur tel que :
FCTAT(a)(Sate) : Sa = Sas) = [U](H(w)) : [UIT) — [U]T.)
pour toute fleche Sqye) : S« > Sao de CATAT(a) .

Dans ces conditions, on désigne par :

o ( z [U]IT,) ) une somme arbitrairement choisie dans X (et il en existe
owe VARAT(a)

bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte) de la famille

([U](rw )) o € VARAT (a) »
o ( > [U](T,) Yo une co-limite arbitrairement choisie dans X (et il en existe
e VARAT(a)
bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte) du foncteur
FCTAT(a) : CATAT(a) — X (ainsi, cette co-limite est :

* une somme fibrée, si ®; # ®,,
* unco-noyau, si ©; =0, et t;(01) % t2(02),
* une co-limite triviale, si ®; =®, et t;(0;) =t2(w7) ).
On dispose donc de l'unique fléche de X :
[Ui:¢ 2 [UlI,))—>C 2  [Ull,))o

we VARAT(w) we VARAT(«)
permettant de factoriser la co-limite considérée au travers de la somme considérée.

d)Si a=(tj(0,: )T =t,(02I7)T") est une formule atomique et si V est un
ensemble de variables contenant VARAT(a) , alors on dispose de l'unique fléche de X :

X (2 UNT)) > (2, [UIE,))
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permettant de factoriser une somme "totale" ( Zv [UXT,) ) arbitrairement choisie
we
dans X (et il en existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte)
au travers de la somme "partielle" ( z Uil ).
we VARAT(a)
Dés lors, on note :

[U)@V): (I, UNE)) - ( I [UNE,) Ve

la fleche de X' déduite de [U](a) par changement de co-base le long de X,y , i.e. par
une somme fibrée arbitrairement choisie dans X (et il en existe bien au moins une
puisque X est, par hypothése, co-compléte).

e)Si B= A a, estune conjonction de formules atomiques (ou H est un ensemble qui
heH

peut étre vide), on note :

e VARCI(B)= |J VARAT(a,),
heH

o CATCIJ(B) la catégorie telle que :
* ses objets sont les (symboles auxiliaires) Sp et Spp,ou he H,

* ses fléches non triviales sont les (symboles auxiliaires) spp: Sp — Spn, ou
heH,

e FCTCI(B) : CATCIJ(B) — X le foncteur tel que :
FCTCI(B)(spn)

[U)oa, VARCIB) (| = [UNT,))=>(, = [ULL,) You

pour tout he H.
Dans ces conditions, on désigne par :
o ( z [UXTI,) )/B une co-limite arbitrairement choisie dans X (et il en existe
we VARCIJ(B)

bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte) du foncteur
FCTCJ(B) : CATCI(B) »> X .

On dispose donc de la co-projection relative a I'objet S :

[wiey:¢ z  [Ul))—~>(C *  [UII,))B.

we VARCI(P) we VARCJ(B)

f) Si B est une conjonction de formules atomiques et si V est un ensemble de variables
contenant VARCJ(B) , alors on dispose de l'unique fleche de X :

xov: (I [UN)) = ( 2 [UIE,)
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permettant de factoriser une somme "totale" ( Zv [U)T,) ) arbitrairement choisie
0eE
dans X (et il en existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte)

au travers de la somme "partielle" ( meVA%CJ(B) [UIT,) ).

Dés lors, on note :
[UIBV): ( 2, [UIT,)) = ( Z [UXT,) VB

la fléche de X déduite de [U](B) par changement de co-base le long de xpyv, i.e. par
une certaine somme fibrée arbitrairement choisie dans X (et il en existe bien au moins
une puisque X est, par hypothése, co-compléte).

g)Si B est une conjonction de formules atomiques et si W est un ensemble de
variables contenu dans VARCIJ(B), alors on dispose de l'unique fléche de X :

Vow (g W) > (2 [UNTL))

permettant de factoriser la somme "totale" ( [UlI,) ) au travers d'une
VARCJ(B)

somme "partielle" ( VARZCJ(B)W [U]d,) ) arbitrairement choisie dans X (et il en

existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte).
Dés lors, on note :

W) 3, oT, B)

WIBwyow (2 W) >( 2 U)W 3 T, B)

la fleche de X déduite de [U](B) par composition avec ypw (on a donc choisi de
noter ici, pour plus de commodité :

( WIT)N 3 oy BY=C _ Z [UNT))B)).

we VARCJ( B)-W w e VARCI(B)

h) Si B est une conjonction de formules atomiques et si V est un ensemble quelconque
de variables, alors on dispose de I'unique fléche de X :

zv ( WiI.))—>( Z [UIT.))

we VARCJ(B)nV
permettant de factoriser une somme "totale" ( ZV [UI(T,) ) arbitrairement choisie
we
dans X (et il en existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte)
au travers d'une somme "partielle" ( > [U)(T,) ) arbitrairement choisie dans
®+- VARCIB)NV
X (et il en existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte).

Dés lors, on note :
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[U1(( 3 o, B).V)

® < VARCI(B) VARCI(B)NV

(I, WUIT)) ~ ( Z [UT,) N 3 ol, B)

® € VARCJ(B)-VARCI(B)NV

la fleche de X déduite de [U]( VARCJ(BEVARCJ(B)DV @:I, B) par changement de co-

base le long de zgyv, i.e. par une certaine somme fibrée arbitrairement choisie dans X
(et il en existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-compléte).

1) Supposons que ¢ est la sur-formule positive (de la forme décrite plus haut, ou on fait
I'=1I et d'ou on reprend toutes les notations et toutes les hypothéses) suivante :

V w,:T,
aeA
[A (1 (0p1):Tp) = (ty 3 (@4 5):T}) ]
beB
=

V I A (e g )T )= 420.4,)T 4) ]
ceC deD(c)

V

[ 3 me.f:re.f ( VAN (te,g,] (r")e,g.l):l—‘e,g)= (le,g,z ((‘)e,g.Z ):re,g ) ]
eeE feF(e) geG(e)

et posons alors :

o B*=[A (tp1(@p)Ty)=(tp2(0y5)Ty) 1,
beB

b Bc = [ N (Ic,d.l (mc,d.l ):rc.d )= (lc.d.2 (“)c,d,z ):rc,d) ] ,» pour tout c € C >
deD(c)

® Be=[ A (tegi@eg)Teg)=(legs(@cg2) g 1, pourtout ecE,
geG(e)

ainsi que, pour plus de commodité dans la suite :
e y.=p,pourtout ce C,

° ‘Ye= 3 a)e.f:re,f Bc

f - F(e)
Par hypothése, on voit donc que :
e ona VARCI(B*) c Qa et, par conséquent, on dispose de la fleche de X :
[UJB*Qa):( 2 T,)—>( Z T,)p*,
e Qy we Qy
e pourtout c € C,ona VARCI(B.) = Qa et, par conséquent, on dispose de la fléche
de X:
[U10e): (L2 T)>( I Tk,
e A e A
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puis, par changement de co-base le long de [U](B*,Q4), i.e. par une certaine somme
fibrée arbitrairement choisie dans X (et il en existe bien au moins une puisque X est,
par hypothese, co-compléte) d'une fléche de X :

[U)B*.Qn) * V10, Q0) (2 T, VB> (( Z T, VB* Ve,

e pourtout e € E,ona VARCI(B)NQs = Q.- Qcre) et, par conséquent, on dispose
de la fleche de X:

U1, Q0):( 2 T,)=>( Z T, ),
0e A we A

puis, par changement de co-base le long de [U](B*,Q24), i.e. par une certaine somme
fibrée arbitrairement choisie dans X (et il en existe bien au moins une puisque X est,
par hypothese, co-compléte) d'une fléche de X :

[U1B* Q) * [U106,00) (2 T, VB* > (( % T, )B* V.

Dés lors, on note indifféremment CATPO(¢) = I, la catégorie telle que :

e ses objets sont les éléments de AUA, ot A=Cx{l} UEx{2} et
A=A x A x {0} (alors, on pose :

* c¢c=|A|l,pourtout A=(c,1) e A,
* e=|A|l,pourtout A=(e2) e A),
e ses fleches non triviales sont :
* les gs: A —> (A,A'0), pour tout §=(A,A"'0) e A,
* les ds: A'—> (A,A',0), pourtout 8 =(A,A'0) € A,
et on désigne indifféremment par [U](o) = U, : C(I,) > X le cone tel que :

® son sommet est :

Up(Smil))=( % T, JB*,

e pourtout A € A, savaleur enl'objet A est:

UpW)=(( Z T, VB* Vin

et sa projection relative a l'objet A est :

U (p(Lp)(1))

VB ) VN0 Q) (2 T, B* = (( 2 L, VB* Vo,
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e pourtout 6 =(A,A") € A, sa valeur en l'objet & est une somme fibrée arbitrairement
choisie dans X (et il en existe bien au moins une puisque X est, par hypothése, co-
compléte) des deux fleches :

Up(N) « U (SmIy) : Uy (pLp)(A)) et Uy (pUp)(XY)) : Uy (Sm(ly)) — Up (A
et, alors :
Us(gs) : Up(A) > Uy () et Up(8) <~ Up(A") : Uyp(do)
sont les deux co-projections.

j) I est clair qu'un quelconque objet X de X sur-satisfait la sur-qualification
{({0},U)} si, et seulement si, X satisfait la qualification {U,U,} = QIf({({0},U)}) .

D'ou on déduit facilement que SurSatif({({¢},U)},X) = Satisf({ U,U,},X) °. FIN DE
LA PREUVE.

2.4. Profils élémentaires, qualifications et sur-qualifications.

On appelle profil élémentaire (des co-cones petits) toute "application"
R (entre des classes convenables, que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter)
associant a toute catégorie petite I' une surcharge petite R(I') de I'.

On dit qu'un tel profil élémentaire est positif si, pour toute catégorie petite I', R(I') est
une surcharge positive.

Si I' est une catégorie petite, on dit (pour simplifier) qu'un co-cone
}7: CC(I') > Ens est un co-cone R-co-limite si :

e 7. CC(I') > Ens est un co-cone R(I')-co-limite.

Supposons que R est un profil élémentaire (resp. un profil élémentaire
positif) et que X est une catégorie localement petite.

Si I est une catégorie petite, si U : C(I) — X est un cone et si X est un objet
de X, on dira (pour simplifier) que X R-satisfait U si :

* On laisse au lecteur le soin d'adapter la construction utilisée en i) (en remplagant CATPO(g) par la
catégorie discréte CATPOp(p) ayant A pour ensemble d'objets) pour établir que, si ¢ est une
formule positive "exclusive” (voir la Note 3), alors on peut substituer 8 Up un céne Up , d'indexation
discréte.

De méme. on lui laisse le soin de procéder aux adaptations (analogues) nécessaires pour établir que, si @
est une formule positive "localement exclusive" (voir la Note 3). on peut remplacer U¢ par un cone
d'indexation "localement discrete".
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o X R(I)-satisfait U .
Si Z' est une qualification interne & X, on pose :
R/ = {R(Iy),U:Cy)->X)| U2},
de sorte que R//Z' est une sur-qualification (resp. une sur-qualification positive) interne

a X, canoniquement associée a %' .

Alors, il est clair qu'un objet X de X sur-satisfait R//Z¢' si, et seulement si, il R-
satisfait tout cone U : C(Iy) — X appartenant a %' .

Supposons que R est un profil élémentaire et que X est une
catégorie localement petite.

On dit qu'une sur-qualification S7, interne & X, est une R-sur-qualification
Si
e il existe une qualification 7', interne a X, telle que SZ=R//%' .

De méme, si X est co-compléte et si R est positif, on dit qu'une qualification
7% , interne a X, est une R-qualification si :

e il existe une qualification 7', interne & X, telle que %= QIfR/%") .

2.5. Existence des noyaux dans certaines catégories sur-
qualifiables.

Supposons que I' est une catégorie petite.

Pour tout objet I de I', on note (comme a l'habitude) I/I' la catégorie
(évidemment petite) telle que :

e ses objets sont les fléches de I' ayant I pour domaine,

o ses fleches sont les triplets t=(G"1—->I"i":I'>I1"i": I>I"):i' ——Ai" de

fleches de I' tellesque i".i'=i".

De méme, pour tout objet I de I' et toutes fleches i' et i" de I' ayant I pour
domaine, on note ZZ(I/1')(i',i") l'ensemble des zigzags de I/I' reliant i' a i", i.e.
I'ensemble des diagrammes t de I/I' tels que ci-dessous (ou n>1 est un entier,
appelé la longueur de t et noté n=long(t)):

T:i'= t(l)—'tT—)A 1(2) A<Tr(3)---

...'c(2n- 1) T)A ‘c(2n) AT T(2l’l+ )= 1"

33



Pour tout objet I deI', on pose :

K,/ 1)
V o,
ae{l;2}
(ep(I")I)(@,):CSm(I') ) = (ep(I')(I)(@,):CSm(I'))
==
v  (i"(®,):codom(i')) = (i'(®,):codom(i'))

i'eOb(I/1")

de sorte que x;(I/1') est une sur-formule positive de I'.

De méme, pour tout objet I de I' et toutes fleches i' et i" de I' ayant 1 pour
domaine, on pose :

K, (I/1')(i',i")

V o,:1
ae{l,2}

A (i(o,):codom(i) ) = (i(®,):codom(i) )
i€ it

=

\V/ [ N (Tx(@;):codom(ty) )= ( Ty (®,):codom(t,))]
teZZ(I:I'Xi'i") 1<k 2long(t)+l

de sorte que x,(I/1')(i',i") est une sur-formule positive de I'.
Dans ces conditions, on pose :
o Ki(I')y={xy(I/I")|1€Ob(I')},
o Ko(I')={x2(I/1')(1'i") |1 € Ob(I'),i'i" € FI(I') et dom(i") =I=dom(i")} .

On note K le profil €lémentaire positif qui associe a toute catégorie
petite I' la surcharge (évidemment petite et positive) de I':

K'Y =K, I")uK(I') .

Si X est une catégorie localement petite, si I est une catégorie petite,
si U:C()—>X estunconeetsi X estunobjetde X, il est facile de vérifier que X
K-satisfait U si, et seulement si :

o (K-SAT 0) X satisfait U (autrement dit, X vérifie (SAT 1) et (SAT 2)),
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e (K-SAT 1) pour tout objet I de I et toutes fléches y;,y,: UI) - X de X telles
que y1.p(Z)(T) = y2.p(Z)(I), il existe un objet S de I et unefleche s:S—>1 de I
telle que y1.U(s) =y2.U(s) (on dira que p(I)I): Sm(Z) > 1 et s: S —1 égalisent
1 et yz),

o (K-SAT 2) pour tout objet I de I, toutes fléches y;, y,: UI) > X de X et toutes
fleches s':S'—1 et s":S" —>1 de I égalisant y, et y, (ce qui implique que

p()I) : Sm(I) — 1 égalise aussi y, et y,), il existe un entier n> 1, un zigzag de
fleches de I:

* — * Q= * * 57 %

& = (2% iekaan (S'=ZY L% —5— L%
% ¢ * 3 * - Qn

4 2n-1 z%30 Z 2n 7%y, Z 2n+l — S

et une famille s* =(s*;: Z* > 1 )1<k <2n1 de fléches de I égalisant y; et y, et
telles que :

e s'=sg* et s*pq=s",
* S*mi1e Z%m1 = % =5%me1 . Z¥o, pour tout entier 1 <h<n,

(alors, on dira que c'est la famille s* qui égalise y, et y, et qu'elle connecte s' a
s" lelongde £*).
Vérifions que :

PROPOSITION. Si X est une catégorie localement petite et si ' est une
qualification interne a X, alors le foncteur injection canonique :

surinj(K//2¢' X) : SurSatisf(K//7Z¢' X) — X

crée les noyaux S.

PREUVE. D'aprés le LEMME de 2.3, le foncteur :

¢ On déduit immédiatement de la PROPOSITION de 2.5 que :

COROLLAIRE. Si I' est une catégorie petite, alors les K-co-limites de co-indexation I' commutent,
dans Ens, avec les noyaux.

PREUVE. Désignons par CoCones(/') = Fonct(CC(I').Ens) la catégorie des co-cones de Ens de co-
indexation I' et par K-CoLim(I') la sous-catégorie pleine de CoCones(/') ayant pour objets les co-
cones K-co-limites.

Notons  Yon(CC(I'')) : C(I'*?) = CC(I")*® - Fonct(CC(I'),Ens) = CoCones(I') le plongement de
Yoneda (il s'agit donc d'un céne de CoCones(I') . d'indexation I'°’) et posons
2%'(I")={Yon(CC(I")} .

11 est clair que K-CoLim(Z") = SurSatisf(K//#'(I1'),CoCones(I')) et la PROPOSITION de 2.5 s'applique
donc. Mais CoCones(I') posséde les noyaux (qui se calculent. évidemment. "point par point"), ce qui
permet de conclure facilement. FIN DE LA PREUVE.
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surinj(K//Z',X) : SurSatisf(K//?¢' X) > X

est plein, puisque la sur-qualification K//Z£' est positive. 1l suffit donc de montrer que, si

U:C(I)— X est un cone d'indexation petite, si x';,x"2: X' — X" sont deux fléches
de X, si ker(x';,x") : Ker(x';,x';) &> X' en est un noyau dans X etsi X' et X" K-
satisfont U, alors Ker(x',x";) K-satisfait U (a cet effet, pour tout objet Y de X et
toute fleche y: Y — X' de X égalisant x'; et x'>, on notera [y]: Y — Ker(x';,x")
l'unique fléche de X telle que ker(x';,x"2).[y] =y).

a) Supposons, tout d'abord, que x: U(Sm(I)) — Ker(x';,x"2) est une fléche de X .
Alors :

e il existe (en vertu de (SAT 1), puisque X' satisfait U) un objet I de I et une
fleche y: U(I) > X' de X telle que y.U(p(Z)(I)) = ker(x'1,x"2).x .
Il en résulte que :

(x"1y). UlpT)(D)) = x"1.ker(x"'1,x '2).x = x '2.ker(x '1,x 2).x = (x'2.y). U(p(I )(D)) .
Comme (x'1.y), (x'2y) : UI) > X" sont égalisées par p(I)(I), il existe (en vertu de
(K-SAT 1), puisque X" K-satisfait U ) une fleche s: S —1 de I qui égalise (x'..y)
et (X l2.y) .

Dés lors, il est facile de constater (par unicité) que [y.U(s)].U(p(I)(S)) = x , autrement
dit que Ker(x',x"2) vérifie (SAT 1).

b) Supposons, maintenant, que I' et I" sont deux objets de I et que
y': UI") > Ker(x',x2) et y":UI") —> Ker(x';,x'2) sont deux fleches de X telles
que y~.U(pI)1) =y".Upd)I")) .

On en déduit que :

e il existe (en vertu de (SAT 2), puisque X' satisfait U ) un entier n> 1, un zigzag de
fleches de I

o_ (0 .T'— 70 4 o \ 70
£o= (2 igkean :1'= 20y 65— 20— 2%

o ., o o _m
Lot 5o Lo 5 Lo =

et une famille y°=(y°, :U(Z°% )= X")1<x<2ns1 de fleches de X qui connecte
ker(x';,x"2).y' a ker(x';,x"2).y" le long de E° (en particulier, pour tous entiers
1 <h<k<2n+l, onadonc "par connexité" :

Ve UpU NZ%) = ¥ UPU )(Z%)) ).

Il en résulte que, pour tout entier 1 <k <2n+1,o0na:

(x"1.y°)- U(p(I X(Z°1)) (x'1.y°1)-U(p(I X(Z°1))

x "1.ker(x'1,x"2).y . Up )(1")
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x '2.ker(x'1,x ).y . U(p(Z)1")
(x'2.y°1). U(p(I ((Z°1)) = (x"2.y°)- U(P(I X(Z°%))

I

et donc, comme (x'1.y%), (X2.y%) : U(Z%) —> X" sont égalisées par p(I)(Z°%), il
existe (en vertu de (K-SAT 1), puisque X" K-satisfait U) une fléche s : Sy — Z°% de

I qui égalise (x'1.y%) et (x'2.y%) et, ce, de sorte qu'on peut méme prendre s, =1d(I")
(quand k=1) et Sz«1 =1id(I") (quand k =2n+1).

Pour tout entier 1 <h <n, on voit maintenant que :

® Soh] - Szh-l e d Zozh.] égalise (x'l.y°2h-1) , (X '2.y°2h.1) . U(Zozh.l) - X" (par
construction),

e Z%u1.5m : Son = Z%n égalise (X'1.Y%2m1) , (X'2.Y%21) | U(Z%h1) = X" (puisque :
(X"10Y%20-1)5(Z%0-10820) = X'1.Y%2neS2n
= X'2.¥°%2heS2h = (X '2:¥°2h-1 )e(Z°2h-10528) )

et, par conséquent, on dispose (en vertu de (K-SAT 2), puisque X" K-satisfait U):

e d'un entier my,.; > 1, d'un zigzag de fléches de I:

* — % . — * * *
= = — _— -
& 2h-1 (Z 2h—l,r)lSrS2m -1 'S2h—l Z 2h-1,1 PR Z 2h-1,2 z* Z 2h-1,3
2h 2h-1.1 2h 1,2
* & * > * =
"'Z 2h—1.2m2h_|—l N z*zh_lvszh-l'l Z 2h-l,2m2h_| Z‘lh-l.lmzh_, Z 2h-l,2m2h_]+l S2h

et dune famille s*m1=(S*ppo1r)icrom,, .« de fléches de I qui égalise
(X').yoz}l.l) R (X 'z.yozh-l) : U(Zozh.l) —> X" et qu1 connecte Syp.y 4 Z%ph-1.S2n le long de
E*am1 -

De méme, pour tout entier 1 <h <n, on voit que :

®  Soh+] - Szh+1 e d Z°2h+1 éga]ise (x '1.y°2h+1) , (X '2.y°2h+1) . U(Z°2h+1) - X" (par
construction),

® 7% Son : Son = Z%n+ égalise (X'1.Y%2n+1) 5 (X'2.¥°%20+1) © U(Z%h+1) > X" (puisque :

(x"1 . Y1) (Z%n - S2m)) = X'1. Yo .52
= X'2.¥%h.Sn = (X'2. Ye1)-(Z°n . S2n) )
et, par conséquent, on dispose (en vertu de (K-SAT 2), puisque X" K-satisfait U):
e d'unentier my, > 1, d'un zigzag de fleches de I :
& * o = (Z2%me Disrzamgy S =L %oy L n2 —m > L s

Z*3h.1
Z* zZ*

——Z* =S
2h.2myp-1 Z*h.2map 1 2h.2mgy, Z*)h.2map, 2h,2myp+1 2h+l1
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et dune famille  s*u=(8*;n;)icrcomy,«1  de fleches de I qui égalise
(X'1¥%20+1) 5 (X "2:¥%20+1) © U(Z°2m+1) &> X" et qui connecte z%p.S;n 2 Sope1 le long de
E,-.*Zh .
Dés lors, on dispose aussi :
e pourtout 1 <k <2n+1, delafléchede X:
fi = [y U(sy)] : U(Sk) = Ker(x'1,x ")
et, ce, de sorte qu'on a, en particulier :
o f) =[ker(x',x").y . UGdI")] =y"',
* fne1 = [ker(x',x ")y "UGA "] =y",
e pourtout 1<h<n ettout 1<r<2my,t1, delaflechede X :
P*on1r = [Yo2m1: U(s* 2m1,0)] - U(Z* 1) = Ker(x'1,x2) ,
e pourtout 1 <h<n ettoutentier 1 <r<2my+l, delafléche de X:
f*ZhJ = [yo%*l'(/(S*Zh,r)] . U(Z*zh,;) —> Ker(x',,x '2) .
Dans ces conditions, il est facile de constater (par unicité) que la famille de fléches de

X:

(fl d (f *l,r )1<r<2m|+l ’ f2 > (f *2.r )1<r<2m2+1 ’ f3 st

* *
teeo f2h--] > (f 2h-1r )1<"<2mzh-1+1 ’ f2h ’ (f 2h.r )l<r<2m2h+l > f2h+1 seee

* *
*te f2n-l ’ (f 2n-Lr )l<r<2m2n_1+l ’ f2n ’ (f 2n,r )l<r<2m2n+l ’ f2n+l )

permet de connecter y'=1f; a 5.1 =y" le long du zigzag de fléches de I:
€*1oeens€¥k0ee 8 %20) = ((Z* 1 hisrom, 5o+ (2% p ) 1sr<amy -5 (2 * 20,0 N1sr<2m,, ) >

de sorte que Ker(x',x";) vérifie (SAT 2).

c) De a) et b) résulte évidemment que Ker(x';,x) vérifie (K-SAT 0).

d)Si I estunobjetde I etsi yp,y:: U(I) > Ker(x',,x2) sont deux fléches de X
égalisées par  U(p(Z)(1)), alors ker(x';,x"2).y1, ker(x';,x"2).y2: UI) - X' le sont a
fortiori. Par conséquent, il existe (en vertu de (K-SAT 1), puisque X' K-satisfait U)
une fleche s: S —1 de I qui égalise ker(x';,x"2).y: et ker(x';,x%).y>. Alors, par
unicité (i.e. parce que ker(x';,x';) est un mono!), on voit que s égalise nécessairement
y1 et y,. Ainsi Ker(x',x") vérifie (K-SAT 1).

e) Enfin, si 1 est un objetde I, si y;,y2: U(I) > Ker(x';,x";) sont deux fleches de X
etsi s':S'—>I et s":S"—>1 sont deux fleches de I qui égalisent y, et y,, a
fortiori elles égalisent ker(x';,x").y:1 , ker(x';,x",).y2 : U(I) > X' . Donc il existe (en

vertu de (K-SAT 2), puisque X' K-satisfait U) un entier n> 1, un zigzag de fléches
de I:
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* * Q= 7 % ¢ * >y 7 * ...

&= (2% )1sk<an :S'= 2% < =, VAP 2%, >Z%,
* ¢ * A —Q"

"'Z 2n-1 z%n1 Z 2n 2%y, Z 2n+l — S

et une famille s* = (s*c : Z*c > I )1 <k <2n1 de fléches de I qui égalise ker(x';,x"2).y1
et ker(x'},x2).y. et qui connecte s' a s" lelong de &* . Alors, par unicité (i.e. parce
que ker(x';,x'2) est un mono!), on voit que la famille s* égalise y, et y, touten

continuant a connecter s' a s" lelong de £* ! Autrement dit, Ker(x';,x";) vérifie (K-
SAT 2). FIN DE LA PREUVE.

2.6. Existence des noyaux dans certaines catégories
qualifiables.

Il est clair que :

PROPOSITION. Si X est une catégorie localement petite et co-compléte et si % est
une K-qualification interne a X, alors le foncteur injection canonique
inj(%.X) : SatifiZt,X) — X crée les noyaux.

PREUVE. Comme % est une K-qualification, il existe (par définition) une qualification
%' telle que %= QIfK//Z") . Dés lors, on voit que :

inj(Z,X) : Satisfize,X) > X

inj(QIf(K//2¢"),X) : Satisf(QUf(K//%"),X) —> X

surinj(K//2¢' X)) : SurSatisf(K//Z¢' X) —> X .

11 suffit donc d'appliquer la PROPOSITION de 2.5. FIN DE LA PREUVE.
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3. Sur D’existence des noyaux dans les catégories de
modéles de certaines esquisses.

3.1. Esquisses.

Comme en [ET.S.A] et en [C.Q.C.E.] (notamment), on dit que
E = (Supp(E ),CDist(E ),CCDist(E)) est une esquisse si :

e Supp(E) est une catégorie ', appelée le support de E,

e CDist(E) est une classe de cones de Supp(E), dits distingués dans E ,

e CCDist(E) est une classe de co-cones de Supp(E) , dits co-distingués dans E .
Alors, on dit que E est petite si "tout y est petit", i.e. si :

e Supp(E) est une catégorie petite,

o CDist(E) est un ensemble et lindexation de tout cone distingué est une catégorie
petite,

e CCDist(E) est un ensemble et la co-indexation de tout co-cone co-distingué est une
catégorie petite.

Si E et E' sont deux esquisses, on dit qu'un foncteur
H : Supp(E) — Supp(E") définit un homomorphisme (encore noté) H: E —E' de E
vers E' et de support (le foncteur) H si:

e pour tout cone distingué P :C(4)— Supp(E) dans E, le cone composeé
HoP : C(A) — Supp(E') est distingué dans E',

e pour tout co-cone co-distingué Q:CC(B)— Supp(E) dans E, le co-cone
composé HoQ : CC(B) — Supp(E') est co-distingué dans E'.

Supposons que X est une catégorie.

Si E est une esquisse, on dit qu'un foncteur M : Supp(E) = X définit un
modele (encore noté) M : E — X de E dans X et de support (le foncteur) M si:

e pour tout cone distingué P :C(4)—> Supp(E) dans E, le cone composé
MoP : C(A) — X est un cOne limite dans X,

" Nous supposons (pour simplifier I'exposé - et la lecture), que les supports des esquisses sont des
catégories et non des "présentations de catégories", i.c. des graphes multiplicatifs (voir [ET.S.A.]).
Cependant, il est clair que. dans ce cadre plus général, les différents résultats énonceés ici demeurent tout
aussi valables (2 une simple adaptation prés concernant le "plongement" - qui, en général, n'en est plus
un - de Yoneda).
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e pour tout co-cdne co-distingué Q :CC(B)— Supp(E) dans E, le co-cone
composé MoQ : CC(B) — X est un co-cone co-limite dans X .

Alors, on note Mod(E,X) la catégorie de ces modeles, i.e. la sous-catégorie pleine de
Fonct(Supp(E),X) ayant pour objets les modeles de E dans X.

Si H:E — E' est un homomorphisme entre deux esquisses et si M': E' > X
est un modeéle de E', il est clair que M'-H : E— X est un modele de E . Ainsi, on
dispose d'un foncteur "composition a droite par H " :

Mod(H,X) : Mod(E' X) — Mod(E.X) .

Supposons que E est une esquisse petite.

On note Yon(Supp(E)) : Supp(E ) — Fonct(Supp(E ),Ens) le plongement
de Yoneda.

Pour tout céome P :C(A)— Supp(E), distingué dans E, on note
successivement :

e CCA(P) = Yon(Supp(E))oP* : CC(A )= C(4)* — Fonct(Supp(E ),Ens) le co-
cone associé (par dualité, puis composition avec le plongement de Yoneda) au
cone P,

e CSCCA(P) le co-sommet du co-cone associ€¢ a P,

e CLA(P) le co-cdne co-limite associé a P, i.e. un co-cone co-limite arbitrairement
choisi parmi ceux de méme co-base que le co-cone associé a P (il en existe au moins
un puisque Fonct(Supp(E ).Ens) est, évidemment, co-compléte),

e CSCLA(P) le co-sommet du co-cone co-limite CLA(P) associéa P,

e f(P): CSCLA(P)—> CSCCA(P) l'unique fleche de Fonct(Supp(E ),Ens)
permettant de factoriser le co-cone CCA(P) au travers du co-cone co-limite
CLA(P) (puisqu'ils ont méme co-base),

e U(P):C(1)— Fonct(Supp(E ).Ens) le cone associé a P, dindexation la catégorie
1 (a un seul objet O et une seule fleche id(0) ) et ayant pour (seule) projection la
fleche :

U(P)(p(1)(0)) =f(P) : CSCLA(P) — CSCCA(P) .
Maintenant, pour tout co-céne Q : CC(B) — Supp(E) , co-distingué dans E, on note :

e U(Q)= Yon(Supp(E))eQ* : C(B™)=CC(B)*® — Fonct(Supp(E ),Ens) le cone
associé (par dualité, puis composition avec le plongement de Yoneda) au co-cone Q.

De la sorte, on obtient une qualification interne a Fonct(Supp(E ),Ens) canoniquement
associée a E :

Qualif(E) = {U(P) | P e CDist(E)} U {U(Q) | Q € CCDist(E)}
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et, comme en [C.Q.CEl], il est facile de constater (compte tenu des propriétés du
plongement de Yoneda) que :

Mod(E,Ens ) = Satisf(Qualif(E ),Fonct(Supp(E ),Ens)) .

3.2. Sur-esquisses.

On dit que SE = (Supp(SE ),CDist(SE ),SCCDist(SE)) est une sur-
esquisse si

o Supp(SE) est une catégorie *, appelée le support de SE,
o CDist(SE) est une classe de cones de Supp(SE), dits distingués dans SE ,

o SCCDist(SE) est une classe de sur-co-cones de Supp(SE), dits co-distingués dans
SE .

Alors, on dit que SE est petite si "tout y est petit", i.e. si :
o Supp(SE) est une catégorie petite,

o CDist(SE) est un ensemble et l'indexation de tout cone distingué est une catégorie
petite,

o SCCDist(SE) est un ensemble de sur-co-cones petits.

Si SE e SE' sont deux sur-esquisses, on dit qu'un foncteur
H : Supp(SE) — Supp(SE') définit un homomorphisme (encore noté) H:SE — SE'
de SE vers SE' et de support (le foncteur) H si:

e pour tout cone distingué P :C(4)— Supp(SE) dans SE, le cone composé
HoP : C(A) — Supp(SE") est distingué dans SE',

e pour tout sur-co-cone co-distingué (2,0 : CC(B) — Supp(SE)) dans SE, le sur-
co-cone "composé" (Z,HoQ : CC(B) — Supp(SE"')) est co-distingué dans SE'.

Si SE est une sur-esquisse petite, on dit qu'un foncteur
M : Supp(SE) — Ens définit un sur-modéle (encore noté¢) M :SE — Ens de SE
dans Ens et de support (le foncteur) M si :

e pour tout cone distingué P :C(4)— Supp(SE) dans SE, le cone composé
MoP : C(A) — Ens est un cone limite dans Ens ,

¥ Comme pour les esquisses. nous supposons (pour simplifier I'exposé - et la lecture), que les supports
des sur-esquisses sont des catégories et non des "présentations de catégories”, i.e. des graphes
multiplicatifs (voir [E.T.S.A.]). Cependant, il est clair que, dans ce cadre plus général, les différents
résultats énoncés ici demeurent tout aussi valables (& une simple adaptation prés concernant le
"plongement" - qui, en général, n'en est plus un - de Yoneda).
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e pour tout sur-co-cone co-distingué (2,0 : CC(B) — Supp(SE)) dans SE, le sur-
co-cone "composé" (ZMoQ : CC(B) — Ens) est un sur-co-cone sur-co-limite dans
Ens .

Alors, on note SurMod(SE,Ens) la catégorie de ces sur-modéles, i.e. la sous-catégorie
(non nécessairement pleine) de Fonct(Supp(SE ),Ens) telle que :

e ses objets sont les sur-modéles M : SE — Ens de E dans Ens,

o ses fleches sont les transformations naturelles T :M; = M, : Supp(SE) — Ens
telles que :

* M, M, :SE — Ens sont des sur-modéles de SE dans Ens ,

* pour tout sur-co-cone co-distingué¢ (2,0 : CC(B) — Supp(SE)) dans SE
et toute formule ¢ € X, la transformation naturelle :

ToQ : My o0 = MoQ : CC(B) — Ens

(i.e. 'homomorphisme entre interprétations du langage associé a CC(B))
"commute" avec la satisfaction des sous-formules de ¢ .

Si H:SE — SE' est un homomorphisme entre deux sur-esquisses petites et si
M':E'— Ens est un modele de SE', il est clair que M'-H : SE — Ens est un
modele de SE . Ainsi, on dispose d'un foncteur "composition a droite par H " :

SurMod(H,Ens) : SurMod(SE',Ens) — Mod(SE, Ens) .

Si SE est une sur-esquisse petite, on pose (en reprenant des notations
analogues a celles de 3.1.) :

SurQualif(SE )

{(@,UP)) | P e CDIst(SE)} U {(ZU(Q)) | (£,0) e SCCDist(SE)} .

De la sorte, on obtient une sur-qualification interne a Fonct(Supp(SE),Ens), dite
canoniquement associée a SE .

Alors, il est facile de constater (compte tenu des propriétés du plongement de Yoneda)
que :

SurMod(SE,Ens ) = SurSatisf(SurQualif(SE ),Fonct(Supp(SE ),Ens)) .
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3.3. Esquissabilité des catégories positivement sur-
esquissables.

Si SE est une sur-esquisse, on dit qu'elle est positive si :

e pour tout sur-co-cone (Z,Q : CC(B) — Supp(SE)) co-distingué dans SE, X est
une surcharge positive de B .

Etablissons que :

LEMME. Si SE est une sur-esquisse positive, la catégorie SurMod(SE,Ens) est une
sous-catégorie pleine de la catégorie Fonct(Supp(SE),Ens) .

De plus, on peut canoniquement associer a la sur-esquisse positive SE une esquisse
petite Esq(SE) de sorte que :

e on dispose d'un foncteur injection canonique :
inj(SE) : Supp(SE) — Supp(Esq(SE))
entre les supports,
o le foncteur :
Fonct(inj(SE),Ens) : Fonct(Supp(Esq(SE),Ens) — Fonct(Supp(SE),Ens)
se restreint en une équivalence :

eq(SE) : Mod(Esq(SE),Ens) ——> SurMod(SE, Ens) .

PREUVE. Il suffit évidemment d'établir cc LEMME lorsque :

SE = (Supp(SE),CDist(SE),{(¢,Q : B — Supp(SE))})
est une sur-esquisse positive (n'ayant qu'un sur-co-cone distingué) ou B est une
catégorie petite et @ est une sur-formule positive et petite de B .

La formule ¢ ne contenant pas explicitement de négations (quand bien méme elle peut
"avoir valeur de négation" - voir la Note 4), il est immédiat de vérifier que
SurMod(SE,Ens) est une sous-catégorie pleine de la catégorie Fonct(Supp(SE),Ens) .

Pour construire Esq(SE ), on procéde par étapes comme suit.

a) Si I' est une sorte du langage associé a CC(B) (i.e. si I' est un objet de CC(B),
on lui associe l'objet de Supp(SE) :

[Q1D)=0(@).

Si y:T' > T estun symbole fonctionnel du langage associé a CC(B), on lui associe la
fleche de Supp(SE) :

[Q1(n =0 : [Q1T) > [Q)T) .
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b) Si ®:I' est une variable figurant dans ¢ et de sorte I' (alors, on notera aussi
I'=T,, étant entendu qu'a chaque variable "utilisée" n'est associée qu'une seule sorte),
on lui associe la fleche de Supp(SE) :

[Q J(@) =1d(Q T) =1d([Q 1)) : [ 1) — [Q1T) .
Si t(w) est un terme, figurant dans ¢, de sorte I'' et en la (nécessairement seule)
variable ® de sorte I (alors on note, indifféremment,
t(0) =t(oI) =t(0):IT"'=t(w:I'):I""), si on a ajouté a Supp(SE) une fléche associée a
t() :
[Q1(t(@)) : [Q1T) > [Q1T)

etsi y':I'">T" estunsymbole fonctionnel, alors on ajoute & Supp(SE) la fléche (et
1'équation) associée(s) au terme v'(t(w:I)):T"" :

[Q1(y'(t(w)) = [Q](v)-[Q)(t(@)) = O (v )-[Q)t(@)) : [Q1(T") = [Q]T™") .

De la sorte (i.e. récursivement), a tout terme t'(0:I):I"" (du langage associé a CC(B))
figurant dans ¢, on sait associer une fléche (et une équation) ajoutée(s) a Supp(SE) :

[O](t'(@)) - [Q]T) —»[Q1T").

On génere ainsi une catégorie Supp(SE),.0, contenant Supp(SE), et une esquisse
SE, o= (Supp(SE ), ,0,CDIST(SE),{Q}) de support Supp(SE),.0o (en identifiant les
cones et co-cOnes a valeurs dans Supp(SE) a des coOnes et co-cOnes a valeurs dans

Supp(SE)s.o0 ).

¢)Si a=(t1(01:T1)I =t;(02I2):I) est une formule atomique figurant dans ¢ , on
note successivement :

e VARAT(a) = {o,,0,} l'ensemble des variables figurant dans o,
e TERM(a) = {t;(®;),t2(w2)} I'ensemble des termes figurant dans o,
o CATAT(a) la catégorie telle que :
* ses objets sont les (symboles auxiliaires) S, et S, , 0u © € VARAT(a) ,

* ses fleches non triviales sont les (symboles auxiliaires) Sqye) : S« = Sew , OU
t(w) € TERM(a),

e ATFCT(a) : CATAT(a) ® — Supp(SE) le foncteur tel que :
ATFCT(o)(So) = [Q 1(1(@)) : [Q1(T) = [Q1T)
pour toute fléche Sqyw) : Sa = Sew de CATAT(a) .

Dans ces conditions, pour toute telle formule atomique o, on ajoute successivement a
Supp(SE ), .0 (eta SE, o):

~

e un "produit potentiel” ( I [Q]T,)) delafamille ([Q](To))oevaraT@ (i€

we VARAT()
un objet et un cone distingué d'indexation discrete et de sommet cet objet),
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~

o o/ I1  [QIT,)) une "limite potentielle" du foncteur ATFCT(a) (i.e. un

e VARAT(a)

objet et un cone distingué de base ATFCT(a) et de sommet cet objet, de sorte que
cette "limite potentielle" est :

* un "produit fibré potentiel", si ©; # ®,,
* un "noyau potentiel", si ©; =w; et t;(0)) # t2(®2),
* une "limite triviale potentielle”, si ®; =, et t;(®;) =t2(w2) ),

e une fleche :

Q)@ | T [0XT))>( I [OKT.))

®e VARAT(a e VARAT(at)

permettant de factoriser la "limite potentielle" considérée au travers du "produit
potentiel" considéré.

On génére ainsi une catégorie Supp(SE),.:, contenant Supp(SE), .o, et une esquisse
SE, .1, de support Supp(SE),,: et contenant SE, .

d) Pour toute formule atomique o = (t;(®;:I'1):T =t (02:I,):T"), figurant dans o, et
pour tout ensemble de variables V ufilisé par ¢ pour o (voir le i) plus loin) et
contenant VARAT () , on ajoute successivement & Supp(SE),.1 (eta SE, ):

e un "produit potentiel" ( l'Iv [OI(T,) ) delafamille ([Q](I'v))o.v (i.€. un objet et
un cone distingué d'indexation discréte et de sommet cet objet),

e une fléche :

~

Xav:( ILIONE)) > (T [QIT,))

we VARAT(a)

permettant de factoriser le "produit potentiel” (total) ( HV [O)T,) ) autravers du

"produit potentiel (partiel)" ( n [01d,)),

we VARAT(a)

e une fleche :

[0)eV): @l TT [OT,)) - ( I [QKT,))

"potentiellement déduite” de [(Q](ct) par "changement de base potentiel" le long de
x'qv (i.e. un "produit fibré potentiel", c'est-a-dire un certain cone distingué).

On génére ainsi une catégorie Supp(SE),,2, contenant Supp(SE),.;, et une esquisse
SE, ., , de support Supp(SE),,- et contenant SE, ;.
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e)Si B= A o, estune conjonction, figurant dans ¢, de formules atomiques, on
heH
note :

e VARCI(B)= |J VARAT(x;),
heH

e CATCIJ(B) la catégorie telle que :
* ses objets sont les (symboles auxiliaires) Sg et Spp,ou he H,

o ses fleches non triviales sont les (symboles auxiliaires) spp: Sg —> Spn, ou
heH,

e CJFCT(B) : CATCI(B)® — Supp(SE),,> le foncteur tel que :
CIFCT(B)(sp,n)

~ ~

[QN(VARCIB).om) o/ T [ONT,))—>C T [ONL,))

we VARCI(B) we VARCI(B)
pour tout he H.

Dans ces conditions, pour toute telle formule B, on ajoute @ Supp(SE), .2 :

~

e une ‘"limite potentielle" B/( VAI;ICJ(G) [01(T,) ) du  foncteur

CJFCT(B) : CATCI(B)®® — Supp(SE),,2 (i.e. un objet et un cone distingué de base
le foncteur CJFCT(B) et de sommet cet objet),

de sorte qu'on dispose aussi de la projection relative a I'objet Sp :

~ ~

1@ :pC 1 [ON))—~>C 1 [OXL,)).

we VARCI(B) we VARCI(B)

On génére ainsi une catégorie Supp(SE ), .3, contenant Supp(SE), .2, €t une esquisse
SE, 1, de support Supp(SE), s et contenant SE, .

f) Pour toute conjonction f, figurant dans ¢, de formules atomiques et pour tout
ensemble de variables V utilisé par ¢ pour B - donc utilisé par ¢ pour chacune des
formules atomiques dont B est la conjonction - (voir plus loin le i)) et contenant
VARCI(B) , on ajoute successivement a Supp(SE),.3 (eta SE, 3):

e un "produit potentiel” ( I'Iv [01(T,) ) delafamille ([Q](Tw))ocv (i.€. un objet et
un cone distingué d'indexation discréte et de sommet cet objet),

e une fleche :

~

Xy ( IU[QNE))—( T [0NT.))

we VARCI(B)

47



permettant de factoriser le "produit potentiel" (total) ( Hv [OXTI,) ) au travers du

~

"produit potentiel (partiel)" ( n[oiId,)).,

we VARCI(B)

e une fléche :

[Q1B.V): B TT [QNT,)) —( I [O)T.))

"potentiellement déduite” de [Q](B) par "changement de base potentiel” le long de
X'y (i.e. un "produit fibré potentiel”, c'est-a-dire un certain cone distingué).

On génére ainsi une catégorie Supp(SE),, s, contenant Supp(SE), s, et une esquisse
SE, 4, de support Supp(SE),,s et contenant SE, ;.
g) Pour toute formule BW o:I', P figurant dans @ (ou B est donc une conjonction,

figurant dans ¢, de formules atomiques et oi W est donc un ensemble de variables
contenu dans VARCIJ(B) ), on ajoute successivement & Supp(SE), s (eta SE, s):

~

e un "produit potentiel" ( I [O1(T,) ) de la famille ([Q]1(T'))o < varcip)w

o< VARCJ(B) W
(i.e. un objet et un cone distingué d'indexation discréte et de sommet cet objet),

e une fléche :

~ ~

yew:( T [ONT,))—( n_[oNr,))

oe VARCI(B) ® e« VARCJ(B)-W

~

permettant de factoriser le "produit potentiel" (total) ( V_PRCJ(B) [O1T,)) au

~

travers du "produit potentiel (partiel)" ( I [01r,)),

@€ VARCIJ(B)-W

de sorte qu'on dispose de la fléche composée :
[Q1C 3 oI, B)
weW

~ ~

y'ow [Q1(B): € 3 oL, B I 101d,)) —( I [0T,))

® <« VARCIJ(B)-W w e VARCIJ(B)-W

(on a donc choisi de noter ici, pour plus de commodité :

~ ~

( 3,00, B n - [o,))=pC 1 [ONL,)))

@< VARCI(B) W we VARCI(B)

On génére ainsi une catégorie Supp(SE),.s, contenant Supp(SE),.s, €t une esquisse
SE, s, de support Supp(SE),,s et contenant SE, ;.
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h) Pour toute formule vy= Eiw o:I, B figurant dans ¢ (ou P est donc une

conjonction, figurant dans ¢ , de formules atomiques et ou W est donc un ensemble de
variables contenu dans VARCI(B) ) et pour tout ensemble de variables V utilisé par ¢
pour y- donc utilisé par ¢ pour - (voir plus loin le 1)) et tel que
VARCIJ(B)-W = VARCI(B)"V, on ajoute successivement a Supp(SE),,s (et a
SEq,_ 5 ) .

e un "produit potentiel” ( HV [OXT,) ) delafamille ([Q](Tw))ocv (i€ un objet et
un cone distingué d'indexation discréte et de sommet cet objet),

e une fleche :

~

zow: (I IQNE)) 2, WUIC))>( T [0,))

we VARCIB)NV ® € VARCJ(B)-W

permettant de factoriser le "produit potentiel” (total) ( I'IV [OI(T,) ) au travers du

"produit potentiel (partiel)" ( I1 [o1r,)),

®< VARCI(B) W

e une fleche :

[01(( 3, T, B).V)

[Q1(( 3 ol, B),V)

@ € VARCI(B)-VARCI(B)NV

3 oT, B)( T [OXL,))~( T [0NT,))

o € VARCJ(B)-VARCJ(B)NV

"potentiellement déduite" de :

[0 3 oT, B)=[0K 3, oT, B)

® € VARCJ(B)-VARCI(P)NV

par "changement de base potentiel” le long de z'pv (i.e. un "produit fibré potentiel”,
c'est-a-dire un certain cone distingu€).

On génére ainsi une catégorie Supp(SE ), s, contenant Supp(SE),, s, et une esquisse
SE, ¢, de support Supp(SE),,s et contenant SE, s .

i) Supposons, précisément, que la sur-formule positive ¢ s'écrit (comme en 2.3 ou on
fait I'=B et d'ou on reprend toutes les notations et toutes les hypothéses) :
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Voo, T,

aeA

[A (1 @p)T) = (ty 5 (@p2): 1) ]
beB
=

V [ A (egi@cg )T g)=(tg(0c472)Tcq) ]
ceC deD(c)

\V4

V [ 3 (De,f:re.f ( AN (te,g,l(me,g,l):re,g)=(te,g,Z ((’)e,g,z ):re,g) ]
ee  fe€F(e) geG(e)

et posons alors :

o B*=[A (tp1(@p):Tp)=(ty2(0p2)Tp) 1,
beB

e B.=[ A (tea1@cg1)Teg)=(tega@cq2)Teq) 1, pourtout ceC,
deD(c)

b Be = [ VAN (te,g.l (me,g,l):re’g)= (le,g.l (me,g,2 ):I“e,g ] , pour tout e € E ,
geG(e) |

ainsi que, pour plus de commodité dans la suite :

e y.=B.,pourtout c e C,

® Y. = IEHF(C)(DCIIFCI Be
Par hypothese, on voit donc que :

e ona VARCI(B*)c Q4 et, par conséquent (si, au point f) précédent, on utilise
V =Q,4 pour B =p*), ondispose de la fleche de Supp(SE, ¢) (oude SE, s):

[01B*0): B T1 [OM)) > T1 [OIT.).

e pour tout ce C, on a VARCI(B.) = Qa et, par conséquent (si, au point f)
précédent, on utilise V=Q, pour B =f.), on dispose de la fléche de Supp(SE, ¢)
(oude SE, ) :

[010.020) 1 T1 [OML)) > 1] [OIE.).
de sorte qu'on peut ajouter & Supp(SE,.¢) (eta SE, ¢) une fleche :
[010r:,Q24) * [Q1(B%Qn) 16/ B* _ ﬁ [ONT.) > B*/ ﬁ [OXT,) ,

"potentiellement déduite" de [Q](y.,Q24) par "changement de base potentiel" le long
de [Q](B*,Q2a) (i.e. en ajoutant un "produit fibré potentiel", c'est-a-dire un certain
cOne distingué),
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e pourtout e € E,ona VARCJ(B.)NQa = Qe-Qere et, par conséquent (si, au point
h) précédent, on utilise V=Q, pour y=¢y.), on dispose de la fleche de
Supp(SE, s) (oude SE; ¢):

(016 0) e/ TL [OXE))~ | TL (01T,

de sorte qu'on peut ajouter & Supp(SE, ) (eta SE, ¢) une fleche :

(010 24) * [1(B*.2) :/B¥ TL [OUT.) B/ _T1 [OKT.).

"potentiellement déduite” de [Q](y.,Q2a) par "changement de base potentiel" le long

de [Q](B*,Q4) (ie. en ajoutant un "produit fibré potentiel", c'est-a-dire un certain
cone distingué).

On génere ainsi une catégorie Supp(SE ), 7, contenant Supp(SE), ¢, et une esquisse
SE, 7. de support Supp(SE),. 7 et contenant SE, ¢ .

Dés lors, on note indifféeremment CATPO(@) = B, la catégorie telle que :

e ses objets sont les éléments de A UA, ot A=Cx {1} UEx {2} et
A=A x A x {0} (alors, on pose :

* c=|A]l,pourtout A=(c,1)e A,
* e=|A|,pourtout A=(e2) e A),
o ses fleches non triviales sont :
* les g5: A — (A,A',0), pourtout =(A,A,0) € A,
* les ds: A'—> (A,A',0), pour tout d=(A,A'0) € A .

et on désigne par Supp(SE),.s la catégorie, contenant Supp(SE),,7, et par SE, s
I'esquisse, de support Supp(SE),.s et contenant SE, ;, qu'on génére en imposant que
[O1(®) =0, : CC(By) = Supp(SE ), .s est le co-cone distingué tel que :

e son sommet est :

00 (CSm(BY) = BT [QI(T,)).

e pourtout A € A, savaleur enl'objet A est:

05M =B /B, IT [OKT.))

et sa co-projection relative a l'objet A est:
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Oy (cp(Bg)(A))

(0101 .Qa) * [Q)B*Q4) ¥ /8% T [ONT,) > B* T [OKT,),
A A
e pour tout d=(A,L") € A, sa valeur en l'objet & est un "produit fibré potentiel"
(obtenu en ajoutant un cone distingu€) des deux fléches :
Qo (cp(By)(A)) : Qo (A) = U4 (CSm(By) et Oy (CSm(By)) <= Q¢ (A") : Oy (cp(By)(A ")

pour lequel :

Oo(A) < Q4 (8) : Oy(g5) et Op(ds) - Op(8) = Jp(A)
en sont les deux projections.

1l est clair que Esq(SE)=SE, s vérifie les propriétés attendues. FIN DE LA
PREUVE’.

3.4. Profils élémentaires, esquisses et sur-esquisses.

Si R est un profil élémentaire (resp. un profil élémentaire positif) et si
E' est une esquisse petite, on pose :

R/E' = (Supp(E"),CDist(E"), {(R(B),Q : CC(B) — Supp(E")) | Q € CCDist(E")})

de sorte que R//E' est une sur-esquisse (resp. une sur-esquisse positive) petite, dite
canoniquement associée a E' .

Supposons que R est un profil élémentaire.
On dit qu'une sur-esquisse petite SE est une R-sur-esquisse si :
e il existe une esquisse petite E' telle que SE=R//E".

De plus, si R est positif, on dit qu'une esquisse petite E est une R-esquisse si :

° Bien entendu, cette PREUVE dualise (avec les adaptations nécessitées par le passage de considérations
"sémantiques” a des considérations "syntaxiques") la PREUVE du LEMME de 2.3.

Elle peut aussi étre vue comme fournissant une systématique de traduction des formules positives du ler
ordre en termes d'esquisses. Parmi nombre d'autres telles systématiques de traduction (voir [L.C.R.F.] et
[T.T.E.T.], notamment) de types de formules du ler ordre (2 commencer par le type de "toutes" ces
formules) en termes d'esquisses, c'est la seule qui ne nécessite pas de "changement de langage de
départ" : c'est justement ce que la possibilité de dualiser la PREUVE du LEMME de 2.3 pour obtenir la
présente PREUVE exprime.
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o il existe une esquisse petite E' telle que E =Esq(R/E").

3.5. Existence des noyaux dans les catégories de sur-modéles
de certaines sur-esquisses.

On vérifie immédiatement (en reprenant les notations de 2.5) que :

PROPOSITION. Si E' est une esquisse petite, alors la catégorie des sur-modéles dans
Ens de la sur-esquisse positive petite K//E' posseéde les noyaux.

PREUVE. a) Il est immédiat de vérifier que, si X est une quelconque catégorie
localement petite et si U : C(T) & X est un cone d'indexation la catégorie 7 (a un seul
objet O et une seule fleche 1d(0) ), alorsona :

SurSatisf({(J,U)},X) = SurSatisf({ (K(7),0)},X) .

b) Comme on a (par construction) :

SurQualif(K/E")

((D,U(P") | P' e CDist(E")}
)
{(K(B"),U(Q") | (Q': CC(B") - Supp(E")) € CCDist(E")}

et :

K//Qualif(E")

{(K(1),U(P") | P' e CDist(E")}
v
((KB"),U@") | (0': CC(B") - Supp(E")) € CCDist(E")}

on voit, en utilisant a) (ou on prend X = Fonct(Supp(E"),Ens) ), que la PROPOSITION
de 2.5. s'applique au foncteur injection canonique :
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SurMod(K//E',Ens ) — Fonct(Supp(K//E"),Ens)

SurSatisf{SurQualif{iK//E"),Fonct(Supp(K//E"),Ens )) — Fonct(Supp(K//E"),Ens )

SurSatisf(K//Qualif(E "),Fonct(Supp(E"),Ens )) — Fonct(Supp(E '),Ens)

qui crée donc les noyaux. Mais la catégorie Fonct(Supp(E"),Ens) posséde les noyaux
(qui se calculent, évidemment, "point par point"). FIN DE LA PREUVE.

3.6. Existence des noyaux dans les catégories de modéles de
certaines esquisses.

Il est clair que :

PROPOSITION. Si E est une K-esquisse petite, alors la catégorie de ses modéles dans
Ens posséde les noyaux.

PREUVE. Comme E est une K-esquisse petite, il existe (par définition) une esquisse
petite E' telle que E =Esq(K//E") . Dés lors, on voit que :

Mod(E Ens) = Mod(Esq(K/E"),Ens ) ~ SurMod(K//E',Ens)) .
La PROPOSITION de 3.5 s'applique donc. FIN DE LA PREUVE.

4. Sur les diagrammes localement co-limites saturés dans
les catégories possédant les noyaux.

4.1. Diagrammes et troncs de co-cones localement co-limites.

Si J' est une petite catégorie, si F':J'— Ens est un foncteur et si
A" est un ensemble, on dit (évidemment) que A' est une (ou un objet) limite de F' si :

e il existeuncone U':C(J') — Ens tel que:

e ' apour sommet A' et pour base F',
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e U' est un coOne limite.
Alors, on note (bien entendu) :

A'=LimF'(J") .
TeJ

Si I' est une petite catégorie, si D':I'— Ens est un foncteur et si
A" est un ensemble, on dit (évidemment) que A" est une (ou un objet) co-limite de D'
Si

e il existe un co-cone V': CC(I') —> Ens tel que :
e J' apour co-sommet A" et pour co-base D',
* V' est un co-cone co-limite.
Alors, on note (bien entendu) :
A" =CoLim D'(I") .

I'el’

Supposons que X est une catégorie localement petite et que I et J
sont deux catégories petites.

On dit qu'un foncteur F :J — X admet pour (petit) diagramme localement co-limite le
foncteur D : 1 — X si:

e naturellement en tout objet X de X, ona(dans Ens ) :
CoLim X(D(I1),X) = Lim X(¥(J),X) .
Iel%® JeJ®

Supposons que I et J sont deux catégories petites.

On désigne par TCC(J,I) la catégorie (tronc de co-cone type de co-indexation
J et d'indexation I) obtenue en adjoignant a la réunion de I et J (supposées
disjointes, pour simplifier) une unique fléche (co-projection tpe en  (1I))
cp(J.1)(J,1) : J > 1 et, ce, pour tout objet I de I et pour tout objet J de J.

Alors, on désigne par CB(J,J) : J > TCC(J,I) et CSm(J,J):I—TCC(JI) les
foncteurs (co-base type et diagramme co-sommital type) injections canoniques.

Si X est une catégorie localement petite, un foncteur W: TCC(J,J) = X est
appelé un (petit) tronc de co-cone de X, de co-indexation J , d'indexation 1, de co-
base WoCB(JI):J— X, de diagramme co-sommital WoCSm(J.I) : I — X et ayant
W(cp(J.1)(J.1)) : W(J) — W(I) pour co-projection en (J,I), quand J € Ob(J) et
IeOb().

En particulier, on dit qu'il s'agit d'un tronc de co-céne localement co-limite si
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(LCOLIM 1) pour tout objet X de X et tout co-cone V' :CC(J)—> X de co-
sommet X et de méme co-base VoCB(J)= WoCB(J,I):J — X que le tronc de co-
cone W:TCC(J,J) = X, il existe (au moins) un objet I de I et (au moins) une
fleche y: W(I) > X de X telle que :

* pour tout objet J de J,ona y.W(cp(J,1){J,1)) = V(cp(J){J)) .,

(LCOLIM 2) pour tout objet X de X, tous objets I' et I" de I et toutes fleches
y :WI)>X et y": W(I") > X de X telles que:

 pour tout objet J de J,onay' W(cp(JJ)J.,1")=y".W(cp(J,1)J,1")),

alors il existe un entier n > 1, un zigzag de fleches de I:

o_ (o) .J'— 70 (] (o}
E_,--(Z k)lSkSZHI—Zl< zol Zz 2924)2 3.--

o P (o] \ 70 — "
...Z 2n-1 ¢ z°2n—l Z 2n z°2n rZ 2n+]—I

et une famille y° = (y°% : W(Z°%) > X )1<k <2n+1 de fléches de X telles que :
° yl =y°l et y°2n+l =yu ,

* Vo1 (2%h1) = ¥Y°2 = Y21 W(2°2) , pour tout entier 1 <h<n.

Compte tenu du calcul des co-limites dans Ens , il est facile de voir

que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si I et J sont deux catégories
petites, alors :

si W:TCC(J,I) — X est un tronc de co-cone localement co-limite, le diagramme
(co-sommital de W) D= W.CSm(J,I):I— X est un diagramme localement co-
limite du foncteur (co-basede W) F=W.CB(J.I):J—> X,

si D : I — X est un diagramme localement co-limite du foncteur F :J — X, il leur
est associé un tronc de co-cone localement co-limite Wrp: TCC(JI) —> X, de co-
base le foncteur Wrgp oCB(JI)=F :J— Ens et de diagramme co-sommital le
foncteur WrpoCSm(JI)=D :1—>X.

4.2. Diagrammes et tronc de co-cones localement sur-co-
limites.

Si I' est une petite catégorie, si X est une surcharge petite de I', si

D':I' > Ens est un foncteur et si A" est un ensemble, on dit que (Z,A") est une
sur-co-limite de D' ou encore que A" estune X-co-limitede D' si:
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e il existe un co-cone V': CC(I') - Ens tel que :
e V' apourco-sommet A" et pour co-base D'.

e (ZV') estun co-cOne sur-co-limite.

Supposons que X est une catégorie localement petite, que I et J
sont deux catégories pefites et que X est une surcharge petite de I .

On dit qu'un foncteur F:J—>X admet (2D :1—X) pour (petit) diagramme
localement sur-co-limite ou encore qu'il admet pour (petit) diagramme localement X-
co-limite le foncteur D : I — X si:

e F:J— X admet D :I— X pour (petit) diagramme localement co-limite,

o (2 CoLign X(D(),X)) est une sur-co-limite du foncteur X(D(-),X) : I*® — Ens .
Iel®

Supposons que I' et J' sont deux catégories petites.

On pose TC(J'I'")=TCC(J'® I'")® (qu'on appelle la catégorie fronc de cone
nype d'indexation J' et de co-indexation I') et, pour tout objet J € Ob(J') et tout
objet I € Ob(I'), on note p(J',I")(J,I)=cp(J'I")J,I) (qu'on appelle la projection type
en (JI)).

On appelle sur-formule de (J'I') toute formule de la logique Lo , écrite dans
le langage (sans symboles relationnels et ou tous les symboles fonctionnels sont 1-aires)
associé (au graphe sous-jacent) a TC(J'I") .

On dit qu'une telle sur-formule est petite si ses connexions et quantifications sont petites,
i.e. indexées par des ensembles.

On dit qu'une telle sur-formule v est homogéne (en J') si :

e y est obtenue en remplagant dans une (nécessairement unique) sur-formule ¢ de I'
toute sous-formule (atomique) de la forme :

(ep(I)(T)(t; (@)):CSm(I')) = (ep(I')(I;)(t; (@,)):CSm(I"))

par la sous-formule :

A (UL INA 1) (@0)):3) = (p(J", )T, 1,)(t2 (92)):7)

JeOb(J")
ou :

* pour tout k € {1,2}, Ik est un objet de I' et ti(wx) est un terme, du
langage associé & I' (et donc un terme particulier du langage associé a
CC(")), de sorte CSm(I"), ou la (nécessairement seule) variable wy figure,

et, alors, on pose y =hmg(p) et ¢ =gmh(y) .
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On dit qu'une telle sur-formule v est positivement homogéne si elle est homogeéne et si
gmh(y) est positive (au sens du 2.3.).

On appelle surcharge de (J'I') toute classe A4 de sur-formules closes de
1.

On dit qu'une telle surcharge est petite si c'est un ensemble et si ses éléments sont des
sur-formules petites.

On dit qu'une telle surcharge est homogéne si ses éléments sont des sur-formules
homogenes, autrement dit, s'il existe une (nécessairement unique) surcharge X de I'
telle que 4= {hmg(p)|® € 2'}. Alors, on pose A=hmg(X) et 2'=gmh(4).

On dit qu'une telle surcharge est positivement homogeéne si ses éléments sont des sur-

formules positivement homogenes. Alors, gmh(4) est évidemment une surcharge
positive de I'.

Si X est une catégorie localement petite, si I et J sont deux
catégories petites, si A est une surcharge petite de (J* I%") etsi W:TCC(JI)—>X
est un (petit) tronc de co-cone de X, on dit que (A,W) est un tronc de co-cone

localement sur-co-limite, ou encore que W est un tronc de co-céne localement A-co-
limite si :

e W est un tronc de co-cone localement co-limite,

o W satisfait (en tant qu'interprétation du langage associé a TC(J*,I**) = TCC(J,I)*)
toutes les sur-formules de (J*,I) appartenanta A.

Compte tenu du LEMME de 4.1, il est facile d'établir que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si 1 et J sont deux catégories
petites, alors :

e si A est une surcharge petite et homogene de (J* I%*) etsi W:TCCWJI)—>X
est un tronc de co-cone localement A-co-limite, le diagramme (co-sommital de W )
D=W.CSm(J,I):1—>X est un diagramme localement gmh(A4)-co-limite du
foncteur (co-basede W) F=W.CB(J,I):J— X,

e si X est une surcharge petite de 1” etsi D:1— X est un diagramme localement
Z-co-limite du foncteur F:.J—> X, il leur est associé un tronc de co-cone
localement hmg(X)-co-limite  Wgp: TCC(J,I) > X , de co-base le foncteur
Wep o«CB(JI)=F :J— Ens et de diagramme co-sommital le foncteur
Wep CSm(JI)=D 1> X.
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4.3. Profils élémentaires, diagrammes localement co-limites
et troncs de co-cones localement co-limites.

Supposons que R est un profil élémentaire, que X est une catégorie
localement petite et que I et J sont deux catégories petites..

On dit qu'un foncteur F:J— X admet un foncteur D :I— X pour (petit)
diagramme localement R-co-limite si :

e F:J— X admet D : I— X pour (petit) diagramme localement R(I **)-co-limite.

On dit (par analogie et pour simplifier) qu'un foncteur W : TCC(J.J) - X est
un tronc de co-cone localement R-co-limite si :

e W est un tronc de co-cone localement hmg(R(Z *))-co-limite.

Compte tenu du LEMME de 4.2, on voit inmédiatement que :

LEMME. Si R est un profil, si X est une catégorie localement petite et si I et J
sont deux catégories petites, alors :

o si W:TCC(JI)— X estun tronc de co-cone localement R-co-limite, le diagramme
(co-sommital de W) D= W.CSm(J,I): I —> X est un diagramme localement R-co-
limite du foncteur (co-base de W) F=W.CB(JI):J—>X,

e si D:I— X estun diagramme localement R-co-limite du foncteur F:J— X, il
leur est associé un tronc de co-cone localement R-co-limite Wrp: TCC(J, 1) > X,
de co-base le foncteur Wrp oCB(J,I)=F :J— Ens et de diagramme co-sommital
le foncteur Wegp oCSm(JI)=D : 1> X.

4.4. Diagrammes et troncs de co-cones localement co-limites
saturés.

Supposons que X est une catégorie localement petite.

Si I est une catégorie petite et si D :I—> X est un foncteur, on dira que
D : I - X est un (petit) diagramme saturé si :

o (DSATUR 1) D est fidéle,

e (DSATUR 2) pour tous objets 1,Z et Z' de I, pour toutes fleches i:Z —1 et
z:Z—>Z' de I et pour toute flecche f:D(Z')—> D) de X telles que

f.D(z) = D(i) , il existe une (nécessairement unique, par fidélité) fleche i': Z' -1 de
I telle que D(i') =f (d'ou I'on déduit, par fidélité, que i'.z=1).
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Si I" est une catégorie petite et si D" :I" — X est un foncteur, notons
Satur(D") la catégorie, évidemment petite, telle que :

e ses objets sont ceux de 1",
o ses fleches sont les (Z'fI):Z' > 1 tels que:
e ] et Z' sont deux objetsde I",
e £:D"(Z")—> D"(I) est une fléeche de X,

* il existe un zigzag de fleches de I" :

g = (Z#k)lskSZn :2'=27% ('_z",_Z#Z —7;—92#3---

# # L
...Z 2n-1¢€ 7 Z 2n L /Z 2n+1 —_—I
Z2n-1 Z2n

et une famille f = :D"Z") >D"()1 w1 de fleches de X
permettant de connecter f a id(D"(I)) lelong de &,

e on compose ces fleches (Z',f,I) "comme les f".
Alors, on dispose du foncteur canonique :
satur(D") : Satur(D") —» X
@Z'£)) |> f
et il est facile de constater que satur(D") est un diagramme saturé.

De plus, on vérifie aisément que, si J est une catégorie petite, si F:J—> X est un
foncteur et si D" en est un petit diagramme localement co-limite, alors satur(D") en
est aussi un petit diagramme localement co-limite, évidemment saturé.

Supposons que X est une catégorie localement petite.

Si I et J sont deux catégories petites et si W : TCC(J,I) - X est un tronc
de co-cOne, on dira qu'il est (co-sommitalement) saturé si

e (CSATUR 1) son diagramme co-sommital WoCSm(J,1) : I — X est fidéle,

e (CSATUR 2) pour tous objets I et Z' de I et toute fleche f: W(Z") »> W(1) de X
tels que :

* pour tout objet J de J,ona f.W(cp(J,1)J,Z2")) = W(cp(J,I)J,])),

il existe une (nécessairement unique, par fidélité) fleche i':Z' -1 de I telle que
wih=f.

Si I" et J sont deux catégories petites et si W" : TCC(J,I") > X est un
tronc de co-cone, notons Satur(W") la catégorie, évidemment petite, telle que :

¢ ses objets sont ceux de 7,
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o ses fleches sontles (Z'.fI):Z' > I tels que:
* I et Z' sont deux objetsde 1",
o f:W"(Z")—> W"(I) estune flechede X,
* pour tout objet J de J,ona f.W"(cp(J,1")(J.Z")=W"(cp(J,I")(J.])),
e on compose ces fléches (Z'fI) "comme les f".
Alors, on dispose du foncteur canonique :
satur(W") : TCC(J,Satur(W")) —» X
i = Q)
cp(J,Satur(W")(J,I) |—» W"(cp(J,1"){J.1))
Z'£Dh |- f

et il est facile de constater que satur(#") est un tronc de co-cone saturé de méme co-
base que le tronc de co-cone W" .

De plus, on vérifie aisément que, si W" est un petit tronc de co-cone localement co-
limite, alors satur(W") est aussi un petit tronc de co-cone localement co-limite,
évidemment saturé, de méme co-base que le tronc de co-cone W" .

Compte tenu du LEMME de 4.1, il est facile de voir que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si I et J sont deux catégories
petites, alors :

o si W:TCC(J,I)—> X est un petit tronc de co-coéne localement co-limite et saturé, le
diagramme (co-sommital de W) D = WoCSm(J.I) : I — X est un petit diagramme
localement co-limite et saturé du foncteur (co-base de W) F=W.CB(JI):J—> X,

e si D:I— X estun petit diagramme localement co-limite et saturé du foncteur
F:J— X, le tronc de co-cone associé Wrp : TCC(J,1) — X est un petit tronc de
co-cone localement co-limité et saturé (de co-base le foncteur F et de diagramme
co-sommital le foncteur D ).

4.5. Diagrammes et troncs de co-cones localement sur-co-
limites saturés.

Supposons que X est une catégorie localement petite, que I et J
sont deux catégories petites et que X est une surcharge petite de 7 .
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On dit (évidemment) qu'un foncteur F:J—>X admet (2D :1—>X) pour (petit)
diagramme localement sur-co-limite saturé ou encore qu'il admet pour (petit)
diagramme localement X-co-limite saturé le foncteur D : I — X si:

o F:J— X admet (2D : I— X) pour (petit) diagramme localement sur-co-limite,

e D :I— X estun diagramme saturé.

Supposons que X est une catégorie localement petite, que I et J
sont deux catégories petites, que A est une surcharge petite de (J*,I”) et que
W TCC(JI) > X est un tronc de co-cone.

On dit (évidemment) que (4,W : TCC(J,I) > X) est un tronc de co-cone localement
sur-co-limite saturé ou encore que W:TCC(JI)—>X est un tronc de co-céne
localement A-co-limite saturé, si :

o (AW :TCC(JI)—> X) estun tronc de co-cone sur-co-limite,

o W:.TCC(JI)—> X est un tronc de co-cOne saturé.

Compte tenu des LEMMES de 4.2 et 4.4, il est facile de voir que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si I et J sont deux catégories
petites, alors :

e si A est une surcharge petite et homogéne de (J¥I%®) etsi W:.TCCWUJI)—>X
est un tronc de co-cone localement A-co-limite et saturé, le diagramme (co-sommital
de W) D=W.CSm(J.I): I > X est un diagramme localement gmh(A)-co-limite et
saturé du foncteur (co-basede W) F=W.CB(J.I):J—> X,

o si X est une surcharge petite de I etsi D :1— X est un diagramme localement
2-co-limite et saturé du foncteur F :J — X, il leur est associé un tronc de co-céne
localement hmg(2)-co-limite saturé Wrp: TCC(J,1) > X, de co-base le foncteur
Wep o«CB(J,J)=F:J—> Ens et de diagramme co-sommital le foncteur
WF.D oCSm(J,I) =D:I1->X.

4.6. Profils élémentaires, diagrammes localement co-limites
saturés et troncs de co-cones localement co-limites
saturés.

Compte tenu des LEMMES de 4.3 et 4.5, il est facile de voir que :

LEMME. Si R est un profil élémentaire, si X est une catégorie localement petite et si
I et J sont deux catégories petites, alors :
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e si W:TCC(J,I)—> X est un tronc de co-céne localement R-co-limite et saturé, le
diagramme (co-sommital de W) D=W.CSm(JI):I—> X est un diagramme
localement  R-co-limite et saturé du foncteur (co-base de W)
F=W.CB(JI):J—->X,

e si D:I—>X est un diagramme localement R-co-limite et saturé du foncteur
F:J— X, il leur est associé un tronc de co-céne localement R-co-limite et saturé
Wep : TCC(J,I) —> X, de co-base le foncteur Wgp oCB(J,J)=F :J— Ens et de
diagramme co-sommital le foncteur Wrp oCSm(J,I)=D 1> X.

4.7. Diagrammes localement co-limites saturés dans les
catégories possédant les noyaux.

Supposons que X est une catégorie localement petite et que I et J
sont deux catégories petites.

Il est facile de vérifier (en reprenant les notations de 2.5) qu'un foncteur
W :TCC(JI)—> X est un tronc de co-cone localement K-co-limite si les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

e (K-LCOLIM0) W : TCC(J,I) > X est un tronc de co-cone localement co-limite
(autrement dit, (LCOLIM 1) et (LCOLIM 2) sont vérifiées),

e (K-LCOLIM 1) pour tout objet X de X, pour tout objet I de I et pour toutes
fleches y1,y2: W(I) > X de X égalisées par les W(cp(J,I)(J,I)) (ie. telles que
y1.W(cp(J,1)(J,1)) = y2. W(cp(J,1)(J,I)) quand J parcourt Ob(J)), il existe un objet
S de I etunefleche s:S—>1 de I quiégalise y, et y, (ie. telle que
1. W(s) = y2. W(s) ),

e (K-LCOLIM 2) pour tout objet X de X, pour tout objet I de I, pour toutes
fleches y;, y2: UI) > X de X et pour toutes fleches s': S'—>1 et s":S" —>1 de
I qui égalisent y; et y, (ce qui implique que les W(cp(J.I)(J,I)) égalisent aussi y,
et y, ), il existe un entier n > 1, un zigzag de fleches de I:

E*= (2% ickean 1 S'= 2% 2%,

y7 * ...
»Z*,

2'2

* ¢ * VA _Qn
.z 2n-1 Z 2n z*, Z 2n+l1 =S

Z.Zn—l

et une famille s* = (s%c: Z*« > I )1 <k <2n+1 de fléches de I égalisant y, et y, et
connectant ' a s" le longde £* (i.e. telle que :

* s'=s% et s*yq=5s",

* 5%3p1eZ%m1 = $%n = $*me1 .Z%, pour tout entier 1 <h<n).

63



D'apres le LEMME de 4.5, il est clair que :

LEMME. Si X est une catégorie localement petite et si I et J sont deux catégories
localement petites, alors :

e si W:.TCC(JI)—> X est un tronc de co-cone localement K-co-limite, alors le
diagramme (co-sommital de W) D=W.CSm(JI):I—> X est un diagramme
localement K-co-limite du foncteur (co-basede W) F=W.CB(JI):J— X,

o si D:I—>X estun diagramme localement K-co-limite du foncteur F:J— X,
alors il leur est associé wun tronc de co-cone localement X-co-limite

Wep : TCC(J,I) > X, de co-base le foncteur Wrp oCB(J,J)=F :J— Ens et de
diagramme co-sommital le foncteur Wrp oCSm(JI)=D 1> X.

Etablissons, dans ces conditions, que :

PROPOSITION. Si X est une catégorie localement petite et possédant les noyaux, si J
est une catégorie petite, si F : J — X est un foncteur et si D : I — X en est un petit

diagramme localement co-limite saturé, alors D : I — X en est nécessairement un
(petit) diagramme localement K-co-limite (et saturé).

PREUVE. D'apres le LEMME précédent, il suffit d'établir que, si W: TCC(J,I) > X
est un tronc de co-cone localement co-limite saturé, alors c'est nécessairement un tronc
de co-cone localement K-co-limite (et saturé).

Pour ce faire, pour tous objets X et X' et toutes fleches x;,x;: X' > X de X, on
choisit un noyau ker(x;,xz) : Ker(x;,x;) > X' dans X et, pour toute fléche
x: X" —>X'de X égalisant x; et x,, on note (pour simplifier) [x]: X" — Ker(x,,x2)
l'unique fléche de X telle que ker(x;,x2).[X] =x .

a) On voit tout d'abord que, si X est un objet de X, si I est un objet de I, si
y1,Y2: W) —> X sont deux fleches de X égalisées par les W(cp(J,1)(J,I)) quand J
parcourt Ob(J), alors, pour tout objet J de J, on dispose de la fleche de X :

[M(ep(J.1)J1))] : W(I) — Ker(y1,y2) .
Il en résulte (par unicité) que :
e pour toute fleche j:J —>J' de J,ona:
[W(ep(J.I)(J', 1)) () = [W(ep(J.I)(J,1))] -

En d'autres termes, on dispose ainsi d'un co-cone JV :CC(J)—> X, de co-sommet
Ker(y,,y2) , de méme co-base que W et ayant pour famille de co-projections :

(Mep)INs e oway = ([W(ep(LI)I1)Ds < obis -

En vertu de (LCOLIM 1), il existe donc (au moins) un objet S de I et (au moins) une
fleche f: W(S) — Ker(y,,y2) de X telle que :
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e pour tout objet J de J,ona:

£.W(cp(J.1)(J,S)) = [W(cp(JI)J )] .
On en déduit que :
e pour tout objet J de J,ona:

(ker(y1,y2)-). W(cp(J.1)(J,8)) = ker(y1,y2).[W(cp(J.1)J.1))] = W(cp(J.1)(J,D)) .

Mais, comme W est (par hypothese) saturé, on peut affirmer (en vertu de (CSATUR 2))
que :

o il existe une (nécessairement unique, en vertu de (CSATUR 1)) fléche s: S —1 de I
telle que W(s) = ker(yy,y2).f,

De la sorte, s : S — I est une fleche de I qui égalise y; et y, et (K-LCOLIM 1) est

vérifiée.

b) Maintenant, supposons encore que X est un objet de X, que I est un objet de I,

que Yyi,y2: W(I) > X sont deux fleches de X et, de plus, que s':S'—>1 et

s":S" —>1 sont deux fleches de I égalisant y, et y, (ce qui implique que les
W(cp(J,1)(J,I)) les égalisent aussi).

On voit immédiatement (par unicité, et en reprenant la notation précédente concernant
}J) que :

e pour tout objet J de J,ona:

[W(s)].-W(cp(J.I){J,S ) = [W(cp(J.1)(J.1)] = V(ep(J)AI)) ,
e pour tout objet J de J,ona:

[W(s")])-W(cp(J.I){J,S ")) = [W(cp(J,.1)(J.1))] = V(cp(J)(T)) -
D'apres (LCOLIM 2), il existe donc un entier n > 1, un zigzag de fléches de I:

* — * Q= 7 % * 57 %
&= (2% skson 1 S'= LY 2% ——Z %5

* ¢ L3 > % —Qn
Z 2n-1 z*001 Z 2n z*;, V4 2n+l_S

et une famille f* = (f*: W(Z*) > Ker(y1,y2))1<k < 2.1 de fléches de X connectant
[W(s")] a [W(s")] lelongde £* .

Alors, on voit aussi (par connexité de triangles commutatifs) que :
e pourtout 1 <k<2n+1 et pour tout objet J de J,ona:
(ker(y1,y2)-f*). W(cp(J.I)(J,Z*) = W(cp(JI)(J,D)) .
Comme W est (par hypothése) saturé, on en déduit (en utilisant (CSATUR 2)) que :

e pour tout 1 <k <2n+1, il existe une (nécessairement unique, d'aprés (CSATUR 1))
fleche s*, : Z*c —> 1 de I telle que W(s*\) = ker(y,y2).f*: .

65



puis (par fidélité, ie en utilisant de nouveau (CSATUR 1)) que la famille
s* = (s*W)1-1<m1 Ggalise y; et y, et permet de connecter s' a s" le long de &*,
autrement dit que (K-LCOLIM 2) est vérifiée. FIN DE LA PREUVE.

5. Sur le profil d'esquissabilité des catégories modelables
possédant les noyaux.

5.1. Catégories modelables.

Supposons que M est une catégorie localement petite, que 6 est un
ordinal inaccessible et que B <6 est un ordinal régulier.

Comme en [C.M.C.E.], on dit que M est (0,B)-modelable *° si :
e M posséde les co-limites de co-indexations petites et B-filtrantes,
e M contient une sous-catégorie M' telle que :

* M' est pleine dans M,

* M' est dense dans M,

°* M' est O-petite,

* tout objet de M' est un objet B-présentable dans M,

* M' posséde les O-petits diagrammes localement co-limites de co-indexations
B-petites et le foncteur injection canonique inj(M'M):M'—>M les
préserve (autrement dit, pour toute catégorie [-petite J et tout foncteur
F:J—> M', il existe une catégorie O-petite I et un diagramme
D : I — M', localement co-limite de F, de sorte que inj(M',M)D :I1—>M
est aussi un diagramme localement co-limite de inj(M' .M )oF": J — M ).

Supposons que M est une catégorie localement petite.

Si 0 est un ordinal inaccessible, on dit que M est 6-modelable s'il existe un
ordinal régulier B <6 pour lequel M est (6,B)-modelable (alors, on pourra dire que ©
est un rang de modelabilité, ou d'inaccessibilité, pour M) '

'" 11 semble que " 6 " n'admette aucune traduction en américain ...
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Enfin, on dit que M est modelable s'il existe un ordinal inaccessible 6 pour
lequel M est 6-modelable.

5.2. Profils élémentaires et catégories modelables.

Supposons que R est un profil élémentaire.
Si O est un ordinal inaccessible, on dit que R est O-petif si :

e pour toute catégorie O-petite I', la surcharge R(I') est O-petite et constituée de sur-
formules O-petites (dans un sens clair, que nous laissons au lecteur le soin de
formuler) de I'.

On dit que R est uniformément petit si :

e pour tout ordinal inaccessible 6, R est 6-petit.

Supposons que M est une catégorie localement petite, que © est un
ordinal inaccessible, que P <6 est un ordinal régulier et que R est un profil
élémentaire O-petit.

On dit que M est (R,0,B)-modelable si
e M posséde les co-limites de co-indexations petites et B-filtrantes,
e M contient une sous-catégorie M' telle que :
* M' estpleine dans M,
M' est dense dans M,
M' est B-petite,

tout objet de M' est un objet B-présentable dans M,

M' posséde les O-petits diagrammes localement R-co-limites de co-
indexations  B-petites et le  foncteur injection  canonique
inj(M'M) :M' —> M les préserve (autrement dit, pour toute catégorie f-
petite J et tout foncteur F:J— M', il existe une catégorie O-petite I et
un diagramme D :I—> M' localement R-co-limite de F, de sorte que
inj(M''M)D : I - M est aussi un diagramme localement R-co-limite de
injM'\M)F:J—>M).

1'Si B est un ordinal régulier. il est facile de voir que M est une catégorie B-accessible ("au sens de
Makkai-Paré") si. et seulement si. il existe un ordinal inaccessible 6 > pour lequel M est (6,8)-
modelable : autrement dit, il y a parfaite identité entre catégories accessibles et catégories modelables.
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Supposons que M est une catégorie localement petite..

Si © est un ordinal inaccessible et si R est un profil élémentaire 8-petit, on dit
que M est (R,0)-modelable s'il existe un ordinal régulier B <0 pour lequel M est
(R,0,B8)-modelable.

Si R est un profil élémentaire uniformément petit, on dit que M est R-
modelable s'il existe un ordinal inaccessible 6 pour lequel M est (R,0)-modelable.

5.3. Catégories esquissables.

Si E est une esquisse petite et si 0 est un ordinal inaccessible, on dit
que E est B-petite si "tout y est O-petit", i.e. si :

e l'ensemble Ob(Supp(E)) des objets (du support) de E est 6-petit,
e l'ensemble FI(Supp(E)) des fléches (du support) de E est O-petit,
e l'ensemble CDist(E) des cones distingués dans E est O-petit,

e pour tout cone distingué¢ P : C(A) — Supp(E) dans E, la catégorie d'indexation A4
est O-petite,

o l'ensemble CCDist(E) des co-cones co-distingués dans E est 6-petit,

e pour tout co-cone co-distingué Q:CC(B)—> Supp(E) dans E, la catégorie
d'indexation B est 6-petite.

Supposons que M est une catégorie localement petite.

Si © est un ordinal inaccessible, on dit que M est une catégorie 6-esquissable,
s'il existe une esquisse O-petite dont la catégorie des modéles dans Ens est équivalente
a la catégorie M .

On dit que M est une catégorie esquissable, s'il existe un ordinal inaccessible
6 pour lequel M est 6-esquissable (autrement dit, s'il existe une esquisse petite dont la
catégorie des modéles dans Ens est équivalente a M ).

S.4. Catégories sur-esquissables.

Si SE est une sur-esquisse petite et si 6 est un ordinal inaccessible,
on dit que SE est O-petite si "tout y est 0-petit", i.e. si :
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e l'ensemble Ob(Supp(SE)) des objets (du support) de SE est O-petit,
o l'ensemble Fl(Supp(SE)) des fleches (du support) de SE est 0-petit,
e l'ensemble CDist(SE) des cones distingués dans SE est O-petit,

e pour tout cone distingué P : C(4) — Supp(SE) dans SE, la catégorie d'indexation
A est O-petite,

e l'ensemble SCCDist(E) des sur-co-cOnes co-distingués dans SE est 6-petit,
e pour tout sur-co-cone co-distingué (2,0 : CC(B) — Supp(SE)) dans SE,ona:
* la catégorie d'indexation B est O-petite,

* l'ensemble X est O-petit et constitué de sur-formules de B qui sont O-
petites.

Supposons que M est une catégorie localement petite.

Si O est un ordinal inaccessible, on dit que M est une catégorie ©-sur-
esquissable, s'il existe une sur-esquisse O-petite dont la catégorie des sur-modéles dans
Ens est équivalente a la catégorie M .

On dit que M est une catégorie sur-esquissable, s'il existe un ordinal
inaccessible © pour lequel M est O-sur-esquissable (autrement dit, s'il existe une sur-
esquisse petite dont la catégorie des sur-modéles dans Ens est équivalente a M ).

5.5. Profils élémentaires, catégories esquissables et catégories
sur-esquissables.

Supposons que M est une catégorie localement petite.

Si O est un ordinal inaccessible et si R est un profil élémentaire 0-petit, on dit
que M est (R,0)-esquissable s'il existe une R-esquisse O-petite dont la catégorie des
modéles dans Ens est équivalente a la catégorie M (ainsi, les catégories (R,0)-
esquissables sont des catégories 6-esquissables particuliéres).

Si R est un profil élémentaire uniformément petit, on dit que M est R-
esquissable s'il existe un ordinal inaccessible 8 pour lequel M est (R,0)-esquissable
(ainsi, les catégories R-esquissables sont des catégories esquissables particuliéres).

Supposons que M est une catégorie localement petite.

Si O est un ordinal inaccessible et si R est un profil élémentaire 0-petit, on dit
que M est (RO)-sur-esquissable s'il existe une R-sur-esquisse ©6-petite dont la
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catégorie des sur-modéles dans Ens est équivalente a la catégorie M (ainsi, les
catégories (R,0)-sur-esquissables sont des catégories 0-sur-esquissables particuliéres).

Si R est un profil élémentaire uniformément petit, on dit que M est R-sur-
esquissable sl existe un ordinal inaccessible © pour lequel M est (R.0)-sur-
esquissable (ainsi, les catégories R-sur-esquissables sont des catégories sur-esquissables
particuliéres).

Montrons que :
LEMME. Si R est un profil élémentaire positif et uniformément petit, les catégories R-

sur-esquissables sont exactement les catégories R-esquissables.

Plus précisément, si © est un ordinal inaccessible et si R est un profil élémentaire
positif et O-petit, alors les catégories (R,0)-sur-esquissables sont exactement les
catégories (R,0)-esquissables.

PREUVE. a) Si M est une catégorie (R,0)-sur-esquissable, il existe une R-sur-esquisse
0-petite SE et une esquisse, nécessairement, O-petite E' telles que :

e R/E'=SE,
e M et SurMod(SE,Ens) sont des catégories équivalentes.
Mais :

e R étant positive, les catégories SurMod(SE,Ens)= SurMod(R/E',Ens) et
Mod(Esq(SE),Ens ) = Mod(Esq(R/E"),Ens) sont (en vertu du LEMME de 3.3)
équivalentes,

e Esq(R/E') est, par définition, une R-esquisse,

e R étant un profil élémentaire O-petit et E' étant une esquisse 6-petite, il est facile de
voir (en examinant la construction explicitée dans la PREUVE du LEMME de 3.3)
que Esq(R/E') est 6-petite.

Par conséquent M, qui est équivalente & Mod(Esq(R//E'),Ens) est une catégorie
(R,0)-esquissable.

b) Réciproquement, si M est une catégorie (R,0)-esquissable, il existe une R-esquisse
O-petite E et une esquisse nécessairement O-petite E' telles que

e EsqR/E")=E,
e M et Mod(E ,Ens)=Mod(Esq(R//E"),Ens) sont des catégories équivalentes.
Mais :

e R étant positive, les catégories Mod(E,Ens)=Mod(Esq(R/E"),Ens) et
SurMod(R/E',Ens) sont (en vertu du LEMME de 3.3) équivalentes,

e R//E' est, par définition, une R-sur-esquisse,
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e R étant un profil élémentaire 6-petit et E' étant une esquisse 6-petite, il est facile de
voir que R/E' est O-petite.

Par conséquent M, qui est équivalente 8 SurMod(R//E',Ens) , est une catégorie (R,0)-
sur-esquissable. FIN DE LA PREUVE.

5.6. Esquissabilité des catégories modelables.

Rappelons (en nous contentant d'une ... "esquisse" de preuve) le
résultat fondamental suivant, établi en [C.M.CEE.] (ou on trouvera une preuve
compléte) :

LEMME . Les catégories modelables sont des catégories esquissables. Plus précisément
encore, si © est un ordinal inaccessible, les catégories ©-modelables sont des
catégories O-esquissables '*.

PREUVE. Supposons que M est (6,8)-modelable. Pour toute catégorie P-petite J et
tout foncteur F:J— M', on peut donc choisir (puisqu'il en existe, par hypothése, au
moins un) un diagramme ch(F) : Ch(¥) - M"' localement co-limite de F, préservé par
le foncteur injection canonique inj(M',M) (on dispose donc, ainsi, d'un choix ch de
diagrammes localement co-limites convenables) . Alors, si on désigne par Esquiss(ch,M)
l'esquisse (évidemment O-petite) obtenue comme suit :

e son support est la sous-catégorie pleine de Fonct(M,Ens) dont les objets sont :

* d'une part les foncteurs (représentés) M(M',-) : M — Ens , dés que M' est
objet de M',

o d'autre part, les foncteurs (limites B-petites - arbitrairement choisies - de
foncteurs représentés) L(F') = Lin} M(F(J),-),désque F:J—>M estun
JeJ°

foncteur a valeurs dans M', ou J est une catégorie B-petite (en ne
choisissant - arbitrairement - qu'une telle catégorie par composante connexe
du sous-groupoide de Cat ayant pour fleches les seuls foncteurs
inversibles),

e ses cones distingués sont les limites L(F) = Lin} M (F(J),-) précédentes,
JeJ®
e ses co-cones co-distingués sont les co-limites L(F)= CoLimp M (ch(F)(1),-), des
1eCh(F)°

que F:J— M vérifie les conditions précédentes,

12 La réciproque du LEMME de 5.6 est également valide (voir le LEMME de 5.8).
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on établit que M et Mod(Esquiss(ch,M),Ens) sont équivalentes, ce qui permet de
conclure. FIN DE LA PREUVE.

5.7. Profils élémentaires et esquissabilité des catégories
modelables.

De la preuve du LEMME de 5.6, on déduit immédiatement que :

LEMME . Si R est un profil élémentaire uniformément petit, les catégories R-
modelables sont des catégories R-sur-esquissables. Plus précisément encore, si © est
un ordinal inaccessible et si R est un profil élémentaire 0-petit, les catégories (R,0)-
modelables sont des catégories (R,0)-sur-esquissables .

PREUVE. Supposons que M est (R,0,8)-modelable. Pour toute catégorie B-petite J
et tout foncteur F:J—>M', on peut donc tout particuliérement choisir (puisqu'il en
existe, par hypothése, au moins un) un diagramme ch(F) : Ch(F) - M"' localement R-
co-limite de F', préservé par le foncteur injection canonique inj(M'.M) (on dispose
dong, ainsi, d'un R-choix ch de diagrammes localement R-co-limites) .

Alors, comme dans la PREUVE du LEMME de 5.6, M et Mod(Esquiss(ch,M),Ens)
sont équivalentes, mais il est facile de vérifier (puisque les diagrammes localement co-
limites choisis sont précisément des diagrammes localement R-colimites) que
Mod(Esquiss(ch,M),Ens ) = SurMod(R//Esquiss(ch,M),Ens) . FIN DE LA PREUVE.

On en déduit que :

PROPOSITION. Si R est un profil élémentaire positif et uniformément petit, les
catégories R-modelables sont des catégories R-esquissables. Plus précisément encore,
si O est un ordinal inaccessible et si R est un profil élémentaire positif et 6-petit, les
catégories (R,0)-modelables sont des catégories (R,0)-esquissables * .

PREUVE. Supposons que M est (R,6,8)-modelable. En procédant, comme dans la
preuve du LEMME précédent, a un R-choix de diagrammes localement R-co-limites, on
voit que M et SurMod(R//Esquiss(ch,M),Ens) sont équivalentes. Mais, R étant
positif, SurMod(R//Esquiss(ch,M),Ens) et Mod(Esq(R//Esquiss(ch,M)),Ens) sont
aussi (d'aprés le LEMME de 3.3) des catégories équivalentes. FIN DE LA PREUVE.

13 La réciproque du LEMME de 5.7 n'est pas, en général, valide (voir 5.9).
' La réciproque de la PROPOSITION de 5.7 n'est pas, en général. valide (voir 5.9).
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5.8. Modelabilité des catégories esquissables

Rappelons (en nous contentant de nouveau d'une ... "esquisse" de
preuve) le résultat fondamental suivant, établi en [C.M.C.E.] (ou on trouvera une preuve
compléte) :

LEMME . Les catégories esquissables sont des catégories modelables. Plus précisément
encore, si O est un ordinal inaccessible, les catégories ©-esquissables sont des
catégories 8-modelables .

PREUVE . Supposons que E  est une esquisse O-petite. On établit que
M =Mod(E,Ens) est (6,8)-modelable en désignant par B l'ordinal régulier d'indice
sup(a.,s,a',b,b")+1 , ou :

e o est l'ordinal régulier d'indice a+1, lorsque :

* a est la borne supérieure des cardinaux des (ensembles de fleches des)
indexations des cOnes distingués de E ,

e s est le cardinal de (l'ensemble des fléches du support de E) Supp(E),
e a' estle cardinal de I'ensemble des cones distingués de E ,

e b est la borne supérieure des cardinaux des (ensembles de fléches des) co-indexations
des co-cones co-distingués de E,

e b' estle cardinal de I'ensemble des co-cOnes co-distingués de E ,

puis en établissant que la sous-catégorie pleine M de M, dont les objets sont les
modeéles de E a valeurs dans la catégorie des ensembles de cardinaux strictement
inférieurs a P, est "essentiellement O-petite", i.e. équivalente (par l'injection canonique)

a une de ses sous-catégories pleines O-petites M' qui, dés lors, convient. FIN DE LA
PREUVE.

'* Evidemment, le LEMME de 5.8 est réciproque du LEMME de 5.6. On peut donc affirmer que, pour
tout ordinal inaccessible ©, les catégories de modeles ensemblistes des esquisses O-petites sont
exactement (a 1'équivalence pres) les catégories 6-modelables.

Il en résulte que, dans la traduction "syntaxe vs. sémantique" correspondant a la dualité "esquisses-
petites vs. catégories-de-mod¢les-ensemblistes”., 1'ordinal inaccessible © est un invariant : dans le cas
geénéral. c'est le seul connu a ce jour (et il est donc particulicrement dommageable - pour ceux qui
n'écrivent et/ou ne lisent que cette langue - que ce "0" n'admette aucune traduction en américain ... ).
Cependant. dans un certain nombre de cas particuliers, on dispose aussi d'invariants spécifiques plus
précis (voir la Note 17).
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5.9. Profils élémentaires et modelabilité des catégories
esquissables.

La réciproque de la PROPOSITION de 5.7 n'est pas (en général)
valide. Plus précisément, si O est un ordinal inaccessible et si R est un profil
élémentaire positif et O-petit (ou uniformément petit) quelconque, on ne peut affirmer (en
général) que, pour foute R-esquisse O-petite E, la catégorie M =Mod(E,Ens) de ses
modéles est (R,0)-modelable. D'apres le LEMME de 5.8, elle est seulement (en général)
0-modelable : c'est que (en reprenant les notations de 5.1 et 5.8), il n'est pas possible (en
général) de trouver parmi fous les diagrammes D :I—>M'~M, localement co-
limites d'un quelconque foncteur F:J— M', au moins un d'entre eux '® qui soit un
diagramme localement R-co-limite de F .

S.10. Profil d'esquissabilit¢ des catégories modelables
possédant les noyaux.

Etablissons que :

THEOREME. Pour toute catégorie localement petite M , les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

e M est une catégorie modelable possédant les noyaux,
e M est une catégorie K-modelable,

e M est une catégorie K-esquissable,

!¢ Sauf cas particulier (voir [D.E.T.G.]). deux diagrammes localement co-limites (méme saturés) d'un
méme foncteur F ne sont pas (en général) "isomorphes".

" A contrario (et c'est 12 un point de vue largement initié en [C.Q.C.E.], Appendices 1 et 2), on dispose

automatiquement d'une réciproque de la PROPOSITION de 5.7. mais spécifique d'un profil élémentaire
positif et O-petit (ou uniformément petit) particulier R, si et seulement si on peut établir que, pour ce
profil R, de tels choix sont rendus possibles (par toute procédure adéquate). Dans ce cas, on peut donc
conclure que. dans la traduction "syntaxe vs. sémantique" correspondant a la dualité "esquisses-petites
vs. catégories-de-mod¢les-ensemblistes", le couple (R,0) est un invariant.

Par exemple, si on désigne par @ le profil (évidemment élémentaire positif et uniformément petit 1)
vide (i.e. le profil associant a toute catégorie petite I' l'ensemble vide de sur-formules & (I')=Q ) et si
on prend R =0 , on peut aussi dire (revoir la Note 15) que, dans la traduction "syntaxe vs. sémantique”,
(0 .0) est un invariant, puisque les LEMMES de 5.6 et 5.8 sont réciproques l'un de l'autre.

De méme. des considérations de 5.10 résulte que. lorsque R =K, la réciproque de la PROPOSITION de
5.7 est valable. Autrement dit, dans la traduction "syntaxe vs. sémantique”, (K,0) est aussi un invariant.
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ainsi, en particulier, les catégories modelables possédant les noyaux sont exactement (a
équivalence prés) les catégories de modéles (dans Ens ) des K-esquisses petites.

Plus précisément encore, si © est un ordinal inaccessible et si M est une catégorie
localement petite, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

e M est une catégorie ©-modelable possédant les noyaux,

e M est une catégorie (K,0)-modelable,

e M est une catégorie (K,0)-esquissable,

ainsi, en particulier, les catégories 6-modelables possédant les noyaux sont exactement
(a équivalence pres) les catégories de modéles (dans Ens ) des K-esquisses 0-petites.
PREUVE. a) Supposons que M est une catégorie (0,3)-modelable et possédant les
noyaux.

Pour toute catégorie P-petite J et tout foncteur F:J— M', on peut donc choisir
(puisqu'il en existe, par hypothése, au moins un) un diagramme ©O-petit
ch'(F) : Ch'(F) > M' localement co-limite de F', préservé par le foncteur injection
canonique inj(M'M): M'>M .

Dés lors, pour toute catégorie [B-petite J et tout foncteur F:J— M', on voit (en
reprenant les notations de 4.4) que :

o le diagramme :
ch(F) = satur(ch'(#)) : Ch(¥) = Satur(ch'(¥)) -> M'

est un diagramme O-petit (puisque M' est O-petite) localement co-limite et saturé de
F,

o le diagramme :

inj(M", M) o ch(F) : Ch(F) M

& M —moran

est un diagramme O-petit localement co-limite et saturé de in(M'M)oF:J—>M
(puisque M' est une sous-catégorie pleine de M ).

Mais, M possédant (par hypothése) les noyaux, les diagrammes localement co-limites
saturés dans M sont (d'aprés la PROPOSITION de 4.7) des diagrammes localement K-
co-limites. Par conséquent, M est (K,0)-modelable.

b) Supposons, maintenant, que M est (K,0)-modelable. D'apres le LEMME de 5.7, elle
est (K,0)-esquissable (puisqu'évidemment le profil élémentaire K est uniformément petit
et positif).

c) Supposons, enfin, que E' est une esquisse O-petite.
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En vertu du LEMME de 3.6, la catégorie Mod(Esq(K/E'),Ens) est 6-modelable,
puisque la K-esquisse Esq(K//E') est évidemment O-petite (K étant un profil
élémentaire positif et uniformément petit).

De plus, en vertu de la PROPOSITION de 3.5 ou de la PROPOSITION de 3.6, la
catégorie SurMod(K//E',Ens) = Mod(Esq(K//E"),Ens) posséde les noyaux. FIN DE

LA PREUVE .
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