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DIAGRAMMES VOLUME 37,1997

STRUCTURES DE CONTACT,
EXTENSION DU CALCUL DES JETS

(2¢me partie °)

J. Woiry

RESUME. En 1953, lors du Colloque de Strasbourg, dans le but de fournir au Calcul
Infinitésimal des moyens et des notations intrinséques, deux réponses sont proposées :
l'une - la Théorie des jets - est présentée par Charles Ehresmann, 1'autre - la Théorie des
Points Proches - est exposée par André Weil.

C'est cette méme volonté d'algébriser le calcul différentiel qui m'a conduit, au travers des
algébres de contact, a une approche quelque peu différente. J'ai ét€ ainsi amené a
reformuler le calcul des jets indépendamment de toute structure infinitésimale. Si,
accessoirement, au cours de ce cheminement, j'ai rencontré les algebres locales et les
points proches, c'est essentiellement dans l'esprit de la Théorie des Jets qu'est mené cet
exposé.

Bon nombre de situations sont illustrées d'exemples issus de la Géométrie Différentielle,
mais également tirés de domaines qui lui sont tout a fait étrangers. En cela, me semble-t-il,
réside tout 1'intérét de cette étude.

ABSTRACT. With a view to bring Differential Calculus its own intrinsic ways and
notations, two types of solutions were suggested at the Strasbourg Conference in 1953. On
the one hand. Charles Ehresmann's Jets Theory and on the other, André Weil's Theory of
Close Points.

The same endeavour to focus on differential calculus from an algebraical angle led me,
through contact algebra, to make use of slightly different approach. This has meant the
rephrasing of the jets theory out of any differential context. If I happened, in so doing, to
touch on local algebras and close points, the spirit of the Jets Theory is nevertheless
prevailing in this presentation.

Quite a number of points are illustrated with examples taken from Differential Geometry
but also from radically different fields. In my opinion. it is this very aspect of things wich
confers this study its relevance.

La lére partie de ce travail a été publiée dans Diagrammes 36 (Paris, 1996).

A.M.S. Sub. Class : 18 F99 ,18 F 15,58 A 99,58 A 20






INTRODUCTION

Pour I’essentiel -chapitres 1 et 4- la premiere partie présente les idées et les techniques
illustrées au chapitre 6. Ce sont ces mémes outils et ces mémes idées qu’on retrouve
dans cette seconde partie.

En premier lieu ils vont nous servir a développer dans une algebre de contact un
calcul différentiel (le mot « différentiel » n’étant employé ici que par pure analogie), et
plus particuliérement un calcul différentiel qu’on pourrait qualifier d’ « intrinseque ».

Afin d’atteindre cet objectif trois techniques sont évoqueées :

On rend compte de I’option choisie au travers d’une section de [,B, a] a caractére
fonctoriel dite section admissible. Une algébre de contact sur laquelle est définie une
telle section est dite transitive.

Ceci étant posé ; différentielle, vitesse (ou codifférentielle) et dérivée se définissent
comme des jets particuliers. La particularité réside dans le choix d’une unité au but (resp.
a la source, au but et a la source) du jet considéré. C’est le choix de cette unité qui
gouverne le type de calcul développé, de méme qu’elle détermine en géométrie
différentielle le type de fibré tangent étudié. Ces notions sont introduites a la fois pour les
morphismes de C et leurs jets.

Depuis la toute premiere définition, les contacts ont été abordés et décrits en termes
de jets et plus particuliérement sous forme de différentielle, vitesse et dérivée. s le sont
encore -au chapitre 8- sous forme d’é/éments de contact (resp. d’'éléments d’enveloppe)
comme orbites particuliéres (c’est a dire classes de jets, ou le groupe d’opérateurs est le
groupe d’isotropie) a la source (resp. au but). A cette occasion on rappelle la relation
d’incidence définie a la fois sur la catégorie des jets et celle des éléments de contact. A
titre d’exemple on précise les liens entre les idées d’Ehresmann et la présentation
algébrique qui en est faite ici.

Si pour tout ce qui précéde la structure d’algébre de contact est omniprésente dans sa
forme initiale, il est nécessaire, pour la suite (chapitre 9), d’en décrire quelques
prolongements qui sont dans I’ordre :

1- ’algébre de contact sur la catégorie des jets J°C,

2- Ialgebre sur la catégorie C des applications de U (U ensemble non vide) dans C,
3- I’algébre sur la catégorie C, des sections locales de o,

4- I’algebre sur la catégorie C, des sections locales de S,
5- ’algébre sur la catégorie C,, des sections locales pointées de .
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Noter qu’on peut enchainer les deux premieres extensions, ce qui conduit aux
prolongements holonomes ou non holonomes. C’est d’ailleurs par un processus similaire

qu’on étend les notions d’holonomie et de non holonomie aux jets construits par
extensions successives sur C, ou C,. A ce propos notons I'isomorphisme d’algébres

U . . .
entre les algebres définies sur (J “’C) et J "(C U) déduites par extensions successives de
I’algebre de contact sur C. Autre isomorphisme important, celui de la catégorie (J “’C)

des sections locales de o avec la catégorie J?(C,) des jets de sections locales de ¢ .

A ce stade les outils sont en place pour parachever I’ensemble en définissant, pour une
algébre de contact donnée, les éléments de connexion et la notion de connexion.
Moyennant I’hypothese de transitivité locale sur C, on montre qu’il existe sur I’ensemble
des éléments de connexion une espéce de structures.

Les liens entre €léments de connexion et éléments de contact sont précisés, puis on
montre que la différentielle absolue n’est autre qu’une différentielle au sens précédent
calculée dans une algebre de contact transitive déduite de [’algebre initiale. Tout
naturellement on termine en précisant le groupoide d’holonomie et le groupe
d’holonomie attachés a un élément de connexion.
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7 CALCUL DIFFERENTIEL DANS
(k,0,0)

7.1 DEFINITIONS

Dans tout ce qui suit on considére (k,9,C) une algébre de contact

7.1.1 ¢-GROUPE D’ISOTROPIE

Notons J®(e,e') I’ensemble des jets X =J°f ou f eC(ee'). X €J%(e,e') est
INVERSIBLE si et seulement si il existe X'eJ%(e',e) tel que X.X'=J%' et
X'. X =J% untel jet X’ est alors unique. Nous noterons H?(e,e') ’ensemble des jets

inversibles de J?(e,e'). Puis nous noterons H*(e) = H*(e,e) le groupe d’unitéJ%,
c’est le ¢ -GROUPE D’ISOTROPIE en e .

Il est clair que si H®(e,e')# @ alors H?(e) et H’(e') sont isomorphes et
I’application H?(e,e')—> H®(e), ou Z eH®(e,e'), définie par X +—>Z"' X est
bijective.

7.1.2 VITESSES ET COVITESSES

Soit e, une unité de C. J?(e,,e) est 'ensemble des (e,,p)-VITESSES en e et

J?(e,e,) est’ensemble des (e,,p)-COVITESSES en e.
SiA est une partie non vide de C,,

I?A= UJ ®(ey,a) est ’ensemble des (e,,®)-VITESSES sur A et

ac4

I7"4=|)J%(a,e,) est 'ensemble des (e,,p)-COVITESSES sur A.

acA

Dans la mesure ou 774 et Z;f'A ne sont pas vides, le ¢ -groupe d’isotropie H(e,)

opere a droite sur 7?4 et & gauche sur 7;:"A de la fagon suivante :

TP Ax H () > T° A H?(e)x T A>T A.
V. X)> Y. X (X,V) XY
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7.1.3 REPERES ET COREPERES

Soit e, une unité de C. On note H?(e,, A) I'ensemble des jets inversibles de 7,74
C’est I’ensemble des (e,, @) -REPERES de 4.

On note H*(e,, )= H?(4,e,) I'ensemble des jets inversibles de 7.7 4. Cest
I’ensemble des (e,,9) -COREPERES de 4.

Repéres et corepéres apparaissent ainsi comme des vitesses particuliéres.

Dans le cas des variétés différentiables 4 est alors I’ensemble des germes en un point
quelconque d’une variété donnée (c.f. 6.1.3).

7.2 ¢-TRANSFORMATIONS ET TRANSFORMATIONS

7.2.1 DEFINITION

Soit # un morphisme de C, ¢ est une ¢ -TRANSFORMATION A GAUCHE (resp.
a droite) si et seulement si ¢ est une @ -constante a gauche (resp. a droite) et est
inversible. (classiquement les transformations utilisées sont les translations qui
permettent de « ramener I’affine au linéaire »).

Nous dirons que 7 est une ¢ -transformation si et seulement si c’est a la fois une
@ -transformation a droite et a gauche.

Nous dirons que  est une transformation si et seulement si quelque soit ¢ de ® c’est
une @ -transformation.

7.2.2 PROPOSITION

Concernant les ¢ -transformations nous avons les résultats suivants.

1- Si ¢ est une ¢-transformation & gauche alors ¢~

@ -transformation a gauche.

2- Sitett’ sont deux ¢ -transformations a gauche et si £.¢’ est défini alors #.¢’ est une
@ -transformation a gauche.

3- Les ¢ -transformations a gauche forment un sous-groupoide de C, .

est également une

Les trois énoncés précédents restent vrais si on substitue & « @ -transformation a

gauche » ’une des trois expressions suivantes :
- « @ -transformation a droite »
- « @ -transformation »
- « transformation ».
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A 1-Pour tout f de C tel que ¢™'. f soit définiona:

f=t0" )= =1

So =t f) (z est une @ -constante a gauche)
ot =t Lot f))
oo =™ 1),

d’ou ’on déduit que ¢~ est une ¢ -transformation a gauche.

2- Pour tout f de C tel que ¢'.f soit défini on a :
et f)=tol' f)=tr.o(f) et (t.0)' =1r"1"

ce qui établit le résultat annoncé.
3- Résulte de 1- et 2-. V

Le groupoide des transformations de I’algebre de contact (k,®,C) est non vide, car il
contient au moins C,. En effet soit f €C(e,e'), ona ¢(e'.f)=¢f =€'.¢f enraison de

1.1.3.

On note C, le groupoide des transformations de I’algebre (k,®,C). Nous ne

donnerons pas de notations  spécifiques pour le  groupoide  des
¢ -transformations a gauche, pour le groupoide des ¢ -transformations a droite, pour le

groupoide des ¢ -transformations, pour le groupoide des transformations a gauche, pour

le groupoide des transformations a droite.
Nous n’utiliserons que C, sachant que dans bien des cas il sera possible de substituer

a C, un ou plusieurs des groupoides cités précédemment.

Soit e, une unité¢ de C. On pose £, = {e eC,/C,(e,,€e) % @}. E, est encore la classe

d’équivalence de e, pour la relation d’équivalence « ~ » définie par :
e~e o Cee)+D.

Sur E, x E, on définit entre couples la loi suivante :
(e",e).(e',e) défini ssi e, =¢', dans ce cason a (e",e').(e',e) = (e",e).

Ceci nous permet de munir £ x £ d’une structure de groupoide.
Soit s:E, x E, — C, une section de [,a], c’est 4 dire une application telle que pour
tout couple (¢',e) de E, x E, on ait [B,a](f) = (e'.e) quand s(e',e)= f . Si de plus s

est un foncteur du groupoide des couples vers le groupoide des transformations, nous
dirons que s est une SECTION ADMISSIBLE relative a E, .
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Une telle section détermine I’application

o E,—>C.(e,,E,)
e s(e,e,)

qui est une section de S (c’est a dire S(o(e)) =e). Inversement si on se donne une

section de S de la forme o E,—>C,(e,E,)
e o(e)
on peut définir ssE,xE,—C, par s(e',e)=o(e').o(e)”.

On vérifie [ﬁ, a](a(e'). o(e)™) = (B(a(e")), B(a(e)) = (¢',e), ce qui prouve que s est
une section de [f,e]. Deplus on a :

s((e",e").(e',e)) = s(e",e)
=o(e").o(e)”
=o(e").a(e") " .o(e').o(e)™
= s(e",e").s(e',e) .

s est donc un foncteur et par suite s devient une section admissible. Autrement dit se

donner o équivaut a se donner s.

Plus généralement, on fait choix sur chaque classe & €C,/~ d’une unité de cette
classe notée c(€’) . On étend alors la définition de s & chacune de ces classes de telle sorte
que s;,;:€x&—>C, soit une section admissible relative a €. S’il en est ainsi nous

dirons que s est une SECTION ADMISSIBLE.

7.2.3 DEFINITION

On dira que (k,®,C,s,c) est une algébre de contact TRANSITIVE si et seulement
si (k,®,C) est une algébre de contact, s une section admissible et c:C,/ ~ — C; une

fonction de choix de représentant.
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7.2.4 PROPOSITION

On considére ’algébre de contact transitive (k,D,C,s,c), e, une unité de C et 4
une partie non vide de la classe de e, alors quelque soit ¢, I’application suivante est
bijective. Y, TP A— AxJ%(e,,€,)

X (a,s(e,,a). X)
avec JOf =X, J%(e,,e,)=T'e,, a=P(f), ou s(e,,a). X met en jeu 'action de C
définie en 4.2.1 telle que s(ey,a). X =J%(s(e,,a).f). Avec les mémes hypothéses
I’application Y, *: Y;f'A —> AxJ%(ey,e,) est bijective quelque soit ¢,
Y (a,Y.s(a,e,))
avec JPg=Y et a(g)=a.

A Quand g.f estdéfini, X =J°f alors g X =J%g.J%f =J%(g. f) (cf 42.1).
Soit X=J°f et X'=J%f" avec B(f)=a et B(f')=a'. Onaalors :

Y, (X)=Y,(X") = a=a'et s(e;,a). X =s(e,,a'). X'

= s(e,,a) = s(e,,a') et s(e,,a). X =s(e,,a). X'

= o(s(ey,a). f) = p(s(ey,a). f')

= s(e,,a).¢f =s(e,,a).¢f' (car s(e,,a) est constante)
= o =o' (car s(e,,a) est inversible)
= Jf=Jf"

= X=X".

Par ailleurs si (a,Y)eAxJ%(e,e,), on pose X =s(a,e)).Y. Si Y=J%g alors
X =J%s(a,e,).g) et P(s(a,e,).g)=a, il est clair qu'on vérifie ¥(X) =(a,Y) ce qui
achéve la preuve de 1-. On démontre 2- de maniére tout a fait analogue. V

7.2.5 REMARQUES

L’introduction des sections admissibles a pour unique but de rapporter le calcul des jets

dans une algebre de contact (tant a la source qu’au but) a un élément de C,, au méme
A A

titre qu’on considére les jets classiques de source (R”,0) et/ou de but (R?,0).Le

recours aux transformations n’étant pas le seul, nous allons ici examiner deux autres
recours possibles qui apparaissent naturellement ; a savoir :

1- les inversibles de C qui forment le groupoide C, ,
2- les éléments de H?(C,), c’est a dire les jets inversibles d’une unité de C vers une
unité de C.
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Pour chacune de ces deux options nous allons préciser les sections admissibles
relatives respectivement a E', et E"(, sachant que la construction peut €tre étendue a

toutes les classes d’équivalence.

1- Soit e, €C,, on définit E', comme I’ensemble des unités e de C telles que
C,(e),e) =D . Se donner une section admissible s’, c’est se donner s"E'\xE', > C,

une section de [ﬂ, a] telle que s’ soit un foncteur du groupoide des couples E'(xE',
vers le groupoide C, .

2- Soit e, €C,, on définit E", comme I’ensemble des unités e de C telles que
H®(e,,e) # D . Se donner une section admissible s", c’est se donner I'application :

s“E" xE",—> H?(C,)
(e',e)>s"(e',e)=J%h

telle que [,B, a](h)=(e',e) quand h eC(e,e'). Ce dernier résultat ne dépend pas du

représentant choisi ; en effet on sait que si heC(ee') et si h'eJ’h alors
oh'=ph eC(e,e') et donc h'eC(e,e') (c.f1.1.3 1-).De plus s" doit étre un foncteur du

groupoide des couples E" xE", vers le groupoide H?(C,).

Il est clair que Dexistence d’une section admissible au sens de 7.2.2 entraine

I’existence d’une section admissible de type 1, qui elle-méme entraine I’existence d’une
section admissible du type 2. Par ailleursona E, C E' ) C £" .

Quelle que soit I’option choisie, 1’énoncé de 7.2.4 subsiste. Par contre si on considére
I’option 2 on doit se restreindre aux résultats énoncés de 7.3.1 a 7.3.6 inclus.

Au niveau des applications le choix entre ces trois options se fera en fonction de la

simplicité recherchée dans les calculs. De ce point de vue le choix des transformations
semble étre le plus naturel dans la mesure ou I’équation @(s(e",e').f)=s(e",e').¢f

(quand f €C(e,e') ) permet d’établir -dans le calcul des jets infinitésimaux- un lien

élémentaire entre le calcul du jet de f ena et celuide fena’.

En remarquant qu’on a C, cC, et J°C, c H?(C,) (en effet si f est inversible dans
C alors J?f est inversible dans J?C) on en déduit J*°C, < J°C, < H?(C,). Le choix

de la section ne peut étre exclusif et autorise donc la mixité ; par exemple entre les
transformations et les jets inversibles (que ce soit des jets de transformations ou non),

autrement dit les repéres.
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Se donner les sections admissibles s:E, x E, > C. et s":E'.xE',— C, conduit a se
0 0 r 0 0 y

(e',e) > s(e',e) (e',e)> s'(e',e)
donner pour tout ¢ de ® les foncteurs suivants :
J?sE,xE,— J?°C. c H?(C,) JOs"E'\xE',— J°C, c H?(C,).
(e',e) > J?s(e',e) (e',e) > J7s'(e',e)

Bien entendu on étend les constructions précédentes a toutes les classes

d’équivalence.

7.3 CALCUL DIFFERENTIEL DANS (£,9,C)

Soit (k,®,C,s,c) une algebre de contact transitive. On pose pour tout e de C,,
s(e,c(€))=,s et s(c(¢),e)=s, , on a évidemment s,=,s" . Selon I’option retenue on
aura s, €C, ou s, €C, ou J%s, e H*(C,).

7.3.1 DIFFERENTIELLE OU COVITESSE

Pour f €(C(e,e') on pose :
d?f =J%s,. f=J%s,. f)=J%s,.J°f,
c’est la (s,9)-DIFFERENTIELLE de f

En particulier ona d?e'=J%s,.e'=J?s,, ce quidonne d?f =dfe' . J°f .
Pour X €J%(e,e') on pose :

d?’X =5, X=J%, X=d%" X,
c’est la (s,¢)-DIFFERENTIELLE de X.

On peut indifféremment parler de (s, @) -différentielle ou de (s, @) -covitesse dans la

suite nous n’utiliserons que la premiére locution.

7.3.2 VITESSE

Pour f €(C(e,e') on pose :
Ff=fJ%s=J(f.5)=J°f.J°s,
c’est la (s,¢)-VITESSE de f.

En particulier ona fe=e.J% ,s=J% s, ce quidonne & f = J? f.5%.
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Pour X €J%(e,e') on pose :
FX=X,s=X.J%,s=X7e,
c’est la (s,¢)-VITESSE de X.

Remarque

Si X eJ?(e,e') et est inversible (c’est a dire si X e H®(e,e")), il existe alors un
unique jet X' €J®(e',e) tel que X. X '=J% et X '.X=J%. Dans ce cas on a
d°X=J%, X et &X"'=X"J%s d’oulontire d’X =(FX ") eH®(e,e;) ou
(d?X)"'=2°X"" avec e'; qui est I'image par la fonction de choix ¢ de la classe de e

7.3.3 DERIVEE

Pour f €C(e,e') on pose :
fP=d?%' . f.FFe=d%".J7f. %,
c’est la (s,¢)-DERIVEE de f.

Comme d?f =d%' . J°f et Ff=J°f.% on a donc d’f=f?dle et

@

4] oo O
74

d’% e

s 3

P f =% f? d’oules notations f? =

Pour X €J%(e,e') on pose :
X?=dfe X.c%e,
c’est la (s,¢9) -DERIVEE de X.

Comme dfX=df. X e JX=X%e on a donc diX=X7dle et

("]
X =% X? d’ou les notations X7 =i£ ou X? =§£.
d%e e

Tout ce qui suit peut sembler n’étre qu’un jeu de notations. Effectivement, c’est un
jeu. Et si le calcul différentiel peut n’étre qu’un jeu, c’est bien grace aux notations et
surtout grice au concept de jet. On connait bien les avantages et les inconvénients
respectivement redevables aux notations de Leibnitz et de Newton.

C’est Leibnitz qui propose d’écrire le développement de (x+y)" afin d’exprimer
d"(xy) en convenant de poser d’x=x et d' x =dx ..
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En effet, sachant par exemple qu’on a
(x+y)? =1Ix> +2xy+y* = Ix*y° +2x'y" +x%)? |
il vient d*(xy)=1d’xd’y +2d'xd"y +d°xd’y
= (d*x)y +2dxdy + xd*y
= yd’x +2dxdy + xdy .

Ces résultats suggérent a Arbogast la notation d=d'+d" telle que
d(xy)=d(xp)+d" (xy) =xdy +(dx)y =xdy+ydx, ce qui lui permet d’écrire
d" = (d Y+d 1')" afin d’aller au dela de la simple analogie observée par Leibnitz.

Finalement c’est a Boole que revient le mérite d’exploiter toute la richesse de cette
notation en posant symboliquement :

4 2 3 4
ehE =1+(hi)+i(hi) +l(hij +i(hi) o
dx/ 2\ dx 31\ dx 41\ dx

puis d’appliquer cet opérateur a f(x) pour finalement obtenir :

(ﬁ) (70)- f(x)+( f(xx)) 2|(h,d ;;gx)) (hgd i(sx)] 4|( .d ;;Sx)]*---
=f(x+h).

On reconnait ici le développement en série de Mac-laurin écrit sous une forme
éminemment plus compacte.

Le choix de bonnes notations doit rendre compte des résultats avec simplicité et
élégance.

7.3.4 PROPOSITION

Si f eC(e,e') et geC(e',e") alorsona:
1-di(g.f)=dlg.f=gld]f,

2-50(g f)=8f=g.f’,
3-(8.1) =80 fP=dlglf .

Ces résultats sont encore vrais si on remplace f par X et g par Y avec X €J(e,e') et
YeJ?(',e").
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A l- d?(g.f)=dle" (g f)
=(dje".8).f
=dlg f
=d%e". g %' dle f
=(d%e".g.c%").dle" f
=grdlf

2- (g f)=(g.f) e
=g.(f.7e)
=g f
=g ole' d? f.0%
=g.0%" (dfe' . f.Cle)
=g/’

3- (g.f); =dre".g.f .GV
=d%" g% de" f.0le

(cf 42.1)

=(d’e".g.c%¢").(d%" [ .Ce)

=g 1S

On a donc (g.f) =dle".g f.Ce
=(dle".g).(f.7%e)
=d?g.d.f

7.3.4 3- montre que la dérivation s’exerce de maniére fonctorielle. Dans le calcul
différentiel usuel (g.f)? =g’ f¢ nest rien d’autre que la dérivée de la composée de

deux fonctions dérivables.

7.3.5 PROPOSITION

Si f €C(e,e") alorsona:

1-d)d f)=dlf,

2-dy( Ny=d} (=17

3- T N= T,

4- F(d )= U =17s
5-(d° ) =N =N =1

28



On note respectivement e, et e', les images par la fonction de choix ¢ des classes

d’équivalence de e et de e’
Il est clair que pour toute section admissible on a , s=5, =s(e,,¢,) =¢,, s étant un
0 0

: P, _ _J° ? _ J® _J®
foncteur. Finalement on a dfe,=c%e,=J%, et (e,)? =d’e,.e, 5%, =J%,. Par

conséquent d’e, = &%e, = (e,)? = J%¢, est une unité de JC .

A

2-

1o dP(dSf)=dre,.d°f =d°f

d*(Pf)=d’e .0 f =dfe' . f.Se= [?
dr(ff)=dies f7 =17

G f)=0f Fle, = f

Fdef)=dof.Pe=dre f.o%=f7
FS0)= 12 .Ore, = f?

@0F)? =doe, dof.Fe=dPf.Fe=doe.f.% = f?
(Ff) =dre .G f.Fe,=dPe B f =d%.f.5Te = fF
(fsw)? = d:’e'o _f:"’_o"feo =f7

Ainsi s’achéve cette démonstration. V

@/ f eJ%(e.e)),

(G f €J%(e,.€")),
(f? €J%(e.€)),

(G f €J%(e.€)),

(d7f eJ?(e.e)),
(fS €J%(e.€)),

(dlf eJ?(e.ey)),
(G7f €J%(e,€"),
(f €J%(er.€'0 ).

Dans la proposition suivante on reconsidére les résultats précédents en mettant en

oeuvre deux sections admissibles s et s’ liées a la méme fonction de choix ¢. On
considére donc les algébres de contact transitives (k,D,C,s,c) et (k,D,C,s',c) .

7.3.6 PROPOSITION

Si f eC(e,e') alorsona:

1-did;f)=d]f,

2- di(5 f)=d;(57e). /7 = 17 .di(Fe),
3-di(fN) =17,

4- Gy} f) = 17.d](Tpe)=d(57e'). /7,
5- 0:(G )= ],

6- 7. ()= 17>

T-(dlf): = f2.d}(Fie)=d7 (F%e"). [T,
8- (F71)i=di(57e). [ = 1. di(5e),
9- S)e=1".
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A Comme en 7.3.5 on note respectivement e, et e'; les images par la fonction de choix
¢ des classes d’équivalence de e et de e’. Dans ce qui suit on se reporte aux définitions de
la différentielle, de la vitesse, de la dérivée d’un jet qui ont été données aux paragraphes
7.3.1, 7.3.2 et 7.3.3. Moyennant quoi les calculs qui suivent ne présentent aucune
difficulté, ces résultats sont autant de régles de réécriture déduites des précédentes.

- dS(de)=dle,.df =d°f .

2-Ona:
(@ f)=de .o f
=d%' f.0%

=d%'.c%".d%" . f. %

=d% .5 f*
=d{(F}e). 1!

On a également :
d2 (6 f) = doe. 0 f
=d%" f.0%
=dfle'. f.0%.d%. Fe
= fl.d% e
= £7.d2(3%e)

Les derniéres égalités sont obtenues grice au fait qu'on a JPe'eJ?(e',,e') et

e ecJ?(e,e).

3-di(fF)=die, . f7=1°
4-Ona:

gudlf)=dlf.Oce

=dfe'. f.Fe
=dfe'. f.%e.dfe.cle
= f?.d%.c%e
=f7.d](5ce)

5- U S)= O f . Frey= oS

6- GL(f0)= 17 Tiey = 1/

7-Ona:

(dPf)2 =dle,.d?f. TR

=d?f.Fe
=d%'. .’
=d%e'. f.J%.d%e.Fe
= f¥?.d%.0%
=f5¢,d:,(0ﬁ,,t,€)

On a également :

L f)=dof. e
=dfe' f.0%
=d%e' ' .d%" f.0%
=dfe' e f?
=dl(5e). S8

On a également :

(1) =dPe',.d°f . he
=d?f.c%
=d’e'.f.0%
=d?e' . Fe' d%" . f.0%
=d?e' %" [
=d? (%), f?
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8-Ona: On a également :

(&) = d2e .70 f. Te, (&) =dle 5" f.5le,
=d%' .’ f =dle' 0 f
=d%'. .’ =d%'. f.0%
=dfe'. f.J%e.d%e e =dfe' . SPe' dfe". f.0%
= fr.d%. % =dfle' e [
= /2.d2(3%e) —d2(re). £

9- (fs'p)z,' =d.f‘)e'0‘fs¢'a‘:‘e0 =f:¢ . V

Nous allons maintenant étendre les calculs précédents a une partie de C, afin d’étre en
mesure de donner un sens (dans le cas ou ¢ #¢') a des expressions telles que

d? (&% f), d? (f?) etc, ces expressions ne mettant en jeu qu’une seule et méme section

admissible.

A étant une partie non vide de C(e,e'), on pose :

d?A=Jd?f =JJ%Gs.. ),

Je4d fed
era=Jaf=UJsr .9,
fea feA
(A)f = Uf;p = U‘Iw(se"f'es) *
feA feA

7.3.7 PROPOSITION

Si feC(e,e'), peD et ¢'c® alorsona:

1-df(df)=J7d!f),

2- FX(Z =T ),

3- (SN =77,

4- dP( & f)=dP (f7)= @ )=F () =@l )] =GN =I7 ().

On note encore respectivement e, et e', les images par la fonction de choix ¢ des

classes d’équivalence de e et de e’.
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A 1-Ona d?(d?f)= Udf"h, orde hed’f et d’f e€J®(e,e',) ontire (en raison
hed? f
de1.1.3) heC(ee',) d’ou d’h=d’e',.h=J"h et d7 (d{f) = UJ“"hz J?d’f).

hedf f

2- On a &(&f)= Uﬁf'h, de méme qu’en 1- on conclut #eC(e,e) dou
heats

FPh=h"e,=J%h et (T f)= |JI h=J"(Tf).

hedlf

3- On a (f*)? =k et heCle,e,) dou hf=dle, hdle,=Jh et
hef?

02 = Jsrn=J7(7).

heff

4-Ona d? (& f)= |Jd?h et heCle,,e') dou dih=d]e' h= J?(s,.h). On en
hetf
déduit les égalités d® (7 f)= |JJ? (s..h) = U7 G, b = |JJ?k, car d’apres
hed?f heJ®(f ,5) kes,oJ?(f .5)
la proposition 4.2.2 3- (s, étant inversible) ona s, ¢ J?(f.s)=J%(s,. f..5)=f7, dou
dy (/)= U k=J"(f").

kef?

On a d’(f?)=|Jd’h avec heCle,e,) dou dfh=dle,.h=J"h et

hef?

ar(f2y=JJoh=J" (7).

hef?

Ona & f)= |Jh avec heC(ee,) dou Ph=h.e=J%(h,s). On a

hedf f
donc &7 (d’f)= UJ“" (h.,s) = UJ ?(h.,s)= UJ ®k. Toujours d’aprés la
hedff hed®(s, f) keI® (s, f)e,s

proposition 4.22 (,s étant inversible) on a J®(s,.f)e,s=J%(s,.f. . 8)=f7 d'ou
@ f)= s k=J°(1)).

keff

On a &7(f7)=|J&h et heC(e,e,) d’ou h=h.2%e,=J%h. On a donc

her?
& =UIh=I"()).
hef?
Ona (d?f) = | W' et heClee) dou i =d?e' h.Fe=J%(h,s) .

hedf f
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Onadonc (@°f)? = (Jww= [(JJ%*.s)= |JJ%k . Comme onI'a déja vu,

hed®t heJ® (s, f) keJ® (s, [ )0 .5

ona JO(s,. f)e = f2 dou @ f)f = |JJIk = J7(£?).

keff

Ona (/)7 = |Jh? et heCle,e) d’ou h? =d’e' h.5%e,=J%(s,.h). On a

hedt f
donc (22/) = Jnw'= UJoGs.m = Ik, or 5,00%(f5)=f° doule
hed®f heJ® (f ,s) kes,®J®(f ,5)
résultat (521)7 = |JJ7k =J7(f7). V
keff?

Dans la proposition qui suit nous établissons quelques résultats qui vont permettre de
généraliser les résultats précédents, c’est a dire, de pouvoir composer les divers
opérateurs indépendamment du choix des sections admissibles et du choix des éléments
de ®.

7.3.8 PROPOSITION

Si feClee), p'eD et pe® alorsona:
1-d?(J°f)=J7(d? f) ,

2- F2(J°f)=J°(Zf) ,

3- (JPNT =J7(f7) .

A 1-Ona d®(J°f)= |Jd®h et d®h=df¢ h=J"(s, h) d’ou

heJ®f
a2 = Usre.m= Y%= Jsk=77f).
heJ®f kes,oJ®f ked?f

2-Ona &7 (J°f)= |JSh et 7h=J"(h,s) d’ou

heJ®f

7= s t.= JIk= |JIk=I7f).

heJ®f keJ®fe,s ked?f

3-Ona (J°f)! = (W et b” =J%(s,.h,s) dou

heJ®f
N = UG h= (U= UIk=I7(f). V
heJ®f kes,oJ%fe,s kef?
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Remarque

Nous allons montrer qu’entre les résultats établis en 7.3.8 et les définitions 7.3.1,
7.3.2, et 7.3.3 existe une compléte cohérence.
Dans le cas particulier ou ¢'=¢ et X =J?f avec f €C(e,e"), d’aprés ce qui précede,
ona:
;X =J%dlf)
;X =J%Gf)
(X)) =J(f")

oronavu(73.1,7.3.2et73.3)

d?’X =5, X=J%, X=d%" X
FX=X,5=X.J?,5=X.Fe
(X)? =d?'. X.Pe,

montrons que ces deux types de résultats sont compatibles.

Jd?f)=J°(J°(s,.f)) = J°(s,. f) (cf 423 1)
=J%s, J°f =J°s,. X =d%" . X =d°X

JU(E)=J°(J?(f..5) =J°(f..9) (cf 4231
=J0fJ? s=XJ,s=X.Fe=0"X
JP(f)=J%(J%(s, . f.,9) =J%(s,.f.,5) (cf4231-)

= J®s, JOf.J%,s=J%, X.J? s =d% X.B% = (X)°.

7.3.9 PROPOSITION
Si feClee'), pecDet pc® alorsona:

1- 7 (d?f) = J®(d?f)

2- d2(30f) = P (d2(3%e'). £2) = I (f2.d2(S%e))
3- d2(f2)=J°(f?)

4- G0 f) =7 (f2.d0(Fe)) = J° (P (22e). 1)
5- 3 (3 f)= I (@)

6- X (f7)=J"(f7)

T- (d2) = J° (f2.dP(he)) = J* (dP(5%e'). £7)
8- (0717 = JO(dS(S%e').£2) = I (f2.d2(5Pe))
9- (f7)2=J°(f7) .
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Comme en 7.3.6, s et s° sont deux sections admissibles liées a la méme fonction de
choix c.

On note encore respectivement e, et €', les images par la fonction de choix ¢ des
classes d’équivalence de e et de e’.

A 1-Ona: d?d?f)=d?(J°(s,.f))
_ 7 (d%(s,.f)) (738 1-)
=J?(J(S,, 5. f))
=J?(J?(s,. 1))
=J7(d?f).

2-Ona: d?(&f)=d?(J°(f.,s))
= J7(d?(f..5)) (738 1-)
=J?(J°(s, . f.,5) (ors', . f. s=(s,.,9).(s.f.5))
=J?(J°((s,.,9).(s,.f..5))
=J?(d%" .S . f7)
=J?(d?(c%"). £?) (car &%'e J?(e,,¢')).

On montre de méme :
dg (@ f)=J° (f2.d2(5%e)).

3-Ona: df (f2)=dl(J*(s,.f..5)
= J?(d®(s,.f..5) (738 1-)
=J7(J?(s,, 50 S .5))
=J7(f).

4-Ona: gyl f)=3L(J%(s,.f))
=J? (s, f)) (7.3.8 2-)
=J?(J?(s,.f..8) (ors,.f. s'=(s,.f.9).(5,.Ss))
= (2. I7(5,.08)
= J°(f?.d%.5%)
= J(f7.d} (5Le))

On montre de méme :

&%(def)=J% (d? (3he). £2).
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5-Ona: G f)= LI (f.95)
=J%(&(f..5)) (7.3.82-)
=J7(J°(f .5, 5"))
=J7 (% f).

6-Ona: AR A CA Y ),
= J7 (P (5,.f.5) (7.3.82-)
=JP(J(5,. fe5.,5"))
=J7(f)).

7-Ona: d?f)? =(J° (s, )Y
=J?((s,.)?) (7.3.83-)
=J7(J°(s,, 50 f0S"))
=J?(J%(s,.f..8) (ors,. [, s=(s,.[f.9).(s,.,S))
=J?(f?.J%(s,..5")
= J?(f?.dle.O%e)
= I (f2 AT

On montre de méme: (d?f)% = J% (d?(%"). 7).

8-Ona: @) =(J°(f )T
=J7((f..9)) (7.3.83-)
= IS, S o5 5)
= JPUO(S S o8) (OF 8y (5= (80 9).(5, ] 09))
=J?(J°(s,..9). 1)
= J7(d? (%) f7).
On montre de méme :

(B)E = P (f2.d5(57e)).

9-Ona: (22 =, .97
= I (8, f.5)7) (73.83-)
=JO(J°(S,, 5o S e54,5))
=J?(J?(s,. f.S)
=J?(f7). v
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Résumons tous ces résultats dans le tableau de la page suivante ou on peut lire a
I’intersection d’une ligne et d’une colonne:

(opérande 2) o (opérande 1).

L’opérateur J®(?.d? & a) appliqué a ftel que f soit un élément de C(e,e ) donne :

JPSE A7 (TL(a(f))) -
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7.4 EXTENSION

7.4.1 LA CATEGORIE C*

Soit (k,®,C,s,c) une algébre de contact (s,c)-transitive ou s est une section a
valeurs dans C, .

On définit sur C la relation suivante :
f~f o s(BUBSN.S=1.s(a(f)al(f)).

C’est une relation d’équivalence, on note 7 la classe de f . Restreinte aux unités,
cette relation n’est autre que celle définie en 7.2.2. On a également :

f~f e ['=s(B(),BU).f-s(a(f)alf)).
Sur C/ ~ on définit une structure de catégorie en posant :

1- §A7 défini si et seulement si Wg) = Ff) ,
2- et dans ce cason a EA? =g.5(a(g),Bf)).f.

Illustrons cette composition a ’aide du diagramme suivant ou les morphismes non
libellés sont des transformations de I’algébre (k,®,C).

B(8) B a(f)

Montrons que la définition de g A f nedépend pas des représentants choisis.

Soient g'eE et f'ef, on a alors :
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s(B(g). B(g")).- &' -s(a(g), B(f ). f' =g.s(a(g),a(g")-s(a(g'). B(f )./ (&'cg)
=g.s(a(g).B(f").1'
= g.5(a(8), B ))-s(B(), B ). S
=g.s(a(8). B).1 s(a(f)a(f'))  (f'ef)

Comme on a h'=g's(a(g),B(f).f'. h=gs(a(g).Bf).f. ah)=a(f"),
a(h)=a(f) ainsi que pPH)=pg'), Ph)=p(g) on en déduit alors
s(B(h), B(h')).h'= h.s(a(h),a(h")) puis h~Hh'.

On montre facilement que la composition est associative. Si on note a et B les

rétractions source et but on a alors 5(7) =a(f) et 73(7) = B(f). On note C" cette
nouvelle catégorie dite catégorie quotient de C par la relation d’équivalence « ~ ».

7.4.2 PROPOSITION

(k,®,C) étant une algébre de contact, on définit I’application :
k" dxC" > C" ou k"((p,7) est encore noté @ f et défini par of =of .
(0.7) > k(0. 7)
Cette application permet de définir sur C" une structure d’algébre de contact notée
(k",9,C").

A Montrons que cette définition est indépendante du choix du représentant. Soit
f‘e_f on a alors :
SBUYBUN.S'= fs@(f).a(f) = o(s(BU),BUS-f)=olf -s(a(f).a(f'))
< s(BU.BU).of'=of s(a(f),a(f').

Oron a-enraisonde 1.1.3 1- B8(f) = B(¢f) , B(Sf") = B(gf"), a(f)=a(¢f) et
a(f)=alg") dou of'~of et gf'=of .

On vérifie sans grande difficulté :
(1) Y(p,¢) €®+® VT C" (0.9)] = o(0'7)

@ Y(f.7)eC+C" Vped (7.f)eC*C" & al(f)=B(U")
< algf)=pg") (1131
o a(ef)=Her)
o (of .0f)eC*C’
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@) Y(7.T)eC*C" Yped o(f AT)=o(f sa(F)BU ).
= p(g.5(a(2). BT N.T")
= p(ef 9(s(a(@). A/
= o/ s(a(g). B/ )

= o(of rof)

(k",®,C") est donc une algebre de contact. V

L’existence de I’algébre de contact précédente entraine I’existence d’un calcul des jets
et d’un calcul différentiel. Du fait méme de la définition de la catégorie quotient les
notions de différentielle, vitesse et dérivée coincident avec celle de jet élémentaire

puisqu’on a Ve'eC, Ve €C, (C,(e,e')::@ :s(e,e’):E:?).

7.5 EXEMPLES

Tout au long de ce paragraphe, nous nous situons dans le cadre de ’exemple 1.1.2 8-
b, c’est a dire celui de 1’algébre de contact notée (k,®,J'C ,). Nous nous bornerons a

examiner des situations extrémement classiques et simples afin de montrer que les
locutions « (s, @) -différentielle », « (s, @) -vitesse », « (s,9)-dérivée » ne sont pas

usurpées et donc en plein accord avec les notions usuelles quand les transformations
utilisées sont les translations.

7.5.1 EXEMPLE 1

A
Soit f eC*(R,R), on note J'(f,x,)=(f.,x,) le germe de f en x, et
A

A
J'(f,x,)=J, f . Onpose e, =(R,0) et on a les translations :
SRR s,,;R—>R
XX +X, X x—X,

On peut alors écrire successivement :

& (fx) =) (5ycay o)
JL (e f(0) £ £(%))
= J (x> hx) = £(0) - £ (50)
= J,, (x> h(x) + 1 (x,)(x = X,))
= JL (x> ()X %)
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()= N (for )
=Jy(x P> x+x, f(x+x,))
=J,(x > k(x) = f(x+x,))
= Jy(x > k(0) + &' (0)x)
= Jé(fo(xo)"’f'(xo)x)

N 1
(fsx), = J(:(sf(xo) o fo,Ss)
:J(;(xHx+xo B f(x+x,) - f(x))

=Jo (x> j(x) = f(x+%,) = f(x,))
= Jy(x > j(0)+ j'(0)x)
= Jy(x > f(x)x).

A A
Avec d, (R,x,) =d} (ldy,x,) = J; s, =J, (x> x~x;) ona:

A A L
ds (f’xo) = (f’xO)_g ods (R’x())
ce résultat est évidemment le classique df = f'dx. La simplicité du résultat est due a
I’existence d’un représentant canonique, ce qui n’est pas généralement le cas.

7.5.2 EXEMPLE 2

Soit f eC*(R?*R), on pose z=(x,y), z,=(x,,),) et on reprend les notations

A
explicitées au paragraphe précédent avec e, = (R’,O). Il est clair que les transformations

utilisées sont encore les translations.

On peut donc écrire :

4 (frz0)= L (5702 f)
=Tz F) F@)- f ()
=Tz h2) = F(2) - £ (2)
= T (2 hzo) b, (2 )E %)+ B ()0~ 7o)

=7, ZL w0+ L -3y
X oy
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On montre de la méme maniére :

of

g, (f/’\ZO)=Jé(z'—>f(zo)+z(zo)x+ of

a_y(zo )Y)

ainsi que

Fx), = (zH—i<zo)x+-f<zo)y>

A A
Sachant que d, (R*,z))=d,(ld.,z,)=J, s, =J, (zz-2z,), reprenons le calcul
de la (s,1)-différentielle.

1 N A 1 2/\
ds (fazo)z(f,zo)s°ds (R ’ZO)
= J;(zHﬂ(zo)x+ifi(zo)y)oJ; (zP>z-z,
ox 2y °

=J, (z Z—f(zo)(x—xo) +—é,—’i(zo)(y—yo))
x oy

=@ 2L @)w-x )+ e o ZL -3
x oy

Sionpose f, :R*—R et f,,, R* >R
(x’y) foo (xay) = f(xm.y) (x’y) H.fyo(xay) = f(x’yo)
ona:

28

(z)x+—=
X

o, (Zy)e Jo (@ (x=%,,1))
Yy

J! (z»—>—f(zo)(x x,)) =J,(z >
N
= (fyoazo)xods] (Rza(‘anO))

demémeona:

! of A
J_,O(Zl—)g;(zo)(y—yo))=(fx°,20)s°ds (R%,(0,y,))

et finalement

v AN A o
d (f’20)=(fy0320)s°ds (R ,(anO))+(fxovzo)s°ds (R%,(0,3,))

of 4 ﬁfdy

ce qui donne en notation simplifiée : df = 2
x
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7.5.3 EXEMPLE 3

On considére a et b deux applications de C”(R*,R) , puis I’application
(a,b):R* >R xR .Onadonc:

AN N 1 N
ds] ((aab)azo) = ((a’b)’ZO)_godsl (RZ’ZO)

N
La (s,1)-dérivée de ((a,b),z,) est entierement déterminée par la matrice jacobienne de

(a,b) en z,. Eneffet ona:

(@5),23), = T (Seasey (@ )o,.5)
=Jy(z> (a(z +z,)-a(z,), b(z+a0) b(z,))

—J(zHg—(zo)H @2 G+ b(zo)y»
(3’

oa
_JI l:x:|_> E(zo) o,,_y(zo) |:x]
=J, i
Y é,_b(zo) ﬂ(zo) Y
ox oy
7.5.4 EXEMPLE 4

On considére I’application indéfiniment différentiable suivante :

MR->R?
te M(t) = (x(0), y(2),2(1))

M est alors regardé comme un point décrivant une trajectoire dans R*. Le calcul de la
(s,1)-vitesse de M donne alors :

3 (fot) = Ji(Mos,)
=St t 4ty (x(t+1,), Yt +1,),2(t +1,))
= JIt P k(t) = (x(t +1,), y(t +1,),2(t +1,))
= J!(t > k(0) + k' (0)1).

Si on pose V(¢,) = k'(0) = (x'(¢,), ' (¢,),2'(,)) on obtient alors :

8. (F1,) = Ji(t > M(1,) + L7 (1))
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ce qui détermine évidemment le vecteur vitesse du mobile a I'instant 7, .

Nous verrons au chapitre suivant que certaines classes de jets de la forme suivante :
A A A
T, (R",O) =J (RP ,0),(R",0) , S’identifient a I’espace des matrices a p lignes et g
(r?.0)

colonnes (c.f 8.3.3) dans ce cas le calcul des jets n’est autre que le calcul matriciel.
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8 CONTACTS

Sauf s’il est fait mention contraire, C sera tout au long de ce chapitre une catégorie
e, -transitive (c.f. 4.5.1) afin d’étre assuré de I’existence des objets, des morphismes et

des espaces (e,, ) -tangents qui seront utilisés dans la suite.

8.1 ELEMENT DE CONTACT ELEMENT D’ENVELOPPE

Rappelons que H®(e,)= H?(e,,e,) est le groupe formé des jets inversibles de
J?(e,,e,) . Soit A une partie non vide de C,, H®(e,) opeére a droite sur 7’4
IZAxH () > T74
(X,2)yp X.Z
et a gauche sur ZZ‘A ;
Ho(e,)xTT A>T A.
Z,X)»Z X

L’orbite de X €I7A sous laction de H®(e,) (soit X.H®(e,)) est appelée

(¢,e,) -ELEMENT DE CONTACT, de méme que ’orbite de X € Z;f'A sous I’action
de H?(e,) (c’est a dire H?(e,). X') est appelée (@,e,)-ELEMENT D’ENVELOPPE.

Ces définitions semblent privilégier e,, néanmoins si on suppose H?(e,,e) = et si
Y € H®(e,,e) alors H?(e) et H?(e,) sont isomorphes et J?(e, A) est en bijection avec
T?A.

En effet on a I’isomorphisme :
H?(e) > H%(e,)
Z-Y'ZY

et la bijection
JP(e,A)>T7A.

X XY

De maniére tout a fait analogue J?(4,e) et 7:,:'.A sont en bijection. Nous énongons

donc.
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8.1.1 DEFINITION

Pour tout X e J?(e,e') , X.H?(e) sera un (¢@,e)-ELEMENT DE CONTACT et
H?(e). X seraun (¢@,e)-ELEMENT D’ENVELOPPE.

Il est clair que H?(e) opere a droite sur J?(e, A) et a gauche sur J?(4,e). On note

encore pour X €J%(e, A) (resp. X €J?(4,e)) X.H®(e) (resp. H?(e). X ) I’orbite de
X sous I’action de H?(e).

8.1.2 PROPOSITION

Si H?(e,e,) # D alors a tout (¢,e)-élément de contact (resp. élément d’enveloppe)

on associe de maniére bijective un (@,e,)-élément de contact (resp. élément
d’enveloppe).

A Pour eeC, tel que H®(e,,e)#, notons J%(e,e')/ H?(e) I'ensemble des

orbites des jets X de J%(e,e') et X=XH ?(e) I'orbite de X . On montre facilement
que pour Y € H?(e,,e) I’application

¥,:J?%(e,A)/ H?(e) > J®(e,, A)/ H®(e,)
X XY

est bijective et que le calcul de W, (X} ne dépend pas du représentant choisi.
Y

[4
Définissons la relation « =~ » par :

X2X' < 3G eH%(e) X'= X.G (avec X €J(e.e")).

On a alors :
X2X' & X'=X.G (avec G € H(¢))
= X' Y=X.GY=(X.Y).(Y".GY)
o X' Y=XY (car Y'.G.Y eH"(e,)).

Ce qui prouve que ¥, (7\) ne dépend pas du représentant choisi.

Montrons que ‘¥, est injective.
Pour toute orbite X' et X ona:
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%, (X)=%,(X) & X' 7=X7
S X Y=XYG (avec G'e H?(e,))
o X'=XYG.Y!

o X't X (car Y.G' .Y~ e H*(e))

o X=X,

Montrons que ¥, est surjective.

Soit z_Y_'eJ"’(eo,A)/H“’(eo), posons X = X'.Y™' on a alors ‘I’,(_)?)z Xr'r=x'

ce qui achéve la démonstration. V

On a un résultat analogue dans le cas dual, a savoir que J?(4,e)/ H?(e) est en
bijection avec J?(4,e,)/ H®(e,).

8.2 PROLONGEMENT

Notons plus simplement Pe=T%e¢/H®(e,) et F,;A=17A/H"(e;), ou A est une
partie non vide de C,.

On considére f €C(e,e'). Au morphisme f on associe I’application F?f définie
par :
Prf:Ple— B2¢
X P HX)=fX=JfX.

Montrons que cette définition ne dépend pas du représentant choisi dans I’élément de
contact X .

Pour X € X et X'eX ona:

X=X'& X'=XG (avec G €H®(e,))
= fX=fXG
o JfX=JfXG

o Jf X% f.X
o fX=fX.

Ceci étant acquis on peut €énoncer.
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8.2.1 PROPOSITION

Si on note P,’C I’ensemble formé par les applications de la forme P?f ou f eC

alors P?C est muni d’une structure de catégorie et F,;? est alors un foncteur de C vers
PC .

A on montre facilement que I’application P’  est injective. En effet si on a

% |Co
P} (e)= P/ (e') cela implique que si X e P/ (e) alors X eP}(e'). Pour X =J% on
aura donc, compte tenu de 1.1.3 1-, S(h)=e et B(h)=¢€' d’ou e=¢" et finalement
P?  injective.

|Co

On a alors si g.f et f.h sont définis :

(P2(g.INX)=(g./).X
=J%(g f) X
=J%(g.f).Jh

=J%(g.f-h)
et

(P2g.PLf)X)=(P2g)Nf.X)
= (B2gNJ° (f. b))
=g.J°(f.h)
= Jg.J°(f.h)
=J°(g.f-h)

d’ou P?(g.f)=F?g F’f ce quiacheve de montrer que P? est un foncteur de C vers

la catégorie F/C. V

On peut énoncer un résultat analogue en ce qui concerne les éléments d’enveloppe, en
définissant le foncteur P} par P, e=17 e/ H®(e) et pour f €C(e,e') par:

P[Pl e Pl
X (P NX)=X.f=XJf.

50



8.3 RELATION D’INCIDENCE

8.3.1 DEFINITION

On considére X €J%(e,a) et X'eJ?(e',a) et on définit :
X=<X' o d¥elee), X=X'7Y.

Cette relation est une relation de préordre. Elle a été introduite par Charles
Ehresmann sous le nom de relation d’incidence.

8.3.2 PROPOSITION

La relation d’incidence précédente induit une relation semblable entre éléments de
contact définie pour X € P?(a) et X' € P?(a) par:

X<X o 3V eee); X=X'7.
Nous utilisons le méme symbole relationnel car ces deux relations sont équivalentes

puisque 'ona: X <X' < X<X'.

A Montrons que cette définition ne dépend pas du représentant choisi. Soit X, eX
et soit X', €X',ona X, =X.G et X''=X"'".G" avec GeH’(e) et G'eH?(¢'). De
X, =XG, X',=X'".G' et X=X"Y ondéduit :

X,=X'Y.G
=X'.G'.G"Y.G
=X'\.G"YG,

or G'"™'.Y.G €J®(e,e') donc on a encore X, < X',.

Etablissons I’équivalence. Si X < X' alors X=X'Y avec Y eJ®(e,e'). Or
X =X.H"(e) etdoncona X = X'.Y.H?(e)= X'.Y puis X < X".

Si X<X'alors X=X"Y ce qui est équivalent 3 X = X'.Y.G avec G eH?(e),
d’ou l'on tire X =X'Y' avec V'=Y.G €J%(e,e') puis X < X' ce qui achéve cette
démonstration. V
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8.3.3 EXEMPLE

Nous nous proposons, ici, d’établir la liaison entre les notations introduites
précédemment et celles développées par Charles Ehresmann dans le cadre de la catégorie
des jets locaux entre variétés différentiables pointées.

On se place dans I’algébre de contact (k,®,J'C ,) ou k est I’application déja maintes

fois rencontrées (c.f. 1.1.2 8-b-). Soit X=J"’(J’(f,OR,)): Jg’pf avec f:R? >V,

A A A
(dim ¥, =n). X est donc un élément de J ‘{(R" 0., )(V,,x)J = 7:’ . )(Vn,x).
R”0,

; dans ce cas le contexte

On convient d’écrire plus simplement 0 au lieu de O, ;

indique clairement s’il s’agit de 0., oude O, .

A A
A (V,,,x) devient 7%, (V,,,x), ce que Charles Ehresmann note 77 (V,) et

(RP,oR,) (r”.0)

désigne comme I’ensemble des p?-vitesses d’origine x ou encore I’ensemble des ¢ -
vitesses de dimension p en x dans V,. De telles vitesses sont désignées dans cette étude

A
comme étant des [(R” ,O), (p] -vitesses.

On a donc :

N

rey,)=Ur.wv,)= J“’{(R”,O)ﬁ]

A N
caravec V, = | J(V/,.x) ona:
xeV,

N

.
Uz = UJ“’[(RP,O),(V: )
xeV, <, )

(A

A 3\
=J° (R’,O)’U(V,,,x))

\ xeV,

(A A
=J° (Rp,o),V"]
\
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Soit X'= J"’(J’(g,O))= Jyg avec gR? >V, ona X'eT?(V,) et on peut donc
écrire :
N N
X <X < 3YeJ?|(R?,0),(R7,0)| tel que X =X"¥

avec Y =J¢h et hR” -> R vérifiant 0, >0, .

A A
17, (R/"\,O)zJ“’[(R”,O),(R",O)] est not¢ L7 6 par Charles Ehresmann. En

("o
A A A
particulier le groupe H? (R",O) = H° (R”,O),(R",O) est not¢ L? , c’est donc le

groupe des jets inversibles contenus dans L?,. De ce fait L,, et est identifié
canoniquement & R” et L, s’identifie au groupe linéaire L, .
L,, sidentifie a I'espace des applications linéaires de R? dans R? et donc &

I’espace des matrices a p lignes et g colonnes a coefficients réels.

Notons d’ores et déja I'action de L% x LY sur L% définie par (X', X)Y = X"V. X"

Nous allons la retrouver au paragraphe suivant (sous une forme analogue) en 8.4.3 7- et
843 12-.

NoOA A
St Xel;(V,)= J“’[(R” ,O),V,,J =77, (Vn] , X.L% est un p®-élément de contact

(®

. A N
dans la terminologie de C. Ehresmann et si Y €T} (V,) = J"’[Vn,( d O)J =717, (Vn] ,
o)
L% Y est un p®-élément d’enveloppe ; ce que nous désignons respectivement comme

A A
[w, (R" ,O)J -élément de contact et (w, (R" ,O)) -élément d’enveloppe.

Dans le paragraphe suivant nous définissons la notion de « fibration » qui se présente
comme une structure moins riche que celle d’espace fibré, faute d’y retrouver une
structure différentiable compatible avec I’action définie par ’espéce de structures sous-
jacente. Nous présentons donc cette notion puis nous dressons I’inventaire des fibrations
les plus importantes.
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8.4 FIBRATIONS

Rappelons la définition d’'une ESPECE DE STRUCTURES. Soit C une catégorie, E
un ensemble et k':CxE — E la fonction définie par (f,z)— jfz, si les propriétés

suivantes sont vérifiées on dira que (C, E,k') est une espece de structures.

1-VfeCVf'eCVzeLE

(fz, f'.f et f' fz définis = (f'.f)z définiet (f'.f)z=[f'(f2))

2-VzeE eeC, ez définiet ez=z

3-VfeC VzeE (fz défini < a(f)z défini)

4- Ve €C, Iz €E ez défini.

On déduit de cette définition I’existence d’une application surjective ILE — C; dite
« associée a (C,E,k') »

8.4.1 DEFINITIONS

Soit n=(C,E,k') une espéce de structures a laquelle est associée la surjection
ILE—>C,, oa C est un groupoide transitif, nous dirons que 7 définit une

FIBRATION et cette fibration sera notée £E[ B, F,G,C |, ou B est généralement
C, ou tout ensemble en bijection avec C,. B est la BASE de £ [ B,F,G,C ] En
remarquant que pour tout e et pour tout e' de C,, IT"'(e) et IT"'(e') sont en bijection,
et que C(e,e) et C(e',e') sont deux groupes isomorphes, on pose F =I1"'(e) qui est la
FIBRE TYPE de E[B,F,G,C]| et G=C(e,e) qui est le GROUPE
STRUCTURALde E[ B, F,G,C].

E[B,F,G,C] étant une fibration, on note H=C(e,C,) et H,=C(e,e'), la
fibration H[ C,, G, ,G, C ] est alors désignée comme FIBRATION PRINCIPALE
associée & E[ B, F,G,C ]. La surjection associée 4 cette fibration principale est
alors la rétraction but B de C, la base est C,, la fibre type est G et le groupe structural

est le groupe des translations a gauche de G car C opérant a gauche sur H , le groupe
structural opére a gauche sur G. Noter que G opére a droite sur H.

Les morphismes entre fibrations forment une sous-catégorie de la catégorie des
applications covariantes.

Dans le cas ou une fibration est telle que I’espéce de structures sous-jacente 77 soit
une espéce de structures différentiable sur un groupoide de Lie localement trivial, on
parle alors d’espace fibré différentiable.
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Ces définitions étant posées, revenons a I’algebre de contact (k,D,C) ou C est une
catégorie. Soient A et B deux parties non vides de C,. On y distingue deux unités :
a, €A et b, € B. On pose alors :

4, ={ae4lH*@a,a) =2} et B ={beB/H"(b,b) =D}
A, (resp. B)) est la classe de a, (resp. b,) pour la relation d’équivalence :
ara, & H%(a,,a)zJ (resp. b~b, < H?(b,,b) = D).

On note H®(4,) (resp. H®(B,)) le groupoide transitif des jets inversibles de
morphismes appartenant 8 C(4,, 4,) (resp. C(B,,B,)). On peut alors énoncer.

8.4.2 PROPOSITION

Si C(a,,B) # < est non vide alors J?(4,,B) [ 4, ,TB, H%@a,), H°(4) ] est une

fibration.
A Considérons le diagramme suivant.

I?B T°B I°B

rx X J*(4,,B)

On pose:

HO(4)%J*(4,B)={(¥,X) e H*(4)x J*(4,B)/ X = J°f,¥ = J°g,a(g) = (1)}

On définit alors: k" H®(A4,)*J*(4,,B) > J°(4,,B)
Y. X)) k¥, X)=YX=XY"
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Il faut noter que dans la notation £'(Y,X)=YX ne figure aucun symbole de
composition, elle doit donc étre interprétée comme I’action de H?(4,) sur J?(4,,B).

On définit également a.J?(A,,B)—> 4
Xba(X)=a(f) st X=J°f .

en raison de 1.1.3 1 la définition de @ est indépendante du choix de f € X .

On vérifie alors:

1-si YX, Y'(YX), Y'Y sont définis alors (Y'.Y)X est défini et égal a Y'(YX),

2- pour tout X de J?(4,,B) il existe un unique a € 4, tel que £'(a, X) soit défini
enposant k'(a,X)=X.J?a=X.a=aX,

3- YX est défini si et seulement si a®(Y)X est défini,

4- pour tout a € 4, il existe X €J%(4,,B) tel que aX soit défini.

Examinons cela.
1- On peut écrire :
(Y'.Y)X=X.(Y'.Y)"=X.(Y“.Y"l)=(X.Y“).Y"‘:(YX).Y"'=Y'(YX) d’ou le

résultat.

2- Pour X €J®?(4,,B) tel que X=J°f avec f €C(a,b) , a est unique et ne
dépend pas du représentant f choisi mais ne dépend que du jet X en raison de 1.1.3.

On peut donc poser, moyennant ce qui a été dit en 4.2.1 :
k'(a,X)=X.J%a=X.a=aX .

3- YX défini & XY défini
o X défini
o X.(a®(1) défini
o a®(NX défini.

Eneffetsi ¥ €J%(a,a') , alors Y™ €J%(a',a) et f2(Y™")=J% avec J%a ell’(a).
Or fF2(Y=a®Y)=(a’(Y))” car J%a est inversible et tel que son inverse soit J%a
d’ou ce qui précede.

4- Ce dernier point est évidemment satisfait sachant que 7B # O car C(a,,B)# 3.
Pour tout ae4, il suffit de prendre X'e€I?B puis de poser X =X'Y 7 ou
Y €J%(a,,a') pour avoir X €J®(a,B) et aX défini. V

La proposition 8.4.3 dresse I'inventaire des fibrations usuelles. Pour chaque fibration
nous nous bornerons 4 nommer 1’espace, la base, la fibre type, le groupe structural et le
groupoide opérant sur cet espace. Nous préciserons I’action du groupoide et la
surjection associée. Chaque situation sera illustrée d’un diagramme.
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8.4.3 PROPOSITION

1- J®°(4,,B) [ 4, ,17B, H%(a,), H?(4) ] si C(a,,B)# QD (cf proposition 8.4.2).
2- J°(4,B) [ B, T4, H*(b,) , H*(B,) ] si C(4,b,)%D.

3- I9B, | B, I2h, , H*(,) , H*(B,) | si Clay,b,) # @

4- T7 4, [ 4, T a, , H*(a,) , H*(4,) ] si C(by,a,) %D

5- J°(4,B) [ 4, . T2B, , H*(a,) , H°(4) | si C(a,.B,) % @.

6- J"’(Al,Bl)[ B, T2 4, , H(b,) , H*(B,) ] si C(4,,b,)#D.

T- J%(4,B)[ 4 x B, J" (@y.by), H* (ay) x H" (8,), H* (4) x H* (B) | si C(a,,5,) % D
8- P2B, [ B, P2b, , H*(a,) , H(B,) | si C(a,.b,) = D.

o- P74, [ 4 B a,, HO(b,) , H*(4,) ] si C(b,a,) %D .

10- P2(B) [ 4, , P2(B)), H*(@,) , H*(4)) | si C(a,.B,) #@.

11- PS(B) [ B, B’(4), H°(b,) , H*(B,) ] si C(4,,6,)#D .

12- P;;(B,)[A, x B, ,R,f(bo),H"’(ao)xH“’(bo),H‘"(Al)xH“’(Bl)] si C(a,,b,)#D.

A2 J(AB)| B T4 H @), H(B) ]

Iy 4 AV I

rX X J?(4,B,)

b b, H®(B)
Ona:
k':H®(B)*J*(4,B)—> J°(4,B)) et  B.J°(4,B)— B,
Y, X)»YX=Y.X X B(X) = B(S)
avec X =J°f .
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3- 7::31 [ B] > ]:ztbo > Hw(bo) > H'P(Bl) ]

b 17 2,

YX X 7B,

b . b, H?(B))

Ona:
k' H®(B)*IB, — I} B, et B T?B, — B, avec X =J°f .
Y, X)pYX=Y X X B(X)=Bf)

4174 [ 4, T a, , Ho(a,) , H*(A4,) ]

Py 9 ®
L a I, a L, a,

0 0

12'¢ X % 4,

Ona:
K HP(AWT 4 - T A ot @l 44 avec X =J°f .
Y, X)YX=X7Y" X a(X)=alf)
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5- J*(4,B) [ 4, TZB, , H*(a,) , H(4) | avec J°(4,,B)) = JJ°(a,B,)

ae4,

1B, 7B, 173,

Yx X J?(4,,B)

Ona:
k':H®(A)*J?(4,,B)—> J?(4,,B) et aJ’(4,B)—> A avec X=J°f.
Y, X)y»¥YX=XxY" X a(X)=a(f)

6- J°(A,B)| B, I 4 , H(8,) , H°(B,) ] avec J°(4,8,) = | JJ°(4,.5)

beB,

bd *

T 4 T4 A

2.4 X J?(4,,B)

B
H®(B,)
Ona:
k':H®(B,)*J®(4,,B)—> J°(4,,B)) et B.J°(4,B)—>B avec X=J°F.
Y, X)pYX=YX X B(X) = B(f)
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7- J(4,B)[ 4 x B, J*(a5,b,), H? (@) x H* (8,), H*(4,) x H*(B)) |
J?(a',b") J%(a,b) J?(a,,b,)

r,2)X X J?(4,,B,)

H?(4)xH*(B,)

Ona:
k':(H?(A)xH?(B,))*J?(A,,B)) > J°(4,,B,)
Y,2),X)»¥,2)X=Z.X.Y",
et
y:J?(4,,B)) > A, xB,
X y(X)=(a(f),B(f)) avec X=J°f .

8- P7B, [ B, P2b, . H*(a)) , H'(B) |
A PLb P2b,

YY X P?B,

Ona:
k':H®(A4,)*P2B, — P2B, e¢  BP!B B avec X =J°f .
. X)>YX=Y X X - B(X) = B(S)
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o- P24 | 4, Pa,, H°(B,) , H*(4) ]

* *
@ [ (4
Pbo a Pbo a Pbo a,

YX X P4

Ona:
k' H®(4)* P 4 — B 4, et  @BA 4 avec X =J°f .
¥, X)->YX=X7Y" X a(X)=a(f)

10- P{(B) [ 4. P2(B) , H*(@,) , H"(4) ]

F7(B,) F7(B) £ (B)

YxX X P,ZB\

—
Rl

a . a, H?(4)
Ona:
k':H“’(Al)*P}"(B])—>PA"I‘(BI) et E:PZ(B,)—) A avec X =J°f .
Y, X)) YX=XY" X a(X)=a(f)
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- P(B) | B B (4) BO®) . B (B) |

B (4) PF(4)  BI(4)

YX X P?(B)

b . b, H*(B,)
Ona:
k':H?(B)*P{(B)— P(B) et B P (B)—> B, avec X =J°f .
Y, X)-YX=Y.X X B(X) = Bf)

12- PJ(B)[ 4 x By, B2 (B,), H* (a,) x H* (5,), H* (4) x H*(B,) |
Pa? (b') P:’ (b) Paf (bO)

¥.2)X X Py (B)

P ——
Rl

.(a,,b,)) H®(A)xH°(B,)

(a’ b)

Ona:
k':(H®(A)xH®(B)*P;(B)— P{(B)

¥,2),X)>»Y.2)X=2Z.XY"

et
7:P?(B)— 4 xB,

X 7(X)=(a(f).B(f)) avec X=J°f . V
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8.5 OBJETS PLONGES

8.5.1 DEFINITION

Soit F:A— C(A4,B) une section locale de a , ou 4 et B sont deux parties non vides
de C, (cf.4.5.3). Le couple (F, A) définit alors un OBJET PLONGE dans B (cet objet
étant B(f(A)) plongé dans B ).

C étant e, -transitive, F' se prolonge de maniére naturelle a P?(F) comme suit.
P (F)F(A)—> F.(B)
X6 (P2R)X) =FBU).X = (JFB ). X

avec X =J°f.

Montrons que la définition de (Pej’(F ))(X ) ne dépend pas du choix de /. En effet
1.1.3 1- assure que pour tout f du jet X, S(f) est constant, d’ou I'indépendance du
choix de f dans I’expression de (Pef (F ))(X ).

8.5.2 DEFINITION ET PROPOSITION

Soient (F,4) et (F',A') deux objets plongés dans B et b € B(F(A)) B(F'(A4")),
on dit que (F, A) et (F', A") ont méme ¢ -contact en b si et seulement si il existe a € 4
et a'e A' tels que B(F(a)) = B(F'(a')) =b et vérifiant de plus :

J?°F(a)< J°F'(a') et J°F'(a')<J?F(a).

La relation définie ci-dessus est une relation d’équivalence.
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A La reflexivité est évidente, la symétrie également compte tenu de I’aspect
symétrique de la définition. Examinons la transitivité. Soient (F,A), (F', 4"), (F",A4")

trois objets plongés dans B et b e B(F(A)B(F'(4))~BF"(4A")). Si (F,A) et
(F',A") ont méme @-contact en & ainsi que (F',4') et (F",A"), cela signifie qu’il
existe a, a',a" respectivement dans 4, A', 4" tels que B(F(A))= B(F'(A')=b et
B(F'(A4"))=B(F"(A"))=b. De plus on a J°F(a)<J°F'(a') et JPF'(a') < J°F(a)
ainsi que JPF'(a') < J*F"(a") et J°F"(a")<J°F'(a'). 1l est alors aisé d’en déduire
BF(A)=B(F"(A"))=b et J°F(a)<J°F"(a") et J°F"(a")< J?F(a), d’ou
(F,A) et (F",A") ont méme ¢ -contact en b. V
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9 PROLONGEMENTS

Dans ce chapitre nous allons présenter diverses extensions de la structure d’algébre de
contact. Ces extensions permettront a leur tour d’étendre le calcul des jets a la catégorie
des applications d’un ensemble U vers la catégorie C, a celle des sections locales de «,
puis a celle des sections locales de . Nous préciserons également les notions de

prolongements holonomes ainsi que les prolongements non holonomes.

9.1 ALGEBRE DE CONTACT SUR J°C

9.1.1 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algébre de contact abélienne sur C alors pour tout ¢ de @,
(k®,®,J°C) est une algebre de contact abélienne sur la catégorie des ¢ -jets de
morphismes de C et k® est défini par:  £®:® x J°C — J°C

(0. J° )o@ J?f =J%(¢' f)

A Du fait que I’algébre (k,®,C) est abélienne on déduit que la définition de £® est
indépendante du représentant choisi dans J?f . Eneffet, soit f'eJ®f alors ona
quelque soit g :

gt o' f) & eg=0(o'f")
< pg=0'(gf") ((k,®,C) abélienne)
< =0 (9) (f'eJf)
< gg=90@'f) ((k,®,C) abélienne)
< geJi(e'f),

ce qui prouve que J?(@' f)=J?(¢'f') et donc que la définition de ¢'(J®f) ne dépend
pas du représentant choisi.

1- Pour tout (¢",¢') e®* D et pour tout fde Cona:

(0" NJI°f)=T"((¢".9')f)
=J%(9"(#' 1))
=" (J*(@' /)
=0"(¢'(J*S)).
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2- Pour tout ¢' de @ et pour tout (f,g) sCxC ona:

(J°f).(J?g) défini & J?(f.8) défini
< fg défini
< o fog défini
o J(ofo'g) défini
< J(@ f).I(9') défini
< 0(J°f)e'(J%g) défini.

3- Pour tout (¢',p) e® x D et pour tout (g, f) eC*C ona:

o' (J°g S f)=¢'(J*(8.1))
=J%(9'(8.1))
=J%(9'(9'8.9' 1))
=o' (J*(0'g.¢' f)
=0'(J?(9'g).J?(¢' 1))
=0'(¢'(J°8).¢'(J°S).

Des résultats précédents on déduit la structure d’algebre de contact annoncée.
Montrer que cette derniére est abélienne se fait sans difficulté. V

9.2 ALGEBRE DE CONTACT SUR C’

Soit U un ensemble non vide et C une catégorie. On note C’ I’ensemble des
applications de U vers C. Pour G et F'de C” on définit Ge F par :

a) Ge F est défini si et seulement si Vu €U a(G(u)) = B(F(u)) et,

b) GeF.U->C
ur (Go F)u)=G(u). F(u)

9.2.1 PROPOSITION

La composition précédente définie entre morphismes de C Y permet de munir CY
d’une structure de catégorie qu’on notera encore C” . Les rétractions source et but sont
notées respectivement a” et 4 et définies par :

a’:C' ->CY et plcl 5"
Fa’(F) F BY(F)
avec a’(F):U—->C et B (F)U—~>C
u (@ (F))u) = a(F(w) u> (B° (F)(u) = B(F ()
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A L’associativité s’établit sans difficulté. Par ailleurs quand Ge F est définiona :
VueU (a” (G F)(u) = a(G(u). F(u)) = a(F(u)) = (a” (F))(u).
d’ou I’on déduit a” (Ge F)=a"(F) et de maniére analogue S’ (Ge F)=f(F). V

Si (k,®,C) est une algébre de contact, on définit :
EV:oxC’ »>CY
(0. F)P kK’ (p,F)=oF
ou @F est définie par: @F:U —» C
u> (@F)(u) = pF (u) .

On peut alors énoncer le résultat suivant.

9.2.2 PROPOSITION

Avec les hypothéses précédentes (kY ,®,C") est une algébre de contact. Si (k,®,C)
est abélienne alors (kV,®,CY) Iest également.

A 1- V(,¢")e®*® VFeCY YuelU ona:
(9.0)F)u) = (0.9 ) F(u) = (@' F(u)) = p((¢' F)u)) = (p(¢' F))(u),
d’ou on tire V(p,¢') e®@*® VF eCY (¢.¢')F =p(¢'F).

2-Vpe® V(G,F)eC’ xCY ona:

(G,F)eC” *CY & GeF défini
< YuelU G(u).F(u) défini
& Yuel (oG(u)).(pF (1)) défini
& Vuel (¢G)(u).(oF )(u) défini
< (¢G) e (¢F) défini
< (¢G,pF)eC?*CY

3-Vpe® V(G ,F)eC'*CY VuelU ona:

(P(Ge F))(u)= (G o F)u)
= @(G(u). F(u))
= @(¢G(u). pF (1))
= o((¢G)(u).(pF)())
= ¢[((¢G) » (oF))(w)]
= (p(¢G  pF))(u)
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d’ou I’on déduit :
Vo e® V(G,F)eC’+C’ p(GoF)=g[(¢G) (oF)),
ce qui achéve cette démonstration ; I’éventuel caractére abélien s’établit sans difficulté. V

Il résulte de la proposition précédente qu’un calcul des jets est possible en raison de la
structure d’algébre de contact (kY,®,C”). En conséquence I’application

J?:CY - J?(CY) définie par F +> J°F devient un foncteur. En ce qui concerne J?F

on a le résultat suivant.

9.2.3 PROPOSITION

Pour tout @ de @ et tout F de C“ on définit 'application J?F:U — J°C définie
par ut> (J°F)(u)=J%(F(u)). Cette définition est alors indépendante du choix du
représentant pris dans JPF. Par ailleurs ¥:.J?(C)— (J ‘”C)U défini par
Y(X)U - J°C

X:J”Fr—)[
ur> J°F(u

)J est un foncteur injectif qui fait de J?(C”) une

sous-catégorie de (J"’C)U. Si de plus ¢ est idempotent dans (k,®,C) alors ¥ est

surjectif ; J?(CY) et (J °C )U sont deux catégories isomorphes.

A Montrons qu’effectivement J®(F(#)) ne dépend pas du choix de F dans J®F .
Soit F'eJ?F on a alors :
@F'=gF < Yu eU (pF" Yu) = (pF)(u)
< YueU oF'(u) = oF (u)
< YuelU JP°(F'(w) = J%(F(u)).
On notera « ® » la composition dans C”, dans J?(C") ainsi que dans (J “’C)U . On
considére les jets ¥ = J°G et X = J°F tels que G F soit défini dans C”. On a alors
Ye X =J°GeJ°F=J%°(GeF)

et VuelU (YT o X))u)=J?(GeF)u)
= J?(G(u).F(u))
=J°G(u). J°F(u)
= (Y@))(w).(P(X))(u)
=(¥(@) o ¥(X))(w)
ce qui équivaut a Y(Ye X)=Y()e¥(X) .
¥ est donc un foncteur. Montrons qu’il est injectif. Si on a ¥(X')=¥(X) avec
X'=J®F" alors quelque soit # de U on écrit :
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(P(X'N() = (P(X)(u) = JF' (u) = J*F(u)
< of"(u) = pF (u)
< (@F" )(u) = (pF)(u)

d’ot I'on déduit oF'=@F < J°F'=J°F & X'=X.

f U — J?C étant donnée, on considere I'application @:J?C — C définie par
J?f > ¢f ; w ne dépend pas du représentant choisi dans le jet J?f . Définissons alors
I’application F:U — C par ut> @(_F(u)). De ce fait on a F' = wo £ et pour tout u
de Uil vient (‘P(J“’F))(u) = JPF(u) = J°w(_F(u)) = LF(u) car ¢ étant idempotent @
est alors une section de J?. Il résulte de ce qui précéde que ¥ est un foncteur bijectif;
ce qui achéve cette démonstration. V

9.3 PROLONGEMENTS

Dans tout ce paragraphe (k,®,C) est une algebre de contact abélienne. La
proposition 9.1.1 permet alors d’affirmer que (k® ,®,J?C) est une algébre de contact
abélienne et la proposition 9.2.2 permet de dire que (kY ,®,CY) I’est également.

1- Appliquons 9.1.1 & (kY,®,CY). On en déduit que ((k")m,CD,J“’(CU)) est une
algebre de contact abélienne. Ceci nous autorise a parler de la catégorie des ¢'-jets
deJ*(C), soit J°(J°(C”)), o J* dépend de (k”)” et J* dépend de £°.

2- Appliquons 92.2 & (k°,®,J°C). On en déduit que ((k"’)u,d),(J‘”C)U) est une
algebre de contact abélienne. Ceci nous autorise a parler de la catégorie des ¢'-jets de

(7€)’ soit J7((4°C)" ). o J* dépend de (°)" et J* dépend de A"

3- Enfin appliquons 9.2.2 4 ((k”)o,(b, J“’(CU)). On en déduit alors que
o\V U
(((k”) ) ,(D,(J“’(CU )) ) est une algébre de contact abélienne. Ceci nous autorise a

parler de la catégorie des ¢'-jets de (ﬂ(c” ))” , soit J? ((J" (c ))”) .

Les constructions précédentes conduisent a exposer le résultat suivant.
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9.3.1 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algébre de contact abélienne telle que ¢ soit idempotent alors

((k v )® ,®,J° (C v )) et ((k"> )U , D, (J ‘”C)U ) sont deux algébres de contact isomorphes.

A Considérons le foncteur Idy, x ¥:®x J°CY — @ x(J “’C)U qui est inversible de

maniére évidente. Il suffit alors de prouver que c’est un morphisme d’algebres de contact

(c.f. 1.4) et donc d’établir la commutativité du carré suivant.

® x J'P(CU) ld, x¥ d x (ch)u

2
>

#)" 1 T ()

() v (e

Or pour tout ude Uon a :

[0 (¥ P = o ((¥("F)))
o' (J°F (u))

I (9 (Fw))
Al

*((¢' F)w))
=(
(

¥(J*(¢' F)))(w)
¥(p J"’F))(u) .

Autrement dit on a (p'(‘P(J °F )): ‘P(go' J°F ) ce qui achéve de prouver la

commutativité du carré précédent. V

Désormais nous identifierons ces deux algébres de contact, étant bien entendu que

cette identification n’est possible qu’avec ¢ idempotent dans (k£,D,C).

Les considérations précédentes nous aménent a poser les définitions suivantes.
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9.3.2 DEFINITIONS

Si (k,®,C) est une algébre de contact abélienne et idempotente alors on a :
1- e (ct) = g*(s2(c)) = (o))
est le (@', @) -prolongement HOLONOME de C*,

2- j(tp'.w)(CU) - J*"(( o ( CU))U)

est le (¢', @) -prolongement NON HOLONOME de C .

Précisons tout ceci dans le diagramme suivant.

k,o,c) () (K, @,CY)

J¢

v ()’

o Eres@ o WE) elre)) o

I iso
()’

worge  EVetd) e

J?

v

(@) or(orer)) @

Dans ce diagramme - J? et J? indiquent la construction évoquée en 9.1.1
- ()Y indique la construction évoquée en 9.2.2.
- iso désigne I'isomorphisme d’algebres défini en 9.3.1

Fixons les régles de « circulation » liées au diagramme précédent.
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Regle 1

(k,9,0)

e Permet d’obtenir le prolongement holonome de la
catégorie C.

Regle 2

*,®.C) ()" (K, ®,C")

J? J?

»>é
>

()’

aEEE———— ¥

Permet d’obtenir le prolongement non holonome de la catégorie C. Permet également
d’obtenir le prolongement holonome de la catégorie CU .

Ce dernier carré est bien entendu commutatif comme précisé en 9.3.1.

Enfin, il importe de ne pas confondre J? (J "’C) (ou les deux foncteurs jets sont liés a

des algébres distinctes) avec ’extension du calcul des jets aux parties de C.

Pour chaque algébre de contact présente dans le diagramme nous proposons, pour les
différentes catégories de jets qui s’en déduisent, les définitions qui suivent.

(0) conduit au (@', @) -prolongement holonome de C noté :
J@9C = Jw'(Jtpc)'

(1) et (2) conduisent au  (¢', @) -prolongement holonome de C noté :

seo(c)=(oe(c”) =7 ((oc)’)
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ou encore au (¢', @) -prolongement non holonome de C note :
j(tv',w)(c) — Jw‘(Jw(CU )) - Jw'((J'pC)U)'

(3) conduit au (¢', @) -prolongement non holonome de C* noté :
j(w‘-w)(CU) =J° ((Jw (CU ))U)
(4) conduit au (¢",¢') -prolongement holonome de (J “’C)U note :

J(“'""’")((J"’C)U) = (o ((J'Pc)”)) .

Pour terminer ce paragraphe notons que les constructions précédentes peuvent étre
réitérées tant « horizontalement » que « verticalement ».

9.3.3 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algebre de contact abélienne et si ¢ est idempotent alors la
catégorie J®*?(C) (catégorie des (¢',9)-jets holonomes de C ) est isomorphe & une
sous-catégorie de J®*’(C) (catégorie des (¢', @) -jets non holonomes de C).

A Ona vu en 9.2.3 que la catégorie J “’(C U) est isomorphe a la catégorie (J "C)U , 1l
en résulte que les catégories J ""(J"’(CU)) et J *’"((J“’C)U) sont isomorphes. Or
J ""((J”’C)U) est elle méme isomorphe a la catégorie (J""(J"’C))U d’ou J ""(J“’(CU ))
isomorphe a (J*"(J‘”C))U , ce qui revient & dire que J“"""”(CU) et (J("’""’)(C))U sont
deux catégories isomorphes, soit a affirmer que J“*(C) et (J“’"“’)(C))U sont

isomorphes. Si on identifie J(‘"""’)(C) a la sous-catégorie des applications constantes de
U vers J®?(C), cela revient a identifier J**(C) & une sous-catégorie de

(J“’"“’)(C))U et donc & établir I'isomorphisme de J®*”(C) avec une sous-catégorie de

J®#(C), ce qui achéve cette démonstration. V

Si I’algébre de contact (k,®,C) est compléte Id,. est alors un opérateur idempotent.
Si on pose J° =J'* alors on aura J°f ={f} qu’on identifie alors a f, ainsi J°C est

identifié a C, d’ou les remarques qui suivent.
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Remarques

1- Si on considére (k°,CI), J°C) ona:

k°:®dxJ°C—> JC avec J°(¢f) identifié a ¢f
(@, °f) = (o)
et par suite ’algébre de contact (k°, ®,J °C) est identifiée a (k,D,C).

2- Si on considére ((k°)u,<1>, (J'°C)U), cette algeébre de contact peut étre identifiée a
(k”,CD,CU) et par suite le prolongement (¢,0)-non holonome de C est identifié a

J ‘”(C U), ce qu’on écrit J®VC=J “’(C U), et le prolongement (¢,0)-holonome de C"
est identifié a J"'(CU), ce qu’on écrit J@VCY = J”’(CU). On a donc :

J?(CU) = JeOcU _ j('P‘O)C.
La proposition suivante permet de préciser le lien entre J “’"“’)(C U) et J® “’(CU) .
9.3.4 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algeébre de contact compléte et idempotente alors pour tout ¢ de
® et tout ¢' de @ la catégorie J”**’C est isomorphe  la catégorie J* °C .

A Précisons que J®?(C)=J* (J*”C) est la catégorie des ¢'-jets de morphismes de
J°C.

Autrement dit on a : Y eJ""(J"’C) o 3IXeJCY=J"X
o v={X'e)C/pX'=¢ X}

Par ailleurs on a également : XeJC o IfeC X=J°f.

On définit I’application ¥:J "”(J ‘”C) — J?®C en posant pour tout ¥ de J* (J "’C) ;
W(¥)=J"°f o Y =J"X et X=J°f .

Nous allons montrer que la définition de W(Y) est indépendante du choix de X dans

Y=J%X et de celui de f dans X =J®f, puis nous montrerons que ¥ est une
application bijective, qui de plus est un foncteur.
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Soit X'=J?f" tel que @' X'= @' X . On peut alors écrire :

PX=0X > ¢S =g If
< S f)=J%(9' f)
< (@' f)=9(0'f)
< (e )f'=(p.0)f (I’algebre étant compléte)
< (o) f'=(0.0)f (I’algebre étant abélienne)
o JOf'=J00f

Montrons que ¥ est injective.

Soit ¥'eJ*(J°C) et ¥ €J?(J°C) tels que ¥'=J® X' et Y=J°X et tels que
X'=J°f"etX=J%f, f' et fétant deux morphismes de la catégorie C on peut alors
écrire les relations suivantes :

YI)=Y¥) & (¢.0)f'=(9"0)f
< (o )f'=(p.0)f (I’algebre étant abélienne)
< (o' f)=0(¢' f)
< S o' f)=J%(9' f)
< ¢S f'=9'Jf
< o X'=pX
o JPX'=J"X
o Y=Y d’ou ¥ injective.

Montrons que ¥ est surjective. On se donne J??f . On pose g=(¢'.p)f puis
X=J°G et Y=J"X onaalors ¥(¥)=J%°g=J"((¢'.¢)f). Comme I’algébre est
idempotente on a donc ¥(Y) = J?°g=J**((¢'.@)f)=J°°f (voir 4.1.4 3-).

Il nous reste a prouver que ¥ est un foncteur. Soit (¥',Y) € J(J?C)*J® (J*C) tel
que V'=J?X', Y=J°X, X'=J°f' et X=J°f, onadonc:
YoV =(J? X')e(J? X)=J?(X'eX)
puis X'oX =(Jf")e(J?f)=J?(f'f)
et donc YX'eY)=J??(f'of)=(J??f)e(J??f) =F(Y") e ¥(Y), ce
qui achéve cette démonstration.

¥ étant un isomorphisme on peut dés lors identifier la catégorie J**’C=J¢ (J “’C)

avec la catégorie J?°C . V
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En conséquence, pour une algébre de contact compléte (donc abélienne) et
idempotente, moyennant les isomorphismes précédents on a :

J® ¢(CU) - J(tp'.tp)(CU) - j(:p',w)(CU)

9.4 ALGEBRE DE CONTACT SUR C,

9.4.1 LA CATEGORIE C,

On appelle SECTION LOCALE DE « sur la catégorie C toute application
F:4— C(4,A4") ou A est une partie non vide de C,, ou A'= B(F(A)) (c’est une partie
non vide de C,) et ou C(4,A") est 'ensemble des morphismes de C dont la source est
dans A et le but dans A’. De plus F est telle que pour tout a de 4 ona a(F(a))=a.

Si F:FA—>C(A4,A4") et G:B— C(B,B') sont deux telles sections locales de a on
note G° F leur composé. Il est défini par : G°F: 4 — C(4,B')

a> (G°F)a) = G(B(F(a)).F(a)

si et seulement si A'=B.

B’ A’=B A

G(B(F(2)))

L’ensemble des sections locales de a sur C est alors muni d’une structure de
catégorie notée C, dont les rétractions source et but sont notées a_ et S, et définies par

a,(F)=i,, B(F)=i, ou F:A—>C(4,4') et i,,A—>C(A4,4) est 'application
définie par a>i,(a)=a .

9.4.2 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algebre de contact alors (k,,P,C,) est une algébre de contact ou
k, est défini par :
k. ®xC, —C, avec @F:A—> C(A4,4") (siona F:4A—> C(4,4"))
(0, F) > k(9,F)=@F a - (gF)a) = k(p, F(a)) = pF(a)
Si de plus @ préserve les unités de C alors ¢ préserve les unités de C,.
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Al-V(p,¢')ed*® YVacAd ona:

(p.¢')F)a) = (p.¢'(F(a))
= (@' (F(a))
= p((p'F)(a))
=(p(¢'F))a)
d’oul’ontire (¢.¢')F=¢(¢'F).

2-Vped® V(G,F)eC,xC ona:

(G,F)eC,*C, © VaeA(G°F)a)=G(B(F(a))).F(a)
< Vaed G(B(F(a)).F(a) défini
< Va e A oG(B(F(a))).oF (a) défini
< Va e 4 (pGXB(F(a)).(pF)a) défini.

oron a B((¢F)(a)) = B(@F(a)) = B(F(a)), ce qui permet d’écrire

(G,F)eC,*C, < VaeA (¢G)°(¢F))a) défini

< (9G)°(¢F) défini
< (w’wF)ECs*Cs .

3-V(G,F)eC,*C, Vped VacAd ona:

(p(G° F))@a)) = p((G° F)a))

= ¢[G(B(F (a))). F(a)]
= o[pG(B(F(a))).oF (a)]
= o[ (9G ) B(F(a))).(pF )(a)]
= o[(PG) B @F)a))).(pF)a)]  (car B(eF(a)) = B(F(a)))
= o[ ((¢G)° (pF))(@)]
= (¢(@G) (@)@

d’ou 'on tire p(G° F) = ¢[(¢G)° (¢F)].

Pour terminer montrons que si ¢ préserve les unités de C alors ¢ préserve les unités
de C,. Soit a,(F)eC,, et p €D onapourtoutaded :

(p(a,(F)Xa)= (¢, Na)=p(,(a)=pa=a=i,(a).
D’ou I’on déduit ¢(a,(F)) = a,(F) ce qui termine cette démonstration. V

(k,,®,C,) étant une algebre de contact, on peut donc introduire un calcul des jets
ainsi que la catégorie J?C, et le foncteur J?:C, - J°C..
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J®C, a alors pour rétractions source et but les applications (a,)” et (8,)” définies
par :
(@,)’ (J°F) = I (a,(F))=J°(i,) et (B,)" (J*F) = J*(B(F)) = J*(i5)
pour F:A— C(4,B) avec F eC,.
Concernant les morphismes de J?C, on peut énoncer.

9.4.3 PROPOSITION

Soit (k,®,C) une algébre de contact.
1- Si l'application F:A4—> C(A4,B) est une section locale de a (F e€C,, ici

F €C,(4,B)) alors au morphisme J*F de J?C, on associe I’application :
P(JF):4— J°(4,B)
a— J°F(a)
ou, rappelons le, J?(A4, B) est I’ensemble des jets de la forme J?f avec a(f) e 4 et

B(f)eB.

2- Si de plus ¢ préserve les unités de C (@ e @’ et de ce fait est idempotent) alors
J?(C,) et (J "’C)s sont deux catégories isomorphes.

A 1- Montrons que pour tout ade 4 J?(F(a)) e(J°C)A4,B). Sionpose F(a)=f
avec f €C(a,b) et beB, d’aprés 1.1.3 1- on est assuré que ¢f €C(a,b) et donc que
J?(F(a)) soit formé de morphismes dont la source est dans 4 et le but dans B, d’ou
pourtoutade A ona J?°F(a) e J°(A4,B).

Montrons que la définition de ‘P(J °F ) est indépendante du représentant choisi dans
le jet J°F .
Soit F'eJ®F , nous pouvons donc écrire :
QF'=gF < VaeA (pF')(a) = (pF)a)
<> Va e A ¢F'(a) = ¢F(a)
< VaeA J?°(F'(a))=J°(F(a))

ce qui prouve que la définition de ‘P(J °F ) ne dépend pas du représentant choisi.

2- Rappelons que (J"’C)o est ’ensemble des unités de J?C . C’est donc I’ensemble

des jets de la forme J%e ou e €C,. Considérons 4 et B deux parties non vides de
(/°C), définies par A = {J“’a e(J°C),/ae A} et @ = {J”’b e(JeC) /b eB} .
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Soit F: A — C(A, B) une section locale de « . On a alors :
Vaed a®(J°F(a))=Ja(F(@)=J%acA et B (J°F(a))=J*B(F(a)) B
car B(F(a)) € B par définition de F.
On consideére alors la composée des deux applications suivantes
- ¥(J°F)
A——4 >J?(4,B)  etonpose ¥'(J°F)=¥(J*F)ow .
JPar w(Jq’a) =gpa—> J°F(@a)

Il est clair que HT(J "’a) ne dépend que de J®a car si a'eJ%a on aura @a'=qa.
Noter qu'onn’a ga =a (¢ préservant les unités) que si a € 4 car il faut bien savoir que
J®a ne contient pas que des unités de C méme si par définition J°a contient au moins
une unité prise dans 4. Donc ‘I"[J "’F) ne dépend que de JF et la définition de
(‘P'(J“’F j)(J "a) ne dépend que de J%a .

Montrons que cette application est une section locale de @?. On a :

Vaed a“’((‘P'[ J"’F))(J‘”a)) = a®(J°F(qa))

= J*(a(F(pa)))
= J?%(ga) (F section locale de )
=J% (p @)

Par ailleurs on a :
Vacd ,B"’((‘P'(J”’F))(J“’a)) = p°(J°F (pa))
= J*(B(F(ga)))
= J*(B(F (@)
Ce dernier jet est de la forme J®b avec b eB et donc appartient 4 @ , par
conséquent on a :
V(s F):a —>(J°C)a,8)
J*ar (¥(J°F))(J*a)
On a donc ‘P'[J”F ) e(J“’ ); et V' permet alors d’associer & tout morphisme de
J?(C,(4,B)) un morphisme de (J ”’C)S(ﬂ ,B).

On étend « Hom » par « Hom » la construction précédente & J*(C,) ce qui permet de

considérer " comme une application de J?(C,) dans (J"’C)s :

Montrons que ¥' est injective.
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Soient F':A'—> C(A',B') et F:A— C(A4,B) deux sections locales de « telles que
I'on ait W'(JPF)=%¥'(J°F). On a alors A'=4 et J°(4',B')=J%(4,B), ce qui
revient & dire que ces deux applications ont méme source et méme but.

Par ailleurson a :

va'e 4 (¥(J°F))J%a) =(¥(I7F)) )

= J?F(ga')
=J°F(a") (p @)

F(a') étant défini on en déduit que a'e A et par suite A'C 4, de la méme maniére
on établit A< A' et finalement A'= 4.

De A'=A et J?(A',B')=J%(A4,B) on déduit B'= B car ici tout élément de B est
le but d’un morphisme de la forme F(a) avec a € A , méme remarque pour B'. Il en

résulte que pour tout a de A=4’ on a (‘Y'(J °F '))(J °a)=J°F'(a)=J®F(a) d’ou
JPF'=J°F .
Montrons que ' est surjective.
Soit F e(J“’ )s, onadonc F: 4 — J°(4,B) =(J“’C)(ﬁ ,B)
JPar—> F (J “'a)

On consideére le carré suivant tel que F = @oF oJ?.

4 , C(4.B)
J? @
At » J%(4,B)
F

Montrons que lI“(J"’F )= F . Pour tout J°a de 4 ona:

(w(F)ore) = (¥(F)- Yo%)
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puis (‘P(J °F ) o w)(J qPa) =J°F (m(J "’a))
=J°F(a)
= J"'((on oJ“’)(a))

= J* ({7 (°a))

=(J? o @) (/*a))

=F (J "’a) (@ étant idempotent @ est une section de J?)
Onadonc ¥'(J°F)=¢

Reste a montrer que W' est un foncteur. Pour cela on considere deux sections locales
de a qui soient composables, a savoir F: 4 — C(A4,B) et G:B— C(B,D). On a donc

VaeA (G°F)a)=G(B(F(a)).F(a).
D’aprés 9.4.2 on sait que (k,,D,C,) est une algébre de contact, et J® est un foncteur
de C, vers J?(C,) d’ou :
J*(G°F)=(J°G(J°F)

On peut alors écrire :

V JPae A (‘P'(J“’(G°F)))(J“’a) = J*((G° F)(¢a))
= J*[[GBF ()] [F(ea)]]
= J[G(A(F (ga))] J*[F(ga)].

Orona J°[F(ga)]= (‘P'(J °F ))(J "’a) ainsi que les relations suivantes :

pl(elrF)ra)]= lrlrea]
= J°[ B(F(ga))]
et J[G(B(F ()] = J°[G(@B(F(¢a)))] car B(F(gpa)) €C, et ¢ €D°
- (# (7Bt (o)

=(#(6)p{(v (o))

Finalement on tire :

(‘P'(J“’(G°F)))(J‘”a) ¥'(J°G)) (,B“’[ J°F))(J*a) m [(‘P'(J“’F))(J“’a)]

(¥
=([ v(°G)) o[ (oF) ][\11 (7°F))(/*a)
(

_ ( (726 (2 (s°F) )] (/°a).
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Sachant que pour tout J’a€ 2 ona:
(‘P' (Jo(Ge F)))(J"a) = (‘P (J°G)w (J"’F))(J"’a)
et J(G°F)=J°G° J°F ,
on déduit successivement

V(G )= (J° Gy ¥'(J°F)
puis W(J°G°JF) = W (J°G) Y (JOF) .

Ceci acheve d’établir que ' est un foncteur. Compte tenu de ce qui précéde ' est
donc un foncteur bijectif de J?(C,) vers (J"’C)s et permet donc d’identifier J°(C,) a
(/7€) . v

9.4.4 PROLONGEMENTS

Si (k,®,C) est une algebre de contact telle que tout ¢ de @ préserve les unités de
C, d’aprés la proposition 9.4.2 on sait alors que (k,,®,C,) est encore une algébre de
contact telle que tout ¢ de @ préserve encore les unités de C, .

Si de plus (k,®,C) est abélienne alors on montre facilement que (k,,®,C,) Iest

également, dans ce cas, et d’aprés la proposition 9.1.1, on sait alors que (k°,(1>, J"’C)

est une algebre de contact abélienne.
On peut alors reconsidérer le diagramme de la définition 9.3.2 sous la forme suivante.

(k,®,C) o (k,,D,C,)
J? J?
v ( )s R o iso R v
(k¢,(D,J¢C) ((k‘f’) ,(D,(J?C) ) ((ks)¢,(D, J'pCs)

La construction notée (), n’est autre que ’extension de ( )V pour tout U non vide
contenu dans C; avec la volonté de ne considérer que des applications de U dans C qui

aient la particularité d’étre des sections locales de la rétraction source.
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Comme en 9.3.2 nous définissons les différents prolongements suivants.

1- Le (¢', p) -prolongement holonome de C, défini par :
Joo(c)=u7(0°c,)=07((r7C) )
2-Le (¢', @) -prolongement non holonome de C, défini par :
j(tp‘,w)(cs) — Jw'((JwCs)s) )

9.4.5 EXEMPLE

C est la catégorie des applications indéfiniment différentiables entre variétés
indéfiniment différentiables. C, est alors la catégorie des applications pointées associée a

la catégorie C (c.f. 1.1.2 8-a-). Ce qui signifie que si f: A — B est un morphisme de C

alors (4,a) -MKB,b) est un morphisme de C, avec a€4 et b= f(a)eB. Ii
faut noter que si f est une application, (f,a) ne saurait en étre une. Tout au long de ce

f

paragraphe nous noterons f:e —e' une application e¢ e———>e' un morphisme, en
sachant toutefois que certains morphismes peuvent avoir les deux statuts.

On note C la catégorie quotient de C, par la relation d’équivalence définie en 1.1.2

N
8-b-. Les morphismes de C sont notés J'(f,a) ou (f,a). Avec les notations
A
précédentes 1’unité a droite de (f,a) est J'(Id,,a) notée plus simplement 4, I'unité &

A -
gauche de (f,a) est alors J'(Id,,b) notée plus simplement b . C est désignée comme

étant la catégorie des jets locaux (ou germes) d’applications différentiables.

Nous ne considérons ici que des applications indéfiniment différentiables a seule fin de
simplifier I’exposé qui va suivre, et ainsi de ne pas disserter sur les classes de
différentiabilité dans lesquelles seront les différentes variétés et applications qu’on sera
amené a considérer.

On se place dans le cadre décrit en 9.4.4 avec comme algebre de contact abélienne
(k,®,C) telle que tout @ de @ préserve les unités de C . L’action de @ sur C est

définie par :
kdxC —>C

AN N
[(0, (f,a)| = (f,.9)
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ou f, est (moyennant le recours a un couple de cartes locales et indépendamment du

choix de ces cartes) ’application qui & x associe la partie principale du développement de
Taylor a I’ordre ¢ de fena.

On considére donc le diagramme suivant.

(k,®,C) () (k,,2,C,)
J? J?
v ( )s R iso !
N RS " (o)

Pour chacune des cinq algebres de contact qui interviennent ici nous préciserons la
nature des morphismes, les rétractions source et but et quand cela sera nécessaire nous
noterons les différences entre les notions d’holonomie et de non holonomie développées
ici et celles introduites par Charles Ehresmann.

1-C

A
Les morphismes sont de la forme é—(f;‘)ﬂ; avec f:A— B un morphisme de C,

A . A
4=J'(ld,,a)=(ld,,a), ac A, b= f(a)et b=J'(Id,,b)=(Id,.b).

A
Les rétractions sont notées o et [ et définies naturellement par a(f,a)=a

N N
et B(f.a)=bh.

2-C

s

A
Avec les notations précédentes on pose : A={deC,/acd} et

A A A
B= {b €eC, /be B} . Les morphismes sont de la forme A L)B ou F est I’application
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A (AN (L F@)
F:A—C| A,B| définie par a> | a———>>b
N

N
F(4) étant tel que pour chaque d il existe (f,a) eC avec F(d)=(f,a), fdépendant
deFetdea .

N
Les rétractions sont notées o, et S, et définies par o (F) =i, qu’on identifie 3 4
A

A
et B.(F)=i, qu’onidentifiea B.
B
A A A
Rappelons que 7, est I’application i,:4—>C| A,4| définie par ar>a. Notons
A A
qu’ici F n’est nullement supposée étre différentiable.

3-J°C

A
4 -
Les morphismes sont de la forme J“’d——']—(-jfﬂ».}“’b. On note encore
A A
JP(fa)=J2f et JPa=J%(ld,,a)=J?1d,.

Les rétractions sont notées a® et [ et définies par :

A N ~
a®(J2f)= J{a ( f,a)J =J% et B*(J2f)= J“’(ﬂ( f,a)j =J% .

Bien entendu il n’existe ici aucune différence entre les jets de type ¢ et les jets
infinitésimaux.

4- J°C,

A A .
On pose J*A={/deJ%C,lacd} e J°B={J%eJC,/beB]. Les

N (. N
morphismes sont alors de la forme J? 4 L)J ? B. Il faut remarquer que Ja ne

N
(/.9

se réduit pas & 4 ; outre a, J®a contient des germes de la forme a—="-*-4 tels
que J°f=J%Id,.
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JPF est alors une application définie par :
N N N VANVAN
JOF:J* A—(J°C) J® A,J° B|=J°| 4,B

(/oF)(°a)

. A AN
ou (J"F)(J"’&) est le morphisme J%a >J%b et F:A—>C|A,B| une

section locale de « , autrement dit F' €C,.
Définissons (J/*F)(J/%G), en posant (JoF)(J%4d) = J°F(gd). Cette définition ne

dépend pas du choix de F dans la classe J®F ni de celui du représentant de la classe de

a, montrons le.
A

Soit F'e J°F et (g,a) €J%3d. Comme ¢ préserve les unités, la seule unité de J%a
est @, par conséquent tout autre représentant ne peut €tre qu’un morphisme de la forme

A
&—M)é vérifiant ¢(g,a)=@i=a .Onaalors :

VAN N
(J”’F')[J‘” (g,a)} = J°F' [(p (g,a)J = J°F'(4)
or o(F' (@) = (eF")@) = (pF)(d) car F'eJF,
d’ou JPF'(d) = JPF(d) . Ce qui prouve que (J"F')(J"’ (g/,\a)] =(JoF)(J%4).

A
Si on pose F(d)=(f,a) (avec les remarques déja formulées en 2- concernant le

choix de f) alors on a (J °F )(J “’&) =J?f . J°F est considérée par Charles Ehresmann

comme étant I’application différentiable J?F:4 — J?(A4,B) qui a a associe J?f c’est
donc (en accord avec ses propres notations) un jet de source a et de but f(a) .

Si on suppose que toute application de la forme J?F est différentiable alors J*C,
n’est autre que la catégorie des flots au sens usuel.

Les rétractions sont notées (a,)” et (B,)" et définies par :

(@) (J°F) = J%a,(F)=J° 4 et (B.)(JF)=JB,(F)=J° B
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5- (J °C )

N .}C N

Les morphismes sont de la forme J? 4 —~— J® B ou _£ est I’application

A A A R R J(J"’&) .
F J? A—> J?| A,B| définie par J®?ar>| JPa——— > J%|.

Examinons la notion de semi holonomie. Avec les notations d’Ehresmann, si £ est

une section locale de la rétraction source, on a a ’ordre 1 :
FA—>J'(4,B)
a Fa)

et pour tout a de 4, au jet _F(a) on peut associer son but b et donc définir I’application
différentiable f:4— B par a>b.

JiF est alors un jet semi holonome d’ordre 2 si et seulement si
VaeA _Ff(a)=J.f, sinon c’est un jet non holonome d’ordre 2. Or dans cette étude

A AN
I’application _f:J' 4 —>J ‘(A,BJ est telle que J' £ est un jet (1,1)-non holonome qui

a aucun instant ne saurait €tre un jet d’ordre 2.

Les rétractions sont notées (a"’): et (,B"’)s et définies par (a“’):(J) =i ,=J° 2 et

J?A

(ﬂw)s(vc)zi,.g =B,

Par rapport aux hypothéses « faibles » qui président a la définition d’une algebre de
contact, le calcul des jets développé par Charles Ehresmann se situe dans un
environnement beaucoup plus riche. Si C, construite au-dessus d’un univers, est la
catégorie des applications différentiables, si 4 et B sont deux objets de C, ’ensemble des
jets infinitésimaux d’un ordre donné de source a € 4 et de but b €B est muni d’une
structure de variété différentiable. Il en résulte que les diverses applications considérées
sont des applications différentiables.

Pour Charles Ehresmann il n’y a donc aucune nécessité de distinguer les diverses
actions introduites dans les algébres de contact précédentes. Le jet d’'un quelconque
morphisme est toujours le jet infinitésimal du germe d’une application différentiable, ce
qui marque au niveau du calcul des jets une différence fondamentale. En particulier cette
situation permet & Ehresmann d’itérer la construction des jets semi holonomes et des jets
non holonomes afin de définir les jets d’ordre supérieur.
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Terminons par quelques considérations étymologiques. Les qualificatifs « holonome »
et « non holonome » sont issus de la mécanique. Pour le mécanicien, un systéme matériel
est dit holonome quand la position de chaque point du systéme s’exprime au travers
d’équations ou d’inéquations dépendantes du temps et d’un certain nombre de
paramétres dits « primitifs », si de plus ces équations dépendent des dérivées par rapport
au temps de ces parameétres primitifs, le systéme est dit non holonome.

Charles Ehresmann a repris ces qualificatifs en étendant leur signification, ce qui I’a
amené a développer les jets holonomes et semi holonomes d’ordre supérieur, ces derniers
s’insérant, comme on I’a vu, entre les jets holonomes et les jets non holonomes.

Pourquoi ces qualificatifs ? En réponse a cette question je ne puis que livrer mes
propres réflexions. Si on considere la racine grecque « holo », son sens est bien connu
des mathématiciens, nous la traduirons par « entier » au sens de « totalité ». Quant a
« nomos » -autre racine grecque- elle concerne « ce qui est en partage », en particulier
« la loi » et, dans une langue plus moderne, prend le sens d’unité administrative.

Un jet est donc qualifié d’holonome quand dans son mode de calcul les regles utilisées
sont partout les mémes. A savoir que pour le jet d’ordre 2 de go f en a par exemple, il

suffit de composer celui de f en a avec celui de g en f(a) puis de ne retenir que les

termes de degré inférieur ou égal a 2. Cette régle simple est applicable quelque soit a.
Pour les jets non holonomes cette régle n’est plus applicable, autrement dit le mode de
calcul en a risque fort de différer du mode de calcul en a’ ( @’ étant différent de a) ce qui
« a posteriori » justifierait selon moi ces qualificatifs.

9.5 ALGEBRE DE CONTACT SUR C,

9.5.1 LA CATEGORIE C,

On appelle SECTION LOCALE DE f sur la catégorie C toute application
F:A'> C(4,A4") ou A’ est une partie non vide de C,, ou 4 =a(F(A4')) (c’est une
partie non vide de C,) et ou C(A4,A4') est ’ensemble des morphismes de C dont la
source est dans 4 et le but dans 4. De plus F est telle que pour tout @’ de A’ on a

BF@)=a.

Si F:A'>C(A4,A4") et G:B'> C(B,B') sont deux telles sections locales de S on
note F oG leur composé. 1l est défini par :
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FsG A—>C(B,A")
a' (FaG)a')=F(a').G(a(F(a'))).
si et seulement si 4= B'".

A’ A=B’ B

F(a’) G(a (F(2)))

L’ensemble des sections locales de B sur C est alors muni d’une structure de
catégorie notée C, dont les rétractions source et but sont notées a, et B, et définies
para,(F)=i,, B,(F)=i, ou F:A'>C(4,4') et i;;A— C(A4,A) est I'application
définie par at>i,(a)=a.

De mé€me que pour la proposition 9.4.2 ; en ce qui concerne C, nous avons.

9.5.2 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algebre de contact alors (k,,®D,C,) est une algébre de contact ou
k, est défini par :
k,,®xC, >C, avec @F:A'>C(A,4'") (siona F:A'->C(4,4"))
(p.F)> k(o F)=0F  ab(pF)a')=k(p,F(a')=gF(a')

Si de plus ¢ préserve les unités de C alors ¢ préserve les unités de C, .

(k,,@,C,) étant une algébre de contact, on peut donc introduire un calcul des jets
ainsi que la catégorie J®C, et le foncteur J®:C, —» J°C,.

J?C, a alors pour rétractions source et but les applications (a,)® et (5,)° définies
par :

(@,)*(J°F)=J%(a,(F))=J%(,) et (B,)°(J°F)=J°(B,(F))=J®(i)
pour F:B— C(A,B) avec F €C,.

Concernant les morphismes de J®C, on peut énoncer comme en 9.4.3.
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9.5.3 PROPOSITION

Soit (k,®,C) une algébre de contact. On a les résultats suivants.

1- Si I’application F:B— C(4,B) est un morphisme de C, alors au morphisme
J?F de J®C, on associe I’application B— (J°C)(4,B).
b J?(F(b))

2- Side plus @ préserve les unités de C (¢ € @° et de ce fait est idempotent) on peut
alors identifier J%(C,) a une sous-catégorie de (J "C)b :

9.5.4 PROLONGEMENTS

On peut reprendre mot pour mot les commentaires du paragraphe 9.4.4 en remplagant
(), par (), qui permet de construire I’algébre (k,,®,C,) a partir de I’algebre (k,®,C)

et ainsi présenter, selon un diagramme similaire, les différents prolongements de la
catégorie C, .

9.6 ALGEBRE DE CONTACT SUR C,,

9.6.1 LA CATEGORIE C,,

La catégorie C,, est formée des morphismes de C, du type F:A4'— C(4,4') pour
lesquels on a distingué un élément a', de 4’. De tels morphismes seront notés (F,a';).
Si (F,a'y) et (G,b',) sont deux morphismes de C,, on définit et on note leur composé
comme suit (avec G:B'—> C(B,B')):

(F,a',)3(G,b',) est défini et égal a (FoG,a',) si et seulement si A=B' et
a(F(a'y))) =b',.

On note les rétractions source et but respectivement «,, et f,,. Elles sont définies
par :

Qa,, (Faa'o )= (iA’a(F(a'o ») et ﬂbn (Faa’o )= (i,q'aa'o ).

De méme que pour C, nous avons pu énoncer la proposition 9.5.2, on énonce pour
C,. la proposition suivante.
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9.6.2 PROPOSITION

Si (k,®,C) est une algébre de contact alors (k,,,D,C,,) est une algébre de contact
ou k,, est défini par :
k.. ®xC,, = C,
(@, (F.a'y )= o (@, (F,d,)) = (9F ., )

avec
oF A'—>C(A,A4') (siona F:4'>C(4,4")).

a'e (gF)a') = k(g,F(a')) = gF(a')

Si de plus ¢ préserve les unités de C alors @ préserve les unités de C,,.

Il en résulte I’existence de la catégorie J?(C,,) et de ses rétractions (a,,)® et
(8,.)°? . Nous sommes désormais en mesure d’aborder la notion de ¢ -connexion.
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10 @-CONNEXIONS

En 10.5 il est fait usage dans C, et C de chemins, aussi la catégorie C sera-t-elle
munie d’une topologie 77. On notera 77, la topologie induite par 7 sur C,,.

Soit (k,®,C) une algeébre de contact sur C et C, le groupoide des inversibles de C,
la restriction du foncteur J® a C, étant injective il en résulte que J®C, est a la fois un
groupoide et une sous-catégorie de J?C. En effet si f €C est inversible on a alors
JP(f = (J" f )-l. Par contre si f €C est inversible, rien n’assure que ¢f le soit ;

autrement dit savoir que (k,®,C) est une algebre de contact n’implique pas

automatiquement que (k D, Cy) soit encore une algeébre de contact. D’ailleurs,

lo’cr i

vouloir imposer un tel comportement serait par trop restrictif en regard des algebres de
contact déja rencontrées dans les exemples.

Pour toutes ces raisons, a chaque fois qu’un groupoide sera évoqué, il le sera toujours

comme sous-catégorie d’une catégorie sur laquelle aura été définie une structure
d’algébre de contact afin de pouvoir considérer des troncatures du type ¢f quand f

appartient au groupoide.

10.1 @-CONNEXIONS

10.1.1 DEFINITION

(k,®,C) étant une algébre de contact, on dit que X est un ¢-ELEMENT DE
CONNEXION sur Cen a, si et seulement siona :

1- X=J°F, F:4A-C({a,},4) et
2- F est une section locale de f telle que 'on ait a,e 4, A €7, et F(a,)=a,.

On montre sans peine qu’on a indépendamment du choix de F dans le jet X :
(@,)*(X) =S¥, (B, (X) = J*i,,J(a=F) = J*(4>{a}),J*(B-F) = J*(ld,,).

On note Q?(C,a,) 'ensemble des @ -éléments de connexion sur C en a, et on pose

0"(0)= Uo"(C.a,).

ageCy
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On peut également définir de maniére tout a fait duale la notion de ¢-coélément de
connexion sur C en q,.

10.1.2 DEFINITION

(k,®,C) étant une algebre de contact, on dit que X est un ¢-COELEMENT DE
CONNEXION sur Cen a, si et seulement sion a :

1- X =J°F, F:A—C(4,{a,}) et
2- F est une section locale de « telle que 'on ait a,€ 4, 4 €77 et F(a,)=a,.

On note 0%"(C,a,) I'ensemble des @-coéléments de connexion sur C en a, et on

pose 0”(O)= | JO"(C.a,).

ayeCy

Dans le cas ou C est un groupoide on note o I'application o:C — C définie par
foo(f)=f7".

Dans ce cas, a tout X €0%(C) on associe X'eQ?"(C) tel que si X =J°F avec
F:A—C({a,},4) alors X'=J°(coF) avec ooF:A—>C(4,{a,}) définie par
(oo F)a)=(F(a)™.

10.1.3 DEFINITION
Toute application q:C, - Q?(C) est dite ¢ -CONNEXION sur C

Dans la suite nous allons étudier différentes actions sur Q°(C) ou C sera désormais
un groupoide.

10.2 ACTIONDE J*(C,.) SUR Q°(C)

Soit X €e0?(C,a,), onpose X =J°F ou F :A-—)C({ao}, A) est une section locale

de S en a, avec a, €4 et F(a,)=a,. Soit Z €J®(C,.), on pose Z=J%(G,b,) ou
G:B— C(4,B) est une section locale de S avec b, € B, a(G(b,)) =a, et B une partie
non vide de C; appartenant & 57, .

On définit alors I"application H:B — C par b H(b) = G(b).F(a(G(b))).(G(B,))™
ou (G(b,))"" est défini, C étant un groupoide.
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On illustre cette action par le schéma suivant.

F(a(G(®))

a(G(d))

Montrons que ¥ = J°H est un ¢ -élément de connexion sur C en b,.
En effet on a H(b,) =5, et pour tout b de B on a S(H(b))= S(G(b))=b (car G est

une section locale de B ) et a(H (b)) = a((G(b,))™") = B(G(b,)) = b, d’ou le résultat. On
peut donc écrire plus précisément H:B — C({bo}, B) .

Montrons que Y ne dépend pas du choix de F' représentant de la classe X = J°F ni
de celui de (G,b,) dans la classe Z = J?(G,b,).

Soit F':A—> C({ao}, A) une section locale de S telle que @F'=@F , F'(a,)=a, et
soit G':B — C(A4,B) une section locale de S telle que ¢G'= oG, a(G'(5,))=a,. On
définit alors H':B——)C({bo},B) avec H'(b)=G'(b).F'(a(G'(0))).(G'(b,))”" ce que

I'on peut encore écrire H'(b) =(G'SF')(b).(G'(b,))”" (c.f 9.5.1). Nous allons donc
montrer qu’'on a @H'= @H . Pour ce faire établissons le résultat suivant.

LEMME

(k,®,C) étant une algébre de contact telle que p €®, f €C, geC.Si ¢f =gg et
si f7' et g7' existent alors o(f ') =@(g™") .

A Onavuen7.1.1 que X =J%f estinversible (avec X €J?(e,e')) si et seulement
si il existe X'eJ?(e',e) tel que X.X'=J% et X' X=J%' En particulier si
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X=J%f etsi £ et g7 existent, sachant que ¢f =¢g alorsona X =J°f =J%g et
X'=Jof=Jg" doup(f ) =0(g"). V

Pourtoutbde Bona:

o(H'(5)) = 9G'(8). F'(a(G' (®))).(G' (6s))"]
= o2 G'(6). F (G )] o[ (G &) ]|

Orona:
o[G' (8). F'(a(G' ®))] = ¢|o[G' ®)) o[ F (@G )]
= ¢[(0G')(B).(pF" N a(G' (®))]
= o[ (9G)(B).(pF X (G (B)))]

car oF'= oF et ¢G'=¢G .

Comme ¢[G(b)] ¢|F(a(G'(b)))] est défini on a G(b). F(a(G'())) qui est également

défini il en résulte alors :
a(G(b)) = B(F (a(G'(d))) = a(G'(d))

d’ou ce qui suit .

o[G' (B).F' (a(G' ®))] = [(GF')B)]
= 9[(¢G)(®).(¢F X (G' (B)))]
= g[G(3). F(a(G' (®))]
= g[G(8). F(a(G(b))]
= [(GSF)®d)] .

Appliquons le lemme a G'(h) et G(b,) ce qui nous conduit a

oG @)= f[(GE)]:

En reportant tous ces résultats dans I’expression de ¢(H'(d)) on montre facilement
qu’on a pour tout b de B : (@H')(b) = (pH)(b) et donc @H'= @H , ce qui achéve cette
démonstration.

10.2.1 DEFINITION

La catégorie C sera ditt LOCALEMENT TRANSITIVE si et seulement si pour
tout a, de C, il existe F:A —-)C({ao},A) section locale de B définie sur 4 €77 telle
que g, €4 et F(a,)=a,.
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10.2.2 PROPOSITION

Dans le cas ou C est un groupoide localement transitif il existe une espece de
structures notée (Q“’(C),J (/X K') ou K’ est ’application définie par :

K J?(C,.)*0°%(C)— Q% (C)
(Z,X)> K'(Z,X)=J°H

ou J?(C,.)*Q%(C) est I’ensemble formé des couples (Z,X) ou Z=J%(G,b,) avec
GB—>C(4.,B), Be7, e X=J°F avec FA->C({a},4), 4=4 et
a(G(b,))=a,. On a alors K'(Z,X)=J°H avec H:B— C({b,},B) définie par
b (G3F)b).(GB,)) ™.

A Onavuque K'(Z,X) = J°H estindépendant du choix de F et du choix de G, par
conséquent la définition de K* est justifiée. On pose dans la suite K'(Z,X) = ZX .

1- Dans I’hypothése ou ZX, Z'(ZX) et Z'sZ sont définis, montrons qu’on a
(Z52)X = Z'(ZX) .

Soit Z=J°G,b,) avec G:B—>C(4,B) et soit Z'=J°(G.b,) avec
G':B'—> C(B,B') tel que a(G'(d',))=5, . On a donc Z'sZ = J?(G'3G,b',). On peut
donc écrire :

(z32)X = J°(B'—> C({p',}.B))
' [((G3G) s FYB)(GSG)®',)]

par ailleurs on a: ZX = J“’(B — ({8, },B))
b= [(G3F)®)][G®)]
puis z'(zx)=J*(B' > C({p'.}. B))

b'e [(GG3 )@Y [GE)] [ @],
or GG 3F)=(G%G)sF et

[G@)] " [G @] =[G'@,).G®)] " =[(G3G)?',)]”
delail s’en suit Z'(ZX) = (Z'SZ2)X .

2- Montrons que si X €(0?(C,a,) il existe un unique Z e(J ?(C,. ))0 tel que ZX soit
défini et égal a X
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Soit X =J°F avec F:A—C({a,},4) et posons Z=J%(i,,a',). ZX nest défini
que si A'=A4 et a(i,(d,)=a(@,)=a,=a, d’ou l'unique Z cherché soit
Z=J%3,,a,).

3- Montrons qu'on a (Z,X)eJ?(C.)*Q%(C) si et seulement si
(@)@, %) e7(C*0%(O).

On pose Z =J®(G,b,) avec G:B— C(4,B) et X =J°F avec F:4—C({a,}, 4).
On a alors (a,.)"(Z)=J®(i,.,a(G(8,))). On peut donc écrire ZX est défini si et
seulement si 4'=4 et a(G(d,))=a,. On a également ((ab,)‘”(Z))X défini si et
seulement si 4A'= 4 et a(G(b,)) =a,. Il en résulte que ZX est défini si et seulement si
((a,,,)“’(Z))X défini.

4- Montrons que pour tout Z e(J ?(C,. ))0 il existe X € 0%(C) tel que ZX soit défini.

Soit Z=J%(@i,,a,), on pose X =J?F. C étant localement transitif, un tel X existe
car il existe une section locale de 3, notée ici F: A4 — C({a0 3 A) .

On note 0?(4,a,) I'’ensemble des ¢ -éléments de connexion sur C en a, de la forme
X =J°F avec F:A— C({ao},A).

On peut donc illustrer la situation présente, soit (Q'”(C »J?(C.), K ') , par le schéma

suivant,

Qw(BabO) Q.P(Aaao) Qw(E’eO)

24 X 0%(€)
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Noter qu'on a de maniére tout a fait duale I’espéce de structures

(0°(©),/°(C)K") .

0%(B.b,) 0%(4.a,)  Q%(E.¢)

Y YZ 04(®)

|

VA
(B’bo) ¢ (A’ao) : (E’eo) Jqp(cs.)

Avec Y = J°F ou F est I'application F:B — C({bo},B) et Z=J%G,a,), ou G est
I’application G:4 — C(4,B) telle que B(G(a,))=b,, on a alors YZ=J%H, avec
H:A— C(4,B) ou H(a)=(G(a))"'.F(B(G(a))).G(a,) . On vérifie sans peine qu’on a
H(a,)=a, et pour toutade 4 :

a(H(a)) = a(G(a,)) =a, et f(H(a)) = B((G(a))™") = a(G(a)) =a.

Ce qui montre que YZ = J°H appartient 2 0%(4,a,).
On illustre cette situation par le diagramme suivant.

F(B(G(a))
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10.3 CONNEXION ET ELEMENTS DE CONTACT

10.3.1 DEFINITIONS

Soit (k,®,C) une algebre de contact, soit 4 une partie non vide de C,, on considére
I’application F:4 — J°C.

1- F est un FLOT sur 4 si et seulement si Va e 4 a®(F(a))=J%a, ce qui équivaut
4 écrire Va e A F(a) < C({a}.C,).

2- F est un CHAMP sur 4 si et seulement si Vae A4 f°(F(a))=J%, ce qui
équivaut a écrire Va € 4 F(a) c C(Co, {a}) .

3- En particulier si " est un champ sur 4 tel que VaeAd a®(F(a))=J% (avec
e €C,) alors ’application suivante :
F:4— P4
a— F(a).H?(e)
est un CHAMP de (¢, e)-éléments de contact sur 4.

L’existence d’un ¢ -€élément de connexion en a, permet précisément d’étre dans ce

dernier cas.
10.3.2 PROPOSITION

Pour tout X €e(Q%(4,a,) on définit sur 4 un champ de (@,a,)-éléments de contact,
c’est a dire une application de 4 vers P, 4. De plus, si C est un groupoide, si a et a’
sont deux éléments de A alors les deux (@,a,)-éléments de contact associés
respectivement a a et a @’ sont en bijection.

A Soit X €eQ%(4,a,) tel que X =J°F avec F:A —>C({a0},A). On définit
I’application notée encore X de 4 dans J°C par a X(a)=J?F(a) qui ne dépend
que de X. On peut alors définir le champ de (@,a,)-éléments de contact X:4 — Py A

par a> X(a)=(J°F(a)).H®(a,).

C étant un groupoide, Va €4 (F(a))” existe. Montrons alors que pour tout
f eF(a) ona F(a').(F@)™ . f eJ°F(a").
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JO(F(@).(Fa)™.f)=J°F(a).J°[(F(a)"'].J° f
=J?F(a").J°[(F(a))'].J?F(a) (f eJ’F(a))
=JF(a").J?((F(a))".F(a))
= J°F(a').J%a,
= J°(F(a').a,)
= J°F(a")

Enfin on montre sans difficult¢ que I’application J?F(a)—> J°F(a') définie par
f > F(a').(F(a))".f est bijective, la bijection entre les deux (¢.a,)-éléments de
contact X(a) et X(a') s’en déduit immédiatement. V

10.3.3 PROPOSITION

C étant un groupoide, soit X €0?(4,a,) et e eC, tel que C(e,a,)# D, pour tout
f €C(e,a,) on définit le champ noté Yf de (@,e)-éléments de contact sur A par :
XfA— P°4
ar> J°(F(a). f).H?(e)
Si on note G, le groupe C(e,e) alors I’ensemble des champs de la forme Xf est
globalement invariant sous I’action & droite du groupe G, définie par (¥,g)7Y.g.

A On pose X=J°F et Xf=J°G avec G A— C({e},A) définie par
a> G(a)=F(a). f . Montrons que Xf ne dépend pas du choix de F. Soit F” tel que
@F'= @F , on définit alors G': A4 —>C({e},A) par a G'(a)=F'(a).f. On a donc
pour toutade 4 :

(9G')a) = ¢G'(a)
=@(F'(a). 1)
= o(oF" (a).9)
= o((eF" Xa). ¢f)
= ¢((pFXa).of )
= p(F(a).¢f)
= p(F(a).f)
= ¢G(a)
= (¢G)(a)

d’ou ¢G'= G .

Finalement I’application 4 — P?A définie par a> (J*G(a)).H?(e) qu’on notera
Xf est bien un champ de (¢,e)-éléments de contact sur 4. L’invariance par rapport &
I’action du groupe G, s’établit sans difficulté. V
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10.4 DIFFERENTIELLE ABSOLUE

Soit (C,E, k") une espece de structures ou C est un groupoide transitif. Compte tenu
des remarques formulées en introduction a ce chapitre, C est également une sous-
catégorie d’une catégorie C’ telle qu’une structure d’algebre de contact y ait été définie.
Soit e €C,, on pose H = C({e},Co) et pour tout x de C; on pose H, = C(e,x). En
particulier H, = C(e,e) est un groupe noté G,. La fibration H[ C, , G, , G, ,C ] est
alors la fibration principale de surjection S attachée a (C,E,k'). L’action CxH —» H
de C sur H est définie par (f,h) > f.h si et seulement si h e H, ,, et dans ce cas on a

fheHg,.

Cette situation est illustrée par le diagramme ci-dessous.

H, H H

x x e

fh h H

Soit X €0®(4,a,). On pose X=J°F avec F:A—>C({a,}, A) . Soit U un
ensemble non vide et G:U — H une application telle que ¥V =J°G e J*”(H U) et
vérifiant Vu eU B(G(u)) € A. On pose alors :

KU—>H,
u> K(u) = (F(B(G®))))" .Gu).

On note J°K = (X'fY)e Y. Montrons que (X 'f¥)eY ne dépend ni du choix de F

dans X ni du choix de G dans Y.

Soit F:4—>C({a,},4) telle que @F'=@F, soit G:U->C telle que
VueU B(G'(u))eA e @¢G'=¢G. On définit alors K:U—->C par

u K'(u) = (F'(BG' @) .G' ) .
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Illustrons cette situation par le diagramme suivant.

Hﬁ(G(“)) Hﬂo G‘-’ H

O
G(u) | T
\

F(B(G(u))

B(G(u))+

Reste a montrer quon a @K'=@K soit a montrer quon a
VueU ¢(K'(u)) = @(K(u)). On écrit donc pour tout # de U :

o(K' @) = | (F (BG @) .C'@)
= dlol(F 86 @) )o@y

Sachant que @G'=¢@G on a VueU ¢@(G'(u)) =9(G(x)). Montrons qu’on a
o[F'(B(G' w)))] = o[ F(BGw)))].

De ¢F'=g@F on déduit ¢[F'(B(G' (u)))]=¢[F(B(G'(n)))]. Comme ¢G'=¢G et
d’aprés 1.1.3 1- ona B(G'(v)) = B(¢G'(u)) = f(¢G(u)) = (G(u))d’ou 'on tire :
o(F'(B(G' w)))) = o(F(B(G' (w))))
= p(F(B(G()))).
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A cette derniére égalité on applique le lemme du paragraphe 10.2 et on a
o((F(BG @) ") = o((FBG@) '), on a done Vu €U p(K'(w)) = p(K()) sot
@K'= K . Ce qui achéve de montrer que J®K est indépendant de F et de G, ce dont
rend compte la notation J°K = (X'fY)eY.

Dans la notation précédente on a X 'Y = J?(coFoB-G) ou o est 'application
0:C —> C définie par f> f' X=J°F, Y=J°G et 'opérateur noté « o » n’est

autre que la composition des fonctions. Noter que J® ne saurait étre un foncteur
relativement a la composition des fonctions, en dépit de ses avantages cette notation doit
donc étre utilisée avec prudence.

10.4.1 DEFINITION

(X'BY)eY est la o-DIFFERENTIELLE ABSOLUE de Y par rapport a X et est
notée d7Y ou ¢ -différentielle absolue de G par rapport a X et notée d;G .

Remarques
1- Si G est une section locale de B, on a B(G(u))=u et K(u)=(F(u))".G(u) et
donc JP°K = (X'pY)eY = X'eV, s0it d?Y = X' oY .

2- Le @-élément de connexion X joue (dans cette définition) un rdle tout a fait
semblable a celui dévolu a la section admissible s dans la définition de la (s,9)-

différentielle.

3- Si U=p"(A) est une partie non vide de H telle que G =1d, on a alors avec
KU—H, :

K@) =[F(BG@))] " .G(u)
=[F(B@)]" .Gu)
=[F(Bu)]" u

Pour A €H, on définit I"application notée :

[n'.d3 (M, )] U — J°(G,)
STEN h~'.J¢([F(ﬁ(u))]".u) - ﬂ(h“ .[F(ﬂ(u))]".u) .

A d%(J°Id,) on associe donc canoniquement une application de U dans J?(G,).
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10.5 GROUPOIDE ET GROUPE D’HOLONOMIE

C est désormais une catégorie topologique. J?C est alors une catégorie topologique
munie de la topologie quotient déduite de celle définie sur C par passage au quotient par
la relation d’équivalence « f ~ g < ¢f =@g ». Dans toute la suite « chemin»
signifiera « application continue définie sur [0,1] ». Toutes les applications considérées
dans ce paragraphe (sections locales, chemins etc) seront donc des applications
continues, en particulier F telle que X = J°F avec X €0°(4,qa,).

Soit X €Q%(4,a,)), soit c[0,]] >4 un chemin dans 4, A€, et soit
heC(e,a,).

L’application notée F(c)eA: [0,1] — H définie par ¢+ F(c(2)).h est alors un chemin

dans H et ne dépend que de F, c, et & ou h est considéré comme le chemin constant
t—h.

Par contre I’application [0,1]—) J°H définie par ¢+ J?(F(c()).h) ne dépend que
de X, ¢, J%h. En effet considérons I’application F’ telle que @F'= @F , on montre qu’on
a  Vte[01] JP(F'(c(r).h)=J*(F(c(1)).h) car pour tout r€[0]] on a
JP(F'(c().h)=J°(F'(c(2))).J®h et comme c(t)eA et @F'=@F il vient
JP(F'(c(2))) = J®°(F(c(2))) d’ou le résultat.

On peut donc noter cette derniére application X(c)e J®h ou J®h est considéré

comme le chemin constant ¢+ J%h.
Si on pose x=c(0), z=F(x).h, x'=c(l), z'=F(x').h on aura alors

(X(c)® J?h)(0) = J*(F(x).h) = J°z ainsi que (X(c)e JPR)(1) = JP(F(x').H) = J°'.

X(c)® J®h est donc un chemin qui va de J?z a J®z'.
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En supposant que C soit désormais un groupoide topologique et une sous-catégorie
topologique de la catégorie topologique C’ sur laquelle est définie une structure
d’algébre de contact, nous allons examiner successivement de quelle maniere un chemin
dans H (resp. dans J?H ) peut se décomposer en un chemin dans C, puis en un chemin

dans H, (resp. dans J®H,) en raison de D'existence d’une section locale
FA—> C({ao},A) de B (resp. d’un élément de connexion X € 0?(4,a,)).

10.5.1 PROPOSITION

Soit F:4—> C({ao},A) une section locale de S telle que F(a,)=a, et soit ¢ un

chemin dans #'(4) < H. On associe alors a ¢ :

1- un unique chemin dans 4 noté ¢, et défini Vs €[0,1] par c,(7) = B(c(?)) et
2- un unique chemin dans H, noté ¢, et défini pour tout 7 de [0,1] par

¢, (1) = F(Ble())) ™ .c().
On vérifie de plus V7 €[0,1] c(r) = F(c,()).¢,(¢) ou ¢ = (Foc,)ec,.

A Ona Vvt €[0]] :

F(e,(1)).¢,(1) = F(Be)).(F(Be))) " e(t) = c(t)

Supposons qu’il existe deux chemins ¢', et c', respectivement dans 4 et dans H,
tels que V¢ e[O,l]' on ait c(t)=F(c',(t).c',(t)=F(c,(1)).c,(t). De la relation
précédente on tire Vz €[0,1] :

Ble) = B(F(c' 4 (1)).¢'4 (1) = B(F(c,(1)).¢,(1))
= AF(c, )]=AF(c, )]

= ', ()=c,(?) (F section locale de ).

Par ailleurs on a Vz €[0,1] F(c', (1)) = F(c,(t)) et comme F(c,(?)) est inversible il
vient V1 €[0,1] ¢, (£)=¢,(¢) etdonc ¢';=¢,. V

Introduisons ’application @.J?H — C' définie par J°hi> w(h)=gh, cette

application associe a chaque jet un représentant canonique de ce dernier et naturellement
w(h) est indépendant du choix de 4 dans le jet J®h.

Si @ est idempotent alors @ est une section de J® ce qui signifie que pour tout ¥ de
J?H ona J*(@(Y))=Y.
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10.5.2 PROPOSITION

Soit X €(?(4,a,) et soit ¢ un chemin dans J"’(,[JH(A))C J?H . On associe alors
au chemin ¢ :

1- un unique chemin dans 4 noté c, et défini V7 €[0,1] par c,(r) = B(w(c(1))) et

2- un unique chemin dans J®H, noté c, et défini pour tout ¢ de [O,l] par

¢, (1) = X' (c,()).c(2) .
On vérifie de plus V7 €[0,1] ¢(r) = X(c,(1).c,(r) ou c= X(c,)ec,.

A On a de fagon évidente :

Vi €[0,1] X(c,(1).c,(t) = X(c,(1)). X' (c,(0)).c(t) = c(2).

Supposons qu’il existe deux chemins ¢', et ¢', respectivement dans 4 et dans J?H
pp q A o T€Sp a

tels que Vze[0]1] on ait c(r)=X(c',(#).c'y(t)= X(c,(?)).c,(t). De la relation
précédente on tire Vz €[0,1] -

BP(X(c, ()., (D)= B (X(C , ()., (1))
= plx, )]=p[X(c, )]

= ¢, () =c,() (carX €Q”(A,a,) = B°(X)=J°ld,)

onadonc X(c,)ec',= X(c,)ec, avec X(c,) inversible d’oi ¢';=¢,. V

Parmi tous les relévements dans A d’un chemin dans A considérons le relévement
suivant c,:[0,]] > H défini par ¢+ c,(f)=F(c(t)).h ou c¢ est un chemin dans A4,

heH, et Ftelle que X =J°F e€Q%(4,a,). Calculons la ¢ -différentielle absolue de
J%c, par rapport a X sachant qu’on a J%, = X(c)e J®°h= (J"’(Foc))OJ"’h ou J%h

peut étre considérée comme le chemin constant ¢+ J%h .
On a alors :

dg(Jec,)=(X"@r%c,)e %,
=(X7'B(X(c)e J?h))e X(c) e Jh
=(X"'BX(c))® X(c)o Jh

=X"'(c)e X(c)e J®h (car X =J°Id,)
=J%h

Le calcul précédent nous conduit a poser la définition suivante.
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10.5.3 DEFINITION

Soit X €(%(4,a,) et soit ¢ un chemin dans 4 tel que ¢’ en soit un relévement dans

H. On dit que ¢’ est un reléevement HORIZONTAL de c relativement a X si et
seulement si il existe #'e H, tel que dy (J"’c') =Jn'.

10.5.4 PROPOSITION

Soit X €(Q%(A4,a,) et soit ¢ un chemin dans A4 tel que ¢’ et c" soient deux
relévements horizontaux de ¢ dans H relativement a X. Il existe alors g’ appartenant a G,

tel que 'on ait J?c"= J?(c'eg') (c'eg' étant le chemin défini par (c'eg')(t) =c'(?).g').

A Dire que c' et ¢" sont deux relévements horizontaux de c relativement a X
signifie qu’il existe A' et 4" dans H, tels quel'onait :

dg (o) = Joh', df(J?c")= J°h" et Boc'= foc'=c

Si on pose h"=h'.g' avec g'€G, et pour tout £ de [0,1] ¢"(r) =c'(r).g(¢) ou g est
un chemin dans G, il vient :

dy(Joc")=J°h" < df(J°e)=J* (K g)
ce qui équivaut 4 écrire pour tout 7 de [0,1] :

T [FBE @M 0] = g
< J“’[(F(ﬂ(C'(l))))'l -C'(t)-g(t)] =J%(h.8')  (Poc"=foc')
& (dg(e))@.07 g =7 g)
o J°H.J%g(t) = J°R . J°g
o Jg(t)y=J%g (en composant & gauche par J(A'"™) ).

On adonc J?c"=J%(c'eg') = JPc'eJ?g', soit encore gc"= @(c'eg'). V

Dans la suite nous allons montrer comment grace a l’existence de relévements
horizontaux dans A d’un chemin donné dans 4 allant de x a x' il est possible de définir
une bijection de J®(H,) sur J?(H,), cette bijection étant indépendante des

relévements considérés. Noter qu’on a toujours J “’(Hx) = (J “’H)

X
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10.5.5 PROPOSITION ET DEFINITION

Soit X €(Q%(A4,a,). Considérons ¢ un chemin dans 4 allant de x a x’ et ¢’ un

relévement horizontal de ¢ dans H relativement a X.

Le chemin ¢’ détermine une bijection de J?H_ (ensemble des jets de la forme J%h
avec h e H_) sur J°H,, définie par :

Y. J°H, - J°H,
Jh> (k) = J*(c'(1).'(0)).J*h = J*(c'(1).c'(0) .h)

Cette bijection ne dépend que de X et de ¢ et est indépendante du relévement

horizontal choisi.
Une telle bijection est un TRANSPORT PARALLELE de J°H_ sur J°H .

A Considérons
v'"H —>H, et y"H —>H,

hh=c'(1).c'(0)".h hh'=c"(1).c"(0)".h

Ce sont deux bijections dépendantes du choix du relévement auxquelles on associe les
chemins c'O(c'(O)".h) et c"O(c" (O)".h) qui vont respectivement de 2 a y'(h) et de h
ay"(h).

Montrons que ¥ est bijective.

Y(Jh) =Y (J°h')

o J*(c'().c(0)".h)=J*(c(1).c'(0) " k)

= J°(c'(0).c (1)) J2(c' (1).c'(0) ) = J2(c'(0).c'()).S*(c' (1).c'(0) " )

= J°(c'(0).c'().¢'(1).c'(0)".B) = J*(c'(0).¢ ()" .c' (1).c'(0) . 1)

< J°h=J%h,.

Ce qui prouve que ¥ est injective.

Soit J?h'e J°H.. il est clair que son antécédent est J“’(c'(O).c'(l)").J"’h’ et ¥ est
alors surjective et finalement bijective.

Illustrons la situation par le diagramme ci-dessous ou -par souci de ne pas surcharger-
un certain nombre de morphismes ne sont pas représentés ; cela ne saurait nuire a la

compréhension de I’ensemble. Dans H sont représentés quatre chemins, ce sont des
relévements de ¢ ; deux d’entre eux sont des relévements horizontaux relatifs a X .
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(1) c” ¢”(0)
w'(h)|  c'e(c"(0).h)
vi(h) c'e(c'(0).h)

(1 c’ ¢'(0)

Montrons que ¥ est indépendante du relevement choisi. Soit ¢’’ un autre relévement,
on a alors :

J%(c" (1).c" (0).h)
= J%c"(1).J°(c"(0)").J%h

= J%"(1).(J%" (0)) . Tk (car J*(c"(©)") = (/7" ©) )
= I (.g).(/°(c(0).8)) . (¢ (0).g)"
=J%(c'(1).8).J ‘”((c' (0). g')_l). Jh ((c'(0).g)" existe)

=J "’(c'(l). g.g".c0)" .h)
= J*(c'(1).¢'(0)™".h)
=¥(J°h)

110



¥ est donc une bijection indépendante du relévement horizontal choisi. Elle s’étend
naturellement aux éléments de contact par J?h.H?(e) — lP(J “’h).H °(e). V

10.5.6 DEFINITION

Soit X €Q%(4,a,). L’ensemble des bijections du type évoqué précédemment de
J°H, vers J°H, ou x et x’ sont des éléments de 4 est muni d’une structure de

groupoide, c’est le GROUPOIDE D’HOLONOMIE DE X.
Dans le cas particulier du groupe des bijections de J?H, sur J?H_ on définit alors le

GROUPE D’HOLONOMIE DE X.

111






INDEX DES NOTATIONS

Pour les chapitres 1 a 6 consulter la 1ére partie, Diagrammes 36 (Paris, 1996).

(k,9,0) Algébre de contact 1.1.1
of Troncature de type ¢ de f 1.1.1
c*C Ensemble des couples composables de morphismes 1.1.1
G, Ensemble des unités de C 1.1.1
J'(f,a) Jet local de fena 1.1.2
:1\ Germe de variété en a 1.1.2
C(e,e") Ensemble des morphismes de C de source e et de but e’ 1.13
(k. ®,C)  Algébre de contact complétée de (k,®,C) 132
PxF Morphisme entre algébres de contact 1.4.1
et Catégorie des morphismes entre algeébres de contact 1.4.1
®° Ensemble des morphismes de @ préservant les unités de C 1.5

@’ Ensemble des morphismes réguliers de ®° 1.5.1
o° Ensemble des morphismes cartésiens de ®° 1.6.2
[7.R] Echelon sur C 2.1.1
[r.R]e[s,S] Composé de deux échelons 2.1.5
g Echelonnement sur C 223
Een Catégorie des morphismes entre échelons de C 232
Eet Catégorie des morphismes entre échelonnements de C 234
Ed Catégorie des morphismes entre échelles de C 23.6
Jf Jet de type ¢ de fou ¢-jet de f 4.1.1
J°C Catégorie des ¢ -jets de morphismes de C 412
J? Foncteur de C vers J°C 412
a’ Rétraction source de J°C 412
5° Rétraction but de J°C 412
JIf Jet infinitésimal d’ordre ¢ de fenx 413
o, Groupoide des isomorphismes de ® 414
J°C =Jvec 4.14

ped
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AeB ={f €C/3(a,b) e Ax B tel que a(a)= B(b)et f =a.b} 422

C, Groupoide des isomorphismes de C 422
JA ={heC/3aecd ph=gpa}=|JJ% =Sar 4 423
acA
(k,®,0)"  =(k,J"®,2"(C)) 432
(C,,J?C,,k") Espéce de morphismes 44.1
C, x,. J°C, Catégorie produit croisé 441
G, Groupe des isomorphismes de C de source et de but e 442
H? =J% 442
(C,J?C,,k") Espéce de morphismes 442
C x, J°C, Catégorie produit croisé 442
(C,E,k") Espece de structures 443
IPe ={X eJ?CI X = J°f avec f €C(eye)} 45.1
J?(e,,e) =T7e I’objet (e,,p)-tangent a e 45.1
I’'g Morphisme (e,,p) -tangent & e 45.1
wc Catégorie des morphismes (e,, ) -tangents a un morphisme
de C 452
I Foncteur de C vers I’C 452
al Rétraction source de I7C 452
. Rétraction but de Z,?C 452
C(4,B) Ensemble des morphismes de C dont la source est dans 4
et le but dans B 453
C, Catégorie des sections locales de « 453
a, Rétraction source de C, 453
B, Rétraction but de C, 453
G°F Composé de morphismes de C, 453
74 = U Ia P’espace (e,,)-tangent a 4 453
ac4
I’F Application (e,,¢) -tangente a F 453
1°C, = U{zeF) 453
FeCy
ai Rétraction source de 77C 453
- Rétraction but de I7C, 453
7:,:"e Objet (e,, ) -cotangent a e 453
7;:’ g Morphisme (e,, ) -tangent a e 453
7;‘;" A Espace (e,, @) -cotangent a A 453
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C(E)
C.(E)

Application (e,,p) -cotangente a F

Ensemble des chaines d’éléments de £
Ensemble des chaines contrdlées d’éléments de £

(k',C(F),C.(E,)) Néoalgéebre de contact sur C,(E,)
(k",C(F),C.(E)) Neéoalgebre de contact sur C_(E)

J?(e,e")
H?(e,e')
H®(e)
J?(e,,€)
J?(e,e,)
T? A

I 4

H®(A)
H*(4)

o
EO
S

e

Se
a’f
d°X
o f
X
%

af
d%e

Ensemble des jets X = J?f ou f €C(e,e')

Ensemble des jets inversibles de J¢(e,e')

= H®(e,e) c’est le p-groupe d’isotropie en e
Ensemble des (e,, ) -vitesses en e

Ensemble des (e,,®) -covitesses en e

= U J?(e,,a)est ’ensemble des (e,, ) -vitesses sur 4

acAd
= U J?(a,e,)est 'ensemble des (e,, ) -covitesses sur 4
acA
Ensemble des jets inversibles de 7" 4
ou (e,, ) -reperes de A
Ensemble des jets inversibles de 7," 4
ou (e,,p) -coreperes de 4
Groupoide des transformations de I’algebre (k,D,C)
= {e €C,/C (e,,€)# @}
= s(e,c(€))
= s(c(€),e)
=J%s,. f=J%(s,.[)=J%s,. J°f
c’est la (s, @) -différentielle de f
=s,. X=J%s,. X=d% X
c’est la (s, @) -différentielle de X
=f.J%,s=J°f.J% , s=J°(f..9)
c’est la (s, @) -vitesse de
=X ,s=XJ%s=X.0%e
c’est la (s, @) -vitesse de X
=dfe' . f.Pe=d?' . J°f.0%
c’est la (s, @) -dérivée de f

=f5¢
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6.7.1
6.7.1
6.7.2
6.7.2

7.1.1
7.1.1
7.1.1
7.1.2
7.1.2
7.1.2

712

7.1.3

7.13
722

722
7.3
13
7.3.1
7.3.1
732

732

733
733



zf

S

e

s

XP

d’X
d?e

s

e

s

d® A
A
(4)?

Cl\
k", 9,C")

X.H?(e)
H?(e). X
X

Pfe
P4

PlP

PPC

P?

Ple
Pf
Iz.(V,)
L,

L(U

= f?
=dfe'. X.5% c’estla (s,p)-dérivée de X
= X°
=X°
=arr=ys 6. N
fed fea
=Uar=Us’ .9
feAa fea
= Uf;” = UJW(SE"f'es)
fed feA

Catégorie quotient de C
Algébre de contact sur C"

(@,e)-€élément de contact

(p,e)-élément d’enveloppe

= X.H%(e)

=T7e/ H%(e,)

=124/ H®(e,)

PCf:Ple—> Pre

Catégorie des applications de la forme P! f:P’e — Fe'
Foncteur de C vers F,7C

=T7e/H*(e)

PEfPle—>Ple

Ensemble des p®-vitesses d’origine x

E[B,F,G,C] Fibration
H[ C,,G, G,C ] Fibration principale

(F,4)
FZ(F)

Objet plongé
P?(F):E?(A) - P! (B)

(k®,®,J°C) Algebre de contact sur J°C
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733

733

733

7.3.6

7.3.6

7.3.6

7.4.1
742

8.1.1
8.1.1

8.1.1
8.2

8.2
8.2
8.2.1
8.2.1

8.2.1

8.2.1
833
833

833
8.4.1

8.4.1
8.5.1
8.5.1
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CU
Ge F

a®

Vi

k", 9,CY)
(J°C)’
J(w"sv)(CU)

j(w’,w)(CU)

By
J(G)
(@,.)*

(B.)*

0%(C.ay)
0% (0)

0% (C,a,)

Catégorie des applications de U dans C
Composé de deux morphismes de CY
Rétraction source de C”

Rétraction but de C”

Algebre de contact sur CY

Catégorie des applications de U vers J°C
=J7(s7(c?))

(¢',p) -prolongement HOLONOME de C"

=)

(¢',p) -prolongement NON HOLONOME de C"
Catégorie des sections locales de &
Rétraction source de C,

Rétraction but de C,

Composé de morphismes de C,
Catégorie des jets de C,

Rétraction source de J°C,
Rétraction but de J°C,

Catégorie des sections locales de
Composé de deux morphismes de C,
Rétraction source de C,

Rétraction but de C,

Catégorie des jets de C,

Rétraction source de J°C,
Rétraction but de J°C,

Catégorie des sections locales pointées de S
Rétraction source de C,,

Rétraction but de C,,

Catégorie des jets de C,,

Rétraction source de J?(C,,)
Rétraction but de J*(C,,)

Ensemble des ¢ -éléments de connexion sur C en q,

= UQ¢(C,ao)

ayeCy

Ensemble des ¢ -coéléments de connexion sur C en a,
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932
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942
942
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95.1
9.5.1
952
952
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962
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0" (C)

= U Q% (C,a,)

a,€Co

(Q” (), J?(C). K ’) Espéce de structures
(Q"’(C), J?(C.).K ") Espéce de structures duale

Q%(4,a,)

doy

Ensemble des @ -éléments de connexion appartenant a

(J "’C,,)({a0 3 A)

Différentielle absolue de Y par rapport a X
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