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ciennes et du Hainaut Cambrésis - 59326 Valenciennes Cedex - France.

ABSTRACT

The theory of boolean algebras is well known. Its applications are numerous,
various, concrete, in many fields : mathematics, computer science, electronics, automata,
electrotechnic, operational research, etc.

We propose here to develop the theory of “non commutative Boolean algebras”
with the hope that it can be applyed in some of the preveous fields. We have found
some applications in mathematics in the representation of sheaves of simple algebras on
boolean topological spaces. They are defined by means of two constants denoted 0 and 1
and three operations : the “non commutative intersection”, the “non commutative union”
and the “symetric difference”. The boolean algebras, are precisely those whose operations
are commutatives.

0. Introduction

La théorie des algébres de Boole est bien connue. Ses applications sont mul-
tiples, variées, concrétes, dans de nombreuses disciplines : mathématiques, informatique,
électronique, automatique, électrotechnique, gestion, recherche opérationnelle, etc.

Nous proposons ici de développer la théorie des “algébres de Boole non commuta-
tives” en présumant qu’elle puisse s’appliquer dans les disciplines précédemment citées. Nous
avons effectivement trouvé des applications dans la représentation des faisceaux d’algebres
simples sur les espaces topologiques booléens.

A la vérité, 'idée des algébres de Boole non commutatives vient de Y. DIERS qui
a suggéré que les algebres a comparaison qu'’il avait introduites dans son livre “Categories of
Boolean sheaves of simple algebras™ étaient une sorte d’algebres de Boole non commutatives.
Il a aussi suggéré que l'opération quaternaire qui décrit ces algébres a comparaison pouvait
étre écrite par plusieurs opérations binaires. Ces opérations sont précisément celles qui
décrivent la structure d’algébres de Boole non commutatives. Dans la suite, nous utilisons
le mot “booloide” pour décrire cette structure.

Les booloides sont définis a partir de deux éléments distingués notés 0 et 1
et de trois opérations qui représentent respectivement |’“intersection non commutative”,
la “réunion non commutative” et la “différence symétrique” commutative. Les algebres
de Boole sont précisément les booloides pour lequels les deux opérations : intersection et
réunion sont commutatives.

Comme dans les algébres de Boole, chaque élément a posséde une sorte d’élément
complémentaire a’ vérifiant les lois de De Morgan. Nous définissons sur un booloide A une

regu le 21 /711/71989



relation de préordre qui est ’analogue de la relation d’ordre dans les d’algébres de Boole.
Les propriétés de ce préordre peuvent étre résumées par les deux propositions suivantes :

a) A est un prétreillis borné distributif ou I’“intersection” et la “réunion” de deux

éléments sont respectivement les bornes inférieures et supérieures dans A et les

éléments distingués 0 et 1 sont respectivement borne inférieure et supérieure de

A.

b) a et a’ sont deux éléments précomplémentaires, c’est-a-dire : 0 est borne inférieu-

re de a et a’ , et 1 est borne supérieure de a et a’.

Cette relation de préordre sur A permet de définir une relation d’équivalence
dont le quotient est I’algébre de Boole couniverselle A associée 4 A.

Les éléments symétriques d’un booloide A sont les éléments qui commutent pour
les deux opérations “intersection” et “réunion”. Ils forment une algébre de Boole isomorphe
a ’algébre de Boole couniverselle A.

Dans les booloides, on définit les notions d’idéaux, de filtres et de congruences.
Nous démontrons qu’il existe une correspondance biunivoque entre I’ensemble des idéaux,
’ensemble des filtres et ’ensemble des congruences. On introduit les idéaux premiers (resp.
filtres premiers). Un booloide simple est un booloide qui n’admet que {0} et lui-méme
comme idéaux. On montre qu'ils sont exactement les ensembles bipointés : ensemble ayant
deux éléments distingués distincts 0 et 1.

Les anneaux commutatifs qui sont munis d’une structure de booloide compatible
avec la structure d’anneaux sont étudiés sous le nom d’anneaux booloides. Pour obtenir un
anneau booloide, il suffit de munir la structure d’anneau commutatif d’une seule opération

binaire supplémentaire. Cette structure est équivalente a la notion de F-anneaux définie
par J.F. KENNISON ([6].
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1. Booloides

1-1 Définition.

Un booloide est un ensemble A muni de deux éléments distingués, notés 0 et
1, et trois opérations binaires notées respectivement : -, x, + satisfaisant les axiomes suivants :

1) L’opération - est associative, symétrique (c’est-a-dire: a-b-c =b-a-c), et admet
1 comme unité a gauche.

2) L’opération * est associative et admet 0 comme unité a gauche.

3) L’opération + est commutative et vérifie : a + a = 0.

4) L’opération - est distributive par rapport a et distributive a gauche par rapport
a+.

5) a-(a*b)=a

6) (a+b)x1=1

7) (a+bd)xa=(a+b)*b

1-2 Définition. Soient A et B deux booloides. Une application f de A dans B
est un morphisme de booloides, si f préserve les opérations -, x et + et vérifie: f(1) = 1.

Un morphisme des booloides f vérifie : f(0) = 0 car f(0) = f(0+0) = f(0) +
F(0) =0.

1-3 Définition. Soit A un booloide. Un sous-booloide de A, est un sous-
ensemble de A stable pour les trois opérations -, * et + et contenant 1.

Un sous-booloide B de A contient 0 car 0 = 1+ 1 € B, c’est un booloide et le
morphisme d’inclusion B — A est un morphisme de booloides.

2. Exemples de booloides

2-1 Les ensembles bipointés.

Un ensemble bipointé est un ensemble A ayant deux éléments distingués dis-
tincts 0 et 1. Montrons que A4 est un booloide pour les trois opérations :

a sia=0 b sia=0 _JO sia=b
"""{b sia#o0 “*b‘{a sia#0 ““’“{1 siazb

Démonstration :

En effet,

0 sia=0

a-(b-e)=¢0 sia#0,b=0)p=(a-b)-c
c sia#0,6#0

D’autre part

0 sia=0,

a-b-c=¢0 sia#0,b=0)=b-a-c
c sia#0,6#0
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Donc 'opération - est associative et symétrique.

b sia=0,#0
Remarquons que : a*(b*c)=<(¢c sia=0,=0 ) =(a*xb)=*c
a sia#0

Donc * est associative. Par la définition des opérations, on vérifie immédiatement : 1 est
élément unité & gauche pour 'opération - et 0 est unité & gauche pour l'opération * et en
plus: a+a=0,a+b=0b+a.

Pour la distributivité, a gauche de - par rapport & *, on a :

a-c sia=0o0ub=0 0 sia=0
a-b*a-c:{ . o = c sib=0,a#0
a-b sia#0,6#0 b sia£0,b£0

De méme :

0 sia=0
a-(bxc)={c sia#0,b=0
b sia#0,0#0

donca-(b*c)=abxaec.
Pour la distributivité a droite de - par rapport & *, on a :

(bxc)-a= 0 sib¥c=0 _ 0 sib=c=0
“la sinon - a sinon

a si(fa=0oub=0)etc#0
a sia#0,6#0

baxca=dC @ sia=0o0ubd=0
T lb-a sinon

{0 si(a=0oub=0)etc=0

Donc (b*c)-a =b-axca.

0 sia=0
Remarquons que : a-(b+¢)=¢ 0 sia#0,b=c p =ab+ac.
1 sia#0,b#¢c

Il reste & démontrer les trois derniers axiomes. On a en effet :

axb)= 0 sia=0 _ 0 sia=0 _
a-\e T laxb sia#0 a sia#0
En outre : .
1 sia=
(“+b)*l‘{a+b siagb 1
Enfin, on a :
a sia=0b a sia=b
(“+b)*°‘{a+b sia£b {1 sia#b
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De méme : b ) b b b
Sla = sita=
(“+b)*b“{a+b siafb {1 sia#b’

Donc (a+b)*a = (a+b) xb.

2-2 Les algébres & comparaison.[2]
2-2-0 Rappel : Définition. Une algébre & comparaison est un ensemble
A muni de deux éléments distingués notés 0 et 1 et d’une opération quaternaire ¢ vérifiant
les six axiomes suivants :
(Cl) c(a, a,z, y) =z
(C2) cla,bz,z)==¢
(Cs) c(a,b,z,y) = c(b,a,z,y)
(Cs) c(a,b,a,b)=b
(Cs) ¢(0,1,z,y)=y
(CG) c(a, b, C(Il, Z2,23, 1‘4), C(yl’ Y2, Y3, y4))
= c(c(a,b,z1,y1),c(a,b,z2,y2),c(a, b, z3,y3),c(a,b,z4,y4)) -

2-2-1 Lemme [2]. Dans une algébre 4 comparaison les identités sui-
vantes sont vérifiées
(i) c(a,b,z,y) = c(a,b,c(a,b, z,2),y)
(ii) c(a,b,z,y) = c(a,b,x,c(a,b,z, v)

Démonstration.
(1) : c(a.b,c(a,b,z,z2),y) = c(a,b,c(a,b, z,2),c(a,a,y,y)) = c(a,a,c(a,b,z,y),

c(a,b,z,y)) =c(a,b,z,y)
(ii) : c(a,b,z,c(a,b,2,y)) = c(a,b,c(a,a,z,y),¢c(a,b,2,y)) = c(c(a,b,a,a),
c(a,b,a,b)c(a,b, z,z),¢(a,b,y,y)) = c(a,b,z,y).

2-2-2 Proposition. Une algébre & comparaison (4,0,1,c) est un booloi-
de pour les trois opérations : a-b = ¢(0,a,0,b),a*b = c(0,a,b,a) et a+b = c(a,b,0,1).

Démonstration. On a :
a-(b-z)=1¢0,a,0,c0,5,0,z)) = ¢(0,a,c(0,0,0,z),¢0,b,0,z))
= ¢(¢(0,a.0,0),¢(0,a.0,b),¢(0,4a,0,0),¢(0, a, z, z))
¢(0.¢(0,a,0,b),0,z) = (a-b) -z

et on a:

a-(b-z)=1¢(0,a,c(0,b,0,0),¢0,b,0,z))
=¢(c(0,a,0,0),¢(0,a,b,b),¢(0,a.0,0),c(0,a,0,z))
=¢(0,6,0,¢(0,a,0,z)) =b-(a-z).
En plus 1-a =¢(0,1,0,a) = a. En vertu du lemme précédent, il vient :
ax(bxz)=1c(0,a,c(0,b z,b),a) =c(0,a,c0,b,z,b),c(0,a.z,a))
= ¢(c(0,q,0,0),¢(0,a,b,a),c(0,a,z,z),¢(0,a,b,a))
= ¢(0,¢(0,a,b,a),z,¢(0,a,b,a)) = (a*bd)*z.
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De plus 0 * a = ¢(0,0,a,0) = a. L’opération + est commutative et vérifie a + a =
c(a,a,0,1) = 0. L'opération - est distributive par rapport a * car :

a-(b*z)=c(0,a,0,c(0,b,z,b)) = ¢(0,¢(0,a,0,b),¢(0,a,0,z),c(0,a,0,b))

=abxaz
et

b-a*z-a=c(0,c0,5,0,a),¢c(0,z,0,a),c(0,b,0,a))
= ¢(¢(0,,0,0),¢(0,5,0,a),¢(0,b,¢(0,z,0,a),¢(0,z,0,a)),c(0,b,0,a))
—¢(0,b,¢(0,z,0,a),¢(0,a,¢(0,z,0,a),a)) = ¢(0,b,¢(0,,0,a),¢(0, z, a,a))
= ¢(0,b,¢(0,2,0,a),a) = ¢(0,5,¢(0, z,0,a),c(0,5,0,a))
= ¢(0,¢(0,b,2,b),0,a) = (bxz) - a.

L’opération - est distributive & gauche par rapport a + car :

a-(b+z)=1c0,a,0,c(b,z0,1))
= ¢(c(0,a,0,b),¢(0,a,0,z),¢(0,a,0,0),¢(0,a,1,1))
= ¢(c(0,a,0,d),¢(0,a,0,2),0,1) = a-b +a-z.

D’aprés le lemme précédent, on a : a-(axb) =¢(0,a,0,¢(0,a,b,a)) = ¢(0,a,0,a) = a.
En outre

(a+0b)*1=1¢0,c(a,b,0,1),1,¢(a,b,0,1)) = ¢(0,c(a,d,0,1),c(a,d,1,1),c(a,b,0,1))
=c(a,b,1,1) = 1.

Enfin, on a d’une part :

(a+b)*a=c(0,c(a,b,0,1),a,c(a,5,0,1)) = ¢(0,c(a,b,0,1),c(a, b,b,a),c(a,b,0,1))
= c(a,b,b,1),

et d’autre part :

(a+b)*b=c(0,c(a,b.0,1),b,¢(a,b,0,1)) = c(0,c(a,b,0,1),c(a, b,5,b),¢(a,b,0,1))
= c(a,b,b,1).

Donc (a+b)*a = (a+b) =b.
2-3 Les anneaux commutatifs réguliers. [10]
2-3-0 Rappel. D’aprés J.von Neumann, un anneau commutatif régulier est un

anneau commutatif unitaire, vérifiant la propriété suivante : pour tout a € A, il existe @ € A
tel que : a@a = a et @aad = a.

2-3-1 Proposition. Un anneau commutatif régulier est un booloide
pour les opérations suivantes : a-b = a@b, axb=a+(1—a@)beta-b=(a—-b)(a-1b).
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Démonstration. Remarquons d’abord que : (a@)? = a@ et
(a+ (1—aa)b)(a+ (1 —aa)b) = aa+(1— aa@)bb. On a (a-b)-¢ = aabaabc = aabbc = a-(b-c)
et a-b-c = agbbc = aa(bb)?c = bbabbac = b-a-c. De plus 1-b = b. Il est clair que : O*a = a.
L’opération # est associative, car : (a*b)*c=a+ (1 —aa)+ (1 —aqd~ (1 - a@)bb)c =
a+(l-aa)b+(1 —aa)(l—bb)c_a+(1—aE)(b+(1—bb) Y=ax*(b*c).

Pour la distributivité de - par rapport a %, on a :

abxac=aab+ (1 — aabb)adc = aab+ aa(l — bb)c=aa(b+ (1 —bb)c) =a-(bxc)
et

b-a * c-a = bba + (1 — aa@bb)cZa = bba + a(1 — bb)ce = [bb + (1 — bd) ccla = (b*c) - a.
En outre a-(b 1 ¢) = aa(b—c)(b — ¢) = (ab—ac)(ab — ac) = a-b 4 a-c. D’autre part, il résulte
immédiatement des définitions que 1'opération - est commutative et vérifie : a 1a = 0. En
outre a- (a*b) = ad(a+b—aab) = aet (a 4b)+1 = (a—bd)(a —b)+1—(a— b)(a —b) = 1. Enfin,

(a4b)*xa=(a- b)(a—b)-{-a__(_ b)(a—b)a = (a—b)(a—b)+a—(a—b)(a—b)(a—b+b) =
(a—0b)(a—b)+b—(a—b)(a—b)b=(a-b)*b Notonsquel-a=a=0=xa.

2-4 Les anneaux de Baer commutatifs. [5]

Un anneau de Baer commutatif est un anneau commutatif unitaire A muni
d’une opération unaire e satisfaisant les axiomes suivants : 1) e(0) =0, 2) e(z?) = e(z)
3) ze(z) = =z 4) e(zy) = e(z)e(y). Nous montrons qu’un anneau de Baer commutatif
est un booloide pour les opérations suivantes : z -y = e(z)y, z*y = 2+ (1 — e(z))y et
zdy=-e(z—y).

2-5 Tout anneau unitaire non nécessairement commutatif vérifiant les
deux conditions : 1) a® = a 2) a%b = ba®.
est un booloide pour les opérations suivantes : a-b = a?b,a*b = a + b — a2,
a-b= (a—b)2

2-6 Tout anneau non nécessairement commutatif unitaire & gauche,
idempotent et symétrique i.e. :

1) la=a
2) a’=a
3) abc = bac

est un booloide pour les opérations suivantes : a-b = ab, axb=a+b—ab,a 1b =a-b.

3. Reégles de calcul dans un booloide.
Considérons un booloide quelconque A dont les éléments seront notés a, b,c, . ...

3-1 Proposition. a + b =0 si et seulement si a = b.
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Démonstration. La condition est suffisante d’aprés I’ axiome (3). Inversement,
sia+b=0,1axiome (7) donne: a=0*xa=(a+b)*a=(a+b)*b=0xb=0b.

3-2 Proposition.
(1) 1 est un élément absorbant & gauche pour I'opération .
(2) 0 est un élément absorbant pour 'opération - .
(3) 0 est un élément unité pour 'opération .

Démonstration. La premiére vient directement de ’axiome (5), car : 1*a =
1-(1*a) = 1. L’axiome (3) implique : a-0 = a-(a+a) = a-a+aa = 0. En outre,
ona: 0-a=0-(0%a) = 0. Enfin, la derniére se déduit des deux premiéres car :
a*0=1ax0a=(1%0)-a=1-a=a.

3-3 Proposition. Les deux opérations - et * sont idempotentes.

Démonstration. Onaa*a =1.a*xl-a=(1*1)-a = l-a = a. Suivant I’axiome
(5) et le fait que 'opération * est idempotente, a-a =a-(a*a) =a.

3-4 Proposition.
1) (a+bd)-1=a+b
(2) (a+1)*xa=1

Démonstration. Il suffit d’appliquer successivement ’axiome (6) et I’axiome
(5), il vient (a+b)-1 = (a+b)-((a+0b)*1) =a+b. Pour prouver (2) il suffit d’utiliser
successivement I’axiome (7) et 'axiome (6), il vient : (a+1)*a=(a+1)*1=1.

3-5 Proposition. a+0=a-1

Démonstration. On a: a-(a+0) =a-a+a-0=a+0 et de méme :
(a+0)*a = (a+0)%0 = a+0. On en déduit en appliquant les axiomes (6), (4) successivement,
que:a-1=a-((a+0)*1)=(a+0)*xal=((a+0)*a)-1=(a+0)-1=a+0.

3-6 Corollaire. 1+0=1.

Démonstration. Il suffit de prendre a = 1.

3-7 Proposition.
(1) (a*b)-a=(bxa)-a=a
(2) (a*b)-(a+b)=a+b

Démonstration. D’une part de la proposition (3-2) et de ’axiome (4), on
déduit : (a*b)-a=1la*ba=(1%b) -a=1a=a. Dautre part de la proposition (3-5) et
de 'axiome (6), on déduit :

(b+a)-a=baxla=blaxla=(b+0)-axl.a=((b+0)*1)-a=1-a=a
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L’égalité (2) se démontre au moyen de (1), car : (a*b)-(a+b) = (a*b)-a+ (a*b)-b =a+b.

3-8 Proposition.
L’opération * est distributive 4 gauche par rapport 4 I’opération -

Démonstration.

(a*xb)-(axc)=a=*((a*xd)-c) par axiome (4) et proposition (3-7)
=ax*acx*bc par axiome (4)

=ax*xbc par axiome (5).

3-9 Proposition.
(1) a-b=0bsiet seulement siaxb=a
(2) (a-b=aetb-a=b)=a=1b
(3) a-b=0siet seulementsib-a=0

Démonstration.

(1) Si: a-b=b,alors: axb=a=x(a-b) =a (axiome 5). Inversement, axb = a
entraine par la proposition (3-7) : a-b=(a*b)-b=5b.

(2) Supposons : a-b=aetb-a=b. L’opération - étant symétrique et idempotente,
lvient:a=a-b=a-b-a=b-a=5b.

(3) Supposons : a-b=0.Ona:b-a=a-b-a=0-a=0, acause de la symétrie
et I'idempotence de I'opération -. On en déduit que : a-b = 0 si et seulement si
b-a=0.

3-10 Proposition.
(1) a*b=0+=(a=0et b=0)
(2)a-b=b-a=1<=(a=1letb=1).

Démonstration. Supposons : a*b=0. Ona: 0=a-0=a-(axb)=aet

0=0-b=(a=*b) -b=>(proposition 3-7). Supposons maintenant : a-b=1="b-a. Ona:
a=(bxa)-a=1lxa=1letb=(axb)-b=1+b=1.

4. Booloides commutatifs et algébres de Boole
4-1 Définition. Un booloide A est dit commutatif , si les deux opérations *
et - sont commutatives.

4-2 Proposition. Les booloides commutatifs sont exactement les alge-

bres de Boole.

Démonstration. Nous allons montrer que tout booloide commutatif A est une
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algebre de Boole pour les opérations :

aAb =a-b
aVb =a=x*b
a’ =1+4a

En outre, dans cette algebre I’opération de différence symétrique est 'opération +. Les deux
opérations A, V sont commutatives, associatives, unitaires et distributives ’une par rapport
a I’autre. En outre,

=0
=1

a’Aa =alAd =a-(14+a) =a+a
aVa’ =a'Va =(1+a)*a =(1+a)=*1

Donc A est une algebre de Boole. De plus, on a :

at+b=(axbd) (a+d)=a(a+b)*xb(a+bd)
= (a:a+ab)*(b-a+bb)=(aa+ab)x(ba+b)
=(al+abd)*x(ba+bdbl)=a-(1+b)*xb-(a+1)
= (aAV)V(bAa")

Inversement, on peut vérifier imnmédiatement que toute algebre de Boole A est un booloide
commutatif pour les opérations :

a-b =alb
a*b =aVb
a+b = (aAb)V(a'Ab).

5. Complémentation dans un booloide
5-1 Définition.On appelle complément d’un élément z de A, ’élément z’
défini par : ' =1+ z-1.

5-2 Propositions.
1) a-a'=a"-a=0
2) (a+0)=d
3) at+ad =1
4) 0 et 1 sont des éléments compléments 'un de autre.

Démonstration. Eneffet : a-a’ = a-(1+a-1) =a-l+al=0eta’-a=a-a"-a=
0-a=0. En outre a+ 0 = a-1 (proposition 3-5) donc (a+0)' =1+a-1-1=1+a-1=a’.
D’autre part a’ + a = (a’ xa) - (a’ + a) (proposition 3-7) donc

a’+a=(a"-(a"+a))*(a-(a"+a))=(a"+ad -a)*(a-a’ +a)
=(a'+0)x(a+0)=a"*x(a+0)=(1+a-1)*a-1=1(proposition 3-4).



Enfin :

0'=1 car: 0'=140-1=140=1
1'=0 car: 1I'=141=0

5-3 Proposition :
1) (a*bd)-1=(bxa)-1

2) ' «b =¥ xd.

Démonstration. Appliquant la proposition (3-7) on a : (b*a)-1 = ((a *
b)-bx(a*xb)a)-1 = (axb)-(bxa)-1 = (bxa)-(a*xbd)-1 = (a*xb)-1. En outre
a'xb =(a"-1xb-1)=(a"*b)-1=(b'xa’)- 1=V xa’.

5-4 Lemme.
/

= a=1b

0
1

a-b
axb

Démonstration. D’une part, a = a*0 = a*(b-b') = (axbd) - (axb) =
1-(axb') =a=d. Dautre part,ona: a-1=a-(a*b) = a (axiome 5). On déduit que :
a=a-1l=a-(14+b-1)=a-b =¥ (proposition (3-9)).

5-5 Proposition. Les lois de De Morgan sont vérifiées :

(a-d) =a'xb , (axb)=a - ¥V

Démonstration.

(1) En fait : (a'*bd")-a-b=(a"-axbd'-a)-b=¥V-a-b=a-b'-b=a-0=0. Donc, on a
aussi (a’*b')-a-b-1 = 0. En outre (a’*¥')*(a-b-1) = (a’*¥')*(b-1-a-1) = a’*b'*
((6-1)-(a-1)) = a’*(b'*b-1)-(b'*a-1). Or b'*b-1 = (14+b-1)*b-1 = 1 (proposition
3-4). Donc (a'#b')*(a-b-1) = a’*1-(b'*xa-1) = a’+b'*a-1 = b'*1 = (1+b-1)x1 =1
(axiome 6). On déduit par le lemme précédent que : o’ *b’ = (a-b+0) = (a-b),
(proposition 5-2).

(2) Ona:a b -(axb)=(a"-b-a)*(a'-b-b)=(a’-b-a)x0=0a"- b -a=b-a-a=
b -0=0. Donc @’ -’ - (a*b)-1=0. Egalement, par la proposition (5-3), on a :
a' b x(axb)l=a' b *xal*xbl=al*a ¥ xbl=[alxa) (al*xbd)]*xbl=
[(a-1%a’)-1-(a-1%b')]*b-1 = [(a’*a-1)-1-(a-1%')]*b-1 = a-1%b'xb-1 =a-1x1 = 1.
Ce qui entraine en utilisant le lemme précédent : (a *b)’ = (axb+0)' =a’ - ¥,

5-6 Proposition. (a’)’ =a-1.

Démonstration. En effet, (a-1)-a’=1-a-a’ =1-0=0et (a-1)*xa =
(a-1*a’)-1=a’'+a1=1. En conséquence : (a’)’ =a-1 (lemme 5-4).
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5-7 Corollaire. a’ + b = b-a’ xa-¥’.

Démonstration. Eneffet : @’ +b' = (a'*¥)-(a’+b') = a’-(a’ + V) xb'-(a'+ V') =
a’ - (140 )*b'-(14+a’) = a’-(1+0'-1) x ¥'-(1+a’-1) = @’ b"*b"-a” = a’-b-1xb"-a-1 = b-a’-1xa-b/-1 =
ba’ xa-b’.

5-8 Proposition. (a+b)' -a = (a +b) -b.

Démonstration. Ona: 0= (a+b) -(a+b) = (a+b)-a+ (a+bd)b Ce qui
entraine : (a 4+ b) -a = (a+b) -b.

5-9 Proposition. a-b*a’-c =a’-c*a-b.

Démonstration. On a : (a-bxad’-c)-(a’c*xabd) = abxa'c. De méme :
(a-b*a’-c) (a’-cxab)=a"cxab. On en déduit que: a-b*a’-c=ad"cxab.

5-10 Proposition. On a ’implication

a-b
".b

a -

=a,' }=>b=c

[
=a -c

Démonstration. Eneffet : b=1.b=(a’ *a-1)b =d’bxalb=a'cxac=
acxalec=(a"*al)-c=1l-c=c.

6. Relation de préordre dans les booloides.
6-1 Définition. Dans un booloide A nous définirons la relation binaire
notée ag b par a=14%-a.

6-2 Proposition. Les relations suivantes sont équivalentes

(1) a<b.

(2) a-b-1=a-1.
(8) a-b'=0.

(4) b -a' =V.

Démonstration. 1) =—> 2) : Sia=b-aalorsa-1=b-a-1=a-b-1.
2) = 3):Sia-b-1=a-lonaa-b'=al+abdl=0.
3) =>4) : Eneffet, V-0’ =V -(1+al) =0 -1+¥-al=b 1+ad 1=0140=0-1=¥.
4) => 1) : les formules de De Morgan et la proposition (5-6) entrainent : (b*a)-1=154-1
parsuite : a = (bxa)-a=(bxa)-1-a=0b-1-a =b-a (proposition 3-7).

6-3 Propriétés. La relation < est une relation de préordre dans A.

Démonstration. Comme a -a = a, on a a < a, cette relation est réflexive. En
outre,sia<b et b<c,alorsa-1=a-b-1=a-b-¢c-1=a-1-c-1=a-c-1donca<ec.



6-4 Remarque. Dans le cas d’un booloide commutatif, la relation a < b signifie
a-b = a c’est donc la relation d’ordre habituelle.

6-5 Proposition. A est un prétreillis distributif borné o1 a - b est une
borne inférieure de a et b, a * b est une borne supérieure de a et b, 0 est borne
inférieure de A et 1 est borne supérieure de A.

Démonstration. 1) a-b = inf(a,b) : Eneffet, a-b < aet a-b< b car:
a-a-b=a-betb-a-b=a-b. Enoutre,sic<aetc< b, alorsa-b-c=a-c=c donc
c<La-b
2) a*xb =sup(a,b) : Eneffet,a <axbetb<axbcar: (a*xb)-a=aet(axd)-b=1b
(proposition 3-7). En outre,sia < cet b< ¢, alorsc-(a*d) = cca*cb=ax*bdoncaxb< c.
Aussi,0< acar: a-0=0eta < lcar: 1-a=a pour tout élément a de A. Par conséquent,
A est un prétreillis borné. Ce prétreillis est distributif. Pour cela il suffit de vérifier que
a-(bxc)< abxac. Eneffet,ona(abxac)-a-(bxc)=a-(b*xc)-a-(bxc)=a-(b*c).

6-6 Proposition. Pour tout élément a de A, a et a’ sont deux éléments
précomplémentaires, c’est-a-dire :
- 0 est une borne inférieure de a et a’.
- 1 est une borne supérieure de a et a'.

Démonstration. D’une part : a-a’ = 0 (proposition 5-2) donc 0 est une bonne

inférieure de a et a’. D’autre part, (a’*a)-1=a"1*xa-1=a’*xa-1=1 (proposition 3-4).
Donc 1< a’ * a qui implique qu’une borne supérieure de a’ et a est 1.

6-7 La relation d’équivalence associée a la relation de préordre a< b
est notée =, elle est définie par : (a< b et b < a).
C’est ’égalité dans le cas commutatif.

6-8 Proposition. a = b si et seulement sia-1=15%-1.

Démonstration. Sia=balorsa-1=a-b-1=b-a-1=15-1. Inversement, si
a-1=b-1,ilvienta-1=a-a-1=a-b-letb-1=b-b-1=b-a-1,cest-a-direa< bet
b< a.

6-9 Corollaire. (a*b)-1=(bxa)-1.

Démonstration : a*b = b*a d’aprés la proposition (6-5).

6-10 Proposition. La relation d’équivalence associée est compatible
avec les opérations - et * et le complémentaire.



Démonstration. En fait,sia = b et ¢ = d, alors :

a-c-1l=a-1-¢c-1=b-1-d-1=b-d-1 donc a-c=b-d
(a*c)-1=alxcl=>bl*dl=(bxd)-1 donc axc=b=*d.
ad=14+al=14+b1=0¥.

6-11 Algébre de Boole quotient. On peut construire 'ensemble A quotient
de A par la relation =. On notera @ la classe d’un élément a. Dans A on peut alors définir
ca-b=a-b, arxb=axbetda =a

6-12 Proposition. A est une algébre de Boole.

Démonstration. Par les propositions (6-5) et (6-6), A est une algébre de Boole.

7. Eléments symétriques d’un booloide.

7-1 Proposition. Pour un élément e de A, les assertions suivantes sont

équivalentes.
(1) e+0=e
(2) exl=1
(3) e-1=e
(4) e/xe=1

Démonstration. 1) => 2) : Si e + 0 = ¢, par I’axiome (6) il vient : e*x1 =
(e+0)*1=1.
2) =>3):Si:exl=1alors: e-1=¢e-(e*1)=e par 'axiome (5).
3) = 1) : Nous avons vuque : e-1 =€ +0.
(83)=(4):Sie-1=e,ona:exe=(1l+e)xe=(1+e)*1=1 (axiomes (6) et (7)).
(4) = (3): Si:e'xe=1lona:e-1=e-(e'xe)=0%xe=ce.

7-2 Définition. Un élément e de A satisfaisant I’'une des propriétés précédentes
est dit symétrique.

7-3 Proposition.

1) 0 et 1 sont deux éléments symétriques.

2) Les éléments symétriques de A sont exactement les éléments de la
forme a + b.

Démonstration. (1) est immédiate. La nécessité de (2) découle de la proposi-
tion (7-1) et la suffisance de I’axiome (6).

7-4 Proposition. L’ensemble des éléments symétriques de A, noté
sym(A), forme un sous-booloide commutatif de A.



Démonstration. En effet, si e et f sont deux éléments symétriques de A on a
(exf)-1=elxfl=exfete-f-1=e-f. Enplus: exf=(exf)-1=(f*e)-1=fxe
(corollaire 6-9) et e-f=e-f-1= f-e-1= f-e. En outre 1 et e + f sont symétriques
d’apres la proposition 7-3.

7-5 Proposition. Les éléments symétriques de A sont des représentants
des classes d’équivalence de A pour la relation =.

Démonstration. Si T une classe d’équivalence de A alors £-1 = z est un
élément symétrique de Z. En outre si y € T est symétrique alorsy=y-1=z-1.

7-6 Proposition. L’algébre de Boole sym(A) est ’algébre de Boole
couniverselle associée a A.

Preuve : Immédiate.

7-7 Définition. On appelle élément symétrique associé a z, I’élément e(z)
défini par: e(z) =z +0=1z-1.

7-8 Proposition.
1) e(0)=0ete(l)=1
2) z-e(z)=e(z)=e(z)*z
3) e(z) - z=z=zxe(z)
4) e(z-y)=e(y-z) =e(z) - e(y)
5) e(zxy) =e(yxz) =e(z) *e(y)
6) e(z) =0¢=z=0

Démonstration. En effet, ¢(0) = 040 = Oete(l) =14+0=1. On a:
z-e(z)=z-z-1=z-1=e(z)ete(z)*z=(z+0)*z=(z+0)x0=z+0=¢(z).On a
aussi: e(z)-z=z-l-z=z-r=zetzxe(z)=z+(z-1)=(zxz) (zxl)=z-(z*1) =2z
(axiome 5). Il est clairque: z-y-1=y-z-1==z-1.y-1donce(z-y) =e(y-z) =e(z)-e(y)
Egalement, on a : e(z*y) = (z*y)-1=(y*z)-1==z-1+y-1. Enfin, si : e(z) = 0, alors
z=e(z)-z=0-z=0.

8. Idéaux
8-1 Définition. Un idéal I d’un booloide A est un sous-ensemble de A tel que:
1H)oel
(2) (a€A et z€el)=>z-a€1l
B)(z€l et yel)=cr*xyel
Un idéal propre est caractérisé par la condition supplémentaire : 1 ¢ I.



8-2 Proposition. z € I si et seulement si e(z) € I.

Démonstration. Siz € I, on déduit de la condition (2) ci-dessus que : e(z) € I.
Inversement si e(z) € I,ona: z=e(z)-z € 1.

8-3 Proposition. (a€ A et ze€l)=>a-z€l

Démonstration. Si(a€ A et z €I)alors: z-a € I et, selon la proposition
précédente,on a : e(z-a)=e(a-z) €I donca-z € 1.

8-4 Proposition. (z€I et yel)=(z+y€cl et z/+y €l).

Démonstration.On sait que : z+y=(z*y)-(z+y) et comme: r*xy€,il
vient z + y € I. Egalement, ’égalité : 2’ + y’ = y-z’ * z-y’ entraine : z’' + y € I.

8-5 Proposition. Si I est un idéal d’un booloide A, le sous-ensemble :
sym(I) = {z € I : ¢(z) = z} = sym(A) NI est un idéal de I’algébre de Boole sym(A).

Démonstration. En effet 0 € sym(I). Si a € sym(A) et z € sym(I), alors
a -z € Sym(A) (proposition 7-4) donc a - z € Sym(I). Si z € Sym(I) et y € Sym(I), alors
z *y € Sym(A) (proposition 7-4) donc z *y € Sym(I).

8-6 Notation.

1) L’idéal engendré par un sous-ensemble G de A est le plus petit idéal qui
contient G, il sera noté Ig.

2) Un idéal finiment engendré est un idéal engendré par un sous-ensemble fini
de A.

3) Un idéal principal est un idéal engendré par un seul élément.

4) L’idéal principal engendré par a est noté (a).

8-7 Proposition. Tout idéal de A est engendré par ’ensemble de ses
éléments symétriques.

Démonstration. Soit I un idéal de A et z € I. Alors e(z) € sym(I). En outre
z appartient a I'idéal engendré par e(z) d’aprés la relation z = e(z) - z. Donc z appartient
a I'idéal engendré par sym(I).

8-8 Proposition. Pour un idéal J de sym(A), I; = {z :e(z) € J}.

Démonstration . Eneffet : posons Iy = {z:e(z) € J}.0 € Iy care(0) =0€ J.
Sizel;etac A, alorse(r-a)=e(z)- e(a) € J (proposition 7-8) donc z-a € I;. En outre
siz€ljety€l;,ona: e(z*xy) =e(z)*e(y) € J douz*y€ I;. Donc I est un idéal
de A. C’est manifestement le plus petit idéal de A contenant J.



8-9 Proposition. Il y a un isomorphisme entre ’ensemble ordonné des
idéaux de A et ’ensemble ordonné des idéaux de sym(A).

Démonstration. Conséquence des trois propositions précédentes.

8-10 Proposition. L’idéal de A engendré par un élément a € A est
(a)={z€A:a-z=1z}.

Démonstration. En effet soit [a] = {z:a-z ==z}. Alors0 € [a]. Sibe A et
z€a),alorsa-(b-z)=b-a-z=>b-z doncb-z € [a]. En outre, si z € [a] et y € [a], on a :
a-(z*y)=az*ay=z*ydouz=xy¢€ [a]. Par suite [a] est un idéal de A contenant a et
c’est clairement le plus petit. Donc [a] = (a).

8-11 Proposition. Tout idéal finiment engendré est principal.

Démonstration. Considérons Ig ou G est un ensemble fini. Si G =@,Ig =
(0) = {0}. Si G = {g1,92---94}, posons : g = gy * gz * --- * g4 alors I¢ = (g) car
(91%...%9g¢) -9 = gi (proposition 3-7) donc g, € (g) et (g) est clairement le plus petit idéal
contenant gy,...,9,.

9. Idéaux et congruences.
9-1 Définition. Soit I un idéal de A, on définit sur A la relation modulo I
par: z = y(modl) <=z +y€ Il

9-2 Proposition. La relation modulo I est une relation d’équivalence
compatible avec la structure du booloide i.e. une congruence de booloide.

Démonstration. Il est aisé de vérifier que cette relation est réflexive et symé--
trique. En outre, si z = y(modI) et y = z(modI), on a : (z+y)*(y+2) € I et
(z+y) (y+2)(z+2) = 0. [Car (z4y)"-(y+2)"-z = (y+2)-(z+y)"-y = (z+y)"-(y+2)"-z d’ou
(z+7y) - (y+2)-(z+z) = 0 selon la proposition (3-1)]donc ((z +y) * (y + 2))’ - (z +2) = 0,
et (z+y)*(y+2) € I ce qui entraine (z+2)-((z+y)*(y+2)) =z+zet (z+y)*x(y+2) €]
donc z + z € I et la relation est donc une relation d’équivalence.

Supposons : z = y(modI) et 1 = y1(modI). Ona(z+y)*(z1+y1) €Elet (z+y) - (z1+
n) (zzi+yyn)=0 [Caa (z4+y) (z1+wn) z-z1=(x1+n) - (z+y) -z-z. =
(z+y) (z1+n) -y-y dot (z+y) (21 +y) - (z-z1 +y-y1) = 0 selon la proposition (3-1)
donc (z+y)*(z1+y) €T et (z+y)*(z1+w)) - (z-z1 + yy1) = 0 cela signifie que :
(z+y)*(z1+y1) €Tet ((z+y) *(z1 +y1))-(z-z1+yy1) = zz1+yy donc z-zy+yy1 € 1,
c’est-a-dire : z-z; =y - y1(modI)

Nous allons montrer que : z*z; = y*y;(modI). Par ’hypothéseona: (z+y)*(z1+y;1) € I.

D’autre part :

(z+y) -(z1+y) -@E*rz)=(z+y)(z1+n)z* (z+y)(z1+n)n
=(z+y)(z1+y)yv*(z+y)(z1+u)n
=(z+y) (z1+y)  (y*wn)



donc (z + y)' - (z1 + v1)' - (z*xy + y*y;1) = 0 ce qui entraine par De Morgan :
(z+y)*(z1+ 1)) - (z*z1 +y*y1) = 0 alors ((z 4 y) * (21 + 1)) - (z+21 + y*y1) = =%z, +
y*y; donc zxz; + y*y; € I

Enfin, montrons que : z+z; = y+ y1(modI). On a par ’hypothése : (z+y)*(z1+y1) € I.
D’autre part, d’une fagon similaire, on peut montrer que : (z +y) - (z1+ 1) - (2 + z;) =
(z+y)-(z1431) (y+y) donc ((z + y) * (21 + 1)) (2 + 21) + (y + y1)) = 0, ce qui entraine
(z+y)*(z14+m) (z+z1)+ (y+y1)) =(z+z1)+ (y+y1) done (z+z1)+ (y+ 1) € 1.

9-3 Notation. La congruence modulo I'idéal engendré par un élément symétri-
que e s’appelle la congruence modulo e et se note mod(e).

9-4 Proposition. z = y(mod(e)) si et seulement sie-(z+y) =z +y.

Démonstration. En effet, z = y(mod(e)) <= z+y € (¢) <= e-(z+y) = z+y
(proposition 8-10).

9-5 Proposition. Pour tout booloide A, I’application qui associe & un
idéal I de A, la congruence modulo I, établit une correspondance biunivoque
entre I’ensemble des idéaux de A et ’ensemble des congruences sur A.

Démonstration. Soit I un idéal de A, on sait que la relation modulo I définie
dans le booloide A est une congruence. Réciproquement, si R est une relation de congruence
sur A\JJr={z€A:2=0-(R)} estunidéalde A. Onaz €l <= z+0€l <=z =
0- (mod(I)) <=> z € Imod(ry, donc I = Imoq4(ry- En outre, on a d’une part : z = y-(R) =
z+y=(y+y) (R) =>z+y=0-(R) =z+y € In = z =y (mod(Igr)) et
d’autre par z = y - (mod(Ig)) = z+y=0-(R) = (0*xz=[(z+y)*z] - (R)etOxy =
[(z+y)*xy] - (R)) = z =y (R) (axiome (7)). Il en résulte R = mod(Ig).

10. Filtres

10-1 Définition. Un filtre F d’un booloide A est un sous-ensemble de A tel
que :
1)1eF
2) (a€eAetz€F)=>axz€F
JyzeFLye F= =z -y€eF
Un filtre propre est caractérisé par la condition supplémentaire : 0 ¢ F.

10-2 Proposition. z € F si et seulement si e(z) € F

Démonstration. Siz € F,e(z)=z-1€ F. Sie(z) € F,z=z*e(z) EF.

10-3 Proposition. (€ Feta€ A)=>z*a€ F.



Démonstration. Siz € Feta € A,axz € F,donc e(a*z) =e(zxa) € F,
alors z * a € F (propostion 10-2).

10-4 Proposition. zr€ F,ye F=z+y €F.

Démonstration. Par la proposition (3-8),ona: (z+y')*(z-y) = ((z + ¥') * z)-
(z+y)*y)=(z+¥)*y) (e +V)*y)=(+V)*@ - y)=(z+y)*0=z+y". On
en déduit z+ v € F.

10-5 Proposition. Si F est un filtre d’un booloide A, le sous-ensemble
sym(F) = {z € F : e(z) = 2} = FNsym(A) est un filtre de I’algébre de Boole sym(A).

Démonstration. En fait, 1 € sym(F) car : e(1) = 1 € F, et si (a € sym(A)
et z € sym(F))ona: z+xa=¢e(z*a)=e(a*xz) =ax*xz € F. Enfin, si z € sym(F) et
y€sym(F)ilrésulte que : y-z=e(y-z)=e(z-y)=z-y€F.

10-6 Notation.
(1) Un filtre engendré par un sous-ensemble G de A est le plus petit filtre qui
contient G, il sera noté Fg.
(2) Un filtre finiment engendré est un filtre engendré par un sous-ensemble fini.
(3) Un filtre principal est un filtre engendré par un seul élément.
(4) Le filtre principal engendré par a est noté )a(.

10-7 Proposition. Tout filtre de A est engendré par I’ensemble de ses
éléments symétriques.

Démonstration. Soit F un filtre de A, et z € F. Alors e(z) € sym(F).
En outre z appartient au filtre engendré par e(z), d’aprés la relation z = z * e(z). Donc

z € Fsym(F)-
10-8 Proposition. Pour un filtre J de sym(A), F; = {z :e(z) € J} est un
filtre de A.

Démonstration. Eneffet : 1 € Fj,care(l) = 1. Sia € Aet z € Fy, alors :
e(ax z) = e(a) x e(z) € J (Proposition 7-8) donc a * z € F;. Enfin, si z € F; et y € Fy,
alorse(r-y) =e(z)-e(y) € J douz-y€ Fj.

10-9 Proposition. Il y a un isomorphisme entre 1’ensemble ordonné
des filtres de A, et ’ensemble ordonné des filtres de sym(A).

Démonstration. Conséquence des trois propositions précédentes.

10-10 Proposition. Le filtre de A engendré par un élément a € 4 est



Ja(={z €A:z-a=a}

Démonstration. Soit Ja[={z € A:z-a=a}. Eneffet : 1 €la], car 1-a =a.
SibeAetz€la,alors: (bxz)-a=baxza=baxa=(bxa)- a=a (proposition 3-7)
donc b+ z €]a[. Enfin, si z €]alet y €lal,ona: z-y-a=z-a =a dol z-y €la[. Par suite
Ja[ est un filtre de A contenant a et c’est clairement le plus petit. Donc Ja[=)a(.

10-11 Proposition. Tout filtre finiment engendré est un filtre principal.

Démonstration. Considérons F ou G un ensemble fini. SiG = &, Fg = {1}

J1(. Si G = {91.92,.-.94}, posons g = g1 - g2 - -~ - g, alors Fg =)g(car g; -g1-g2-...94
g1-9g2 - gq donc g; €)g( et )g( est clairement le plus petit filtre contenant g;,g2,...g,.

11. Relation entre filtres et idéaux.
11-1 Proposition. Si I un idéal de A, I’ensemble F(I) = {z € A: 3a €
I,a*e(z) =1} est un filtre de A.

Démonstration. Il est clairque 1 € F(I). Siz € F(I) ety € F(I) : ay xe(z) =
let agxe(y) =1aveca; €I,a; € I,donc ay*xaz*xe(z-y) = ay xaz*(e(y)-e(z)) = ay *(az*
e(y)) - (az*e(z)) =ay*azxe(z). Oraz € sym(I),cara; E I et az -1 =az-(azxe(y)) = a2
(axiome 5). Donc a; *as xe(z -y) = a; *ar *e(z) = a; *xe(z) *as = 1 *xa; = 1 d’odt
z-y € F(I). Si maintenant a € Aet z € F(I) : a; xe(z) = 1 avec a; € I, alors :
ayxe(a*xz)=ay *xe(z) *xe(a) =1, dow a*xz € F(I).

11-2 Proposition. z € I = z’ € F(I).

Démonstration. Si z € I, alors : e(z) € I (proposition 10-2). En outre :
z’ xe(z) = (1 + e(z)) xe(z) = 1 (proposition 3-4). Donc z’ € F(I).

11-3 Proposition. Si F un filtre de A, ’ensemble I(F)={z € A:3Ja €
F,a-z =0} est un idéal de A.

Démonstration. En effet, il est clair que 0 € I(F). Sia € Aet z € I(F) :
a;-z =0aveca, € F,alorsa,-z-a =0douz-a € I(F). Si maintenant z € I(F
ety € I(F):a;-z =0etaz-y=0aveca; € Fetas € Fdonca;-ay-(z*y) =
(al-az~z)*(a1-a2-y)=0d’oi1::*yeI(F).

11-4 Proposition. z € F = ' € I(F).
Démonstration. Si z € F, alors 2’ € I(F), car : z -’ = 0 (proposition 5-2).
11-5 Proposition. Il existe un isomorphisme entre ’ensemble ordonné

des filtres de A et ’ensemble ordonné des idéaux de A.
Preuve :

(8]
S



(a) I(F(I))=1:size€l,z’ € F(I), et comme z' -z =0,z € I(F(I)). Supposons
z € I(F(I)). Nlexiste b € F(I) tel que b-z = 0. Il existe a € I tel que a*e(b) = 1.
Alorsz = (a*e(d)) -z =az *xe(b)z=a-zdoncz €I

(b) F(I(F)) = F : supposons z € F. Alors ' € I(F) et z’ x e(z) = 1 donc
z € F(I(F)). Inversement si £ € F(I(F)) : 3b € I(F) tel que b*e(z) = 1. 1l
existe a € F tel que a-b = 0. Donc a = (bre(z))-a =(b-a)*e(z) -a =
Oxe(z)-a=e(z)-a=z-a. Alorsz € F.

(c) Les applications I( ) et F( ) sont croissantes.

12. Filtres et congruences.
12-1 Définition. Soit F un filtre de A. On définit sur A la relation modulo
Fpar: z=y(modF)<= Ja € Ftelquea-z=a-y.

12-2 Notation. La congruence modulo le filtre engendré par un élément
symétrique e s’appelle la congruence complémentaire modulo e notée mod(e)'.

12-3 Proposition. z = y(mod(e)’) si et seulement sie-z=¢-y.

Démonstration. z = y(mod(e)') <= z = y(mod()e() <= e -z =€ -y.

12-4 Proposition. z = y(modF) <= (z + y) € F.

Preuve. Siz=y(modF):a-z=a-yeta€ Fdonca-(z+y)=0eta€F
alors a - (z + y)’ = e(a) € F donc (z + y)’ € F. Inversement si a = (z + y)’ € F donc
a-z=a-ycar(z+y) (z+y)=(c+y)z+(z+y)y=0.

12-5 Proposition. La congruence modulo un filtre F est identique a la
congruence modulo l’idéal I(F).

Preuve. Soit z = y(modF). Il existe a € F tel que a-z = a-y; Alors
a-(z+y) =0,donc z+y € I(F) et 2 = y(modI(F)). Réciproquement, supposons :
z = y(modI(F)). Alors z +y € I(F) donc il existe a € F tel que a - (z + y) = 0. Alors
a-r=a-yaveca€ F. Donc z = y(modF).

13. Idéaux premiers et filtres premiers.
13-1 Idéaux premiers.

13-1-1 Définition. 1) Un idéal I est premier s’il est propre et vérifie : z-y €
I=(z€l ou yel).
2) Un idéal I est maximal s’il est propre et n’est proprement contenu dans aucun idéal
propre de A.



13-1-2 Théoréme. Dans un booloide A, les assertions suivantes sont
équivalentes.
1) I est un idéal premier ;
2) I est propre et pour tout z € A:z €I ou ' €1;
3) I est un idéal maximal.
4) sym(I) est un idéal maximal de sym(A).

Preuve. 1) = 2) : L’élément nul 0 appartient & tout idéal I de A. En
conséquence : 0 = z -z’ € I pour tout z € A ; et comme [ est premier, on a : z € I ou
' €l
2) = 3) : Supposons qu'il existe un idéal J de A qui contienne proprement I'idéal I.
Comme J # I, il existe un élément r appartenant a J et non a I. Appliquant I’assertion
2), on conclut que I'élément z’ € I et donc aussi £’ € J. J contenant z et z’, contient
z’ x e(z) = 1 et n’est pas propre. Par conséquent, I est un idéal maximal.

3) = 2) : Si] est maximaletsiz ¢ I, alors {z*y : y € I} est un idéal contenant strictement
I, donc contenant 1. Alorsil existe y € I,zxy = 1. Par suite 2’ = (z*y)-z' = z-z’*y-2' € I.
2) = 1):Siz¢letyg¢gl alorsz’ €lety €I,donc(z-y) =2z'*y €I, et par suite
z-yé¢l

3) <= 4): Découle de la proposition (8-9).

13-2 Filtres premiers.

13-2-1 Définition. 1) Un filtre premier F d’un booloide A est un filtre propre
vérifiant : zxy € F=(z € F ou y€F).
2) Un filtre maximal F d’un booloide A est un filtre propre, qui n’est proprement contenu
dans aucun filtre propre de A.

13-2-2 Théoréme. Pour un filtre F, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.
1) F est un filtre premier ;
2) F est propre et pour tout r de A,z € Fouz' € F;
3) F est un filtre maximal.
4) sym(F) est un filtre maximal de sym(A).

Preuve. 1) = 2) : L’élément unité 1 appartient a tout filtre F de A. En conséquence
1 = e(z) * (1 + e(z)) € F pour tout z € A. Comme F est premier et selon la proposition
(10-2),ona: e(z)xs’ € F=z€Fouz' €F.

2) = 3) : Supposons qu’il existe un filtre G de A qui contienne proprement le filtre F.
Comme F # G, il existe un élément z appartenant a G et non & F. Appliquant I’assertion
2), on conclut que I’élément ' € F et donc aussi ' € G. G contenant z et z’ contient
z -z’ = 0 et n’est pas propre. Par conséquent, F est un filtre maximal.

3) = 2) : Si F est maximal, et si z ¢ F, alors {z -y : y € F} est un filtre contenant
strictement F, donc contenant 0. Alors il existe y € F,z-y =0. Parsuite 2’ =z’ *(z-y) =
x(z-1-y)=(z'+z-1) - (Z'*y)=1-(z'+y)=2'+y€F.

2) = 1):Siz¢ Fety¢ F,alorsz' € Fety € F,donc (zxy) =z’ -y € F, et par suite
zxy g F.

3) <= 4): Découle de la proposition (10-9).



13-2-3 Proposition. Pour un idéal I, les assertions suivantes sont
équivalentes :
1) I est premier.
2) F(I) est premier.

Démonstration. Découle de la proposition (11.5).

14. Booloides simples.
14-1 Définition. Un booloide A est simple si 0 # 1 et les seuls idéaux de A
sont {0} et A.

14-2 Proposition. Pour un booloide A, les assertions suivantes sont
équivalentes :
1) A est simple.
2) sym(A) = {0,1}.

Démonstration. En effet, A est simple <= sym(A) est I’algébre de boole
triviale réduite aux deux éléments 0 et 1 (proposition (8-9)).

14-3 Proposition. Les booloides simples sont exactement les ensembles
bipointés.

Démonstration. Soit A un booloide simple. Il est bipointé par 0 et 1. Nous
savons que a - b = e(a) - b et que e(a) est un élément symétrique. Donc si a # 0,e(a) # 0 et
a-b=>5. En outre 0-b = 0. Donc

p=d0 si a=0
@0=Ub si a0

La proposition (3-9) entraine pour a # 0,a * b = a, donc

asbh= b si a=0
“la si a#0

De plus, si a # b,a+b # 0 (proposition 3-1). Puisque a + b est symétrique, a+b = 1. Donc

0 si a=b
°+b‘{1 si a#b

A est donc le booloide canoniquement associé a un ensemble bipointé (exemple (1)). Réci-
proquement, dans le booloide canoniquement associé a un ensemble A,ona: a-1 =1 pour
a # 0, donc a =1 si a est symétrique. Donc sym(A) = {0,1} et A est simple.

15. Anneaux commutatifs booloides

15-1 Définition. Un anneau commutatif booloide est un anneau commu-
tatif unitaire A muni d’une opération binaire de symbole - idempotente, associative et qui
vérifie les deux conditions :



1) a-(bc) = (a-d)c
2)a-b=0=b.a=0

15-2 Proposition. Dans un anneau commutatif booloide, on a :
(1) a-b=(a-1)b.
(2) a-(b+c)=a-b+a-c
3)a-(b—c)=a-b-a-c.
(4) (1-a-)a=(1-a-1)-a=0.
) e-l=e=(1-¢€)-1=1—ce.
(6) a-0=0-a=0.

Démonstration (1). Ona: (a-1)b=a-(1d)=a-b.
2 a-(b+c)=(a-1)(b+c)=(a-1)b+(a-1)c=a-b+a-c.
B)a-(b—c)=(a-1)b—c)=(a-1)b—(a-1)c=a-b—a-c.
(4)Ona: (1—-a-l)a=a-(a-1)a=a-a-(la)=a—-a=0. Deplusa-(1—al)=
(a-1)(1—-al)=al-(a-1)(a-1)=al—-a-a-1=al-al=0,donc(l1—a-1)-a=0.
(5) Sie-1=e,alors(1—-€)-e=(1-e-1)-e=0,donc (1—e)-[1 —(1—e)] =0 et par
suite (1—¢€)-1=1-ce.
(6) Eneffet : a-0=a-(a—a)=(a-1)(a—a)=(a-1)a—(a-1)a = 0. Donc, on a aussi
0-a=0.

15-3 Rappel. Les E-anneaux [6]
Un E-anneau est un anneau unitaire A muni d’une opération unaire e vérifiant
les six axiomes suivants :
(E)) e(z) est idempotent central.
(E2) ze(z) ==
(E3) e(e(z)) = e(2)
(Ba) e(—2) = e(2)
(Bs) e(1-e(2)) = 1 - e(a)
(Ee) e(e(z)y) = e(z)e(y)
D’aprés [2] les quatre axiomes suivants sont suffisants.
(1) e(z) est un élément central
(2) e(0)=0
(3) ze(z) =12
(4) e(ye(z)) = e(y)e(z)

15-4 Théoréme. Pour un anneau commutatif unitaire A, les assertions
suivantes sont équivalentes :
1) A est un anneau booloide.
2) A est muni d’une structure de booloide telle que 0 et 1 sont ses deux
éléments distingués et a - (bc) = (a - b)c pour tout a,bd,ec.
3) A est E-anneau.

Démonstration : 1=> 2) On a: a-b = (a-1)b. En particulier, pour a = 1,
onal-b=~5. Donc 1 estélément unité & gauche pour l'opération -. De plus a-b-c =



a-((b-1)e)=(a-1)(b-1)c=(b-1)(a:-1)c=b-a-c. Donc 'opération - est associative.
Définissons maintenant 'opération * par : a *b = a+b—ab=a + (1 — a-1)b.
Ona: (a*xb)-1=alxbl. En effet, appliquant la proposition (15-2) on a d’une part :
(axb)-[a-1+(1—a-1)-(b-1)] = (a*b)-[1-(1—a-1)-(1-b-1)] = (a*b)-1—(a+b—a-b)-(1—a-1)-(1—
b-1) = (a*xb)-1—(1—a-1)-(a+b—a-b)-(1—b-1) = (a*b)-1-0—(1—a-1)-b-(1=b-1)+0 = (axb)-1
et d’autre part : (a*b)-[a-1+(1—a-1)-(b-1)] = (a+b—a-b)-a-14+(a+b—a-b)-(1—a-1)-(b-1) =
a-(a+b—ab)-14+(1-a-1)-(a+b—a-d)-(b-1) = a-a-1+(1-a-1)-b-(b-1) = a-1+(1—a-1)-(b-1) =
a-14[(1-a-1)-1)(4-1) = a-14+(1—a-1)(b-1) = a-1*b-1. On en déduit que (a*bd)-1 = a-1%b-1.
L’opération * est associative puisque :

(a*xb)*c=a+(1—-al)b+(1—-al—-(1-al)b-1))c
=a+(1-al)p+(1-al1)(1-01)c
=a+(l—al)(b+(1—=b1)c)=ax(bxc).

En outre, 0*a = 0+a—0-a = a (proposition 15-2), et a-(a*b) = a-(a+b—a-b) =a-a = a.
On a

a-(bxc)=a-(b+c—b-c)=ab+ac—abec

=ab+ac—abac=abxac
Egalement, on a

(a*b)-c=((a*b) - De=((a-1)*(b-1))c=(a-1+bl—abl)c=
=ac+bc—abc=ac+bc—acbc=acxbc

Définissons 'opération 1 par: a 4b=(a—b)-1. OnaaHda=(a—-a)-1=0-1=0
(proposition 15-2). En outre, 'opération - est commutative puisque a 46 = (a —b) -1 =
[~((b—a)-1)(b—a)]-1=[((b—a)-1)(a—b)]- 1=(b—a)-(a=b)-1=(a—b)-(b—a)-1=
(b—a)-1=b-Ha. Aussia-(bde)=a-(b—¢c)-1=(a-b—a-c)-1=a-b-a-c Enfin,
(a4b)*1=(a4bd)+1—-(a-db)-1=1et

(add)*xa=(ad4b)+a-(a—=b)-(a—b+bd)=(adb)+a—-(a—b)—(a—10)-b
=(a4b)+b—(a4b)-b=(a-b)*b.

Donc les trois opérations précédentes définissent sur A une structure de booloide tel que ses
éléments distingués sont 0 et 1 et vérifie aussi I’égalité a - (bc) = (a - b)c.

2) = 3) : Posonse(z) = z-1. Onae(0) = Oet ze(z) = e(z)z = (z- 1)z = z-(lz) = z.z = .
De plus e(e(z)y) = ((z-1)y)-1=z-y-1 =(z-1)(y-1) = e(z)e(y). Alors A est un E-anneau.
3) = 1) : Supposons que A est un E-anneau et définissons I’opération - par : a-b = e(a)b.
L’opération - est idempotente puisque a - a = e(a)a = a, et associative puisque (a-b)-¢c =
e(e(a)b)c = e(a)e(b)c = a-(b-c). En plus, on a a- (bc) = e(a)bc = (a - b)c. Enfin si
a-b = e(a)b =0 alors e(e(a)b) = e(b)e(a) = 0 donc b-a = e(b)e(a)a = 0. Alors A est un
anneau booloide.

15-5 Exemple. Les anneaux commutatifs réguliers [10].
__ Définissons l'opération - par a-b = agbon aa-a =aaa=aet (a-b)-c
a@ba@bc = (a@)?bbc = adbbc = a - (b-c). En plus, a-(bc) = aabc = (a-b)c et a-b



a@b = 0 = aa@b = ab = ba = 0 = b-a = bba = 0. Donc les anneaux commutatifs
réguliers sont des anneaux commutatifs booloides. On retrouve les résultats de 2-3. En effet
axb=a+(l—al)b=a+(1-ad)betadb=(a—0b)-1=(a—b)(a-0).

15-6 Proposition. Les anneaux commutatifs booloides tels que ’opéra-
tion - soit commutative sont exactement les anneaux de Boole.

Démonstration. Soit A un anneau commutatif booloide tel que 'opération
- soit commutative. Alors a-b = a-(1b) = (a-1)b = (1 -a)b = ab. Donc I'opération -
coincide avec le produit dans ’anneau. On en déduit que A est simplement un booloide
commutatif, donc une algebre de Boole. Il est alors muni d’une structure d’anneau de
boole qui coincide précisement avec la structure donnée d’anneau commutatif car on a :
axb=a+(l—al)b=a+b—abd

40
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