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O I AGRAMMES VOLUME 2 0 

L A X - C O - L I M I T E S STRUCTUREES 

C , L a i r 

INTRODUCTION 

Dans ce travail, nous présentons et étudions brièvement une 
notion de lax-co-1 imite structurée (et, dualement, de lax-1imite 
structurée) qui englobe tant celle, usuelle, de lax-co-limite 
(ou, dualement, de lax-1imite) dans une 2-catégorie que celle de 
lax-co-limite admissible (dans la catégorie des esquisses) 
introduite en (S.M.A.S,), 

Pour parler de telles lax-co-1imites structurées, on doit 
d'abord disposer d'un enrichissement (pour les catégories) 
particulier: précisément, d'une structure monoïdale, symétrique, 
fermée M sur une catégorie M localement présentable (au 
sens de (L.P.L.G,)), ou encore essentiellement algébrique. 
On sait que les catégories essentiellement algébriques M sont 
exactement les catégories de modèles d'esquisses projectives (au 
sens de (E.T.S.A,), par exemple). C'est justement de les voir 
explicitement comme telles qui fournit une méthode effective de 
construction et/ou de classification systématique de toutes les 
structures raonoïdales, symétriques, fermées (en particulier, 
cartésiennes fermées et localement cartésiennes fermées) M 
sur-jacentes à M ; nous rappelons cette méthode, initialement 
introduite en (F.S.C.A,), aux §§ 1, 2 et 3, 

Si A est une catégorie enrichie par une structure monoïdale, 
symétrique, fermée M sur une telle catégorie essentiellement 
algébrique M , c'est de nouveau parce que M est la catégorie 
des modèles d'une esquisse projective qu'il est facile de dire si 
A est co-représentable (ou, dualement, représentât1e), On 
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obtient ainsi, aux §§ 4 et 5, un procédé effectif d'étude de ces 
catégories co-représentables (ou représentables) A ayant un 
enrichissement essentiellement algébrique M , a fortiori si A 
est, elle-même, essentiellement algébrique. Bien entendu, de la 
sorte, on englobe la théorie, usuelle, des (seules) 2-catégories 
co-représentables (ou représentables). 

Dès lors, au §6 nous sommes en mesure d'introduire les lax-co-
1 imites (ou les lax-1imites) structurées (par les modèles d'une 
esquisse projective EL ) dans une catégorie A , enrichie par 
une structure monoïdale, symétrique, fermée M sur la catégorie 
M = Mod(EE) des modèles de l'esquisse E , 
Généralisant le résultat connu sur les lax-co-1imites (ou les 
lax-1imites) usuelles dans les (seules) 2-catégories, nous 
montrons enfin, au §7, que si A est co-représentable (ou 
représentable), complète et co-complète, ces lax-co-1imites (ou 
ces lax-limites) structurées se calculent à l'aide de limites et 
co-1imites usuelles. 

La terminologie, les notations et les résultats 
préliminaires, utilisés ou supposés connus dans toute la suite, 
ont été regroupés dans un §0, Le lecteur pourra, éventuellement, 
les omettre lors de sa lecture, quitte à s'y reporter en cas de 
besoin, 
Nous avons assorti le texte de quelques commentaires, regroupés 

dans des "Notes", placées entre [.,,] à la fin de chaque 
paragraphe, 
Enfin, nous avons cru bon d'agrémenter certaines considérations 

de "Figures" révélant (du moins, nous l'espérons) le véritable 
caractère géométrique des méthodes utilisées, Ces figures ont été 
regroupées (pour de pures raisons typographiques) dans un "Atlas" 
placé à la fin du texte, 

0, TERMINOLOGIE ET NOTATIONS, 

On appelle graphe compositif (voir (C.A.S.T,), où les 
graphes compositifs ont été introduits initialement, mais sous le 
nom de graphes multiplicatifs) tout graphe orienté muni d'une 
composition (partielle et non nécessairement associative - mais 
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pour laquelle les flèches identités sont des éléments neutres) de 
certaines (seulement) flèches consécutives (voir le Groupe de 
Figures 1), 
En particulier, une catégorie est un graphe compositif où la 
composabilité des flèches est maximum et la composition 
associative, De même, un graphe orienté s'identifie à un graphe 
compositif, où la composabilité des flèches est minimum. 
Si G et Q ' sont deux tels graphes compositifs, on définit 

facilement (par analogie avec le cas des catégories) ce qu'est un 
foncteur F;G 4 G 1 , 
Si G est un graphe compositif, si C est une catégorie et 

si F.F'îGi -4 C sont deux foncteurs, on définit facilement (par 
analogie avec le cas des catégories) ce qu'est une transformation 
naturelle n; F * F1 ; G 4 C , On note alors Fonct(<3,C) la 
catégorie dont les objets sont les foncteurs de G vers C et 
dont les flèches sont les transformations naturelles entre ces 
foncteurs, 
On note Grpho (resp, Grphcmp , Cat ) la catégorie des petits 

graphes orientés (resp, des petits graphes compositifs, des 
petites catégories), Ainsi, Grpho et Cat s'identifient à deux 
sous-catégories pleines de Grphcmp , 

Soit T un graphe compositif petit, G un autre graphe 
compositif et B;T -»G un fonc teur, 
On dit que p = (p-rjP 4 B(T))T*T est un cône (projectif) de 

G , de base B , d'indexation T , de sommet P si, et 
seulement si : 
- pour tout objet T de T , PT;P -4 B(T) est une flèche, dite 
projection relative à T , du graphe compositif <3 , 
- pour toute flèche t:T 4 T" de T , on a; 

+ les deux flèches consécutives p-r:P -4 B(T) et 
B(t);B(T) -• B(T') de <3 sont composables, 
+ B(t)fPT = PT' , 

Evidemment, on prendra garde de ne pas confondre un (quelconque) 
cône p de base B avec la famille (px;P -4 B(T))T«ob<-rj de 
flèches de G (de même domaine P ), indexée par l'ensemble 
Ob(~T) des objets de T (famille qui, évidemment, s'identifie 
à un cône d'indexation le graphe compositif discret des objets de 
T ! ) , 
En particulier, si <3 = C est une catégorie, on note CÔne(B) 
la catégorie définie comme suit: 
- ses objets sont les cônes p de base B , 

eu 
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- ses flèches sont les (p,c,p'):p 4 p' tels que: 
+ p et p' sont deux cônes de (même) base B , 
+ c:P -4 P' est une flèche de C , 
+ pour tout objet T de T" , on a P'T.C = PT , 

Evidemment une limite du foncteur B est (définie, à 
isomorphisme près, par) un cône de base B particulier (i, e, 
final dans CÔne(B) ), que l'on notera souvent; 

lim(B) = (lim(B)T:Lim(B) 4 B(T))T.-T-
Dans ce cas, il nous arrivera aussi de poser: 

Lim(B) = LimT.-r- B(T) , 
Dualement, on dit que q = (qTî B(T) 4 Q)T«T- est un co-cône 

(i, e, un cône inductif) de G , de base B , d'indexation X 
et de sommet Q si, et seulement si; 
- pour tout objet T de T , qT:B(T) 4 Q est une flèche, dite 
co-projection relative à T , du graphe compositif <3 , 
- pour toute flèche t;T 4 T* de T , on a; 

+ les deux flèches consécutives B(t);B(T) 4 B(T') et 
qT»:B(T') 4 Q sont composables, 
+ qT«,B(t) = qT , 

Bien entendu, on prendra garde de ne pas confondre un 
(quelconque) co-cône q de base B avec la co-famille 
(qTjB(T) 4 Q)T«ob<-r-> de flèches de <3 (de même co-domaine 
Q ), indexée par l'ensemble Qb(T) des objets de T (co-
famille qui, évidemment, s'identifie à un co-cône d'indexation le 
graphe compositif discret des objets de "T ! ) , 
En particulier, si G = C est une catégorie, on note 
Co-CÔne(B) la catégorie définie comme suit; 

- ses objets sont les co-cônes q de base B , 
- ses flèches sont les (q,c,q');q 4 q' tels que: 

+ q et q' sont deux co-cônes de (même) base B , 
+ c;Q 4 Q' est une flèche de C , 
+ pour tout objet T de T , on a c.qT = q'T , 

Bien sûr, une co-1 imite du fonc teur B est (définie, à 
isomorphisme près, par) un co-cône de base B particulier (i, e, 
initial dans Co-CÔne(B) ), que l'on notera souvent; 

co-lim(B) = (co-lim(B)T:B(T) 4 Co-Lim(B))T«-r- . 
Dans ce cas, il nous arrivera aussi de poser; 

Co-Lim(B) = Co-LimT*-i- B(T) , 

On dit que EE = (Supp(EE),R,Q) est une esquisse (voir 
(E.T.S.A,), où la notion d'esquisse a été introduite 
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initialement, mais sous le nom de pré-esquisse) si, et seulement 
si (consulter le Groupe de Figures 1); 
- Supp(EE) est un graphe compositif petit, appelé support de 

^* / 

- R est un ensemble de cônes de Supp(EE) , dits distingués 
(parmi tous les cônes de Supp(EE) ! ) , 
- Q est un ensemble de co-cônes de Supp(E) , dits distingués 
(parmi tous les co-cônes de Supp(EE) ! ) , 
Si Q = 0 , on dit que E = (Supp(E),R) est une esquisse 
(.purement) projective, 
Si T (resp, T1 ) sont deux ensembles de petits graphes 
compositifs, on dit qu'une esquisse El est une (T,T')-esquisse 
si, et seulement si; 
- l'indexation de tout cône distingué est élément de T , 
- l'indexation de tout co-cône distingué est élément de T' , 
En particulier, une (T,0)-esquisse sera encore appelée une 
esquisse r-projective, 
Si E et EE' sont deux esquisses et si 

H;Supp(E) 4Supp(EE') est un foncteur (entre leurs supports), 
on dit que H définit un homomorphisme de E vers' E ' , ou 
encore que H;E 4 E ' "est" un homomorphisme de E vers 
E ' , si et seulement si; 
- l'image par H de tout cône distingué dans E est un cône 
distingué dans E ' , 
- l'image par H de tout co-cône distingué dans E est un co-
cône distingué dans E ' , 
Si T et T' sont deux ensembles de petits graphes compositifs, 
on note alors (T,T')-Esq la catégorie dont les objets sont les 
(T,T')-esquisses et dont les flèches sont les homomorphismes 
entre ces (T,T')-esquisses. 

Si E est une esquisse et si C est une catégorie, on 
dit qu'un foncteur M;Supp(E) 4 C définit un modèle de E 
dans C , ou encore que M;E 4 C "est" un modèle de E dans 
C , si et seulement si; 

- l'image par M de tout cône distingué dans E est un cône 
limite dans G , 
- l'image par M de tout co-cône distingué dans E est un co-
cône co-1imite dans C , 
Alors, on note Mod(E,C) la sous-catégorie pleine de 
Fonct(Supp(E),C) , dont les objets sont les modèles de E 
dans C , 
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Si C a Ens , on note plus simplement Mod(E) = t1od(E,Ens) , 
On rappelle que (voir (L,D,T,E,), par exemple, et/ou le Groupe de 
Figures 2); 

Esquissabilté de catégories particulières, On peut construire une 
(0,0)-esquisse E-n« dont la catégorie de modèles Mod(E-r.«) 

est équivalente à la catégorie Ens , 

On peut construire une (0,0)-esquisse Egrpho dont la catégorie 
de modèles Hod(EgrPho) est équivalente à la catégorie Grpho 

des petits graphes orientés. 
On peut construire une esquisse projective E g r P h c m P dont la 
catégorie de modèles nod(E gr Phc m p) est équivalente à la 
catégorie Grphcmp des petits graphes compositifs, 
On peut construire une esquisse projective E c « ^ dont la 
catégorie de modèles Mod(Ec»0 est équivalente à la catégorie 
Cat des petites catégories, 
Si T et T' sont deux ensembles de petits graphes compositifs, 
on peut construire une esquisse projective E<-r,-r- >-..<=, dont la 
catégorie de modèles Mod(E<-r,-r- >-_««,) est équivalente à la 
catégorie (T,T')-Esq des (petites) (T,T')-esquisses, 

Si H;E 4 E ' est un homomorphisme entre deux esquisses et si 
C est une catégorie, on note: 

Mod(H,C):Mod(E',C) 4 Mod(E,C) 
le foncteur composition (des modèles) par H , i, e, le foncteur 

restriction du foncteur (.composition des foncteurs par le 
foncteur H ); 

Fonct(H,C):Fonct(Supp(E,),C) 4 Fonct(Supp(E),C) . 
Si C = Ens , on note plus simplement Mod(H) = Mod(H,Ens) , 
On rappelle que (revoir le Groupe de Figures 2): 

Esquissabilité de foncteurs d'oubli particuliers, On peut 
construire un homomoprhisme (injection canonique); 

H g r p h o c m p J C . g r p h o 4 E g r p h c m p 

tel que Mod(H) soit "équivalent" au foncteur "graphe orienté 
sous-jacent"; 

ssjoîGrphcmp 4 Grpho , 
On peut construire un homomoprhisme (injection canonique): 

H g r p h C f n p c » t | E g p p h c « n p 4 E . c « t 

tel que Mod(H) soit "équivalent" au foncteur "graphe compositif 
sous-jacent": 

ssjc;Cat 4 Grphcmp , 

CU 6 
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Si T et T1 sont deux ensembles de petits graphes compositifs, 
on peut construire un homomoprhisme (injection canonique): 

H»upp S u.grphcmp 4 Ê . < T , T ' >—«mq 

tel que Mod(H) soit "équivalent" au foncteur "support": 
Supp;(T,T')-Esq 4 Grphcmp , 

Si E et E ' sont deux esquisses, à tout objet E 
(resp, E' ) de E (resp, E ' ) on associe le foncteur: 

(E,-);Supp(E*) -> Supp(E)xSupp(E') 
E' 1 > (E,Ef) 

e'îE'i 4 E1* H > (id(E),e') 
(resp, 

(-,E'):Supp(E) —> Supp(E)xSupp(E') 
E | > (E,E'> 

e:ET 4 E* \—» (e,id(E')) ), 
Alors, on note E S E ' la structure d'esquisse la moins riche 
(en cônes et co-cônes distingués), de support 
Supp(E)xSupp(E* ) , telle que (voir (E.G.C.E.) et/ou le Groupe 
de Figures 3): 
- pour tout objet E de E , (E,-);E' 4 E S E ' est un 
homomorphisme, 
- pour tout objet E' de E , (-,£') ;E 4 E S E ' est un 
homomorphisme, 
Si T et T' sont deux ensembles de petits graphes compositifs 
et si E et E ' sont deux (T,T' )-esquisses, il est clair que 
E 3 E ' est encore une (T,T')-esquisse, 
En particulier, il est facile de vérifier (en raison de la 
commutation des limites entre elles) que; 

Commutation projective complète, Si T est un ensemble de petits 
graphes compositifs, si E et E ' sont deux esquisses r-
projectives et si C est une catégorie possédant toutes les 
limites r-indexées, alors on dispose de deux isomorphismes 
canoniques: 

i\ Mod(E,Mod(E')) —^-> Mod(E$E') 
M Y > *(M):(E,E')f->M(E)(E') 

et 
*': Mod(E',Mod(E)) -^-» Mod(ESE') 

M' l >*' (M'):(E,E')H->M'(E')(E) , 

CL 7 
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Dans la suite, E 9 E ' sera appelée (pour fixer les idées) le 
produit tensoriel usuel de E par E 1 (sans que l'on préjuge 
ici et par avance qu'il s'agit d'un produit tensoriel fermé). 
Si E est une esquisse et M:E 4 Ens est un modèle, on 

associe à M son graphe compositif d'hypermorphismes Cfibration 
discrète scindée partielle") HP(M) défini comme suit (voir 
(C.A.S.T.) et/ou le Groupe de Figures 3); 
- ses objets sont les (E,x) tels que; 

+ E est un objet de E , 
+ x est élément de MCE) , 

-ses flèches sont les (Œ,x),e, (E' ,x' )) ; (E,x) 4 (E',x') tels 
que; 

+ e;E 4 E* est une flèche de E , 
+ M(e)(x) • x' , 

- les deux flèches consécutives ((E,x),e,(E',x'));(E,x) 4 (E',x') 
et ((E',x'),e',(EN,x',)):(E',x') 4 (E",x") sont composables si, 
et seulement si ; 

+ e;E 4 E' et e';E' 4 E M sont deux flèches composables 
dans (le support de) E , 

dans ce cas la composée est ((E,x),e',e,(E",x")) , 
Alors, on note; 

hp(M); HP(M) >Supp(E) 
(E,x) 1 > E 

((E,x),el(E',x')) 1 *, e 
le foncteur de projection, 
Si T est un ensemble de petits graphes compositifs, si E 

est une esquisse r-projective et si M:E 4 Ens est un modèle, 
on note MIE l'esquisse T-projective la plus riche, de support 
HP(M) et telle que hp(M);MIE 4 E est un homomorphisme (voir 
le Groupe de Figures 3), 
Alors, il est facile de vérifier que; 

Esquissabilité pour les localisations projectives, Si r est un 
ensemble de petits graphes compositifs, si E est une esquisse 
r-projective et si M;E 4 Ens est un modèle, alors les 
catégories Mod(MIE) et Mod(E)/M sont (canoniquement) 
équivalentes, 

Si T est un ensemble de petits graphes compositifs ayant le 
graphe compositif 0 pour élément, si TV est un (autre) 
ensemble de petits graphes compositifs, si E est une ( T , T ' ) ~ 

esquisse et si ft;E 4 Ens est un modèle, on note El 11 la 

C L 
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(T,TÉ)-esquisse la moins riche telle que (voir le Groupe de 
Figures 3): 
- E I M contient E , 
- EIM possède un objet supplémentaire 1M , sommet d'un cône 
distingué d'indexation 0 , 
- pour tout objet E de E et. pour tout élément xelKE) , 
(X,E);1M 4 E est une flèche de EIM , 
- pour toute flèche e;E 4 E' de E et tout élément xeMCE) , 
les deux flèches consécutives (X,E);1M 4 E et e;E 4 E' de 
EIM sont composables et de composée (M(e)(x),E'); 1M 4 E' , 
Alors, il est facile de voir que: 

Esquissabilité pour les co-localisations, Si T est un ensemble 
de petits graphes compositifs ayant le graphe compositif 0 pour 
élément, si T1 est un autre ensemble de petits graphes 
compositifs, si E est une (T,T' )-esquisse et si M;E 4 Ens 
est un modèle, alors les deux catégories Mod(EIM) et 
M/Mod(E) sont équivalentes , 

Rappelons (voir (S.L.S.A.) pour l'origine de ce résultat ou 
(C.Q.C.E,), par exemple, pour les détails techniques) que; 

Théorème du faisceau associé, Si H;E 4 E * est un 
homomorphisme entre deux esquisses projectives, alors le foncteur 
Mod(H) :Mod(E ' ) 4 Mod(E) admet un adjoint à gauche, 

Si E est une esquisse, on dispose toujours d'un modèle 
canonique, appelé évaluation (voir le Groupe de Figures 4); 

ev; E —> Fonct(Mod(E),Ens) 
E *—> eveîM 4 M(E) , 

Si, pour tout objet E de E , on note HE; 1 4 E 
l'homomorphisme "sélectionnant" l'objet E de E , il est 
facile de vérifier que; 
- naturellement en tout objet E de E , le diagramme ci-dessous 
commute ; 

Mod(E) 

Mod(HE) 

Modd ) s ^ Ens . 
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Ainsi, si E est, plus particulièrement, une esquisse purement 

projective, on voit que, pour tout objet E de E , le 

foncteur eve:Mod(E) 4 Ens admet un adjoint à gauche 

qejEns 4 Mod(E) (puisque, en vertu du théorème du faisceau 

associé, Mod(Hs) en admet un), On dispose donc d'un (autre) 

modèle canonique (dans Mod(E) o p , cette fois), dit de Yoneda\ 
Y E - : E — » Mod(E) o p 

E H-> qE(l) , 

Alors, on peut énoncer (voir (L.P.L.G,), (F.O.S.A.) et/ou le 

Groupe de Figures 4); 

Théorème de complétude projective, Si a est un ordinal 
régulier, si r est un ensemble de graphes compositifs a-petits 
et si E est une esquisse r-projective, alors: 
- Mod(E) est complète et les limites se calculent point par 
point, 
- Mod(E) est co-complète, 
- { Yt==:(E) / EcQb(E) } est un ensemble propre de générateurs <x-

présentables, 
- le foncteur Y«=:0**:Supp(E)0,s 4 Mod(E) est dense, autrement 
dit: 

+ pour tout modèle M : E 4 Ens (i, e, pour tout objet M 

de Mod(E) ) , on a; 
M = Co-Lim (Yeropihp(M)

op:HP(M)0^ 4 Supp(E)~*> 4 Mod(E)) , 

ou encore: 
+ pour tout modèle M ; E 4 Ens (i, e, pour tout objet M 

de Mod(E) ) , on a; 
M = Co—Lim><«M<E>, E«rsuipp<E: > Ye(E)x 

(si l'on pose Y E ( E ) X = Y E ( E ) , pour tout xcM(E) , et ce 
que l'on peut convenir d'écrire, plus simplement: 

M = Co—Limx«M<E> , E « S U P P < E : > YE€:(E) ) , 

En particulier, et plus précisément, on a; 

Calculs de limites et co-1imites particulières, La catégorie 
Grpho 2£ Mod(EQT-p>Mo) est complète et co-complète; de plus: 
- les limites s'y calculent point par point, 
- les co-1 imites s'y calculent point par point (car E0I~F>*O est 
une (0,0)-esquisse et donc Mod(E 0^ P^ 0) est une catégorie de 
foncteurs), 
La catégorie Grphcmp £ Mod(Egi~pMcmF>) est complète et co-
complète; de plus: 

CL IO 
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- les limites s'y calculent point par point et le foncteur 
ssjo;Grphcmp 4 Grpho y commute, 
- si T est un petit graphe compositif et si F;X 4 Grphcmp 

est un foncteur, alors Co-LimT*-r F(T) est la structure de 
graphe compositif la moins riche (en composabilité des flèches 
consécutives) telle que: 

+ son graphe orienté sous-jacent est quotient du graphe 
orienté Co-LimT*nr ssjo(F(T)) par la congruence (de 
graphe orienté) p telle que: 

g;Si 4 62 p g':G'i4G'2 
si et seulement si: 

il existe TeQb(T) , il existe T'eOb(T) , 
il existe (x;X4Y)€FKF(T)) , il existe (y;Y4Z)£F1(F(T)) , 

il existe (x1;X'4Y')£F1(F(T')) , il existe (y*;Y'4Z')£F1(F(T')), 
tels que: 

ST(X) = ST-(X') , 
ST(y) = ST*(y') , 

y et x sont composables dans F(T) , 

ST(y,x) = g , 
y' et x' sont composables dans F'(T') , 

ST'(y',x') = g' , 
+ pour tout objet T de T , q.ST est (un homomorphisme 
de graphes orientés, sous-jacent À) un foncteur, 

(si, pour tout objet T de T , on désigne par: 

ST;SSJO(F(T)) 4 Co-LimT.-r ssjo(F(T)) 
la co-projection relative à T et si: 

q:Co-LimT*-r ssjo(F(T)) 4 Co-LimT*-T- ssjo(F(T))/p 
désigne l'homomorphisme - de graphes orientés - "passage au 
quotient"). 
Si r et r9 sont deux ensembles de petits graphes compositifs, 
alors la catégorie (T,T')-Esq £ Mod(EcT/T'>-««q) est complète 
et co-complète; de plus; 
- les limites s'y calculent point par point et le foncteur 
Supp:(T,T')-Esq 4 Grphcmp y commute, 
- le foncteur Supp;(T,T')-Esq 4 Grphcmp est à structures 
initiales et, par conséquent, commute aux co-1imites (qui se 
calculent donc "comme" dans Grphcmp ) , 

Dans la suite, on convient de noter une structure de 
catégorie multiplicative M de la façon suivante; 

M = (M,*) , 
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si M est sa catégorie sous-jacente et $;MxM 4 M est sa 
"multiplication", 
Une telle structure multiplicative peut-être unitaire et d'unité 
l'objet I , de plus elle peut être associative et/ou 
commutative et éventuellement cohérente , , , Dans ce cas (sans 
plus de précision dans la notation, mais le contexte permettra de 
lever toute ambiguïté) on la notera; 

M = (M,S,I,,,,) 
Cette structure multiplicative, unitaire, ,,, peut être bi-fermée 
(et non fermée), auquel cas nous la noterons; 

M = (M,*,I,MC-,-C,W3-,-],,,,) , 
où: 

I^C-,-C;M°^xM 4 M 
et 

M]-,-];M^xM 4 M 
sont ses fermetures, 
Enfin, elle peut être monoïdale, symétrique et fermée, auquel cas 
nous la noterons; 

M = (M,*/I,MC-,-3,.,,) 
où; 

#*«-,-] :M°**XM 4 M 

désigne le (seul) foncteur de fermeture. 
Si M est une catégorie monoïdale symétrique et fermée et si 

A est une /*f-catégorie, on notera (sans plus de précisions); 
A = (A,AC-,-],,,,) 

où: 
- A est la catégorie sous-jacente à A , 
- AC-,-3;Ac>pxA4M est le "foncteur Hom à valeurs dans M H, 
(et, où les "tlt" font allusion aux autres données constituant 
la structure A ), 
Dans ce cas, on dit qu'un objet M de M et un objet A de 
A ont l'objet (noté) MOA de A pour tenseur si, et 
seulement si; 
- naturellement en tout objet A' de A , on a: 

MCM,ACA,A']] = ACMOA,A'] , 
(ainsi, nous affaiblissons légèrement la notion introduite en 
(K.E.C.T,), en écrivant seulement "naturellement" plutôt que 
"/"f-naturellement"; on pourrait l'affaiblir davantage encore en 
imposant seulement à ce que l'on pourrait appeler un tenseur 
faible MOfA de vérifier que; 
- naturellement en tout objet A' de A , on a: 

Hom(M,ACA,A'3) * Hom(MO,A,A') ), 
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Alors, on dit (comme en (K.E.C.T,)) que A est M-tensorisée 
si, et seulement si; 
- tout objet M de M et tout objet A de A ont un 
tenseur, 
Nous laissons au lecteur le soin de définir les co-tenseurs 

(affaiblissant ceux de (K.E.C.T.))f les co-tenseurs faibles (les 
affaiblissant davantage encore) et (comme en (K.E.C.T,)) les M-
catégories M-co-tensorisées, 

1, DETERMINATION DES STRUCTURES MULTIPLICATIVES BI-FERMEES, 
MONOIDALES BI-FERMEES, MQNOIDALES SYMETRIQUES FERMEES, DES 
CATEGORIES ESSENTIELLEMENT ALGEBRIQUES, 

On dispose (voir (F.S.C.A,)) d'une méthode systématique de 
construction et de classification de toutes les structures 
multiplicatives bi-fermées sur une catégorie de modèles d'une 
esquisse projective donnée (i, e, sur une catégorie 
essentiellement algébrique): il suffit d'y rechercher et 
classifier "les co-modèles doubles", 
Précisément, prouvons que (voir le Groupe de Figures 5); 

Proposition], Si E est une esquisse projective, alors les 
structures multiplicatives bi-fermées sur la catégorie Mod(E) 
des modèles de E sont entièrement déterminées (à isomorphisme 
près) par les modèles de la forme E S E -• Mod(E)op> (qu'on peut 
appeler co-modèles doubles de E dans Mod(E) ) et 
réciproquement, 

Preuve, En effet, si M = (Mod(E),*, Mt-,-t,Ml-, -3,.., ) est 
une structure multiplicative bi-fermée, on dispose du foncteur: 

D M : Supp(E)xSupp(E) > Mod(E)opxMod(E)°* > Mod(E)°*=' 
YEIXYE: (-*-)°P 

Pour tout objet M de Mod(E) , le foncteur M9- (resp, -«M ) 
commutant aux co-limites (puisque c'est un adjoint à gauche), on 
en déduit que, naturellement en tout objet E de E ; 

DM(-,E);E -> Mod(E)°^ 
et 
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D*-.<E,-):E -i Mod(E) o p 

sont deux modèles, 
Ainsi, OI-I(-,-):E»E •• Mod(E) o p est aussi un modèle. 

Réciproquement, supposons que D;E9E -» Mod(E)0,a est un 
modèle. 
Naturellement en tous modèles M,M':E -» Ens , on voit que: 
- on dispose du modèle: 

CDoM' = Hom(D(-,-),M') : E « E •• Ens , 
-il lui correspond donc (puisque, E étant une esquisse 
projective, on dispose - en vertu de la propriété de commutation 
projective complète - de deux isomorphismes canoniques 
*,*':Mod(E,Mod(E)) s Mod(EêE) ) les deux modèles; 

CDoM'jE -» Mod(E) 
E H moM'<E):E — > Ens 

E' V-» M'Œ.E') 
et 

E 3 D M * ; E -> Mod(E> 
E » E3oM'(E):E — > Ens , 

E' t—> M'(E',E) 
- on obtient deux nouveaux modèles en posant: 

CM,M*Co = HonKM.moM'C-niE -» Ens 
e t 

]M,M'3o = H O M C M . E S D I I ^ - ) ) ^ •• Ens . 
Ainsi, on définit deux bi-foncteurs "de fermeture": 

C-,-CD:Mod(E)opxMod(E) -» Mod<E) 
CM',M) H CrV.MCo 

et 

]-,-3o:Mod<E)^xMod<E) -» Mod(E) 
(M\M) H 3M\M3o , 

Si M,M':E 4 Ens sont deux modèles, alors on voit que (en vertu 
du théorème de complétude projective): 
- comme Y«=:0f>:Supp(E)0,a -» Mod(E) est dense, on a; 

M = Co-Limx«M«E>.e««s YE = ( E ) 

et 
M' = Co-Lim*-««•<£•>.*-.«=: Y E - Œ ' ) , 

- comme Mod(E) est co-complète, on peut poser (en effectuant 
un choix de co-1imites): 

MGDM' = C O - Lifflx^MCEJ , E l E . x " «M- <Ë' > , E ' « E D ( E , E ' ) , 

(en particulier, on vérifie que, naturellement en tous objets E 
et E* de E , on a; 

YCSCEWOYCECE 1) a D(E,E') ). 
Ainsi, on définit un bi-foncteur "produit tensoriel": 

-So-:Mod(E)xMod(E) -» Mod(E) , 
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et il est facile de vérifier que 
(Mod(E), ̂ [vCo,]-,-^,,,,) 

est bien une structure multiplicative bi-fermée. Fin de la 
preuve, 

On en déduit immédiatement que: 

Corollaire 1 . Si r est un ensemble de petits graphes 
compositifs, si T0** désigne l'ensemble des graphes compositifs 
duaux de ceux appartenant à r , si E est une esquisse r-
projective et si F;Mod(E)xMod(E) -* Mod(E) est un bi-
foncteur, alors F est bi-fermé si, et seulement si, l'une des 
deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée: 
- F bi-commute aux co-1imites TOP-indexées, 
- F(Y*=:(-),YE-(-)):E«E -» Mod(E)°^ est un modèle, 

Preuve, La première condition est évidemment nécessaire. 
Réciproquement, si F bi-commute aux co-limites T0**-indexées, on 
dispose alors d'un modèle; 

D> = F(Ye(-),YE(-)):E»E -* Mod(E)°^ , 
On déduit, en vertu de la proposition 1 précédente, une structure 
multiplicative bi-fermée: 

Mr = (Mod(E),^,C-,-CR,]-,-]F|li ,) = Mof . 
Mais, il est facile de voir que 9R et F sont équivalents, 

Bien évidemment, ceci prouve aussi que les deux conditions 
énoncées sont équivalentes. Fin de la preuve. 

Maintenant, pour caractériser, parmi les structures 
multiplicatives bi-fermées sur la catégorie des modèles d'une 
esquisse projective E , celles qui sont monoïdales bi-fermées 
(resp, monoïdales, symétriques et fermées), il suffit évidemment 
de vérifier que le produit tensoriel Go , associé à un modèle 
D;E£E 4 Mod(E)<ap , est associatif, unitaire et cohérent (resp, 
associatif, symétrique, unitaire et cohérent), Pour ce faire, il 
est facile de voir qu'il suffit de tester qu'il en est bien ainsi 
pour les seules tensorisations entre eux des objets Y E(E) , 
quand E parcourt E , et I , quand I est candidat à être 
l'unité du produit tensoriel (voir les "tests standards" de 
(F.S.C.A,)); s'il en est ainsi, nous dirons que D est 
associatif, unitaire et cohérent (resp, associatif, symétrique, 
unitaire et cohérent). 
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Par exemple (voir la Note 1), si r (resp, T 1 ) est un 
ensemble de petits graphes compositifs), on sait que la catégorie 
(r,T')-Esq des (T,T')-esquisses est essentiellement algébrique, 
puisqu'équivalente à la catégorie des modèles de l'esquisse 
projective Ec-r.-r- >-—c (qui n'est pas, en général, une 
(T,T*)-esquisse), 

Comme on sait calculer (assez) facilement les co-1imites dans 
(T,r')-Esq , il est aisé de vérifier que le bi-foncteur produit 
tensoriel usuel : 

-*-;(T,T')-Esq x (T,T')-Esq 4 (r,T')-Esq 
bi-commute aux co-1imites, ou encore que: 
Ye:(T1T')-t.qSYE:(T(T')-ttq!E(T,T')-Mq^E(T,T')-.««q 4 (T,T')-Esq

OF> 

est un modèle (voir le Groupe de Figures G), 
De plus, par construction, * est évidemment associatif, 
symétrique, unitaire (d'unité la (T,T')-esquisse 1 !) et 
cohérent. 
Du corollaire 1 résulte que (T,T')-Esq est sous-jacente à une 
structure de catégorie monoïdale symétrique et fermée ayant 3 
pour produit tensoriel (voir la Note 2), 
On peut construire d'autres structures monoïdales, symétriques 

et fermées sur (T,T')-Esq (voir la Note 3 et le §2): en toute 
généralité, le corollaire 1 énonce qu'on dispose d'autant de 
structures multiplicatives bi-fermées sur (T,T*)-Esq que de bi-
foncteur (T,T')-Esq x (T,T')-Esq -* (T,r')-Esq bi-commutant aux 
co-1imites, Les rechercher tous peut être techniquement plus 
difficile que de déterminer et classifier seulement toutes les 
MCO-(T,T*)-esquisses doubles internes à la catégorie (T,T')-

Esq H, i. e. tous les modèles 

E(T,T')-««,*E<T,T')-wq -» (T,T')-Esq°1p 

qui, d'après la proposition 1 décrivent aussi toutes les 
structures recherchées (voir la Note 4). 

[Note 1. Nous ne donnerons, essentiellement, que des exemples se 
rapportant à la catégorie des (T,T')-esquisses, afin de montrer 
comment le présent travail intègre (S,M,A.S,) qui l'a suscité. 
Bien entendu, on pourrait les multiplier à loisir dans nombre 
d'autres situations. On pourra consulter, par exemple: 
- (C.C.M.F.) pour une utilisation systématique de la 
proposition 1 concernant la catégorie des groupes abéliens (resp. 
des groupes, des monoïdes abéliens, des monoïdes, des 
anneaux . , , ) , 
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- (Q.P.G.M.) pour l'utilisation systématique de la proposition 1 
concernant la catégorie des graphes compositifs,] 

[Note 2, La fermeture sur (T,T*)-Esq , associée au produit 
tensoriel 3 , se définit en utilisant explicitement la 
construction générale de la preuve de la proposition 1 (voir 
(E.G.C.E,) pour la ré-écriture propre à (r,T')-Esq de cette 
construction générale). 
Si T et T' sont deux ensembles de petits graphes 

compositifs et si C est une petite catégorie, désignons par 
(T,T* )-esq(C) la (T,T' )-esquisse de support C obtenue en 
distinguant dans C tous les cônes limites, d'indexations 
appartenant à T , et tous les co-cônes co-limites, d'indexations 
appartenant à T' , 
Il convient de remarquer alors que, si E et E ' sont deux 
(T,T')-esquisses quelconques et si C est une petite catégorie, 
on n'a pas (en général): 

Mod(E,Mod(E',C)) * Mod(E*E',C) , 
ne serait-ce que parce que les limites ne commutent pas aux co-
limites dans C . C'est dire que la (T,T')-esquisse 
"exponentielle" CE, (T,T' )-esq(C)] n'est pas obtenue en 
distinguant dans son support Mod(E,C) tous les cônes limites, 
d'indexations appartenant à T , et tous les co-cônes co-limites, 
d'indexations appartenant à T' , 

Même si T1 = 0 (i, e, si les esquisses considérées sont 
projectives) on n'a toujours pas (en général); 

Mod(E,Mod(E',C)) * Mod(E*E',C) , 
ne serait-ce que parce qu'il peut "manquer" des limites dans C 
et en manquer "moins" dans Mod(E',C) (C n'étant pas 
supposée suffisamment complète), 
Par contre, ce n'est que si T ' = 0 et si C possède toutes 
les limites, d'indexations appartenant à T , qu'on a (enfin) 
l'équivalence espérée (voir (E.G.C.E,)),3 

[Note 3, Supposons que T (resp, T1 ) ait pour élément 
particulier la catégorie PF (resp, la catégorie SF ) 
"d'indexation des produits fibres" (resp, "d'indexation des 
sommes fibrées") représentée ci-dessous: 
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(1,0) (2,0) 

(resp. 

PF 

(0,1) (0,2) 

SF ). 

Naturellement en toutes (T,T*)-esquisses E et E ' , notons 
E«'pfE' (resp, Eê'.fE' ) la "plus petite" (T,T* )-esquisse 
obtenue comme suit: 
- son support est le graphe compositif Supp(E)xSupp(E * ) , 
produit des supports de E et E ' (elle a donc même support 
que le produit tensoriel usuel E § E * ), 
- le foncteur identité 
id(Supp(E)xSupp(E')):Supp(E)xSupp(El) -* Supp(E )xSupp(E • ) 

définit un homomorphisme 
U ^ E ^ ' V . E S E 1 -jEi'pfE' 

(resp. i«f(E,E ,):E*E 1 -•ES'-fE' ), 
- pour toute flèche e;Ei -# Ez de E , différente d'une flèche 
identité, et pour toute flèche e':E'i -• E's» de E 1 , 
différente d'une identité, le cône (resp, le co-cône) 
d'indexation PF (resp, SF ) ci-dessous est distingué; 

(E2,E'2) 

(id(Ez,e1) 
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(resp, 

(e,id(E'2)) 

(id(Ei,e') 

(E2,E'2) 

(Ei,E'2) (e,e') 

(Ei,E'i) 

(id(E2|e') 
s, 

(E2,E'i) 

(e,id(E'i) 

Alors, il est facile de voir qu'on définit de la sorte un nouveau 
bi-foncteur: 

-S',*/-: (T,T' )-Esq x (T,T')-Esq -• (T,r')-Esq 
(resp, 

-«'•f-:(T,T')-Esq x (r,T')-Esq -• (r,T')-Esq ) 
bi-commutant aux co-limites et, de plus, unitaire (d'unité 1 ), 
Ainsi, on obtient une nouvelle structure multiplicative, 
unitaire, bi-fermée sur (T,T')-Esq . 
On peut même "améliorer" ce bi-foncteur en un autre 3Pf 

(resp, $.1- ) qui soit, de plus, symétrique, associatif et 
cohérent: il suffit d'imposer que les cônes (resp, les co-cônes) 
distingués introduits ci-dessus se composent avec les cônes 
(resp, les co-cônes) de même indexation, antérieurement 
distingués dans E 8 E ' , On obtient, de la sorte, une nouvelle 
structure monoïdale, symétrique et fermée sur (r,T')-Esq . 

Nous laissons au lecteur le soin d'interpréter un modèle de 
E^pfE' (resp, E*.fE' ) en termes de modèles de E et E ' 
"suffisamment compatibles", 
La fermeture sur (T,r')-Esq , associée au produit tensoriel 9*>* 
(resp. 8«? ), se définit en utilisant explicitement la 
construction générale de la preuve de la proposition l. 
Il convient d'ajouter ici que, même si T' = 0 et si C est 
une petite catégorie possédant toutes les limites d'indexations 
appartenant à T , on n'a pas (voir la Note 2): 

Mod(E,Mod(El,C)) * Mod(E*^E',C) . 
Ceci limite l'intérêt de ce nouveau produit tensoriel ^Pf , du 
point de vue sémantique (i, e, du point de vue des modèles), 
Cependant, du point de vue syntaxique (i, e. pour décrire des 
constructions particulières dans la catégorie (r,T')-Esq ), il 
peut se révéler utile (voir la Note 15, §6), 
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Nous laissons au lecteur le soin de formuler des remarques 
duales concernant S.t , ] 

[Note A, Le lecteur désireux de classifier toutes les structures 
multiplicatives bi-fermées sur (T,r')-Esq (et, parmi elles, les 
monoïdales symétriques fermées seulement), i, e, toutes les co-
(T,T')-esquisses doubles internes à (x,T')-Esq pourra 
s'inspirer du travail analogue, et qu'on adapte facilement, 
effectué en (Q.P.G.M.), pour la catégorie des petits graphes 
compositifs,] 

2, DETERMINATION DES STRUCTURES CARTESIENNES FERMEES DES 
CATEGORIES ESSENTIELLEMENT ALGEBRIQUES. 

Comme une catégorie à produits finis est cartésienne fermée 
si, et seulement si, son bi-foncteur produit est bi-fermé, il 
résulte de ce qui précède un test élémentaire permettant de 
déterminer si une catégorie de modèles d'une esquisse projective 
donnée est - ou non - cartésienne fermée, 
On peut l'énoncer comme suit; 

Proposition 2, Si r est un ensemble de petits graphes 
compositifs, si T01* désigne l'ensemble des graphes compositifs 
duaux de ceux appartenant À r et si E est une esquisse r-
projective, alors la catégorie Mod(E) des modèles de E (qui 
est complète - d'après le théorème de complétude projective - et 
donc, en particulier, à produits finis) est cartésienne fermée 
si, et seulement si, l'une des deux conditions équivalentes 
suivantes est vérifiée: 
- le bi-foncteur produit; 

-x- : Mod(E) x Mod(E) 4 Mod(E) 
bi-commute aux co-limites Top-indexées, 
- YE(-)xYE(-):E«E -• (Mod(E))°«=> est un modèle, 

Preuve, Il suffit en effet d'appliquer le corollaire 1 (ou, 
directenment, sa preuve) en changeant F en -x- , Fin de la 
preuve, 

CL 20 



LAX —CO-LIMITES STRUCTUREES 

Par exemple, la catégorie Grpho des petits graphes 
orientés est équivalente à la catégorie des modèles de la (0,0)-
esquisse Egrpho , 
Par conséquent, en vertu de la proposition 2, Grpho est 
cartésienne fermée, aucun test de commutation n'étant à effectuer 
(voir aussi le Groupe de Figures 6), 
La catégorie Grphcmp des petits graphes compositifs est 

équivalente à la catégorie des modèles de l'esquisse projective 
C L g r p h c r n p , 

Comme on sait calculer point par point les produits et (assez) 
facilement les co-limites dans Grphcmp , il est aisé de vérifier 
que le bi-foncteur produit; 

-x-;Grphcmp x Grphcmp -» Grphcmp 
bi-commute aux co-limites. 
Par conséquent, d'après la proposition 2, Grphcmp est 
cartésienne fermée (voir aussi le Groupe de Figures 6), 
De même (re-voir la Note 1, §1), si T et T' sont deux 

ensembles de petits graphes compositifs, la catégorie (T,T')-Esq 
est équivalente à la catégorie des modèles de l'esquisse 
projective Ec-r.-r- :>-*«<=, , 

Comme on sait calculer point par point les produits et (assez) 
facilement les co-limites dans (r,T')-Esq , il est aisé de 
vérifier que le bi-foncteur produit: 

-X-;(T,T')-Esq x (r,T')-Esq -* (T,T')-Esq 
bi-commute aux co-limites, 
On en déduit, grâce à la proposition 2, que (T,x')-Esq est 
cartésienne fermée (voir le Groupe de Figures 6 et la Note 5), 

CNote 5, Le fait que (T,r')-Esq soit cartésienne fermée ne 
résulte pas, vu ce qui précède, d'un heureux hasard, ayant 
permis d'enfin découvrir une fermeture associée au produit, Au 
contraire, le bi-foncteur produit bi-commutant aux co-limites (ce 
qui est évidemment nécessaire pour que la catégorie considérée 
soit cartésienne fermée) la fermeture est automatiquement 
"découverte": elle se décrit ni plus ni moins qu'en utilisant la 
méthode générale utilisée dans la preuve de la proposition 1, §1 , 
On en trouvera une ré-écriture, propre à ce cas particulier, en 
(S.M.A.S.).] 
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3, DETERMINATION DES STRUCTURES LOCALEMENT CARTESIENNES FERMEES 
DES CATEGORIES ESSENTIELLEMENT ALGEBRIQUES. 

Si E est une esquisse r-projective et si M:E «* Ens en 
est un modèle, alors on sait que la catégorie Mod(E)/M est 
essentiellement algébrique, puisqu' équivalente à la catégorie 
Mod(MIE) des modèles de l'esquisse r-projective MIE . Comme 
une catégorie M à produits fibres est localement cartésienne 
fermée si, et seulement si, pour tout objet M , le bi-foncteur 
produit dans M/M (i, e, le bi-foncteur "produit fibre, dans 
M , au-dessus de M ") est bi-fermé, on déduit immédiatement de 
ce qui précède un test élémentaire permettant de déterminer si 
une catégorie essentiellement algébrique est - ou non -
localement cartésienne fermée. 
On peut l'énoncer comme suit: 

Proposition 3, Si r est un ensemble de petits graphes 
compositifs, si r0fa désigne l'ensemble des graphes compositifs 
duaux de ceux appartenant à r et si E est une esquisse r-
projective, alors la catégorie Mod(E) des modèles de E (qui 
est complète - d'après le théorème de complétude projective - et 
donc, en particulier, à produits fibres) est localement 
cartésienne fermée si, et seulement si, l'une des deux conditions 
équivalentes suivantes est vérifiée: 
- pour tout modèle M;E -* Ens , ie bi-foncteur "produit fibre, 
dans Mod(E) , au-dessus de M "; 

-XM- : (Mod(E)/M) x (Mod(E)/M) -> (Mod(E)/M) 
bi-commute aux co-limites r01*-indexées, 
- pour tout homomorphisme h:M -> M';E -* Ens entre modèles, le 
foncteur "changement de base, dans Mod(E) , le long de h "; 

h*:Mod(E)/M' -> Mod(E)/M 
commute aux co-limites r°*>-indexées. 

Preuve, En effet, Mod(E)/M est équivalente à Mod(MIE) , Il 
suffit alors d'appliquer la proposition 2 en changeant E en 
MIE et en constatant que les produits dans Mod(E)/M "sont" 
des produits fibres dans Mod(E) et que les co-limites dans 
Mod(E)/M se calculent, au dessus de M , "comme dans" Mod(E) 
(i. e, que le foncteur canonique Mod(E)/M -t Mod(E) crée les 
co-limites), Fin de la preuve, 
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Par exemple, la catégorie Grpho des petits graphes 
orientés est équivalente à la catégorie des modèles de la (0,0)-
esquisse Egrpho , 
Par conséquent, en vertu de la proposition 3, Grpho est 
localement cartésienne fermée, aucun test de commutation n'étant 
à effectuer (voir aussi le groupe de Figures 6), 
La catégorie Grphcmp des petits graphes compositifs est 

équivalente à la catégorie des modèles de l'esquisse projective 
CLgrphcmp , 

Comme on sait calculer point par point les produits fibres et 
(assez) facilement les co-limites dans Grphcmp , il est aisé de 
vérifier que, pour tout graphe compositif petit <3 , le bi-
foncteur produit fibre au dessus de G ; 

- x<=» -;(Grphcmp/<3) x (6rphcmp/<3) -* (Grphcmp/<3) 
bi-commute aux co-limites. 
Par conséquent, d'après la proposition 3, Grphcmp est localement 
cartésienne fermée (voir aussi le Groupe de Figures 6), 
De même (re-voir la Note 1, §1), si r et r' sont deux 

ensembles de petits graphes compositifs, la catégorie (r,T')-Esq 
est équivalente à la catégorie des modèles de l'esquisse 
projective E<-r,<r* >-««q . 
Comme on sait calculer point par point les produits fibres et 
(assez) facilement les co-limites dans (r,r*)-Esq , il est aisé 
de vérifier que, pour toute (r,r')-esquisse E , le bi-foncteur 
produit fibre au dessus de E ; 

- x E -:((r,r')-Esq/E) x ((r,r')-Esq/E) -* ((T,T')-Esq/E) 
bi-commute aux co-limites, 
On en déduit, grâce à la proposition 3, que (r,r* )-Esq est 
localement cartésienne fermée (voir aussi le Groupe de Figures 6 
et la Note S), 

[Note 6, Le fait que (r,r')-Esq soit localement cartésienne 
fermée ne résulte pas, vu ce qui précède, d'un heureux hasard, 
ayant permis d'enfin découvrir, naturellement en chaque (r,T')-
esquisse E , une fermeture associée au bi-foncteur produit 
fibre au dessus de E , Au contraire, ce bi-foncteur bi-
commutant aux co-limites (ce qui est évidemment nécessaire pour 
que la catégorie considérée soit localement cartésienne fermée) 
la fermeture est automatiquement "découverte": elle se décrit ni 
plus ni moins qu'en utilisant la méthode générale utilisée dans 
la preuve de la proposition 1, §1, On en trouvera une ré­
écriture, propre à ce cas particulier, en (S,M,A.S,),3 
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4, CO-REPRESENTABILITE DES CATEGORIES A ENRICHISSEMENT 
ESSENTIELLEMENT ALGEBRIQUE, 

Soit M = (Mod(E), $,1,/^-,-3,..,) une structure 
monoïdale, symétrique, fermée, sur la catégorie Mod(E) des 
modèles d'une esquisse projective E et A = (A, AE-,-3,., , ) 
une l*f-catégorie, 
On dit que A est co-représentable (voir la Note 7) si, et 

seulement si (voir le Groupe de Figures 7): 
- il existe un foncteur de co-représentation (évidemment unique à 
équivalence près) C:A 4 Mod(E, A 0 , : >) 0 F > tel que, naturellement 
en tout objet E de E et en tous objets A et -A1 de A , 
on a: 

AEC(A)(E),A'3 * I^LYE-(E),AEA,A'33 . 
Il est trivial de constater que; 

Proposition i, Si E est une esquisse projective, si M est 
une structure monoïdale, symétrique, fermée, sur la catégorie 
Mod(E) des modèles de EL et si A est une M-catégorie, 
alors; 
- A est co-représentable si, et seulement si, pour tout objet 
E de El et pour tout objet A de A , il existe un objet 
YES:(E)OA de A , tenseur de l'objet YEI(E) de M par 
l'objet A de A , 

Il est tout aussi facile d'établir que; 

Proposition S, Si E est une esquisse projective, si M est 
une structure monoïdale, symétrique, fermée, sur la catégorie 
Mod(E) des modèles de EE. , si A est une M-catégorie co-
représentable et M-co-complète, alors A est une M-catégorie 
M-tensorisée, 

On peut caractériser "pratiquement", parmi les catégories à 
enrichissement essentiellement algébrique, celles qui sont co-
représentables comme suit (voir le Groupe de Figures 7); 

Proposition 6, Si E est une esquisse projective, si M est 
une structure monoïdale, symétrique, fermée sur la catégorie 
Mod(E) des modèles de E , si A est une M-catégorie, alors 
A est co-représentable si, et seulement si: 



LAX—CO—LIMITES STRUCTUREES 

- il existe un foncteur C;A -• Mod(E,AOR)of* et un foncteur 
B:A -> Mod(E«E,A0|3,)0*ft teJs que; 

(i) naturellement en tout objet E de E et en tous 
objets A et A' de A , on a: 

Hom(Ye:(E),AEA,A,3) * Hom(C(A)(E) ,A' ) , 
(ii) naturellement en tous objets E et E' de E et en 

tous objets A et A' de A , on a: 
Hom(YE(E)«YE=:(E

,),AEA,Al3) * Hom(B(A)(E,E' ) ,A' ) , 
(iii) naturellement en tous objets E et E* de E et en 
tout objet A de A , on a; 

C(C(A)(E))(E') * B(A)(E,E') . 

Preuve, Si A est une /*f-catégorie co-représentable ayant 
C;A 4 Mod(E,AOF>)°,D pour foncteur de co-représentation, il est 
clair que C vérifie, au moins, la condition (i), 
Il est tout aussi clair que l'égalité "naturelle" de (iii) permet 
de définir un foncteur B:A -* Fonct(Supp(E)xSupp(E),A0*3)0^ , 
Naturellement en tous objets E et E' de E et en tous 
objets A et A1 de A , on a donc; 
Hom(YE(E)«YE:(E

l),AEA,A,3) * Hom(Ye:(E') ,WEYe:(E), AEA,A'33) 
M étant monoïdale, 
symétrique, fermée 

* Hom(Ye:(E,),AEC(A)(E),A'3) 
C étant un foncteur 
de co-représentation 

* Hom(C(C(A)(E)(E'),A') 
C vérifiant (i) 

* Hom(B(A)(E,E'),Al) 
par construction de B , 

ainsi, la condition (ii) est également vérifiée, Ce qui implique 
également que B est à valeurs dans la sous-catégorie pleine 
M o d ( E « E , A o p ) ^ de Fonct(Supp(E)xSupp(E),A01*)0** . 
Réciproquement, si les conditions (i), (ii) et (iii) sont 

vérifiées, on voit que, naturellement en tous objets E et E1 

de E et en tous objets A et A1 de A , on a; 
Hom(YE-(E'),/^EYE=:(E),AEA,A'33)* Hom(Yi-(E)$YiEE:(El ), AEA,A' 3) 

M étant monoïdale, 
symétrique, fermée 

* Hom(B(A)(E,E'),A') 
(ii) étant vérifiée 

* Hom(C(C(A)(E))(E'),A') 
(iii) étant vérifiée 
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* Hom(YE(E
l),AEC(A)(E),A<3) 

(i) étant vérifiée. 
Comme, d'après le théorème de complétude projective, 
Y«=:OR:Supp(E)op -* A est dense, il en résulte que, 
naturellement en tout objet E de E et en tous objets A et 
A' de A , on a: 

M C Y K C E ) , ACA fA'U * AEC(A)(E),A'3 . 
C'est exactement dire que C est un foncteur de co-
représentation, Fin de la preuve, 

En particulier, on déduit de la proposition 6 qui précède le 
corollaire suivant: 

Corollaire 2, Si M est une structure monoïdale, symétrique, 
fermée, sur la catégorie Mod(E) des modèles d'une esquisse 
projective EL , si A est une M-catégorie co-représentable et 
si sa catégorie sous-jacente A est co-complète, alors on a; 
- A est une M-catégorie M-co-complète si, et seulement si, 
le foncteur de co-représentation C;A 4 Mod(E,Aop)0|:> commute 
aux co-limites, 

Preuve, Si la /*f-catégorie A est /^f-co-complète et si 
A = Co-LimT.T AT est une /*f-co-limite dans A (donc, en 
particulier, une co-1 imite dans la catégorie A ), on voit que, 
naturellement en tout objet E de E et en tout objet A1 de 
A , on a: 

Hom(C(A)(E),A') * HOHKYESIŒ), AEA,A'3) 
C étant un foncteur 
de co-représentation 

= Hom(YE-(E),AECo-Limr.-r Ar,A'3) 
* Hom(YE-(E),LimT«-r-op A E A T , A ' 3 ) 

A étant une M-co-limite 
* LimT«-i-op Hom(Ye:(E),AEAT,A'3) 
* LimT.-T-op Hom(C(AT)(E),A') 

C étant un foncteur 
de co-représentation 

a: Hom(Co-LimT«-i- C(AT)(E),A') 
la catégorie A étant 
co-complète. 

Par conséquent, le foncteur C(A) est co-limite des foncteurs 
C(AT) , Comme Mod(E,A c > p) o p est une sous-catégorie pleine de 
Fonct(Supp(E),AOF>)op , on en déduit que C commute bien aux 
co-limites, 
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Réciproquement, si A est une catégorie co-complète, si le 
foncteur C commute aux co-limites et si A = Co-LimT*T AT est 
une co-1imite dans A , on voit que, naturellement en tout objet 
E de E et en tout objet A' de A , on a: 

Hom(YE-(E),AEA,A'3) a: Hom(C(A)(E),E') 
C étant un foncteur 
de co-représentation 

= Hom(C(Co-LimT*-r AT)(E),A') 

a: Hom((Co-LimT«-»- C ( A T ) ) (E),A') 
C commutant aux co-limites 

* Hom(Co-LimT«-r- (C(AT)(E)),A') 

A étant co-complète, 
a: LimT.-rop Hom(C(AT)(E),A') 
a: LimT.-r-op Hora(YE-(E),AEAT,A'3) 

C étant un foncteur 
de co-représentation 

a: Hom(Y*=:(E),LimT«-r-op A E A T , A ' 3 ) 

M = Mod(E) étant 
complète, 

Comme, d'après le théorème de complétude projective, 
YE o p;Supp(E) o p -• Mod(E) est dense, il en résulte que, 
naturellement en tout objet A' de A , on a; 

AECo-LimT.-i- AT,A'3 a: LimT.-r-op A E A T , A ' 3 

C'est dire que les co-limites dans A sont bien des n-co-
1 imites dans la /*f-catégorie A . Fin de la preuve. 

Si M est une structure monoïdale, symétrique, fermée, sur 
la catégorie Mod(E) des modèles d'une esquisse projective 
E , on laisse au lecteur le soin de définir les M-catégories 
A qui sont représentables, en termes de foncteurs de 
représentation R;A -t Mod(E,A) , 
On lui laisse tout autant le soin d'énoncer et de démontrer les 
propositions duales des propositions 4, 5 et 6 ainsi que le 
corollaire dual du corollaire 2. 

Evidemment, si M » (Mod(E),3, l,Ml-,-l,,, , ) est une 
structure monoïdale, symétrique, fermée, sur la catégorie 
Mod(E) des modèles d'une esquisse projective quelconque E , 
alors M (qui est certainement une /sf-catégorie) est 
nécessairement une /rf-catégorie co-représentable et 
représentable, 
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En effet, on vérifie immédiatement que le foncteur: 
C:Mod(E> * Mod(E,Mod(E)op)°'=> 

M i > Y K ( E ) « M : E -^Mod(E)0»=> 
E *-> YE-(E)«M 

est un foncteur de co-représentation et que le foncteur: 
RïMod(E) > Mod(E,Mod(E)) 

M ) ^ EYE-(-),M3:E ->Mod(E) 
E *-> EYE:(E),M3 

est bien un foncteur de représentation. 

Par exemple, la catégorie Cat des petites catégories est 
essentiellement algébrique, puisqu1équivalente à la catégorie des 
modèles de l'esquisse projective Ec.t. , 
Elle est évidemment munie d'une structure cartésienne fermée 
M e t (ce qui est parfaitement connu, ou résulte encore de la 
proposition 2 ! ) . 
Il est alors facile de vérifier que les /rfc.t.-catégories co-
représentables (resp. représentables), dans le sens (resp. dans 
le sens dual) introduit plus haut, sont exactement les 2-
catégories fortement co-représentables (resp. fortement 
représentables) de (R.E.C.A.) (voir la Note 8). 

De même (re-voir la Note 1, §1), si r (resp. T' ) est un 
ensemble de petits graphes compositifs, la catégorie (r,r')-Esq 
des (T,r')-esquisses est essentiellement algébrique, 
puisqu'équivalente à la catégorie des modèles de l'esquisse 
projective E<-r,i-« >-•»*, . 

Elle est munie d'une structure de catégorie monoïdale, 
symétrique, fermée, M<T.T* >---C , associée, par exemple, au bi-
foncteur produit tensoriel usuel -9- . 
Il résulte de ce qui précède que (r,r')-Esq est une (i, e. est 
canoniquement munie d'une structure de) M<T,*T* >-E»<,-catégorie 

co-représentable et représentable. Ainsi, en particulier, 
naturellement en toutes (T,T')-esquisses E et E ' , on 
dispose: 
- de "2-f lèches" n:H * H':E •* E ' , qui sont les 
transformations naturelles entre homomorphismes H,H':E -* E ' , 
- ces deux flèches "s'organisent" en un graphe compositif, 
- ce graphe compositif est support de la (T,r*)-esquisse 
(exponentielle - ou de fermeture - usuelle) EE,E'3, 
- chaque 2-f lèche n;H * H':E •* E ' est co-représentée par une 
1-flèche, i. e, un homomorphisme, N;2®E -• E ' , 
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- chaque 2-f lèche n:H =* H1 ;E -» E ' est représentée par une 1-
flèche, i. e, un homomorphisme, N':E -4Q(E') , où Q(E') 
désigne une structure de <T;T')-esquisse dont le support est le 
graphe compositif des carrés commutatifs du support de E * (que 
nous laissons au lecteur le soin de décrire complètement ou dont 
il trouvera une description plus détaillée en (E.G.C.E,)), 

Plus généralement, si A est une /^-r,-*-->-—^-catégorie 
représentable (resp, co-représentable) alors, naturellement en 
tout objet A de A , on dispose au moins d'une "(T,r*)-
esquisse interne à A " (resp, d'une "co-(r,r')-esquisse interne 
à A ") dont l'objet des objets est A (car l'esquisse 1 
est unité pour % ). 
On reprendra ces exemples (notamment) au §5 suivant, d'un point 

de vue plus systématique, 

ENote 7, Soit M une structure monoïdale, symétrique, fermée 
sur la catégorie Mod(E) des modèles d'une esquisse projective 
E et A une /*f-catégorie, 
On peut dire que A est faiblement co-représentable si, et 

seulement si: 
- il existe un foncteur de co-représentation faible (évidemment 
unique à équivalence près) C : A -* Mod(E, A 0 * ) 0 1 3 tel que, 
naturellement en tout objet E de E et en tous objets A et 
A' de A , on a; 

Hom(C'(A)(E),A') * Hom(Yi=:(E), AEA,A' 3) , 
Alors, il est clair que les /*f-catégories co-représentables sont 
faiblement co-représentables, 
La réciproque est évidemment fausse: la totalité de la structure 
d'une /*f-catégorie A co-représentable est décrite par le 
foncteur de co-représentation (voir le §5 pour s'en convaincre), 
alors qu'une partie seulement (le bi-foncteur "Hom à valeurs 
dans M ") de la structure d'une /"ï-catégorie A faiblement 
co-représentable est décrite par le foncteur de co-représentation 
faible, 
On laisse le soin au lecteur d'effectuer les considérations 

duales concernant les /*T-catégories faiblement représentât1 es,1 

ENote 8, Les /*?<=-̂ -catégories faiblement co-représentables (resp, 
faiblement représentables), dans le sens (resp, le sens dual) 
introduit à la Note 7, sont exactement les 2-catégories co-
représentables (resp, représentables) de (R.E.C.A,), 
La "translation d'un degré" entre la "force" de co-
représentabilité (resp, de représentabilité) utilisée dans la 
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terminologie que nous introduisons ici et celle de (R.E.C.A.) n' 
a qu'une seule justification; nous n'utiliserons dans la suite -
pour faire plus court - que la "force" la plus élevée, que nous 
avons donc qualifée de la plus courte manière!3 

S, CO-REPRESENTABILITE DES CATEGORIES ESSENTIELLEMENT 
ALGEBRIQUES A ENRICHISSEMENT ESSENTIELLEMENT ALGEBRIQUE. 

Soit M une structure monoïdale, symétrique, fermée, sur 
la catégorie Mod(E) des modèles d'une esquisse projective 
E , soit 0 = D M Î E S E 4 Mod(E)°f:> le co-modèle associé à 
M , soit E " une autre esquisse projective et soit 
Û;E8E" 4 Mod(E")op un autre modèle. 
Naturellement en tout objet E' de E et en tout objet E" 

de E " , on sait que (d'après le théorème de complétude 
projective): 

Û(E',E") = Co-LilHlx-«û<E\E«)<s">fs»«E:'' YE=:»(S") , 
Naturellement en tous objets E et E' de E et en tout objet 
E" de E " , on peut donc poser (puisque - d'après le théorème 
de complétude projective - Mod(E") est co-complète): 

ÛA(E,E',E") = Co-Limx"«û<E\E-)<s"),s«.e» A(E,S") , 
Clairement, on construit ainsi un modèle (voir le Groupe de 
Figures 8); 

A*:E$E«E" 4 Mod(E")^ . 
Naturellement en tous objets E et E' de E , on sait que 

(d'après le théorème de complétude projective): 
D(E,E') = Co-Limx.o<E.E«><s>,s«e YE-(S) . 

Naturellement en tous objets E et E1 de E et en tout objet 
E" de E " , on peut donc poser (puisque - d'après le théorème 
de complétude projective - Mod(E") est co-complète): 

Ao(E,E',E") = Co-Lim~«D<E.E.><s>,s«E=: Û(S,E") . 
Clairement, on construit de la sorte un nouveau modèle (voir le 
Groupe de Figures 8); 

Û D Ï E » E * E " 4 Mod(E ")-•=> . 
Nous dirons que û est M-associatif (ou D-associatif) si, 

et seulement si, A* et ûo sont des modèles naturellement 
équivalents, autrement dit si, et seulement si; 
- naturellement en tous objets E et E1 de E et en tout 
objet E" de E " , on a; 
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AA(E,E',E") as Ao(E,E',E") . 
Par extension, il est facile de définir, encore plus 

précisément, les modèles Û;E*E" 4 Mod(E")ofa qui sont M-
associatifs, M-unitaires et M-cohérents', nous laissons ce soin 
au lecteur (consulter de nouveau - et généraliser sans la moindre 
difficulté - les "tests standards" de (F.S.C.A,)) 

Soit M une structure monoïdale, symétrique, fermée, sur 
la catégorie Mod(E) des modèles d'une esquisse projective E 
et E " une autre esquisse projective, 
Les structures de /*f-catégories (i, e, les enrichissements 

essentiellement algébriques) co-représentables et /*ï-co-
complètes sur la catégorie A = Mod(E") des modèles de E " 
(i, e. sur une autre catégorie essentiellement algébrique) sont 
entièrement caractérisées comme suit (voir le groupe de Figures 
8): 

Proposition 7, Si M est une structure monoïdale, symétrique, 
fermée sur la catégorie Mod(E) des modèles d'une esquisse 
projective E et si E " est une autre esquisse projective, 
alors les structures de M-catégories co-représentables et M-
co-complètes sur la catégorie A = Mod(E") des modèles de E " 
sont entièrement déterminées (à isomorphismes près) par les 
modèles Û;E$E" 4 AOF> qui sont M-associatifs, M-unitaires 
et M-cohérents, et réciproquement, 

Preuve, Supposons que A soit une structure de /*tf-catégorie co-
représentable et /*f-co-complète sur la catégorie A = Mod(E") 
(qui est certainement complète, puisque E " est une esquisse 
projective), 
On dispose donc de deux foncteurs: 

C;A 4 Mod(E,A o p) o p 

et 
B:A 4 Mod(E*E,A o p) o p 

vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition G, 
§4, précédente, 
En vertu du corollaire 2, §4, qui précède, le foncteur C0** 
commute aux limites et l'on dispose donc du modèle "composé": 

û'« : E " > A o p — > M o d ( E , A o p ) , 
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Comme A o p est complète (puisque - d'après le théorème de 
complétude projective - A = Mod(E") est co-complète) et E 
et E " sont deux esquisses projectives, on dispose (en vertu de 
la propriété de commutation projective complète) d'un 
isomorphisme canonique; 

*':Mod(E",Mod(E,A0*)) a: Mod(E*E" , A — ) , 
et il correspond donc à Û ' A le modèle: 

A ^ : E 3 E " A — 
(E,E") C(YE=:-(E"))(E) . 

Naturellement en tous objets E et E' de E , en tout objet 
E" de E " et en tout objet A' de A , on a: 
Hom(B(YE-"(E"))(E,E'),A') * Hom(YE=:(E)*Yi=:(E, ), AEYE-.-(E"),A' 3) 

d'après le point (ii) 
de la proposition 6,§4 

a: Hom(D(E,E'),AEYE--(E"),A'3) 
as Hom(Co-Lim*,rD<E„E.><s>.s.E- Y E - ( S ) , A C Y K - ( E " ) I A

I 3) 

en notant D = D M : E « E 4 Mod(E) 
le modèle associé à M 

K Limx«D(EfE-><s)fs<8uppcE£)0p Hom( YE- ( S ), A E Y E - ( E" ), A ' 3 ) 

as Limx*o<E,E- ><s>.s.s«w,cE€:>op Hom(C(YE--(E"))(S),A') 

d'après le point (i) de 
la proposition 6, §4 

* Hom(Co-Limx«D<E.E-><s>,s«E- C(YE-..(E"))(S),A') 

puisque A est co-complète. 
On en déduit donc que: 

(1) naturellement en tous objets E et E' de E et en tout 
objet E" de E " , on a: 

B(Y^^(E"))(E,E') a: Co-Lim~«D<E,E. ><s>,S*E- C(YE-»(E"))(S) . 

Ainsi, naturellement en tous objets E et E' de E et en 
tout objet E" de E " , on a encore (en posant A = A** , pour 
simplifier); 

AA(E,E
,,E") = Co-Limx^<E-,E»xs»>,8«.E.. A(E,S") 

par définition 
= Co-Limx.A<E',E»:><s»:>,s"*E-» C(YE--(S"))(E) 

par définition 
* C(A(E',E"))(E) 

puisque C commute aux co-limites 
et A étant co-complète 

CL 3 2 
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= C(C(Y=«(E"))(E'))(E) 
par définition 

a: B(YE-^(E"))(E,EI) 

en vertu du point (iii) de la 
proposition 6, §4 

* Co-Limx.D<E,e' ><S>,S«EE: C(YEC«(E"))(S) 
d'après (1) 

= Co-Limx*o<E,E-><S),S*E: A(S,E") 
par définition 

= Ao (E,E',E") 
par définition. 

Ainsi, le modèle A«=* est /rf-associatif, De la même manière, on 
établit qu'il est M-unitaire et /*f-cohérent. 
Réciproquement, supposons que A;E9E" 4 A0*3 soit un modèle 

/*f-associatif, /*f-unitaire et /*f-cohérent, 
Naturellement en tout modèle M:E 4 Ens (i, e, en tout objet de 
M ) et en tout modèle A;E" 4 Ens (i. e, en tout objet de 
A ), on voit que (en vertu du théorème de complétude 
projective); 
- puisque YE€:°f>;Supp(E)cap 4 Mod(E) = M est dense, on a; 

M = Co-Limx«M<E3,E«E YE^(E) , 

- puisque Y«=:»op,;Supp(E")0f* 4 Mod(E") = A est dense, on a; 
A = CO-Limy«A<:E">,E"«rEE:" YE-"(E") , 

- puisque Mod(E") = A est co-complète, on peut poser; 
MOA = CO-Limx«li(E),E«E:#ycA<E"),E-cE" A(E,E" ) , 

Ainsi, on définit un bi-foncteur: 
-0-:MxA 4 A , 

Alors, il est facile de voir, successivement, que; 

(2) naturellement en tout objet E de E et en tout objet E" 
de E " , on a (trivialement): 

YE-(E)GYE--(E") a: A(E,E") , 

(3) le bi-foncteur -0-;MxA 4 A bi-commute (par 
construction) aux co-limites, 

(4) naturellement en tous objets E et E' de E et en tout 
objet E" de E " , on a (car A est /*f-associatif et en 
utilisant (1)); 
(YE-(E)«YE-(E,))OYE=Z-(E") as YE-(E)0(YE-(E')0YEC"(E'")) , 
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(5) naturellement en tous objets M et M1 de M et en tout 
objet A de A , on a (en utilisant (4) et la construction 

rappelée au §1 - du bi-foncteur 8;MxM 4 M , 
connaissant D M Î E & E 4 M0** ): 

(MeM')OA a: M0(M'OA) , 

Dans ces conditions, naturellement en tout objet A de A , 
comme le foncteur (-0A)o,:>:Mo,:> 4 A0** commute (d'après (3)) aux 
limites, on dispose du modèle "composé": 

C(A)(-):E — ^ Mod(E)-^ = M ° ^ 
YE- (-0A)op 

On en déduit donc un nouveau foncteur; 
C;A 4 Mod(E,A°p)°^ , 

et l'on voit que (par construction, en utilisant (3) et les co-
limites se calculant point par point dans Mod(E,AOF>)op , 
puisque A = Mod(E") est co-complète): 

(6) le foncteur C;A 4 Mod(E,A0**)**** commute aux co-limites, 

Ceci fait, naturellement en tous objets A et A' de A , 
comme le foncteur Hom(-,A') : AOF> 4 Ens commute aux limites, on 
dispose maintenant d'un objet de M = Mod(E) , i.e. du modèle 
"composé": 

EA^'SoîE > A0** > Ens . 
C(A) Hom(-,A') 

Alors, on voit que: 

(7) naturellement en tout objet E de E et en tous objets A 
et A' de A , on a: 

Hom(YE-(E),EA,A'3A) a: EA,A'3*(E) 
= Hom(C(A)(E),A') 
= Hom(YE-(E)OA,A') . 

D'où l'on déduit que (en utilisant (3), la densité de 
YE=:°,:,:Supp(E)<af:> 4 M et le fait que A est co-complète): 

(8) naturellement en tout objet M de M et en tous objets A 
et A' de A , on a: 

Hom(M,EA,A'3*) * Hom(M0A,A') , 

CL 3 * 
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(ainsi, l'objet M0A de A est "candidat" à être un tenseur de 
l'objet M de M par l'objet A de A et le foncteur 
C;A 4 Mod(E,Aop,)0,p est "candidat" à être un foncteur de co-
représentation) , 

Naturellement en tous objets S , E et E' de E , en tous 
objets A , A' et A" de A , en toute flèche 
X;YE-(S) 4 YE-(E)«YE-(E') (OU encore, en tout élément 
X€YE-(E)*YE-(E')(S) ), en toute flèche y;Y.=:(E)0A 4 A' (ou 
encore, d'après (7), en tout élément yeEA,A'3A(E) ) et en toute 
flèche y';YE-(EI )0A' 4 A" (ou encore, d'après (7), en tout 
élément y'cEA*,A"3*(El) ), on dispose de la flèche composée de 
A (i, e, du diagramme commutatif); 

YE-(S)0A 

x0id(A) 

(YE-(E)*YE-(E,))0A 

ac (puisque M est monoïdale 
symétrique) 

k ' A ' 1 ^ ' , A , y • , y , : i-
(Ye:<E'>*Y«=:<E))0A 

(d'après (4 ) ) 

Y K Œ ' W Y K C E W » 

I id<Y*=:<E'>)©y 

YsŒMOA' 

Y' 

A" . 

Ainsi, naturellement en tous objets A , A' et A" de A , on 
dispose d'une unique flèche: 

kuA",A-.A: Co-Lim<y-#y. ,e.s>«... CYE:(S)0A) •• A" 

associée à la famille: 

CL. se 
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(K A" , A' , A, y • , y , x ) <y • , y , x#l :• ,E,S>« ... , 

On en déduit une flèche k*A»,A«,A (composée dans A ), i, e. 
un diagramme commutatif): 

Co-Lim<y ,y.x,E- ,E,S>«. .. (Ye=:(S)0A) 

* (d'après (3)) 

(Co-Lim<y,y,x,E',E,s>«... YE-(S))0A 

I « 
(Co-Lim<va .y.e-,e>«... (CO~Lim<x,s>«. . . Yes:(S))0A 

(Co-Lim<y ,y.E- ,E>«„. . YE-(E)«Y E(E' ))0A 

* (d'après la construction 
de *;MxM 4 M ) 

et, d'après (8), à k'A--.A-,A est associée, enfin, une flèche de 
M : 

kA".A.,A:EA",A'3*eEA',A3* 4 EA,A"3* , 

Utilisant la M-unitarité et la /*f-cohérence de û (ce que nous 
laissons au lecteur le soin de faire), on vérifie que l'on 
obtient ainsi une famille (kA**,A« ,A)ANcob<A>lA'cob<A>,A«-ofc><*a*> 
de "compositions internes" pour une structure 

A A = (A,E-,-3A,k, . . ,) 
de /̂ ï-catégorie sur A , Elle est évidemment co-représentable 
d'après (7) et M'-co-complète d'après le corollaire 2, §4, et 
(6), Fin de la preuve. 
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Corollaire 3, Si M est une structure monoïdale symétrique 
fermée sur la catégorie des modèles d'une esquisse projective 
E , si A est une structure de M-catégorie co-représentable 
et M-co-complète sur la catégorie des modèles d'une autre 
esquisse projective E " , alors: 
- A est une M-catégorie représentable, 
- A est une M-catégorie M-complète, 

Preuve, En effet, d'après la proposition 7 qui précède, on 
dispose d'un modèle A;ESE" 4 A O R , /*f-associatif, /*f-unitaire 
et ftf-cohérent, décrivant entièrement la structure de M-
catégorie sur la catégorie (sous-jacente) A , 
Alors, naturellement en tout objet A de A , on dispose aussi 
du modèle composé: 

H o m ^ ^ - M ^ E e E " ^ A°«=> >̂ Ens . 
û Hom(-,A) 

Comme E et E " sont deux esquisses projectives, on a (en 
vertu de la propriété de commutation projective complète) un 
isomorphisme #;Mod(E*E") * Mod(E,Mod(E")) = Mod(E,A) , qui 
fait donc correspondre au modèle Hora(û(-,-),A> un modèle: 

R(A)(-):E 4 A . 
Ainsi, on définit un foncteur: 

R:A 4 Mod(E,A) , 
11 est facile de vérifier (compte tenu des propriétés de û ) que 
R est un foncteur de représentation pour la /f-catégorie A : 
en conséquence, A est une /Tf-catégorie représentable. 
Il est tout aussi facile de vérifier que R commute aux limites, 
Comme la catégorie A = Mod(E") est complète (en vertu du 
théorème de complétude projective, puisque E " est une esquisse 
projective) il résulte du dual du corollaire 2, §4, que A est 
rt-complète, Fin de la preuve, 

Soit M une structure monoïdale symétrique fermée sur la 
catégorie des modèles d'une esquisse projective E , 
D'après la proposition 1, §1, à cette structure monoïdale 
symétrique et fermée M sur M = Mod(E) est associé un 
modèle: 

Dt-t:E*E 4 M o p , 
De même, d'après la proposition 7, à la structure (canonique) de 
M-catégorie co-représentable /*f-co-complète (encore notée) M 
sur M = Mod(E") (où E " = E !) est associé un modèle: 

Û M Î E S E 4 MOF> , 
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Alors, il est facile de vérifier que Û M es D M (voir la 
Note 9). 
Soit H:E 4 E " un homomorphisme entre deux esquisses 

projectives, L:Mod(E) 4 Mod(E") un adjoint à gauche (dont 
l'existence est assurée, en vertu du théorème du faisceau 
associé) au foncteur Mod(H):Mod(E") 4 Mod(E) et 
D:ESE 4 Mod(E) o p et D":E"«E" 4 Mod(E")~p deux modèles 
associatifs, symétriques, unitaires et cohérents tels que (voir 
le Groupe de Figures 8); 

L«*\D a: D",H«H . 
Alors, à D est associée (d'après la proposition 1, §1) une 
structure de catégorie monoïdale symétrique fermée Mv> sur 
M = Mod(E) , à D" est associée (d'après la proposition 1) une 
structure monoïdale symétrique et fermée M " D » sur 
M " = Mod(E") et il est facile de voir que Mod(H);M" 4 M 
définit canoniquement un foncteur monoïdal (non strict, en 
général); 

rtbdo.o"(H):M"o« 4 Ma . 
Il est clair que le modèle composé: 

ûo.D-îEeE" ^ E " * E " - * M o d ( E " ) ^ 
H*id(E") D" 

est /*fc-associatif, Mo-unitaire et Mo-cohérent, 
De la proposition 7 et du corollaire 3 résulte que M " est 
munie d'une structure de M-catégorie, co-représentable, 
représentable, M-co-complète et /*f-complète, "sous-jacente" à la 
structure de catégorie monoïdale symétrique et fermée M"o- , 

Soit M une structure monoïdale, symétrique et fermée sur la 
catégorie Mod(E) d'une esquisse projective quelconque E et 
M;E 4 Ens un modèle fixé, 
On sait que la catégorie M/Mod(E) est essentiellement 
algébrique puisqu'équivalente à la catégorie des modèles de 
l'esquisse projective EIM , 
Naturellement en tout objet E de E et en toute flèche 
X;YE=Û(E) 4 M (i, e. en tout élément xeM(E) ) désignons par: 
- SE;E 4 M+YEE:(E) et S'EÎM 4 M+E les deux co-projections dans 
Mod(E) , 
- C<X,E>:M+E 4 M l'unique flèche (de section) de Mod(E) telle 
que: 

C<X,E),5E = x et C<X,E>,S'E = id(M) , 

de la sorte; 
- S'E est un objet de M/Mod(E) , 
- C<X,E> s'identifie à une flèche C<X.E>:S'E 4 id(M) de 
M/Mod(E) , 
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Il est alors facile de voir que l'on a bien; 
- YE-.«(1M) = id(M) , 

- pour tout objet E de E (qui est donc objet de EIM ) , 
YE-.M(E) = S'E , 

- pour toute flèche e;E 4 E1 de E (qui est donc flèche de 
EIM ), YE-m(e) = id(M)+YE-(e) , 
- pour toute flèche (X,E);1M 4 E de EIM , 
YE^:IM((X,E)) = C<x,E> , 

Autrement dit, à la mention des co-projections de source M (et 
des flèches de section) près, le modèle (canonique) de Yoneda 
YE-IMÎEIM 4 (Mod(EIM))0^ = (M/Mod(E)op est entièrement décrit 
par (M+YE-(-))°^:Supp(EIM) 4 Mod(E) o p . 
Si l'on désigne maintenant par D M ; E * E 4 Mop> le modèle 
associé (grâce à la proposition 1, il ) à la structure monoïdale, 
symétrique, fermée, M sur M = Mod(E) , on peut construire 
le foncteur: 

(M+D(-,-))°p;Supp(E)xSupp(E) 4 M ° * 
qui n'est évidemment pas un modèle de E $ E dans M , Par 
contre, en utilisant les co-projections de source M et les 
sections précédentes , il est facile de voir qu'il décrit un 
modèle; 

A:E*(EIM) 4 (M/Mod(E))°«* , 
évidemment M-associatif, M-unitaire et M-cohérent (car D 
l'est), 
On conclut, grâce à la proposition 7 et au corollaire 3, que 
M/Mod(E) est canoniquement munie d'une structure de M-
catégorie, co-représentable, M-co-complète, représentable et M-
complète (voir la Note 10), 

Par exemple (re-voir la Note 1, §1) si T et T' sont deux 
ensembles de petits graphes compositifs, toutes les 
considérations particulières précédentes s'appliquent 
immédiatement à la catégorie (T,r')-Esq , 
Ainsi, on sait qu'on dispose: 

- d'un homomorphisme injection canonique; 

de sorte que le foncteur Mod(H.^pp) est équivalent au foncteur 
support, 
- d'un "co-graphe compositif double interne à Grphcmp ": 

Dgrphcrap ! E g r p h c m p ^ E g r p h c m p 4 (6rphCmp)OF> 

associé à la structure de catégorie cartésienne fermée MgrPhcmp 
sur Grphcmp , 
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- d'une "co-CTjT1)-esquisse double interne à (T,r')-Esq ": 
D<-r,-r« >-—cîE<-r,-r« >-.«c,3E <-r .-r • >-.~z, 4 ( ( T , T ' ̂ E s q ) 0 1 * 

associée à la structure monoïdale, symétrique, fermée, usuelle 
M<T,T* >-*md sur (T,T')-Esq , 
Il est facile de vérifier que (par construction); 

L ° P i U g r p h c m p — U< i - , T - ' >—w»q , H«uip^9H«bip>f3 

(si L désigne l'adjoint à gauche du foncteur support). 
Il en résulte que (T,T*)-Esq est (sous-jacente à) une 
MgriDMcmp-catégorie, Moi-RHcm^-co-complète, co-représentable, 
Mon^hcm^-complète et représentable, sous-jacente à sa structure 
monoïdale, symétrique et fermée M<-r,-r- >--.̂ , ; ceci permet de 
préciser (et d'éclairer) les considérations de la fin du §4 
précédent, 

ENote 9, La proposition 7 (que nous avions renoncé à faire 
figurer dans (F.S.C.A.), bien qu'obtenue à la même époque) 
généralise très naturellement la proposition 1, §1,3 

ENote 10, Pour faire court, nous ne multiplierons pas ici (re­
voir la Note 1, il !) les applications (théoriques) particulières 
de la proposition 7 et du corollaire 3, bien qu'il y en ait 
nombre d'autres; toutes (celles présentées ici) ont pour point 
commun de prouver le caractère éminemment pratique et/ou 
effectif de la caractérisâtion obtenue à la proposition 7 (au 
même titre que le travail effectué en (F.S.C.A,), (C.C.M.F,), 
(Q.P.G.M.) concernant la proposition 1, §1, qu'elle 
généralise),! 

6. LAX-CO-LIMITES STRUCTUREES DANS LES CATEGORIES 
ENRICHISSEMENT ESSENTIELLEMENT ALGEBRIQUE, 

On dit que x = (H:E' 4 E,K;E' 4 Ec.*,Si,M) est une 
pré-configuration (pour la structuration des lax-co-1imites) si, 
et seulement si : 
- E et E 1 sont deux esquisses projectives (et E » i est 
celle des catégories), 
- H ; E ' 4 E et K;E* 4 Ec.t sont deux homomorphismes, 
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- Si (qui est l'objet des objets, dans l'esquisse Ee.i des 
catégories) est tout autant un objet de E et E ' , 
- H(Si) = Si et K(Si) - Si , 
- M = (Mod(E),S,I,ME-,-3,,, , ) est une structure monoïdale, 
symétrique, fermée sur la catégorie Mod(E) des modèles de 
*•"• i 

- I = YE-(SI) . 

Dans ces conditions, les deux esquisses E ' et Ec«* étant 
projectives, on sait (en vertu du théorème du faisceau associé) 
que le foncteur composition par K ; 

Mod(K) :Mod(Ec*iJ 4 Mod(E ' ) 
admet un adjoint à gauche: 

L:Mod(E') 4 Mod(Ec«*) . 
On dispose donc des foncteurs; 

L : Mod(E) * Mod(E') =• Mod(Ec.O a: Cat 
Mod(H) L 

et 
Qb\ Mod(E) > M o d ( E ' ) — ^ Hod(Ec.t) a: Cat — > Ens , 

Mod(H) L Ob 
(où Ob(-);Cat a: Mod(E«=«*.) 4 Ens est le foncteur "objet", i. e, 
le foncteur "évaluation en Si " ) , 
Ainsi, si M;E 4 Ens est un modèle, on lui associe sa 
catégorie engendrée L(M) (i, e, la catégorie engendrée par le 
modèle de E 1 sous-jacent à M ), 
De même, on associe à M l'ensemble Obi») = Ob(L(M)) = L(M)(Si) 
de ses objets (i, e, des objets de la catégorie engendrée par 
M ), En général, OîrtM) est différent de l'ensemble M(Si) , des 
éléments de sorte Si de M , mais on dispose évidemment d'une 
application canonique (résultant de l'adjonction à gauche de L 
à Mod(K) ); 

UM: M(SI) = M.H(Si) 4 Ob(L(M.H)) = Obtn) . 
Alors, on dit que x est une configuration si, et seulement si 

(voir la Note 11): 
- x est totale, i, e, pour tout modèle M;E 4 Ens 
l'application canonique UM;M(SI) 4 Dfa(M) est une bijection, 
- x est connexe, i, e, pour tout objet E de E , la catégorie 
L(YEE:(E)) est connexe, 

Soit (H;E' 4 E, K : E ' 4 E«=-*.,Si,M) une configuration, 
A une M-catégorie, M;E 4 Ens un modèle, B;L(M) 4 A un 
foncteur, s = (ST:B(T) 4 S)T«ot><M5 une co-famille de flèches de 
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A et p = (pxjP 4 B(T))T«<-<M? un cône (commutatif ) de base B 
dans A , 
On dit que lç> = ((ST;B(T) 4 S)T«oto<M>,<rP) est une 

^-structuration, de base B , p-admissible, de la co-famille 
sous-jacente s si, et seulement si (voir le Groupe de Figures 
9): 
- <rP;M 4 AEP,S3 est une flèche de Mod(E) , 
- pour tout objet T de M (ou encore, pour tout élément T de 
M(Si) , le diagramme (d'applications) ci-dessous commute: 

0 H 
1 = (03 

> ST.PT 

-^ Hom*=*(P,S) 

<Tp>(Sl) 

M(Si) 

U M •i 
GWM) 

H O f f i n o o c s d ^ C P . S ] ) 

Homnocu^YEE^Si >, A C P , S ] ) 

* j£*CP,S3<Si> 

U<=»CP,S3 "I 
-> 0b(AEP,S3) 

Obir*) 

Soit (H;E* 4 E,K:E' 4 Ee«*,Si,M) une configuration, 
A une M-catégorie, M;E 4 Ens un modèle et B;L(M) 4 A un 
foncteur. 
Si s = (ST:B(T) 4 S)T.ob<M) est une co-famille de flèches de 

A , on dit que £ = Cp)pccon«<B> est une ^-structuration 
globale, de base B , de la co-famille sous-jacente s si, et 
seulement si ; 
- naturellement en tout cône projectif p de base B , Z*> est 
une M-structuration, de base B , p-admissible, de s , 
Alors, il est facile de voir que; 

Proposition Q, Si (H;E' 4 E , K ; E * 4 £«=•*,Si,M) est une 
configuration, si A est une M-catégorie, si M;E 4 Ens est 
un modèle, si B;L(M) 4 A est un foncteur admettant un cône 
limite lim(B) et si s = (ST;B(T) 4 S)T*ot»<M> est une co-
famille de flèches de A , alors les ^-structurations globales, 
de base B , de s sont entièrement déterminées par les (seules) 

C U 4-2 
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^-structurations, de base B , lim(B)-admissibles, de s et 
réciproquement, 

Dans ces conditions, on note Struct«(M,B) la catégorie des M-
structurations globales, de base B (et de co-famille sous-
jacente variable). 
Alors, on dit qu'un objet initial (s'il existe) de Structa(M,B) 
est une lax-co-limite ^-structurée globale du foncteur B , 

Soit (H;E' 4 E,K:E' 4 Ec**,Si,M) une configuration, 
A une M-catégorie et M;E 4 Ens un modèle, 
Si E est un objet de E , si x:Ye(E) 4 M est une flèche 

de M (ou encore, si xeM(E) ), si B;L(M) 4 A est un 
foncteur, si p = (PT;P 4 B(T))T«L<M> est un cône de base B et 
si s = (ST;B(T) 4 S)T«O&<M> est une co-famille de flèches de 
A , on note: 
- B(E,x) = B,L(x) : L(YE-(E)) 4 A le foncteur extrait de B , 
induit par x , 
- p(E,x) = (pu<>c><j>:P 4 B(L(X)(J)))J«L<YECE>>) le cône (de base 
B(E,x) ) extrait de p , induit par x , 
- s(E,x) = tsob(K)<j) ;B(0£Kx)(J)) 4 S)j<roto<YE<E>> la co-famille 
de flèches extraite de s , induite par x , 
Si B;L(M) 4 A est un foncteur, on dit que 

q = (q(E,x))E«E~,x«M<E> est une famille naturelle de cônes, de 
base d'extraction B si, et seulement si; 
- naturellement en tout objet E de E et en toute flèche 
X:YE=:(E) 4 M (ou encore en tout élément xeM(E) ), 
q(E,x) = ( q(E,x)aïQ(E,x) 4 B(L(x)(J)) )J«OCD<YE<E>> est un cône 
projectif de base le foncteur extrait B(E,x) , 
Par exemple, si pour tout objet E de E et toute flèche 
X:YE=:(E) 4 M le foncteur extrait B(E,x) admet un cône limite 
lim(B,E,x) , alors limp(B) = (lim(B,E,x))E«E~:,x«M<E> est une 
famille naturelle de cônes, de base d'extraction B , dite limite 
ponctuelle du foncteur d'extraction B , 

Soit (H;E' 4 E,K;E' 4 Ec«t,Si,M) une configuration, 
A une M-catégorie, M;E 4 Ens un modèle, B;L(M) 4 A un 
foncteur, s = (ST:B(T) 4 S)T*oto<M> une co-famille de flèches de 
A et q = (q(E;x))E«TEE:,X«TM<E:> une famille naturelle de cônes, 
de base d'extraction B . 
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On dit que r 3 (s,Yc> = (s,(¥<,cE,x>)E«rE=:,x«ncG>) est une M-
structuration ponctuelle, q-admissible, de base d'extraction B , 
de la co-famille d'extraction sous-jacente s si, et seulement 
si (voir le Groupe de Figures 9); 
- naturellement en tout objet E de E et en toute flèche 
X:YE-(E) 4 M (i, e. en tout élément xcM(E) ), 
r(E,x) = (S(E,X),¥C<E.*>) est une YE=:(E)-structuration, q(E,x)-
admissible, de base le foncteur extrait B(E,x) , de la co-
famille extraite s(E,x) , 

Soit (H;E' 4 E,K:E' 4Eeat,Si,M) une configuration, 
A une M-catégorie, M;E 4 Ens un modèle et B;L(M) 4 A un 
foncteur, 
Si s = (ST:B(T) 4 S)T«ob<n> est une co-famille de flèches de 

A , on dit que ù = (Û(E,X))E«EE:.X«M<E> est une ft-structuration 
ponctuelle, de base d'extraction B , de la co-famille 
d'extraction sous-jacente s si, et seulement si: 

- naturellement en tout objet E de E et en toute flèche 
X:YE-(E) 4 M (i, e. en tout élément xeM(E) ), 
û(E,x) = (s(E,x),«(E,x)) est une YE=:(E)-structuration, de base 
le foncteur extrait B(E,x) , de la co-famille extraite s(E,x) , 
Alors, il est facile de voir que; 

Propositions, Si (H;E' 4E,K;E' 4E«i,3i,«) est une 
configuration, si A est une M-catégorie, si M;E 4 Ens est 
un modèle, si B;L(M) 4 A est un foncteur, si pour tout objet 
E de EL et toute flèche X;YE~(E) 4 M , le foncteur extrait 
B(E,X);YE=:(E) 4 A admet un cône limite lim(B,E,x) et si 
(ST:B(T) 4 S)T«OIDCM> est une co-famille de flèches de A , 
alors les ^-structurations ponctuelles, de base d'extraction B , 
de co-famille d'extraction sous-jacente s , sont entièrement 
déterminées par les seules ft-structurations ponctuelles, limp(B)-
admissibles, de base d'extraction B , de co-famille d'extraction 
sous-jacente s et réciproquement, 

Dans ces conditions, on note StructP(M,B) la catégorie des 
M-structurations ponctuelles, de base d'extraction B (et de 
co-famille d'extraction sous-jacente variable), 
Alors, on dit qu'un objet initial (s'il existe) de StructP(M,B) 
est une lax-co-limite M-structurée ponctuelle du foncteur B 
(voir la Note 12) , 
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Il est facile de prouver que: 

Proposition 10, Si ( H Î E 1 4 E,K;E' 4 E c . t ; S M M ) est une 
configuration, si A est une M-catégorie, si M ; E 4 Ens est 
un modèle, si B:L(M) 4 A est un foncteur, si 

lax-co-lima(M,B) = (s,*) 
est une lax-co-limite ^-structurée globale du foncteur B , de 
co-famille sous-jacente s = (ST;B(T) 4 S)T«O£><M> , et si 

lax-co-limP(M,B) = (s', (CJ(E,X))E«E=:,X«M<E>) 
est une lax-co-limite ^-structurée ponctuelle de B , de co-
famille d'extraction sous-jacente s' = (S'TÎB(T) 4 S')T«ot><M> , 

alors il existe une unique flèche (de comparaison): 
laxOP(M,B):S 4 S' 

telle que; 
- pour tout objet T de M , on a: 

laxap(M,B)fST = S'T , 
- pour tout cône projectif p = (PT:P 4 B(T))T«I_<M> , de base 
B , tout objet E de El et toute flèche X:YE=:(E) 4 M , on a; 

AEP,laxgp(M,B)3lcrfD,x = U(E,X)P<E,X> , 

Soit (H;E' 4 E,K;E' 4 E«=»t,Si,M) une configuration, 
A une M-catégorie, M:E 4 Ens un modèle et B;L(M) 4 A un 
foncteur, Il est facile de définir dualement (voir la Note 13) 
ce qu'est une lax-1imite W-structurée globale (resp, ponctuelle) 
du foncteur B et d'énoncer les propositions duales des 
propositions 8, 9 et 10 qui précèdent; nous laissons ce soin au 
lecteur. 

Supposons, par exemple, que la pré-configuration soit 
définie par; 

.CAt. / 
- M = M«=«n. est la structure de catégorie cartésienne fermée 
sur Cat a: Mod(Ec»t) , 
- E' = E«t , 
- H = K = id(Ec.t) . 
Trivialement, elle est totale et connexe: c'est donc une 
configuration, 
Les Me«t.-catégories sont les 2-catégories, 
Si M;E<=mt. 4 Ens est un modèle, il s'identifie à une petite 
catégorie ("usuelle") X . 
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Si A est une 2-catégorie et si B;L(M) * T 4 A est un 
foncteur, il est facile de vérifier que la lax-co-limite (resp, 
la lax-limite) M-structurée ponctuelle de B , au sens précédent, 
est exactement ,,, la lax-co-limite (resp, la lax-limite) usuelle 
de B , Réciproquement, on voit aussi que les lax-co-1 imites 
(resp, les lax-1imites) usuelles sont de telles lax-co-1imites 
(resp, lax-limites) structurées ponctuelles, 
Par contre, la flèche canonique, donnée par la proposition 10 
(resp, sa duale), allant de la lax-co-limite M-structurée globale 
de B vers la lax-co-limite M-structurée ponctuelle de B n'est 
pas, en général, inversible (voir la Note 12), Pour s'en 
convaincre, il suffit de supposer que; 
- A = Cat , 
- T" (donc M ) est (représenté par) la catégorie: 

(1,0) \ / (2,0) 

(alors, L(M) • T ) 
- B(l) = £1) (catégorie discrète à un objet 1 ), 
- B(2) = (23 (catégorie discrète à un objet 2 ), 
- B(0) = (1,23 (catégorie discrète à deux objets 1 et 2 ) 
- B(1,0) et B(2,0) sont les foncteurs injections canoniques, 
Alors, la lax-co-limite M-structurée globale de B est 
représentée par; 

(!,!)• «(1,0) 

(2,2)* •(2,0) 

tandis que la lax-co-limite M-structurée ponctuelle de B est 
(la lax-co-limite usuelle) représentée par: 

(1,1,0) 
(1.1) < (1,0) 

(2.2) « (2,0) 
(2,2,0) 

CL. 46 
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Supposons, maintenant, que M • MgrPhcmP soit la structure 
de catégorie cartésienne fermée sur la catégorie Grphcmp des 
petits graphes compositifs, Considérons aussi la pré­
configuration telle que; 
" E = E ' = Egrphcmp est l'esquisse des graphes compositifs, 

- HiEorphcmp 4 Egrphcmp est 1 'homomorphisme identité et 
K:Egrphcmp 4 Ec.t est 1 'homomorphisme injection canonique 
(ainsi, Mod(H);Grphcmp 4 Grphcmp est le foncteur identité et 
Mod(K):Cat 4 Grphcmp est le foncteur "graphe compositif sous-
jacent"), 
Elle est évidemment totale et connexe; c'est donc une 
configuration, 
Supposons maintenant que A = (T,T')-Esq (dont on sait qu'elle 
est Mïjrphcmp-enrichie), 
Alors, il est facile de vérifier (voir la Note 14) que la lax-co-
limite ponctuelle, structurée par lliEgrphcmp 4 Ens (qui 
s'identifie donc à un petit graphe compositif T ) d'un 
foncteur B:L(M) = L(T) 4 (T,Tl)-Esq (où L(T) est la 
catégorie librement engendrée par T ) est ,,, la lax-co-limite 
universelle de B , au sens de (S.M.A.S,), 

Réciproquement, on voit aussi que les lax-co-1imites 
universelles, au sens de (S,M.A,S,), sont de telles lax-co-
1 imites ponctuelles structurées, 

Supposons que M = M<-r,-r'>-.»<, soit la structure monoïdale 
symétrique fermée sur (T,T')-Esq associée au produit tensoriel 
usuel * , Considérons, alors, la pré-configuration telle que: 
- E = E<-r,-r' >-„*, est l'esquisse de (T,T')-esquisse, 
— fc- = tlgrphcmp , 

- HlEgrphcmp 4 E<T,T')-«»q et KiEgrphcmp 4 Ec«i SOnt leS 

deux homomorphismes injections canoniques (ainsi, 
Mod(H);(T,T')-Esq 4 Grphcmp est le foncteur "support" et 
Mod(K);Cat 4 Grphcmp est le foncteur "graphe orienté sous-
jacent"), 

On montre sans difficulté qu'elle est bien totale et connexe: 
c'est donc une configuration, 
Alors, il est facile de vérifier (voir la Note 14) que la lax-co-
limite ponctuelle, structurée par M:E<T,I-- >-••*, 4 Ens (qui 
s'identifie donc à une (T,T! )-esquisse T ) d'un foncteur 
B:L(M) = L(T) 4 (T,T')-Esq (où L(T) est la catégorie 
librement engendrée par le support de T ) est ,., la lax-co-
limite admissible de B , au sens de (S.M.A.S,). 
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Réciproquement, on voit aussi que les lax-co-1imites admissibles, 
au sens de (S,M,A,S,), sont de telles lax-co-1imites ponctuelles 
structurées (voir la Note 15), 

ENote 11, Dans ce §6, l'hypothèse qu'on dispose d'une pré­
configuration totale, n'est pas formellement indispensable (elle 
correspond, cependant, à la pratique). Par contre, au §7, elle 
est essentielle, 
La notion de pré-configuration connexe peut être généralisée 

(moyennant quelques développements formels que nous avons renoncé 
- pour faire plus court - à inclure ici). Ainsi, on peut dire 
qu'une pré-configuration est localement connexe si, et seulement 
si: 
- à tout objet E de E est associée une famille (de 
"composantes connexes") (Z(E)Z)Z«ITO<E> d'objets de Mod(E) 
telle que; 

4 YE-(E) = Z«TTo<E> Z(E)^ , 

4 (L(Z(E)z)z«iro<E> est la famille des composantes connexes 
de L(YE-(E)) , 

Dans ce cas, on adapte facilement: 
- la notion de famille naturelle de cônes de ce §6 en considérant 
des familles naturelles 

q = ( q ( E , X , Z ) )E«E^: , X « M < E > #z«iro<E> 

de cônes dont les bases sont les foncteurs extraits 
B(E,x,z) = BBL(x),L(v*):L(Z(E)=E) 4 A 

(où Vx::Z(E)z 4 Y E ( E ) est la co-projection relative à z ), 
- les structurations ponctuelles q-admissibles, puis les 
structurations ponctuelles et les lax-co-1imites ponctuelles, 
Cette généralisation correspond, par exemple, au cas d'esquisses 
au sens de (S.M.A.S,) où les diagrammes admissibles ne sont pas 
nécessairement connexes (voir la Note 14), 
On peut même envisager des généralisations où l'on énoncerait 
seulement une certaine "compatibilité" entre des présentations -
en termes de limites inductives d'une certaine forme (et pas 
nécessairement de sommes), de "sous"-objets d'un certain genre 
(et pas nécessairement connexes) - des objets YE:(E) et des 
catégories L(Y«==(E)) . 
Dans ce §6, et même dans l'essentiel du §7, l'hypothèse qu'on 

dispose d'une pré-configuration connexe ou, plus généralement, 
localement connexe, n'est pas formellement indispensable (elle 
correspond, cependant à la pratique). Par contre, elle est 
essentielle pour pouvoir obtenir les corollaires 4 et 5 du §7,3 
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ENote 12, Dans la pratique (voir les exemples) ce sont les lax-
co-1 imites (resp, les lax-limites) ponctuelles (et non globales) 
structurées qui sont habituellement utilisées, Aussi, les lax-co-

I imites (resp, les lax-limites) globales structurées, introduites 
ici, peuvent être considérées comme un stade "technique" (que 
nous avons donc cru bon de ne pas occulter) préparatoire à 
l'introduction (plus délicate, formellement) des lax-co-1imites 
(resp, des lax-limites) ponctuelles structurées: ceci apparaitra 
encore plus clairement au §7, i, e. lorsqu'il s'agira de calculer 
ces lax-co-1imites (resp. ces lax-limites). Néanmoins, les lax-
co-1 imites (resp, les lax-limites) globales structurées ne sont 
pas sans intérêt ,.,3 

ENote 13, Nous laissons au lecteur le soin de définir les lax-co-
limites "contravariantes" globales (resp, ponctuelles) 
structurées et les lax-limites "contravariantes" globales (resp, 
ponctuelles) structurées, Ceci suppose que l'on sache 
naturellement associer (au moins d'une façon) à tout modèle 
M;E 4 Ens , un (autre) modèle M ^ ^ Î E 4 Ens réputé "dual" de 
M , Le lecteur sera tout à fait convaincu de la possibilité d'en 
parler syntaxiquement (i, e, uniquement en termes d'esquisses) 
après avoir consulté (D,S,A,E,).3 

ENote 14, Pour être tout à fait précis, il faudrait montrer que 
la catégorie SK , des esquisses au sens de (S.M.A.S.), est bien 
équivalente à la catégorie des modèles d'une esquisse projective 
(au sens utilisé ici) E.* (qu'il n'est pas difficile de 
construire) de sorte que: 

( H j E g r p h o 4 E m k , K ; E g r p h o 4 E c » t , S l , M ) 

est une pré-configuration (si H et K sont les homomorphismes 
injections canoniques et M est la structure monoïdale, 
symétrique fermée, usuelle sur Mod(Emk) * SK , 
II est alors facile de vérifier que cette pré-configuration est 
totale. Enfin, il est facile de vérifier que: 
- cette pré-configuration est connexe si les seuls diagrammes 
admissibles sont toujours connexes (ce que l'on peut supposer, 
pour simplifier, et qui n'est pas une bien grande limitation, du 
moins lorsque les modèles sont destinés à transformer les 
diagrammes admissibles en diagrammes commutatifs!), 
- dans le cas contraire, cette pré-configuration est cependant 
localement connexe (et l'on peut alors se placer dans le cadre un 
peu plus général signalé à la note 11). 
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Ceci précisé, on constatera que les vérifications, de routine, 
que nous laissons au lecteur révèlent tout le rôle joué (y 
compris en (S,M,A,S,), mais de manière assez occulte) par le 
modèle canonique: 

Y E - Î E 4 (T,T' )-Esq^ 
( OÙ E = E < -r, -r • > — •»€* , 3 

ENote 15, Nous laissons au lecteur le soin, tout en conservant la 
catégorie sous-jacente (T,T*)-Esq , de changer la structure 
monoïdale symétrique fermée: par exemple de prendre celle 
correspondant au produit tensoriel $*>* (voir la Note 3, §1), Il 
constatera, alors, que nombre de "constructions d'esquisses" 
figurant en (D.S.D.M,) s'interprètent comme des lax-co-1imites 
ponctuelles structurées, pour cet enrichissement "inusuel", 
Nous lui laissons, enfin, le soin d'étudier tant les lax-limites 
ponctuelles structurées que les lax-co-1imites et les lax-limites 
globales structurées dans ces différents autres cas.3 

7, CALCUL DES LAX-CQ-LIMITES STRUCTUREES DANS LES CATEGORIES A 
ENRICHISSEMENT ALGEBRIQUE CO-REPRESENTABLES. 

Prouvons que (voir la Note 16 et le groupe de Figures 10): 

Théorème 1, Si (H;E' 4 E,K;E' 4 Ec^,Si,M) est une 
configuration, si A est une M-catégorie co-représentable 
(voir la Note 17) et si sa catégorie sous-jacente A est 
complète et co-complète, alors A possède les lax-co-1 imites 
globales structurées, i, e, est "globalement lax-co-complète", 

Preuve, Soit M:E 4 Ens un modèle et B;iL(M) 4 A un foncteur, 
On dispose de la catégorie d'hypermorphismes HP(M) ainsi que 

du foncteur projection canonique: 
hp(M):HP(M) 4 Supp(E) 

et du foncteur inclusion canonique (où l'ensemble M(Si) est 
identifié à une catégorie discrète): 

j;M(Si) 4 HP(M) . 
On dispose également du foncteur (entre duales de catégories 
discrètes !): 

UM O P:M(SI) O P 4 0fc*M)op , 
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et, par conséquent, on peut construire la lax-limite inductive 
(dans Cat ! ) : 

J(M) 

M(Si)op -* 0WM)~*> 
UM 0* 3 

Nous pouvons donc construire, maintenant, la somme fibrée (dans 
Cat ): 

SF(M) 

HP(M)< 

jop 

M(Si)op 

Comme A est complète, le foncteur B possède un cône 
limite; 

lim(B) » (lim(B)TîLim(B) 4 B(T))T.L.CM> . 
Alors, on dispose des deux foncteurs canoniques: 

cst(Lim(B));M(Si)°p 4 A 
constant sur Lim(B) 

et 
«b(M):0b(M)0* * 0b(M) ClyL(M) — V A 

B 
ainsi que de la transformation naturelle définie par lim(B) : 

Xim(B):cst(Lim(B)) * wWM) ,UM°^:M(SI )«*» 4 A , 
On en déduit donc un unique foncteur: 

k:J(M) 4 A 
tel que; 
- k.oc = Xim(B) , 
En particulier, il vient: 
- pour tout x€M(Si) , on a k(x) = Lim(B) , 
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Comme A est co-représentable, on dispose d'un foncteur de 
co-représentation: 

C:A 4 Mod(E,A°':>)0^ , 
et donc du co-modèle particulier C(Lim(B))(-);E 4 A o p , donc 
du foncteur: 

r:HP(M)°* * supp(E)°* ^ A 
hp(M)°^ C(Lim(B))OF> 

tel que; 
- pour tout xcM(Si) , on a r(Si,x) = Lim(B) , 
Des constructions précédentes on déduit un unique foncteur; 

*;SF(M) 4 A 
tel que: 
- *,h = r et tf.i = k , 
Comme A est co-complète, ^ admet un co-cône co-1imite: 

co-lim(^) = (co-lim(^)v:^(y) 4 Co-Lim(^))y*sR<M> 
Posons : 

- S = Co-Limdf) , 
- pour tout Te0b(M) , ST = co-lim(^)*<i<t><T>>> : B(T) 4 S , 
Naturellement en tout objet E de E , on dispose de 
l'application; 

<T'II«<B>(E):M(E)—* Hom(C(Lim(B))(E),S) 
x l > co-lim(^)*<m<E,:«>> 

et par conséquent de l'application; 
<rii-<B>(E)ïM(E) *. Hom(C(Lim(B))(E),S) * AELim(B) ,S3(E) , 

(T(lim<B)(E) 

Il en résulte une flèche <riimcB>:M 4 AELim(B),S3 de 
M = Mod(E) . 

Il est facile de vérifier que Enm<B> = (s,<riim<B>) est une 
M-structuration, lim(B)-admissible, de base B , de la co-famille 
s . I l lui correspond donc (en vertu de la proposition 9, §6) une 
M-structuration l , de base B , de s ; il est alors facile de 
vérifier qu'il s'agit bien d'une lax-co-limite M-structurée 
globale de B , Fin de la preuve, 

De même, prouvons que (voir la Note 16 et le Groupe de 
Figures 10): 

Théorème2, Si (H:E' 4E,K;E' 4Ec-*,Si,M) est une 
configuration, si A est une M-catégorie co-représentable 
(voir la Note 17) et si sa catégorie sous-jacente A est 
complète et co-complète, alors A possède les lax-co-1 imites 
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ponctuelles structurées, i, e, est "ponctuellement lax-co-
complète", 

Preuve, Les hypothèses permettent d'appliquer le théorème 1 qui 
précède, Par conséquent, naturellement en tout objet E de E 
et en toute flèche x:Y«=:(E) 4 M (i, e, en tout élément de 
M(E) ), le foncteur extrait B(E,x) admet une lax-co-limite 
globale Lax-Co-Lima(B(E,x)) , Alors, il est facile de vérifier 
que la co-1imite (usuelle et qui existe par hypothèse) 
Co-Lim( (Lax-Co-Lima(B(E, x) )E*E=: , X«M<E> ) "est" la lax-co-1 imite 
M-structurée ponctuelle recherchée (voir la Note 18), Fin de la 
preuve, 

On déduit du théorème 2 que (voir la Note 17): 

Corollaire A, Si (H;E' 4E,K;E' 4 Ec.t,Si ,M) est une 
configuration, si A est une M-catégorie co-représentable, M-
complète et M-co-complète (et donc, en particulier, M-
tensorisée - en vertu de la proposition S, §4), si M;E 4 Ens 
est un modèle et si A est un objet de A , alors MOA est la 
lax-co-limite ft-structurée ponctuelle du foncteur: 

BM,A;L(M) 4 A 

constant sur A , 
En particulier, si M,M';E 4 Ens sont deux modèles, alors MSM' 
est la lax-co-limite f\-structurée ponctuelle (dans la M-
catégorie co-représentable, M-complète et M-co-complète 
A = M ) du foncteur: 

BM.M-:L(M) 4 M = Mod(E) 
constant sur M' , 

Preuve, Le théorème 2 s'applique, puisque A est co-
représentable et la catégorie A est (au moins) complète et co-
complète, Si C est un foncteur de co-représentation, le mode de 
calcul des lax-co-1imites structurées ponctuelles, fourni par la 
preuve du théorème 2 (et la preuve du théorème 1), montre qu'on 
a: 

Lax-Co-Linu» BM,A = Co-LimE«c=:.xcM<E> C(A)(E) 
la pré-configuration 
étant connexe 

= Co-LimE«E-.x«M<E> YE-(E)OA 

par définition du 
foncteur de co-représentation 
et du tenseur 
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* (CO-LimE«E-.x-rM<E> YE-(E))OA 

puisque A est 
M-tensorisée et 
qu'alors 0 bi-commute 
aux co-limites 

= MOA 
puisque Yes:01* est dense. 

En particulier, il est facile de voir que la M-catégorie M 
est M-complète et M-co-complète (puisque la catégorie sous-
jacente M = Mod(E) est - d'après le théorème de complétude 
projective - complète et co-complète), De plus, elle est co-
représentable puisque l'on obtient bien (voir le §1) un foncteur 
de co-représentation C en posant, naturellement en tout objet 
E de E et en tout objet M':E 4 Ens ; 

C(M')(E) = YE-(E)«M' , 
La première partie de l'énoncé s'applique donc, La deuxième s'en 
déduit puisque, pour tous modèles M,M':E 4 Ens , on voit 
facilement que MOM' = M W , Fin de la preuve, 

En particulier, on a aussi: 

Corollaire 5, Si (H:E' 4E,K;E' -»Ec.t,Si,M) est une 
configuration, si (l'unité du produit tensoriel de M ) 
I = Y E ( S O est objet final dans la catégorie M , alors, 
naturellement en tout modèle M;E 4 Ens et en tout foncteur 
B;L(M) 4 M , on dispose d'une flèche canonique de "fibration" 
(dans la M-catégorie, ponctuellement lax-co-complète, 
A = M ) : 

fib(M,B):(Lax-Co-Lim*> B ) 4 M , 

Preuve, On dispose, évidemment, d'une unique transformation 
naturelle canonique n;B * BM,I , puisque BM,I est constant sur 
I et I est final. 
D'où une flèche: 

Lax-Co-Lim^B) 4 Lax-Co-Limp(B«, ï) , 
Mais on a (d'après le corollaire 4); 

Lax-Co-LiiMBM.i) = MSI * M , 
Fin de la preuve. 

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer les duaux des 
théorèmes 1 et 2, permettant de calculer les lax-limites globales 
et ponctuelles structurées à l'aide de limites et co-limites. 
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Nous lui laissons, aussi, le soin d'énoncer le corollaire dual du 
corollaire 4, exprimant la fermeture dans M comme une lax-
limite ponctuelle structurée particulière. 

Le théorème 2 (resp, son dual), appliqué à la structure 
cartésienne fermée M e t de Cat re-donne le théorème 
classique de calcul des lax-co-1imites (resp, des lax-limites) 
dans une 2-catégorie co-représentable (resp, représentable) 
complète et co-complète (voir la Note 18), 
De même, les corollaires 4 et 5 s'appliquent immédiatement ; 
-si C et C sont deux petites catégories, alors la petite 
catégorie C x C est bien la lax-co-limite ponctuelle 
structurée (i, e, usuelle) du foncteur B<=.c:-:G 4 Cat , 
constant sur C ' , 
-si C est une petite catégorie et si B:C 4 Cat est un 
foncteur, alors la fibration Fib(B) , associée à B , est bien 
la lax-co-limite ponctuelle structurée (i, e, usuelle) de B et 
l'on dispose effectivement du foncteur (canonique) "fibrant": 

fib(C,B);Fib(B) 4 C , 
Le théorème 2 (resp, son dual), appliqué à la structure 

cartésienne fermée Mgrphcmp de Grphcmp donne un mode de 
calcul des lax-co-1imites (resp, des lax-limites) dans une 
Moi-pncmp-catégorie co-représentable (resp, représentable), 
complète et co-complète, évidemment très proche du cas des 2-
catégories. 

Les corollaires 4 et 5 s'appliquent, également, immédiatement, En 
particulier, notons que, si G est un petit graphe compositif, 
si B;<3 4 Ens est un foncteur et si j;Ens 4 Grphcmp est le 
foncteur injection canonique (identifiant tout ensemble à un 
graphe compositif discret), alors le graphe compositif des 
hypermorphismes HP(B) du foncteur B est la lax-co-limite 
ponctuelle du foncteur j.B;<5 4 Grphcmp et l'on a; 

hp(B) = fib(G,j,B) : Hp(B) 4 <3 , 
Le théorème 2, appliqué à la structure monoïdale, symétrique et 

fermée Mc-r.-r->-E»C sur la catégorie (T,T')-Esq , associée au 
produit tensoriel usuel 3 , montre que les lax-co-1imites 
ponctuelles structurées dans (T,T')-Esq , i, e, les lax-co-
limites admissibles de (S.M.A.S,), se calculent à l'aide de 
limites et co-limites usuelles (voir la Note 19) et ce d'une 
manière également assez proche du cas des 2-catégories (ce que la 
pratique suggérait fortement, a priori), 
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Le corollaire 4 s'applique immédiatement, Par contre, le 
corollaire 5 ne s'applique pas, puisque l'esquisse 1 = 1 n'est 
pas (malgré la notation) objet final dans (T,T')-Esq , 

ENote 16, On peut considérer le théorème 1 comme préparant au 
théorème 2: la brève preuve du théorème 2 faisant essentiellement 
appel aux conclusions du théorème 1, 
Bien entendu, on aurait pu se dispenser de même énoncer et 
démontrer ce théorème 1 ; dans la preuve du théorème 2, la lax-co-
limite ponctuelle structurée recherchée est présentée comme co-
limite (usuelle) de lax-co-1imites globales structurées qui sont 
(d'après le théorème 1) autant d'autres co-limites (usuelles), 
Ainsi, la lax-co-limite ponctuelle structurée recherchée est une 
certaine co-limite (usuelle) de co-limites (usuelles)! On peut 
donc aussi la présenter (en une seule fois) comme une (seule) co-
limite totale (éliminant ainsi le recours à des lax-co-1imites 
globales structurées intermédiaires): nous laissons ce soin au 
lecteur,3 

ENote 17, Comme on le voit facilement en regardant les preuves 
des théorèmes 1 et 2, il n'est pas indispensable de supposer 
(comme nous l'avons fait, par simple souci d'homogénéité dans la 
présentation, notamment avec le §5) que A est co-
représentable: l'hypothèse que A est une M-catégorie 
seulement faiblement co-représentable (voir les Notes 7 et 8, §4) 
suffit, bien entendu, 
De même, dans le corollaire 5, il suffirait de supposer que A 

est faiblement co-représentable, complète et co-complète pour 
pouvoir affirmer qu'un tenseur faible MGrA est toujours une 
lax-co-limite ponctuelle structurée,3 

ENote 18, La preuve du théorème 2 est une re-transcription de la 
preuve classique du théorème de calcul des lax-co-1imites dans 
une 2-catégorie co-représentable, complète et co-complète. C'est 
d'ailleurs l'évidence de cette possibilité de re-transcription 
dans un cadre plus général qui est à l'origine de la définition 
même des lax-co-1imites (globales ou) ponctuelles structurées,3 

ENote 19, Si la catégorie des (T,T')-esquisses est, avec 
pertinence, considérée en (S.M.A.S,) comme permettant des 
constructions qui expriment la logique des types algébriques 
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(quoique le qualificatif "algébrique" puisse être critiqué), il 
nous semble bon de préciser davantage, 
Les lax-co-1imites admissibles de (S,M,A,S,) sont considérées 

comme modélisant convenablement la notion de "types dépendants", 
Or ce sont des lax-co-1imites ponctuelles structurées dans une 
M<T,T'>-.«o-catégorie, co-represéntable, complète et co-
complète: ce sont donc des co-limites (de limites) particulières. 
Il ne nous semble donc pas plus particulier (dans un premier 
temps) de dire que ce sont seulement les limites et co-limites 
(usuelles) quelconques qui "construisent" des types 
dépendants ,,, de ceux dont ils sont limites et/ou co-limites, 
puis d'ajouter que c'est très précisément la forme des 
indexations retenues pour ces limites et/ou co-limites qui 
précise le "genre de dépendance". 
Ainsi, par exemple, les lax-co-1imites ponctuelles structurées, 
i, e, les lax-co-1imites admissibles de (S.M.A.S,), sont des co-
limites (usuelles) dont l'indexation est d'une forme bien 
particulière (précisée par les preuves des théorèmes 1 et 2 et 
compte tenu de la Note 16), Autrement dit, leur intérêt ne vient 
pas du fait qu'elles seraient de nouveaux (par rapport aux co-
limites) constructeurs de types, mais au contraire qu'elles 
permettent de décrire rapidement et systématiquement, certaines 
formes particulières de constructeurs existant antérieurement, 
Par contre, la déclaration (que SCRATCHPAD, par exemple, permet) 
du type "A-module" (dépendant d'un modèle variable 
A:E*nn 4 Ens de l'esquisse E»nn d'anneau unitaire et 
commutatif) n'est pas naturellement représentée, dans (T,T')-Esq 
(avec des T et T' convenables), par une lax-co-limite 
ponctuelle structurée mais bien, directement et naturellement, 
par une co-limite (usuelle) dont la forme de l'indexation est 
complètement conditionnée par A , Ainsi (plus généralement), 
supposons que: 

- E est une (T,T')-esquisse fixée, 
- F;Supp(E) 4 ((T,T* )-Esq)°fD est un foncteur fixé. 
Alors, à tout modèle A;E 4 Ens on peut associer: 
- son graphe compositif d'hypermorphismes HP(A) , 
- le foncteur de projection hp(A);HP(A) 4 Supp(E) , 
- la co-limite (usuelle) E A du foncteur 

HP(A)°^ ^ Supp(E)op >(T,T')-Esq 
hp(A)°** F0*5 

dont il est facile de vérifier qu'elle est "l'esquisse des 
opérations (dont la nature est précisée par F ) du modèle A 



LAX—CO-LIMITES STRUCTUREES 

sur "des structures de certains types" (dont la nature est 
également précisée par F ), 
On construit donc un type E A "dépendant" d'un autre type E 
et "paramétré" par ses modèles (nous laissons au lecteur le soin 
de préciser F:Supp(Emr»n) 4 ((T,T' )-Esq)°,D pour retrouver le 
cas des modules), 
Dans un deuxième temps, il convient évidemment de dire que des 

solutions de problèmes universels et/ou co-universels quelconques 
construisent des types dépendants (d'un certain genre). De tels 
nouveaux constructeurs (qui, en général, ne se réduisent ni à des 
co-limites et/ou limites ni, a fortiori, à des lax-co-1imites 
et/ou lax-limites) peuvent être modelises à l'aide des structures 
de "sémantique catégorique d'un système de trames (d'un certain 
genre)" (voir, par exemple, (S.C.S.T.) et (S.C.D.T,)).3 
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GROUPE DE FIGURES 1 . 

FIGURE 1 ,1 , (Représentation d'un graphe compositif G , ) 

G1 
2 

6 i — > Q2 GS ^ G ' 3 

O 
id(G') ^ Q1 

g 
h" 

G% > G": 

6"2 

graphe orienté sous-jacent 

h'.h = h" 

table des composés (non triviaux) 

[Légende; 
- G est un objet de <3 , 
- id(G') est la flèche identité en l'objet G' de Gl (mais 
le plus souvent, de telles flèches identités ne seront pas 
représentées), 
- (g",g') est un coupe de flèches consécutives mais non 
composables dans <3 , 
- (h1,h) est un couple de flèches consécutives et composables 
(de composé h" ) dans <3 , 
- on regroupe les composés des couples de flèches composables 
dans une table qui suit la représentation graphique du graphe 
orienté sous-jacent au graphe compositif considéré,3 

CL 61 



FIGURE 1,2, (Représentation d'une esquisse E .) 

( T - r" ) ( T — ^ u ' ) 

B B1 

A 
^ \ ^ N B ( t ) ^ X < ^ / ¾ 

q-i- q v 

^ ^ < v y ^ B » Yt* ) <<XVS^ 

support de E 

CLégende: 
- X est un graphe compositif, dont t est une flèche 
"générale", 
- X ' est un graphe compositif, dont t1 est une flèche 
"générale" 
- p est un cône distingué, de sommet P , de base B , 
d'indexation T (qui, le plus souvent, ne sera même pas 
représentée), 
- q est un co-cône distingué, de sommet Q , de base B1 

d1 indexation X 1 (qui, le plus souvent, ne sera même pas 
représentée),3 
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GROUPE DE FIGURES 2 . 

FIGURE 2 , 1 , (Esquisse des ensembles,) 

[Légende: 
- le graphe compositif sous-jacent est discret, 
- il n'y a ni cône, ni co-cône, distingué,3 

FIGURE 2,2, (Esquisse E gr Pho des graphes orientés,) 

c,i = id(Si) = d,i 

[Légende: 
- Si est l'objet des objets, 
- Sz est 1'objet des flèches, 
- d est 1'opération domaine, 
- c est 1'opération co-domaine, 
- i est 1'opération sélection des identités, 
- il n'y a ni cône, ni co-cône, distingué,3 



FIGURE 2 ,3 , (Esquisse .grphcmp des graphes compositifs,) 

c,i = id(Si) = d,i 
i.d = d' i,c = c' 
d.pi = po = c,pz 

j.j1! = jl j,j'2 = J2 

Pi , ji = id(S:z) Pz, jl a d' 

pi.jz = c' P2.J2 = id(Ss) 

k.ji = id(Sz) = k.jz 

[Légende; 
- Sa est l'objet des couples de flèches consécutives, 
-S'a est l'objet des couples de flèches consécutives qui sont, 
de plus, composables, 
-k est l'opération composition (des couples de flèches 
composables), 
- la dernière égalité exprime la neutralité des identités,3 



FIGURE 2,4. (Esquisse E£c.t. des catégories,) 

c. i = id(Si ) = d , i 
i .d = d' i.c = c' 
d.pi = po - C,P2 

pi , j i = id(Ss) pa.ji = d' 

p i . ja = c' pz.jz = id(Sz) 

k. j i = id(Sa) = k.jz 

pi,ki = k S = k . p ' i p^.ki = p"z = pz.p'a 

pi,kz = p"i = pi .p ' i P2,k2 = k'a = k.p'a 

k.ki = k' = k.ka 

s-\ 

V\\ \Si \ V 

id(Sa) id(S3) pi / i \ p2 

* N po X S*\ /\Sa id(Ss) \ / S a \ M /SaN p'oSSs 

d X ^ , / c \] id( S ^ O VJ/
N / i d ( Sa )\ ) (. p K j , V f i 

\ \ \ \ > S a * \ \ \ \ 

[Légende; 
- la dernière égalité exprime 1'associâtivite de la composition,] 



FIGURE 2 , 5 , (Esquisse EEc-r.-r->-.-o des ( T , T * ) -esquisses, ) 

. g r p h c m p 

, V > 

i , PT = P i d ( T ) C . p t . = P c o d o m C t ) d , P^ = PdomCtr> 

P i , p < v , u ) = Pv P 2 , p < v f u > = put 

j . p ' c a c y ï = P c z . y ) k , P ' < ae . y > = P z . y 

i . q - r ' = Q i d ( T ' ) c . q t , * = q c o d o m c t " ) d . q t . * = qc*om<t,«> 

p i t q c v * , u ' > = qv» p 2 , q < v • #ui* > = q^» 

j . q ' c a c ' . y » } = q < 3 c ' # y * ? k , q ' < se • , y • > 3 q*: • . y • 



[Légende; 
- T (resp, T' ) est un graphe compositif variable appartenant 
à T (resp, T' ); 

- on désigne par T~ (resp. T'* ) le graphe compositif obtenu 
en adjoignant à T un élément initial (resp, final), si bien 
que T - (resp, X'* ) est le "cône type" (resp, le Bco-cÔneM 

type) d'indexation X (resp, X' ), 
- T (resp, T' ) est un objet variable de X~ (resp, de 
T - ), 
- t (resp, t1 ) est une flèche variable de T " (resp, de 
T'- ), 
- (v,u) (resp, (v',u') ) est un couple variable de flèches 
consécutives de X"" (resp, de X"* )f 

- (y,z) (resp, (y',z') ) est un couple variable de flèches 
consécutives et composables de X~ (resp, de X'"1" ), 
- X~ (resp, X'"1, ) s'identifie à un modèle de l'esquisse de 
graphe compositif (encore noté); 

T ' j E g r p h c m p -* EnS 

( resp, 

T' + :Egrphcmp 4 EnS ) , 

et, par conséquent, il lui est associé un graphe compositif 
d'hypermorphismes HP(X~) (resp. HP(X'*) )f 

- le premier (resp, le deuxième) cône distingué est précisément 
d'indexation HP(X~) (resp, HP(X,HH) ) et de base le foncteur: 

H P ( X ~ ) > Supp(EE0i*,^cmp)-> Supp(EEc<ï-.-r' >-—c) 

hp(X-) 

(resp, 

H P ( X ' - ) >> S U p p ( E g r p h c m p ) - > S U p p ( E <-r . - r • ) - e m q ) ) , 

h p ( X ' ^ ) 
- C-r- ( resp, C ' T - ) est l'objet de tous les cônes ( resp, de 
tous les co-cônes) d'indexation X ( resp , X ' ) , 
- D T ( resp, D ' T T » ) est l ' o b j e t des - seuls - cônes ( resp, des 
- seuls - co-cônes) distingués d'indexation X ( resp, X ' ) ,3 



GROUPE DE FIGURES 3 . 

FIGURE 3 , 1 , (Produit tensoriel de deux esquisses,) 

E 

(E , - ) 

fr' g> 

FIGURE 3,2, (Graphe compositif d'hypermorphismes,) 

HP(M) 

Ens 

<E,x) -XE'.x') 
<(Efx),e,(E\x'>) 

hp(M) 

C -> E" 3 



FIGURE 3,3, (L'esquisse MIE , ) 

Ml (E,x) -y (E' ,x ' ) 
C(E ) x ) I e , (E , , x ' ) ) ® ^ 

hp(M) 

C E' ÎÈE_J 

FIGURE 3.4. (L'esquisse E I M . ) 

( E-r^E' §>^) 

M 

Ens 

E I M 



GROUPE DE FIGURES 4 . 

FIGURE 4.1 , (Le modèle évaluation,) 

Mod(E) 

Ens M(E). -»M(E') 
M(e) 

FIGURE 4,2, (Complétude projective,) 

Mod(E) 

Ens M(e) 
M(E) ?> MCE' ) 

x \= / x' 
1 



GROUPE DE FIGURES 5 . 

FIGURE 5,1 , (Structure multiplicative bi-fermée des catégories 
essent i e11ement a1gébr i ques.) 

E S E 

Mod(E) 

CI3M' 

r^\ 

CIIM'CE') 

D(E,E') 

Ç C-3M*(E), ^ 

C-]M« 
t M , M ' 3 

M' 

M 



GROUPE DE FIGURES 6 . 

FIGURE 6 , 1 , (Le modèle canonique de Yoneda pour E L . ™ » , ) 

Ens 

CD 
1 = Y E : ( S I ) 

[Légende; 
- on a posé E = . «tnm , J 

FIGURE 6 ,2 , (Le modèle canonique de Yoneda pour Egrpho , ) 

Grpho 

ŒJ 
1 = Y*=:(Si) 

C=D 
= Y E ( S 2 ) 

[Légende; 
— on a posé E = E 01-131-10 , 
- on n'a représenté que les valeurs sur les objets, les valeurs 

sur les flèches s1interprétant graphiquement, alors, facilement,] 



FIGURE 6 . 3 , (Le modèle canonique de Yoneda pour E 0 r P h c m P . ] 

Grphcmp 

3 ' = Y E ( S ' 3 ) 

1 

0 ^ 2 / \ 

GZ3 C°—»0 
/ \ 

1 = Y E - ( S I ) 2 = Ye:(S2) 3 = Y E ( S 3 ) 

[Légende; 
— On a pOSé E = Egrphcmp , 
- on n'a représenté (presque) que les valeurs sur les objets, les 
valeurs sur les flèches s1interprétant graphiquement, alors, 
facilement,] 

FIGURE 6,4, (Le modèle canonique de Yoneda pour Ec«* ,) 

Cat 

K \ / 1 T * 2 

CZ3 (°—»0 v ° — v V0-23 

Y E ( S i ) Y f - (S*) Y^ (Sa) Y E ( S 4 ) 

[Légende; 
- on a posé E = E c « * , 
- on n'a représenté que les valeurs sur les objets, les valeurs 
sur les flèches s'interprétant graphiquement, alors, facilement,] 



FIGURE 6,5, (Le modèle canonique de Yoneda pour E«-r.-r- >-..«, ,) 

(T.T^-Esq 

O»7") (o—»1 ) 
1 = YBS^ST) 2 = YE(S2) 

T " • Ye(C-r) 

(X-) = Y E ( D T ) 

3 ' = Ye:(S,3) 

0 >2 

0 2 

3 = YE(S3) 

(X1*) = YeCD'-rO 

X 1- = Y E ( C ' T ' ) 

[Légende; 
- on a posé E = EgrPho , 
- on n'a représenté (presque) que les valeurs sur les objets, les 
valeurs sur les flèches s1interprétant graphiquement, alors, 
facilement, 
- T varie dans T , 
- T' varie dans T' .] 



GROUPE DE FIGURES 7 . 

FIGURE 7 , 1 . (Co-représentabilité.) 

Y E : ( - ) O A - C(A)(-> 

E 
n 

C(A)(E) 

Ù x r 

- * A' 

Mod(E) 

CY»(E)Q 

-> CA,A'3 

FIGURE 7.2, (Caractérisation de la co-représentabilité,) 

Mod(A) 

Y^O(Y^:(-)OA) 

L^J 
D(-,-)OA 

\ 
\ 

Y E ( - ) D(- , - ) \ Mod(EV 

Y e ( - ) 

czz> 

r*\ Y«=:(-)OA 

• A 

Cl_ 7 8 



GROUPE DE FIGURES 8 . 

FIGURE 8 , 1 . (Co-représentabilité des catégories essentiellement 
algébriques,) 

E 3 E ' 

Mod(E) 



FIGURE 8,2, (Enrichissement sous-jacent,) 

Mod(E") 

Mod(E) 

Mod(H) 

<kr 

-«r 

A* 

H 



GROUPE DE FIGURES S, 

FIGURE 9.1. (M-structuration p-admissible,) 

L(M) 
B 

B(T) => B(T') 
B(t) 

ACP,S3 

<Tr> 

Mod(E) 

[Légende; le ? signifie que le triangle ne commute pas 
nécessairement ou, mieux, qu'il est "muni d'une structure de type 
E " (par exemple "qu'il y a une 2-f lèche", si E = Ec.t ,3 



FIGURE 9,2, (M-structuration q-admissible ayant pour base 
d'extraction B ,) 

L(M) 

L(x) 

L(Ye<E)) 

r~\ 

YE=(E) 

W 

AEQ(E,x),S3 

<3<E.:*> 
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GROUPE DE FIGURES 10. 

FIGURE 10,1, (Calcul des lax-co-1imites structurées globales,) 

Co-Lim(y) = Lax-Co-Lim(B) 

C(l_im(B))(-) 



FIGURE 10,2, (Calcul des lax-co-1imites structurées ponctuelles,) 

Co-Lim<E,>=:>«... (Co-Lim(f(E,x)) 

B(-) « 
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