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SUR QUELQUES PROBLEMES DE PLONGEMENT EN ALGEBRE:

I11. EXITENSIONS DE KAN ET PROLONGEMENTS DE FONCTEURS
A
DES GRAPHES NULTIPLICATIFS

C. Henry

1. Introduction.

En (C.S.D.P.) est énoncée une condition nécessaire et
suffisante (1. e. ne portant que sur le foncteur K:C+C' entre
deux catégories petites) assurant que 1'extension de Kan
(inductive), le long de K, de tout foncteur F:C-oEns, est un
prolongement de F.

En pratique, une catégorie pouvant étre présentée par un
systéme de générateurs et relations (qui s'organisent en ce que
1l'on appelle un graphe multiplicatif (voir (C.A.S.T.)), on peut
souhaiter disposer d'une condition nécessaire et suffisante,
analogue, mais ne portant que sur une restriction H:S9S8' de K a
des systemes générateurs S et S' de C et C'. C'est le but de ce
travail que d'établir, de ce point de vue, une telle condition
nécessaire et suffisante.

2. Généralités.

On dit que 8 = (Ob(8),F1(8),S#S,dom, codom, 1,k) est un graphe
multiplicatif si, et seulement si:
~ 0b(8S) est une classe (dite des objets de S);
- F1(8) est une classe (dite des fléches de 8);
- dom: Fl(8)+0b(8) est une application <(dite sélection des
domalnes des fléches);
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- codom: F1(8)40b(S) est une application (dite sélection des
codomaines des fléches);

- 1: Ob(8)+F1(8) est une application <(dite sélection des
identités); pour tout objet S, on note alors i(s)=Ids, s'il n'y a
pas de risque de confusion sur §;

- S#SCF1(8)XF1(8) est une classe de couples (g, g')eF1(8)xF1(S)
tels que codom g'=dom g;

- k: S#53F1(8) est une application <(dite de composition des
fleéches);

- dom-i=Idow.s,=codom-1i;

- pour toute fléche s:54S', (s,Id=)eS#S et (Ids:,s)eSHS;

- pour tout couple (g,g’')eS#S, on a dom-k(g,g’')=dom g';

- pour tout couple (g,g')eS%S, on a codom-k(g,g’')=codom g.

Une catégorie est donc un graphe multiplicatif S tel que:

- S#8 est la classe de tous les couples (g,g')eFl1(S)xF1(8) tels
que codom g'=dom g;

- k est associative.

On dit qu’un graphe multiplicatif S est petit si, et
seulement si, Ob(8) et F1(S) sont des ensembles.
Plus précisément, si a est un ordinal régulier, on dit qu'un
graphe multiplicatif S est a-petit si, et seulement si, 0b(8) et
F1(8) sont des ensembles de cardinal strictement inférieur a «a.

Si 8§ et 8’ sont deux graphes multiplicatifs, on dit que
H=(Ob(H),F1(H)): S48’ est un foncteur si, et seulement si:
- Ob(H): Ob(8)+0b(S’') est une application;
- F1(H):F1(8)2F1(8') est une application;
- 1'-0b(H)=F1(H)-1;
- dom' -F1 (H)>=0b (H) -dom;
- codom’ -F1 (H)=0b (H) -codom;
- F1(H)xF1(H) admet une restriction H*H: S#S+S’'s$S’;
- F1(H)-k=k'-H#*H.

Soient 8 un graphe multiplicatif, C une catégorie, F:S4C et
G:8+C deux foncteurs. On dit que n=(n=:F(8)4G(8))sconcs>:FIG est
une transformation naturelle si, et seulement si:

- pour toute fleéche s:S4S8' de C, le diagramme de C suivant est
commutatif:



F(s)

F(8)-—mmmmm e >F(S")
s l [ s
G(S)—~————— e >G(S")

G(s)

Si S est un graphe multiplicatif et si C est une catégorie, nous
notons C*® la catégorie telle que:

- ses objets sont les foncteurs F:S4C;

- ses fleches sont les transformations naturelles entre ces
foncteurs.

Ainsi, si H:848' est un foncteur et si C est une catégorie, nous
en déduisons le foncteur

CH:C8' ~——————— >Cs
(F':8'34C) |—=—===——~ > (F'-H:8:0)
(n':F'a3G') |-~ > (=N’ Hcsr)sconcsy: F «H3G' -H) .,

Soit 8 un graphe multiplicatif, on appelle chemin propre de

8 de longueur n>1, tout n-uplet C=(cn,...,c1) de fléches de S tel
que:
- dom ci+y = codom ci, pour tout 1¢i<m;

- cy#ldgon oy pour tout 1¢i¢n .

Les chemins propres de longueur 1 sont les fléches de S.
C1 Cn

Si C=(cn,...,cl), on note C:dom cl———>dom 02..d0m cn—-->codom Cn

ou encore C:dom ci-+->codom Cn.

On note Ch(S) la catégorie des chemins propres de S, c'est-a-dire
la catégorie telle que:

- ses objets sont ceux de S;

- ses fléches sont les chemins propres de S (la composition des
fleches, notée ¥, se faisant par "concaténation”, étant entendu
que, pour tout chemin propre C:S-+->S', on pose C#lds=Ids.¥C=C).

Soit S8 un graphe multiplicatif. Deux fléches C=(cwn,..., c1)
et C'=(c'n,..., ¢c'1) de Ch(S) sont dites élémentairement
connectées et l'on note C=>C' si, et seulement si, 1l'une des
conditions suivantes est vérifiée:



-C=20,;
- m = ntl et il existe un entier 1¢io<n tel que:
+ pour tout 1¢i<i,, on a ¢y = ¢j ;

+ pour tout 1,<i¢n on a cy = ciyq
+ c; = cf . ¢} dans S.
iy - Cigtl i,

Alors, deux chemins C et C' sont dits connectés, et 1'on note
C=C', si, et seulement si, 11 existe une famille finie Ci,...,Cn
de chemins propres de S tels que:

C <=2 Cy 2> Cz <=...2) Ch-1 = Ch 2> C’,

Clairement, la relation = est la relation d'équivalence, sur
Ch(S), engendrée par 1la relation =>; elle est évidemment
compatible avec la composition des fleches dans Ch(S): aussi
existe-t-11 une catégorie quotient strict (voir <(C.A.S.T.))
L(8)=Ch(8)/~. Alors on note 1(8):S4L(S) le foncteur "passage au
quotient”.

Remarquons que, si  adx, est un ordinal régulier, si le graphe

multiplicatif S est a-petit, alors la catégorie L(8) est encore
a-petite.

Nous avons:

Proposition 1. Si S est un graphe multiplicatif et si C est une
catégorle, alors le foncteur:

CI(.S>:CL.(S)_.)CS
est un Isomorphisme de catégories.
(C'est aussi dire que L(S) est la catégorie librement engendrée
par S, ou encore qu'un graphe multiplicatif est un systeme de
générateurs et relations pour une catégorie.)

S'il n'y a pas d’ambiguité sur S etC, nous poserons:

(Cres2)=1 (=)=(-).
Evidemment, si H: S8 est un foncteur entre graphes
multiplicatifs, on en déduit un foncteur:

LH)=1(8")-H: (L(8)=Ch(8)/=) + (L(S')=Ch(8)/=),

Autrement dit L(H) est le foncteur librement engendré par H.



3. Extensions de Kan entre graphes multiplicatifs.

Soient H:S+S' un foncteur entre graphes multiplicatifs et C
une catégorie.
On dit que le foncteur F':S'4C est extension de Kan inductive du
foncteur F:S+C , le long de H , si, et seulement si F' est
1'extension de Kan (inductive) de F, le long de L(H) <(au sens de
(C.F.V.M. ).

Proposition 2 (condition suffisante d'existence d’'extensions de
Kan). S1I adx, est un ordinal régulier, si H:8+8' est un foncteur

entre graphes multiplicatifs a-petits, si C est une catégorie a
limites inductives o-petites, alors tout foncteur F:S8-+C posséde
une extension de Kan, le long de H

Preuve. On sait que cela est vrai si 8 et §' sont des catégories
a-petites; donc, d'aprés la définition précédente d'une extension
de Kan, pour que tout foncteur F:S8+C posséde une extension de
Kan, le long de H, 11 suffit que S et S' solent a-petits (car
alors L(S) et L(8') sont a-petites). Fin de la preuve.

4. Extensions de Kan et prolongements de foncteurs.

Supposons que U:E-E’ soit un foncteur entre catégories et
qu'il admet un adjoint & gauche V:E'-SE, nous notons alors
u:Ide-sU-V 1'unité de la monade sur E associée. On dira que U est
a4 plongements si, et seulement si:

- pour tout objet E de E, la fléche ue:E+U-V(E) de E est un
monomor phisme.

Pour exprimer des conditions nécessaires et suffisantes
assurant qu’un foncteur U est a plongements, nous aurons besoin
des définitions qui suilvent.

Pour tout entier n20, on note z. la catégorie représentée par:

1{-———- 2-——-->3 Vs e 2n—1 {————= 2n————= >2n+1-

Si S est un graphe multiplicatif, un foncteur Z:z.4S est appelé
zig-zag de S et on dit qu'un tel zig-zag est fermé en l1'ocbjet S
de S si, et seulement si, Z(1) = Z(2n+l) = S.

Supposons que K:CoC' est un foncteur entre catégories petites;
alors Ens™:Ens¢’-Ens® admet un adjoint & gauche et nous savons
que (voir(C.S.D.P)):



Proposition 3. Si K:CsC' est un foncteur entre catégories
petites, le foncteur Ens*:Ens® -3Ens® est a plongements si, et
seulement si:

- pour tout objet C de C, pour tout zig-zag Z:z~2C, fermé en

l'objet C de C, s'il existe un diagramme commutatif de C', tel
que ci-dessous:

/' t’ &1
v // .
K@) &

’

alors 11 existe un foncteur N:zw32n, tel que N()=1 et
N(2mt1)=2n+l, et un diagramme commutatif de C tel que ci-dessous:

1{-—-—- 2————- >3 2mt+1{---—- 2m—-—---->2mt1
(=== =—=2 ..., 2N~
C{-———- Canczo=—===DCzncas .

ti=Ides



S1 H:8+8’ est un foncteur entre graphes multiplicatifs, il
est clair que Ens®'-+Ens® est a plongements si, et seulement si,
Eng-*"’:Eng-*®’ °4Ens'-¢®> 1'est; c'est-a-dire si, et seulement si,
la condition nécessaire et suffisante de la proposition 3 est
verifiee, ou C=L(8), C’'=L(8') et K=L(H). Comme L(S)=Ch(S)/= et
L(S')=Ch(8' ¥¥,cela signifie que:

Proposition 4. Si H:S+8' est un foncteur entre graphes
multiplicatifs a-petits, le foncteur Ens":Ens® -Ens® est 4
plongements si, et seulement si:

- pour tout objet S de S, pour tout zig-zag Z:zn+Ch(S) de chemins
propres de 8, fermé en l1'objet S de S, s’'il existe un diagramme
de chemins propres de 8', commutatif & 1'équivalence = prés, tel
que ci-dessous:

1{===m== 2———=- >3 L. 2n-1<{-—--- 2n----- >2n+l
lz
S{==+-=8z~~+-->8= ..... Szn-1{-=+--8zn—-+-->8
lH
H({S){-=+--H(Sz)--+-—->H(S=z)..... H(Szn—1){——+--H(Szn)—~+-->H(S)
/' e
_.:/’6,2\-\
C'1=Idmcs> ~ o G zne1=IdHcss
. \
C’in——'.‘ Vs
[Clzry

HC

alors 11 exlste un foncteur N:zw9zn, tel gque N(1)=1 et
N(2m+1)=2n+l1, et un diagramme commutatif, & 1’'équivalence = prés,
tel que ci-dessous:



C2m+ 1=1dS

A tout zig-zag de chemins propres Z:z.3Ch(S) du graphe
multiplicatif S, représenté par:

Cs Cz Czn—1 Czn
(mmmbmmm —mmp—> L (mmmpmmm mmmpem)
ou Ci = (Ci.pi"" ....... '°i,1> avec pieN* et 1¢i¢2n, on associe

le zig-zag de fléches Z":z.~-9S du graphe multiplicatif S, ou:
- n"':

) 2
1¢i¢2n b

et représenté par:

De méme, & tout diagramme de chemins propres de S, commutatif a
1'équivalence prés =, tel que ci-dessous:



ou C1=(°1,p1"“'°1,1)' on associe le diagramme de fléches de S

et de chemins propres de S, commutatif a 1'équivalence = prés,
tel que ci-dessous:

ou DJ = Cz* °1.p1*"""'* Cl,j+1 * Cl,j , avec 1€J$p1

Alors il est clair que:

Proposition 5. &SI H:S$48' est un foncteur entre graphes
multiplicatifs a-petits, le foncteur Ens":Ens®' -4EnsS est a
plongements si, et seulement si:

= pour tout objet S de 8, pour tout zig-zag Z:z.+Ch(8) de fléches
de 8, fermé en l'objet S de 8, s'il existe un diagramme de
fléches et de chemins propres de S', commutatif a 1'équivalence =
prés, tel que ci-dessous:



1(mmmmmmm S — % S S § 2p--====m >2p+1
lz
O Sz=----- >Sa  cvvi.  Szpey(m——m—- Szp=--—-- >S
JE
H(S) (===~ HSz)———- >H(Sz) . H(Szp-1) (==~ H(ij?) ----- HGS)
.\ z =
- : |
C'a C'zp-1 g

\
a?
N i
O\
N
T
+
1}
e
a.
I
o~
@

C'i=Idncs>

alors 11 existe un foncteur N:zq9z., tel que N(1)=1 et
N(2q+1)=2p+1, et 11 existe un diagramme, commutatif a

l’'équivalence = prés, tel que ci-dessous:




Constatons maintenant que tout diagramme de fléches et de
chemins propres de S tel que ci-dessous (ot s:S:9S2¢FlS et
di:8i-+->82€F1(Ch(8)), pour i = 1,2):

SZ’ < """"""" = S]

L |

Sz-———+--->8z{-—=+-—--8,
d. d=

est commutatif & 1'équivalence = prés (1. e. di % s = dz) si, et
seulement si, il existe une famille (Ci,...,Cn) de chemins
propres de S telle que:

di#s<-—+-=Ci—=4+--3Cz  ..... Cr—1 {=—#==Coy=—+-=>dz,

autrement dit, si, et seulement si, le diagramme de Ch(S) suivant
est commutatif & la connexité élémentaire &> prés:

En conséquence:

Proposition 6. Si H:S+8' est un foncteur entre graphes
multiplicatifs o-petits, le foncteur Ens":Ens® 4Ens® est a
plongements si, et seulement si:

- pour tout objet S de 8, pour tout zig-zag Z:z.9Ch(8), fermé en
I'objet S de 8, s'il existe un diagramme de fléches et de chemins
propres de 8', commutatif & la connexité élémentaire => pres, tel
que cl-dessous:



H{S) {=~=—~ H(Sz)—---~ PHGS=) ...,

alors 11 existe un foncteur N:izgiz,, tel que N(1)=1 et
N(2q+1)=2p+1l , et un diagramme de fléches et de chemins propres
de S, commutatif a la connexité élémentaire => prés, tel que
ci-dessous:

1<¢=mmmm== 2-—mmmm- >3 ... 2q-1<-==--=- 2q--~---- >2q+1
| ¥
I{mmmmmm oo 2 Lol e >2ptl
lz
““““ ’N( pA3 r"“'")S?'N( ) “ e e e SZN(.L:;-—'| )(""""SZNC zq >—-"“>S
/ = 0w
/ -7
I’ \ X"‘l
/ S
Ci=lds  \ Cz /Cza=1 . Czq " Czav1=Ids
.
\'\\ ’ L
- v’ // 3 Ve
o
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