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Sur les produits tensoriels extérieurs
de

structures algébriques.(+)

André SILGA

Certaines catégories Alg(S) de structures algébriques,d'une espé-

ce donnée S , possédent, & l'instar de la catégorie des groupes abéliens,

un "bon" produit tensoriel. Alors, on dispose:

- d'un bifoncteur "produit tensoriel"™ (- B -): Alg(S) x Alg(S) — Alg(s) ,
- d'un bifoncteur "exponentiation" (-)(-) : A1g(S)°p x Alg(S) —> Alg(s) ,
- d'un objet I de Alg(s) ,

de sorte que, naturellement en tous objets A1 ’ A2 et A3 de Alg(s) ,

on a des isomorphismes:
(A1 B A2)

A3 ~ (A

A1 B A2 ~ A2 B A1

IB A1 ~ Al ~ A1 BRI .

De telles catégories peuvent d'ailleurs fort bien posséder plusieurs bons
produits tensoriels de cette sorte: c'est le cas, par exemple, de la caté-
gorie des (petites) catégories! Elles peuvent n'en posséder exactement
qu'un: c'est le cas de la catégorie des groupes abéliens. Enfin, elles peu-
vent n'en posséder aucun: c'est le cas de la catégorie des groupes, ou de
celle des demi-groupes.

Une étude systématique des conditions d'existence et des procédures

de classification des bons produits tensoriels sur de telles catégories

de structures algébriques est entreprise, notamment, en (F.S.C.A.) ,

(+) Ce travail, préparé sous la direction de C. Lair, sera présenté au
premier trimestre 1986 auprés de l'Université Paris 7 pour 1'obtention du
Doctorat de 3éme Cycle de Mathématiques Pures.



(C.C.F.W.) et (P.T.G.M.). Le présent travail compléte ces études anté-
rieures,nous montrons, en effet, que 1l'on peut toujours effectuer 112527
ment un bon produit tensoriel d'une structure algébrique quelconque A ,
d'une espéce arbitraire S , par une autre quelconque structure algébri-
que A' , d'une autre espéce arbitraire S' , obtenant une structure al-
gébrique A B A' , dont 1l'espéce, notée S R S' , est exclusivement dé-
terminée par les seules données de S et S' ; ainsi, ce n'est que lors-
que l'on peut "comparer" S B S' 3 une troisiéme espéce S" , donnée a
priori, que 1l'on peut "contraindre" le produit tensoriel libre A B A'

a devenir une structure algébrique de l'espéce S" voulue,

Pour obtenir et formaliser avec précision ce résultat, il nous a
fallu, d'une part, généraliser la notion de "catégorie munie d'un bon
produit tensoriel"™ (i. e. la notion de catégorie monoidale bi-fermée, au
sens de (C.L.C.A.)) et, d'autre part, utiliser une théorie adéquate des
"espéces de structures algébriques".

Nous généralisons la notion de catégorie monoidale bi-fermée en celle

de systéme tensoriel bi-fermé: un systéme tensoriel (bi-fermé) est une
famille, indexée par une catégorie donnée C , dont on peut dire qu'elle
sert de "guide" , de catégories (zc)C €ec ’ de sorte que, pour tout cou-
ple (c',c) de fléches consécutives de _E_, on dispose d'un produit

tensoriel (- A -): T ,xT —>T k6 .
c'c — ~c —c'.c

Bien entendu, cette notion est assez proche (bien que plus précise, en
raison de la présence de la catégorie guide C ) de celle de bi-catégo-
rie (voir (D.I.S.T.)) que nous aurions pu utiliser. D'ailleurs, il est
assez facile de traduire en termes de bi-catégories ce que nous énongons
en termes de systémes tensoriels (et réciproquement). Cependant, ce tra-
vail ne prétend pas contenir une étude exhaustive des systémes tensoriels
généraux (ce qui pourrait &tre considéré comme faisant double emploi
avec la théorie, désormais classique, des bi-catégories) mais étudier
les sytémes tensoriels (ou les bicatégories) de structures algébriques:
de ce point de vue, la notion de systéme tensoriel nous a semblé mieux
adaptée (au moins dans sa formalisation).

Suivant (E.T.S.A.), on décrit une espéce de structures algébriques i
1'aide d'une esquisse projective: une esquisse projective est un graphe

orienté (qui fixe les sortes de variables - objets du graphe - et les



sortes de lois de composition -~fléches du graphe), muni d'une composi-

tion de certaines fléches consécutives (ce qui en fait un graphe multi-
plicatif, ol les diagrammes commutatifs expriment les équations de dé-

finition des structures algébriques considérées) et ou l'on a distingué
des cdnes projectifs (qui précisent les arités des lois de composition

de 1'espéce de structures étudiéde). Ce procédé catégorique (ou diagram-
matique) de description des espéces de structures algébriques nous a

semblé d'autant plus adéquat que:

2 e

- c'est celui qui est déji utilisé dans les travaux antérieurs (F.S.C.A.),

(C.C.F.W.) et (P.T.G.M.), et ce, avec efficacité,

- il permet suffisamment de constructions entre espéces diverses, notam-
ment celle du produit tensoriel de deux espéces - et ce, assez naturel-

lement .

Nous avons tenu a rédiger un texte aussi "auto-contenu" que possi-
ble, c'est pourquoi nous avons rappelé, au Chapitre I (cependant, assez
briévement) & peu prés toutes les notations systématiques, la terminolo-
gie et les résultats standard tant en "théorie des catégories" qu'en
"théories des esquisses" qui nous sont utiles par la suite.

Le Chapitre II est consacré a la formalisation précise de la notion,
indispensable par la suite, de systéme tensoriel (et de quelques uns de
ses affaiblissements). Dans un premier temps, on pourra penser que les
notations utilisées sont assez lourdes: c'est parce que nous les avons
voulues systématiques, d'un usage automatique et, surtout, révélatrices
des structures considérées. Dans un second temps, le lecteur sera conduit
a2 les simplifier de lui méme (ainsi pourra-t-il supprimer de nombreux in-
dices) en raison méme de la compréhension des structures considérées que
ces notations (au moins) permettent,

Nous avons, de plus, illustré la plupart des notions introduites d'exem-
ples , parfois élémentaires, d'autres fois plus marquants, qui, pensons-
nous, permettent assez bien de fixer les idées.

Comme il n'était pas dans notre intention de procéder a une étude géné-

rale des systémes tensoriels (et des notions dérivées) nous avons veillé



a4 limiter le plus possible ce Chapite II de "généralités" (cependant
indispensables).

Au Chapitre III, nous procédons i une étude assez exhaustive des
sytémes tensoriels particuliers que sont les sytémes tensoriels de struc-
tures algébriques, en 1'illustrant de nombreux exemples. Nous y établis-
sons, surtout, le résultat essentiel que nous avions en vue (et évoqué
plus haut).

Enfin, on trouvera en Appendice une comparaison précise entre les

notions de systémes tensoriels et de bicatégories.



CHAPITRE I : TERMINOLOGIE, NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

1. Graphes orientés.

Si T est un graphe orienté (voir (C.A.S.T.)), on note:
- F1Z 1la classe de ses fléches,

- Ob X 1la classe de ses objets,

s

- dom: F1 £ —> 0Ob £ 1l'application domaine des fléches (qui, a toute

fléche de I , associe son domaine - ou source),

- cod: F1 L —> 0b £ 1l'application co-domaine des fléches (qui, a

toute fléche de I , associe son co-domaine - ou but)

- 1: 0b X —> F1 £ 1l'application sélection des identités (qui, 2a
tout objet S de I , associe la fléche identité en S , notée
i(s) = 1d. ).

S

Alors, on a:
- pour tout objet S de I , dom(i(S)) = cod(i(S)) =S .
On dit qu'un graphe orienté I est BEEEE si, et seulement si:
- F1 X est un ensemble (et Ob I est un ensemble),
De méme, on dit qu'il est fini si, et seulement si:
- F1 X est un ensemble fini.

Nous laissons au lecteur le soin de préciser ce qu'est un homomor-

phisme entre graphes orientés.




2. Graphes multiplicatifs.

On dit que B = (0b B , F1 B, dom, cod, i, k: B¥8 —> F1B)

est un graphe multiplicatif si, et seulement si (voir (C.A.S.T.)):

- (Ob B, F1 B, dom, cod, i) est un graphe orienté (dit sous-jacent
a)

- B*B est une classe (dite des couples de fléches composables de g_)

dont les éléments sont des couples (b',b) de fléches consécutives de B ,
i.e. telles que dom(b') = cod(b) (i. e. deux fléches composables sont
nécessairement consécutives, mais deux fléches consécutives ne sont pas

nécessairement composables),

- k: B¥B —> F1 B est une application (loi de composition des fle-

ches ... composables, et 1'on pose k(b',b) = b'.b si cela a un sens),

- pour toute fléche b: B ——> B' de B , les couples (b,IdB) et
(IdB,,b) sont nécessairement des couples de fléches composables (dits

triviaux) et 1l'on a k(Idg,,b) = b = k(b,Idg) ,

- pour tout couple (b': B'—> B",b: B—> B') de fléches composables
de B, ona dom(b'.b) = dom(b) = B et cod(b*.b) = cod(b®) = B* .

On dit qu‘un graphe multiplicatif est petit (resp. fini) si, et
seulement si, son graphe orienté sous-jacent est petit (resp. fini).

I1 nous arrivera fréquemment de "représenter graphiquement" un
graphe multiplicatif en donnant une représentation graphique de son gra-
phe orienté sous-jacent et une liste d'équations (e. g. b'.b = b" ,
qui signifie: (b',b) est un couple de fléches composables et le compo-
sé est b" ), ol nous omettrons les compositions de couples triviaux,
précisant la loi de composition des fléches.

Nous laissons, enfin, au lecteur le soin de préciser ce qu'est un
homomorphisme de graphes multiplicatifs, encore appelé foncteur .
Alors, si F: B —— C est un foncteur du graphe multiplicatif B
vers le graphe multiplicatif c, il nous arrivera fréquemment d'écri-

re:

- FB , au lieu de F(B) (si B est un objet de B ),



- Fb , au lieu de F(b) , si b est une fléche de B ,

- F(-) , ouméme F -, au lieude F .

3, Catégories.

Une catégorie est un graphe multiplicatif ol deux fléches consé-
cutives sont nécessairement composables et dont la loi de composition
des fléches est associative.

Si C est une catégorie, on note _C_*g_*g la classe des triplets

de fleches (c",c',c) consécutives (et donc composables) i. e. telles

que: dom(c") = cod(c') et dom(c') = cod(c).

Si B est un graphe multiplicatif, si C est une catégorie, si
F: B—>C et G: B ——> C sont deux foncteurs et si n est une
transformation naturelle du foncteur F vers le foncteur G (voir

(C.A.S.T.)), alors, on notera fréquemment:

ni F——>G,
- n:F—>G:3—>C,
- n, ou nB , au lieu de n(B) (si B est un objet de B )

- n_ ,ou n- , 0u n(-) , au lieu de n .

4., CBnes et limites.

Soit F: I
graphe multiplicatif B .

On dit que ((bI: B —> F(I))I €obI’ F) (resp.

> B un foncteur du graphe multiplicatif I vers le

', ] a . s $ e
((by: F(I) > B )I €ob L ,F) ) est un cdne projectif (resp. ins

ductif ) de base F dans B si, et seulement si:
- H -—-—9 . ': ]
(bI B F(I))I €obI (resp (bI F(I) ——> B )I €ob I )

est une famille de fleches de B ,



= Dpour toute fléche i: I ——>1' de I, on a: (F(i),bI) (resp.
(bi,,F(i)) ) est un couple de fléches composables de B et F(i).bI = b,

(resp. by oF(i) = by ).

Si aucune confusion sur F n'est possible, on dira aussi qu'un

tel cdne est de base I . On préferera, également, le noter:

- (bI: B —> F(I))I € . (resp. (bi: F(I) —— B!')

I

Iel”
Bien entendu, si B est une catégorie, un tel cdne peut &tre une
limite projective (resp. inductive). Dans ce cas, si aucune confusion

n'est possible quant 4 la famille des projections (resp. co-projections)

(bI)I €obI (resp. (bi)I €obI ) , on notera indifféremment :
- B = _lim (F) = Jdim (F(I)) (resp. B' = lim (F) = lim, (F(I) ).
I€I I€l

Un tel c8ne, ou une telle limite, sera dit betit si, et seulement si, I
est un graphe multiplicatif petit.Il sera dit Eigl si, et seulement si,
I est une catégorie finie. Si @ est un ordinal régulier, il sera dit
a-projectif (resp. a-inductif) si, et seulement si:

- (il est petit et) l'ensemble F1 I est de cardinal strictement infé-

.

rieur & ¢ .

5. Esguisses.

On dit que /S] = (S, IP) est une esquisse (projective) si, et seu-
lement si (voir (E.T.S.A,)):

- S est un graphe multiplicatif,

- IP est une classe de c8nes projectifs de S , dits distingués,
On dit que /S/ est petite (resp. finie) si, et seulement si:

= S est un graphe multiplicatif petit (resp. fini),

- IP est un ensemble (resp. un ensemble fini),

- les éléments de IP sont des cdnes projectifs petits (resp. finis).



Si @ est un ordinal régulier, on dit que /§j est une esguisse

a-projective si, et seulement si:

- 1les éléments de IP sont des cdnes q-projectifs.

6. Structures algébriques (ensemblistes).

Soit /S/ une esquisse projective,
On dit que /R/: /S/—> Ens est une réalisation de /S/ dans

la catégorie Ens , ou encore une structure algébrique (ensembliste)

d'espéce /S/ si, et seulement si (voir (E.T.S.A.)):
- R: S — Ens est un foncteur (dit sous-jacent a la réalisation),

- 1l'image par R de tout cOne projectif distingué (i. e. de tout élé-
ment de IP ) est une limite projective de Ens.

s/

algébriques d'espéce /S/ (et de leurs homomorphismes), i. e. la caté-

Dans ces conditions, on note Ens la catégorie des structures

gorie dont les objets sont ces réalisations et dont les fléches sont les
transformations naturelles entre les foncteurs qui leurs sont sous-ja=-
cents.,

Ainsi, il n'est pas difficile de montrer que les catégories de
structures algébriques "usuelles" (groupes, anneaux, catégories petites,
.+.) sont équivalentes & des catégories de structures algébriques d'espe-

ces des esquisses projectives petites (et méme finies).

7. Structures algébriques générales et co-structures.,

Soit /S/ une esquisse projective et C une catégorie.
On dit que /R/: /S/

ou encore une C-structure algébrique d'espéce /S/ , ou encore une struc-

> C est une réalisation de /§j dans C ,

ture algébrique d'espéce /S/ interne a4 C, si et seulement si (voir (C.0.S.S.)):

- R: S——> C est un foncteur (dit sous-jacent 4 la réalisation),
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- 1'image par R de tout cdne projectif distingué (i. e. de tout élé~

ment de IP ) est une limite projective dans C .

Dans ces conditions, on note E/§] la catégorie des C-structures

algébriques despéce /S/ (et de leurs homomorghismes), i, e. la caté-

gorie dont les objets sont ces réalisations et dont les fléches sont les
transformations naturelles entre les foncteurs qui leurs sont sous-ja-
cents,
Ainsi, par exemple, la catégorie des groupes topologiques est équivalen-
te 4 la catégorie des Top-structures algébriques d'espéce 1l'esquisse
projective (finie) des groupes (si Top désigne la catégorie des espa-
ces topologiques et applications continues).

On dira qu'une g?p-structure algébrique d'espéce /S/ est une

C-co-structure d'espéce /S/ et méme, s'il n'y a aucune ambigulté sur

C , une co-structure d'espeéce /S/ .

8. Produit tensoriel d'esquisses pro jectives.

Soit /S/ = (S, P) et /S'/ = (8',IP') deux esquisses projectives.
A tout objet S (resp. S' ) de S (resp, 8' ) , nous associons

le foncteur

(s,~): s’ >S xS'
S; € 0b ' ——> (5,8))
s' € F1 8' +——> (Idg,s")
(resp. (=,S"): S >S xS’
S, €0b S > (5,,58")
s €FlS +——> (s,Idg,) )e

Alors, nous désignons par (S, P') (resp. (IP,S')) la classe des cdnes
projectifs de S x S' , images par (S,~) (resp. (~,S')) des éléments
de IP' (resp. TP ).

Dans ces conditions, nous posons (voir (E.G.C.E.)):

- PR P'= ( U (s, ') ) U ( u (P,s") ) ,
S EObS S'€0b S’
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- /S/®B/S'/=(8SxS', PR P') .

Ainsi, /S/ B /S'/ est une esquisse projective, dite produit tensoriel

de /S/ par [S'/ , et qui vérifie la propriété suivante (voir (E.G.C.E.)):

= pour toute catégorie C (possédant "suffisamment" de limites projecti-

ves), on a des équivalences de catégories
0 v '
(EIIS/E/)/i / ~ Ens/E/n/i / ~ (Ens/§ /)/§_/

Remarquons, enfin, que si /S/ et [S'/ sont des esquisses projectives
petites (resp. finies, q-projectives) alors /S/B/S'/ est une esquisse

projective petite (resp. finie, q-projective).

9. Structures et co-structures multiples.

Soit /S/ une esquisse projective.

Pour tout entier n , on définit l'esquisse projective n“/§/ ,
iéme

puissance tensorielle n de /S/ , par récurrence comme suit:

- DO/§j = (1,8) , encore notée 1, (ou 1 est la catégorie n'ayant
qu'un seul objet Q et Idy pour seule fliche),

- 8Ys/ =15/,
- si n>2 et B"l/S/ est définie, alors BY/s/ = /s/m@™ sy .

Dans ces conditions, si C est une catégorie et n€ N , une C-structure

algébrique d'espéce ﬁn/§/ sera appelée C-structure algébrique n-uple

d'espece /S/ . De méme, une C~-co-structure d'espéce Enlgj sera ap-

pelée C-co-structure n-uple d'espéce /S/ .

Par exemple, les catégories doubles (de (C.A.S.T.)) sont des struc-
tures algébriques (ensemblistes) 2-uples d'espéce l'esquisse de catégories.
De méme, les structures algébriques (ensemblistes) doubles d'espéce l'es-

quisse des groupes (i. e. les groupes doubles) sont les groupes abéliens.
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10. Homomorphismes entre esquisses projectives.

Soit /S/ = (S, P) et /S'/ = (S',IP') deux esquisses projecti-
ves.
On dit que /R/: /S/ —> [/S'/ est une réalisation , ou homomor-

phisme, de /S/ vers /S'/ si, et seulement si (voir (E.T.S.A.)):
- Rt § —> _S__' est un foncteur,
- R( ]P) [ ]P' .

Dans ces conditions, si C est une catégorie, une telle réali-

sation induit un foncteur ("composition par /R/"):
]
Y- S

/R'/ p———————> [R'.,R/ .

En particulier, si /R/: /S/ > [S'/ est une réalisation entre

esquisses projectives petites, nous avons ("théoréme du faisceau associé"):

]
- 1le foncteur Ens/R/a Ens/§- /—-—> Ens/-s-/ admet un adjoint a gauche.
(voir (C,0.S.5.)).

1l. Co-structures canoniques.

Soit /S/ wune esquisse projective petite.
A tout objet S de S , nous associons la réalisation
/SelS/: 1l —> /S/ telle que SelS: 1

tion de S ") qui associe S 2 1'unique objet de 1.

> S est le foncteur ("sélec-

Ainsi, cette réalisation induit le foncteur "évaluationen S " :

/Sel_/
ev, = Ens S : Ens/§-/ — Ens1 = Ens

S
/R/ b R(S) ’

et, d'aprés le "théoréme du faisceau associé", ce foncteur admet un ad-

.

joint 3 gauche:

/8/

qq * Ens » Ens
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De méme, i toute fléche S: S == S' de S est associée une

transformation naturelle "évaluation en s " :
evy,: evg —> evg, Ens/§/ -~ Ens ,
telle que:

- pour tout objet /R/ de Ens/E/ , ON a evs(/R/) = R(s).
Par adjonction, il en résulte donc une transformation naturelle:

> Ens/ §-/

Qg% dg — qq ¢ Ens

Dans ces conditions, nous obtenons ainsi un foncteur (canonique-

ment associé a /S/ ):

Y > (Ens/3/yoP
> qs(l)

e qs(l) .

/s/ *

w |»

]

Alors, on sait que ("lemme de Yoneda pour les esquisses projectives pe-

tites" - voir (F,0.S.A.)):

- naturellement en tout objet /R/: /S| ——> Ens de Ens/-si/ et na-

turellement en tout objet S de S, ona

R(S) ~ Hom (Y,.,(8),/R/) ,
Ens/S/ 18/

/Y/S//: /S| ——> (Ensli/)op est une réalisation (c'est donc une

/8/

Ens’ — —co-structure d'espéce /S/ : nous dirons, plus simplement, que

c'est la co-structure canoniquement associée 2 /S/ ).

12, Densité des co-structures canoniques.

Soit /S/ une esquisse projective petite.

Si /R/: /S| —> Ens est une réalisation, nous lui associons
le graphe multiplicatif H(/R/) (de ses hypermorphismes) défini comme
suit (voir (C,A,S.T,)):
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= ses objets sont les couples (S,x) tels que S est un objet de

jwn

et x est élément de R(S) ,

- ses fléches sont les couples (s,x): (S,x) —> (5',R(s)(x)) tels
que s: S = S' est une fléche de S et x est élément de R(S) ,

- les deux fléches (s,x): (S,x) —/> (S',R(s)(x)) et
(s',x'): (S',x'") —> (S",R(s')(x')) sont composables si, et seulement
si x' =R(s)(x) et s: S —>5S' et s': S'

> S" sont composa-

bles dans S , auquel cas la composée est (s'.s,x): (S,x) =—> (S",R(s")(x')).

Nous disposons d'un foncteur "projection":

h(/R/): H(/R/) > S
(Syx) —> S
(S’X) - -> s .

Dans ces conditions, nous savons alors que ("densité de la co-struc-

ture canonique") (voir (F.0.S.A.)):
- s8i /R/ est un objet de Ens/§/ » alors on a:
/R/ = Lim, ((§g,)°P.n(/RHP )

> s°P

o Eh

= lim ( H(/R/)°P
= h(/R/)°P (¥)g))

ce que nous écrirons aussi, en posant H(/R/)(S,x) = Sx (=8 ), pour
tout objet (S,x) de H(/R/) ,

/R/ = 1lim ; Y/S/(Sx) .

x € R(S)
SE€O0bS

13. Idées.

Soit /S/ = (S, IP) une esquisse projective.
On dit que le graphe orienté ¥ est une idée de /S/ si, et seu-
lement si:
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~ ¥ est un sous-graphe orienté du graphe orienté sous-jacent a S ,

- pour toute esquisse projective /C/ ,associée & une catégorie C mu-
nie d'un choix de (suffisamment) de limites projectives (constituant les
cOnes projectifs distingués de /C/ ), et tous homomorphismes (ou réalisa-

tions) /R/,/R°/: /S/—> /C/ , si Rlz = R"Z alors R = R' ,

- I est le plus petit sous-graphe orienté de S possédant ces deux

(premiéres) propriétés,

(voir (I.M.S.A.) , ou une définition plus précise est fournie - mais
dont nous n'avons pas le besoin explicite ici).

Intuitivement, dire que X est une idée pour /S/ c'est dire que
/S/ admet un systéme de générateurs (dans un sens que justement (I.M.S.A.)
précise). Dans ce qui suit, lorsqu'il s'agira de montrer (rapidement)
qu'un type de structures algébriques admet une esquisse, le plus sou-
vent nous nous contenterons d'en décrire une idée (le soin étant laissé

au lecteur d'engendrer, a partir de cette idée, 1l'esquisse voulue).

14, Structures algébriques duales (de méme espéce) et espéces duales.

Soit /S/ = (S, IP) une esquisse projective (petite).

Si P = (sI: s —> SI)I ¢ estun cbne projectif distingué (i. e.

un élément de IP ), nous notons G(P) 1le groupe des automorphismes du
graphe multiplicatif I .
Si g: I —> 1 est un tel automorphisme, on en déduit donc un nouveau

cdne prujectif (non nécessairement distingué)

Pe = S T Sem)rer

Considérons, maintenant, le groupe produit:

()= T o@ .

Pe IP

Alors, a tout élément g = (gP)P € P de G(IP) , nous associons 1l'en-

semble de c8nes projectifs ]Pg = { Pg /| P€E TP } , de sorte que
P
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/§_/g = (§,IPg) est encore une esquisse projective.

Il est alors facile de vérifier que, si C est une catégorie et si
/IR/: [S] ——> C est une réalisation, alors /R/g: /§jé—*--> C est

encore une réalisation (de méme foncteur sous-jacent). Ainsi, obtient-on

un isomorphisme:

I8/,
Y£9g= L

IR} ——> /R/g .

/8/

Dans ces conditions (voir (D.S.A.E.)):

- si /S/ et /_S_/g ne sont pas isomorphes, nous dirons que /_S__/g est

une espéce de structures algébriques duale de l'espéce de structures algé-

briques /S/ (et Yo g est un isomorphisme entre catégories de C-struc-
- ’

tures algébriques dont les espéces sont duales),
- si /Q/: /§] ——> I8/, est un isomorphisme, alors

/s/
IS/ =g I8/
g > L LY, > £

Y_C_’ g

est un automorphisme de Q./gj : nous dirons que c'est un automorphisme

de dualisation des C-structures algébriques de (méme) espéce /S/ (ain-
si, si /R/ est un objet de g,/§/ » alors /R/g‘/Q/ = /R.Q/ est aussi objet
de E_/§! » que 1l'on appelle C-structure algébrique d'espéce /S/ » dua-

le de la C-structure algébrique, de méme espece, /R/ )

Clairement, les automorphismes de dualisation des C-structures algébri-

ques d'espéce /S/ constituent un groupe que 1l'on note Dual( E.,§/),

Par exemple, les magmas unitaires i gauche sont les structures algé-
briques (ensemblistes) d'une certaine espéce ("1'esquisse de magma uni-
taire a gauche") et les magmas unitaires & droite sont les structures al~
gébriques (ensemblistes) d'une espéce duale de cette premiére espéce.

De méme, 1l'automorphisme de Cat , qui a toute catégorie petite C asso-
cie sa catégorie duale g?p » est un automorphisme de dualisation de struc-
tures algébriques (ensemblistes) de méme espéce (i savoir l'esqﬁisse de

catégories).
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15. Variance d'homomorphismes entre structures a1§ébriqpes.

Soit /S/ une esquisse projective (petite) et C wune catégorie.
Si g et g' sont deux éléments du groupe des automofphismes
de dualisation des C-structures algébriques d'espéce /S/ , i. e,
s'ils sont éléments de Dual(g/gj) , on dit que hs /R/ ====- > [R*/
est un homomorphisme (g',g)-variant de la C-structure algébrique
/R/:/S/ ——> C vers la (C-structure algébrique /R'/:/§/ —> C si,
et seulement si (voir (D.S.A.E.)):

- h: g(/R/) ———> g'(/R'/) est une fléche de C[§/ (i. e. un "véri-

table" homomorphisme).

Si1 e = Id-/s/ » un homomorphisme (e,g)-variant sera appelé homo-
C' =

morphisme g-contra-variant et un homomorphisme (g',e)-variant sera

appelé homomorphisme g'~co-variant.

I1 est facile de vérifier que les homomorphismes contra-variants (resp.

covariants) a variances parcourant Dual(g/gj) constituent les fléches
c /s/ I8/
c = =’ pour

d'une catégorie ayant mémes objets que et admettant
sous-catégorie,
Par exemple, si C = Ens et /S/ est 1l'esquisse de catégories (voir

(E.T.S.A.) ), alors Ens 5/ est équivalente i Cat et l'%on a:
Dua.l(Cat) = ({:IdCat ,(-)op}’ (-] ) .

Ainsi, un homomorphisme (=)°P-contra-variant (resp. (-)Qp-co-variant )
h: A —=--=- > B , de la petite catégorie A vers la petite catégorie B ,

est un foncteur h: (1_\_)°p———> B (resp. h: A —> (E)""p ), i. e.

un foncteur contra-variant (au sens usuel) de A vers B ,

16, Morphismes entre structures algébriques.

Désignons par Esq 1la catégorie dont les objets sont les esquisses
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projectives petites et dont les fléches sont les homomorphismes entre
ces esquisses,
Nous notons alors Prot 1la sous-catégorie pleine de Esq dont les ob-

jets sont les prototypes projectifs petits i, e. les esquisses projec-

tives petites /S/ = (S, IP) telles que (voir (E.T.S.A.)):
=~ S est une catégorie (nécessairement petite),

- tout cdne projectif distingué (i. e. tout élément de IP ) est une
limite projective de S .

Alors, on sait que ("existence du prototype engendré par une esquisse"):

- le foncteur injection canonique i: Prot —> Esq admet un adjoint

a gauche : Esq —> Prot (voir (E.T.S.A.)).

Désignons, maintenant, par /§Cat/ 1l'esquisse projective petite
dont le graphe orienté sous-jacent, les équations de définition de 1la
loi de composition des fléches de S et les cdnes projectifs distingués
sont précisés par le diagramme 1 (ci-joint). Alors, /§Cat/ est l'es~

quisse des catégories, puisqu'il est facile de vérifier que les catégo-
ISe./
ries Cat et Ens sont équivalentes,

s . o
Dans ces conditions, nous dirons qu'un foncteur Z: S -— Esq P

—Cat
est une pro-co-catégorie (dans Esq ) si, et seulement si:

p

- ﬁnoP.Z/: §Cat-——-—> Prot° est une réalisation (i. e. une Prot-
co-structure d'espece l'esquisse des catégories, ou encore une co-caté-
gorie dans Prot ),

Si C est une catégorie, si. Z: §Cat — Esd°pest une pro-co-caté-
gorie, si /R/: Z(Sl) —> C et /R'/: Z(Sl) —> C sont deux réalisa-
tions, i. e. deux C-structures algébriques d'espéce Z(Sl) » nous dirons que

/M/: [/R] ==e=me > /R'/ est un morphisme (d'espéce Z(Sz) » ou, plus préci-

sément encore,d’'espéce Z ) de /R/ vers [R'/ si, et seulement si
(voir (C.R.,M.S,)):

- /M/: Z(SZ) —> C est une réalisation,

- [/M/.Z(dom) = /R/ et [M/.Z(cod) = /R'/ .
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graphe orienté sous-jacent

dom.i = IdS pl.Jl = Ids p2.J1 = i.,dom = u
1 2
cod.1 = Idg Py.J, = i.cod = v pz.j2 = IdS
1 2
dom.p1 =d k.Jl = IdS
2
cod.p2 =d k.j2 = IdS
2
Pyeqy = ¢ Pyewy = Keqy = hy Pye¥y = Pyeqy = T,
pl.q2 = e pl.w2 = pl.q1 = r1 pz.w2 = k.qz = h2

k.kl = k.k2 = h

équations de définition

cdnes projectifs distingués

Diagramme 1
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Nous désignons, alors, par C(Z) 1la catégorie des C-structures algébri-

ques d'espeéce Z(Sl) et de leurs morphismes d'espéece Z , i. e. la ca-

tégorie telle que:
- ses objets sont les (C-structures algébriques d'espéce Z(SI) ’
- ses fléches sont les morphismes d'espéce Z entre ces structures,

- 1la composition des fléches est donnée par Z(k) .
z(s,)

Bien entendu, les catégories C 1 et Q(Z) ont exactement les mémes

objets (a savoir les C-structures algébriques d‘espéece Z(Sl) ) mais
leurs fléches sont, en générales, totalement différentes.
Notons que, si /S/ est une esquisse projective petite, il lui est

associée une pro-co-catégorie Z/s/: §Cat —_— Esq°p canonique

telle que (notamment):

- Z(Sl) =18 /S/ =[S/,

- 2(5,) =28 /s/ (ob 2 est identifiée 2 1l'esquisse (2,¢) ),
- Z(SB) =3B /S/ (ou 3 est identifiée & 1'esquisse (3,9) ),
- 2S,) =48 /S/ (ou 4 est identifiée 2 1'esquisse (4,0) ).

Alors, il est facile de vérifier que E/§/ et g(z,s/) sont des catégo-
ries isomorphes, autrement dit que les homomorphismeg'"naturels" entre

C-structures algébriques d'espéce /S/ sont des morphismes canoniques

(i. e. de 1l'espéce Z/S/ canoniquement associée a /S/ ).

Par exemple, si /§j est une esquisse projective petite et si

E désigne la classe (d°objets de Ens/§/ ) des structures algébriques
ensemblistes d'espece /S/ , la catégorie E , des couples d'éléments

o
) 3 - rd 3 ' . ' °
de E ., est isomorphe a la catégorie Ens(Z/§/) s Ou Z/§/. §Cat-—> Esq

est la pro-co-catégorie telle que (notamment):

- Z;E/(Sl) =[S/ »
z/'y(sz) = /S/ + /S/ dans Esq ,
Z;-S_/(S3) = /s/ + /S$/ + /S/ dans Esq ,
z/'y(sa) = /S/ + /S/ + /S| + /S/ dans Esq .

p
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17. Quelques rappels sur les bi-modules,

Soit A et B deux anneaux unitaires.,

Il est facile de vérifier que le Z-module A B B , produit tensoriel
Z

(dans la catégorie des groupes abéliens) du Z-module (sous-jacent i)

A par le Z-module (sous-jacent a) B, est canoniquement muni d'une

structure de (A,B)-bi-module que nous notons, pour simplifier, A *# B ,
Soit A, B et C trois anneaux unitaires.

Si M est un (A,B)-bi-module et si N est un (B,C)-bi-module, ils

admettent un (A,C)-bi-module "produit tensoriel de M par N " , que

nous notons M B N (ou encore, plus simplement, s'il n'y a pas
A,B,C
risque d'ambigliité, M E N ).

En particulier, nous poserons (A ¥ B) B (B* C)=A%*B * C (qui
A,B,C

est donc un (A,C)-bi-module).

Soit A , B et C trois anneaux unitaires.,
Si M (resps N ) est un (A,B)-bi-module (resp. un (B,C)-bi-module),
et si P est un (A,C)-bi-module, l'ensemble des applications A-li-
néaires (resp. C-linéaires) i gauche (resp. a droite) de M (resp. N)

vers P est canoniquement muni d'une structure de (B,C)-bi-module

(resp. de (A,B)-bi-module) que nous notons [ M , P [ (resp.
1 A,B A,B,C

Il 8,2 ] > .

B,C A,B,C

Soit A et B deux anneaux unitaires.

Nous désignons par /§(A B)-Bim/ 1l'esquisse projective petite des
’

(A,B)-bi-modules, dont une idée est représentée par le diagramme 2
ci-joint (esquisse que nous laissons le soin au lecteur de préciser
entiérement!).

Alors, il est facile de vérifier que la co-structure canonique

: _pi\OP
Y /% 15a,B)-pin/ —> ((4,B)-Bim)

E(A,B)-Bim
est telle que (notamment):

(1) La notation utilisée ici, et qui pourra paraftre lourde, prendra
tout son sens au Chap. II, § 15 .
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a (oi a varie dans A )

> S ( SxS

By (ou b wvarie dans B )

Diagramme 2
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Y/ / (s) =A*B,

2(a,B)-Bin
Soit A, B et C trois anneaux unitaires.

I1 est facile de vérifier que 1'on définit bien une co-structure (i. e.
une réalisation)

op
l: -
M 4,B,C ° /E(A,B)-'Bim/n/s(n,c)-nim/ — ((A,C)-Bim)

' L
lorsque 1'on pose, naturellement en tout .objet S' de §(A,B)-Bim et

en tout objet S" de §(B C)-Bim °
’

M A,B,C (8%,s") = /(s') B (s") .

Y Y
/E(A’B )-Bim A,B ,C /§(B )c)-Bim/

En particulier, nous avons donc:

- * *
M A,B,C (s,S8) A*B c .



CHAPITRE II : SYSTEMES TENSORIELS ET SYSTEMES TENSORIELS BI-FEKMES.

1. Systémes multiplicatifs.

On dit que T = (C;T,B) est un systéme multiplicatif (de catégo-

ries) si, et seulement si:
- C est une catégorie,

- T= (IC) est une famille de catégories (indexée par la clas-

c € F1l c
se F1 C des fléches de c ),

- B=(- B=-:T ,xT

oo T ox T > Ic'.c)(c',c) € cxc est une famille de

foncteurs (indexée par la classe C¥C des couples de fleches composa-
bles de C ).

Dans ces conditions, nous dirons aussi que (T,B) est un C-systeme mul-

tiplicatif.

2. Systémes multiplicatifs associatifs.

On dit que T = (Q;E,E,a) est un systéme multiplicatif asscciatif

si, et seulement si:
- (C;T,B) est un systéme multiplicatif,

(- Wl o-) B

- = H - ) cem—— - - - .
a (ac",c',c c',ct ‘c".c%,c ) c‘,c'.c( c'?c ))(c“,c',c)égfgfg

est une famille d'équivalences naturelles (indexée par la classe C*C*C

des triplets de fléches composables de C ).

Dans ces conditions, nous dirons aussi que (T,B,a) est un C-systéme
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multiplicatif associat if,
Un tel systéme (ou C-systéme) multiplicatif associatif sera dit

cohérent si, et seulement si:

- pour tout quadruplet (c"',c",c',c) de fléches composables de [

le diagramme d'équivalences naturelles 3 (ci-joint) est commutatif.

3. Systémes multiplicatifs unitaires.

On dit que T = (C;T,B,I,u) est un systéme multiplicatif unitaire

a droite (resp. 3 gauche) si, et seulement si:
- (C;T,H) est un systéme multiplicatif,

- I=Q,¢€ ObgIdc
classe 0b C des objets de C ),

)C € op ¢ ©St une famille d'objets (indexée par la

- U= (uc: _cn;dom(c) Iclom(c) IdIc )c € F1C (resp.

U= (uc= Icod(c) Id

B > I ) ) est une famil-
cod(c)’® d.-:Ec c€FLC

le d'équivalences naturelles (indexée par la classe F1 C des fléches
de C ).

Dans ces conditions, nous dirons aussi que (E,E,I,u) est un g_—szstéme

multiplicatif unitaire i droite (resp. i gauche).
De plus, on dit que T = (C;T,H,I,g,d) est un systéme multiplica-

tif unitaire si, et seulement si:

s

- (C3;T,R,I,d) est un systéme multiplicatif unitaire & droite,

[y

- (C;T,B,I,g) est un systéme multiplicatif unitaire & gauche,

Dans ces conditions, nous dirons aussi que (1,!,1 »8sd) est un C-sys-

téme multiplicatif unitaire.

Enfin, un tel systéme (ou C-systéme) multiplicatif unitaire sera
dit cohérent si, et seulement si:

- (C;T,H,I,d) 'est un systéme multiplicatif unitaire i droite,

- (C;T,R,I,g) est un systéme multiplicatif unitaire a gauche,
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(- c' nc )c'.c,Id I > - ,c c,Id IC)
C
',C, Id
\ /c de
- o ’c -
(cohérence de 1l%associativité et de l'unitarité a droite)
Diagramme 4
(-C'?Id . Icl)ctec- - - l (IC' Id n )
,Idc,,c

c' C.’c\ C ’c C

(cohérence de 1!a53001at1v1te et des unitarités a droite et i gauche)
Diagramme 5

(1

c" IdC",c' )c' > C“ IdC",c'.c( c'nc )

C"’c
Bor ot c\ /

(cohérence de 1'assoc1at1v1te et de 1l'unitarité 3 gauche)

Diagramme 6
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- pour tout objet C de C , on a:

: — = — Jo
(gIdC(IC)' Ie mc?IdC e Ic) (dIdC(Ic)’ Ic Idc'fldc I Lo

4, Systémes tensoriels,

On dit que T = (g;_’l;,n,a,l,g,d) est un systéme tensoriel (de ca-

tégories) si, et seulement si:
- (C;T,B,a) est un systéme multiplicatif associatif et cohérent,
- (C;T,H,I,g,d) est un systéme multiplicatif unitaire et cohérent,

- pour toutes fléches c: C

>C' et c't C'——>C" de C, les
trois diagrammes de transformations naturelles 4 ,5 et 6 (ci-joints)
sont commutatifs (ce qui exprime la cohérence de 1'associativité avec

1'unitarité).

Dans ces conditions, nous dirons aussi que (_'IL,!,a,I »8sd) est un c-

systéme tensoriel.

5. Exemples de systémes multiplicatifs et tensoriels.

Ssi c=1, il est facile de vérifier qu'un _(_:_-syst'eme multiplicatif

s

s'identifie & une catégorie multiplicative, au sens de (C.AM.U.), et ré-

.

ciproquement. De méme, un C-systéme tensoriel s'identifie i une catégo-

rie monoidale, au sens de (C.L.C.A.), et réciproquement,

Si C= Mm est la catégorie des couples d'anneaux unitaires,

les constructions rappelées au Chap. I , §17 , montrent que la fa-

mille des catégories de bimodules ((A,B)-Bim)(A est

B) € F1 MAm
sous-jacente & un C-systéme tensoriel "canonique".

De méme, il est facile de construire le ( att-systéme tensoriel
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(resp. le M o m-systéme tensoriel ...) des couples de catégories
petites (resp. ae monvides ...) opérant (de chaque cOté) sur un ensembic,
ou une catégorie petite (resp. un monoide ...), lorsque QCatt (resp.
Mom ...) désigne la catégorie des couples de catégories petites (resp.
de monoides ...).

Si C est une catégorie n'ayant qu'un seul objet (i. e. si C est
un monoide), si M est un autre monoide et si : Cx M —> M est

une opération, a gauche, du monoide C sur le monoide M , notons:

- pour toute fléche c¢ de C, Ic la catégorie discréte identifiée

3 1l'ensemble {c} x M,

- pour toutes fléches (i. e. tous éléments) c et c' (nécessairement

composables) de C et tous éléments m et m' de M,
(c',m*) ol (cym) = (c'ecym' Q(c',m)) .
»

)

Alors, il est facile de vérifier que ((zc)c€F1 C,(-C'EC-)(C',C)EC*C

est un C-systéme multiplicatif, sous-jacent & un Efsystéme tensoriel (M
canoniquement associé au produit semi-direct du monolde C par le mono-
ide M.

On étudie plus exhaustivement d'autres exemples naturels et utiles
au Chap. II ,

6. Morphismes de systémes multiplicatifs.

Soit T = (C;T,E) et m"* = (C*;T",B) deux systémes multiplica-
tifs.

On dit que (F3;H,h): T —> MT* est un morphisme du systéme mul-

tiplicatif T vers le systéme multiplicatif ™™ si, et seulement si:

- F: E e gf est un foncteur:

- H

1]

est une famille de foncteurs ,

(

(Hc= I 2g(c))c € F1C
- h= (hc',c= Hc'(-)F(c')?F(c)Hc(-)'—__> H

c'.c -c'?c_))(c'.c) € C*C
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est une famille de transformations naturelles.

En particulier, ncus dirons que (FsH,h): T —> T" est un

homomorphisme du systéme multiplicatif TI vers le systéme multiplica=

tif Tr* si, et seulement si:
-~ (F3;H,h): TT —> T" est un morphisme de T vers ™,

- pour tout couple (c',c) de fléches composables de C , les deux

foncteurs Hc'(—)F(c')?F(c)Hc(-) et Hc'.c(-c'§c~) sont égaux et la

transformation naturelle h_, . est 1'identité.
’
De méme, si C = C' et si (IdC;H,h): T — T" est un mor-

phisme (resp. un homomorphisme) de TI vers " , nous dirons que
(H,h): (I,8) —> (T",B) est un C-morphisme (resp. un C-homomorphis-
me) du C-systeme multiplicatif (T,B) vers le Ersystéme multiplicatif
(T",8).

7. Morphismes de sytémes multiplicatifs associatifs.

Soit T = (C;T,H,a) et T* = (gj;gf,n,a“) deux systémes multi-
plicatifs associatifs (resp. associatifs et cohérents).

On dit que (F;H,h): TT —> T" est un morphisme du systéme multi-

plicatif associatif (resp. associatif et cohérent) T vers le systéeme

multiplicatif associatif (resp. associatif et cohérent) T" si, et

seulement si:

- (F3H,h): (C3T,H)

plicatifs,

> (C";T",8) est un morphisme de systémes multi-

- pour tout triplet (c",c',c) de fléches composables de C , le dia=

gramme de transformations naturelles 7 (ci-joint) est commutatif.

On définit facilement, comme précédemment, les homomorphismes en-

tre systémes multiplicatifs associatifs (resp. associatifs et cohérents)

les Qfmorphismes entre Qfsystémes multiplicatifs associatifs (resp. as-

sociatifs et cohérents) et les thomomorphismes entre Efsystémes multi

plicatifs associatifs (resp. associatifs et cohérents).
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8. Morphismes de svstémes multiplicatifs unitaires.

si M= (C;T,H,I,u) et T" = (c*sT",H,I%,u") sont deux systémes

multiplicatifs unitaires a droite (resp. i gauche), on dit que

(F;H,h,k): T ~——>» T* est un morphisme du systéme multiplicatif unitai-

re i droite (resp. a gauche) T vers le systéme multiplicatif unitaire a

droite (resp. & gauche) T" si, et seulement si:

- (F3H,h): (C;T,B) —> (C*;T",B) est un morphisme de systémes multipli-

catifs,

- k= (k.: I —— H_ - (I.)) est une famille de fléches,
C Idc C

F(C) C€EObC

- pour toute fléeche c: C—> C' de C, le diagramme de transforma-

tions naturelles 8 (ci-joint) est commutatif.

En particulier, nous dirons que (Fj;H,h,k): T —> T* est un homomor-

phisme du systéme multiplicatif unitaire 3 droite (resp. a §auche) el

vers le systéme multiplicatif unitaire & droite (resp. a gauche) m* si,

et seulement si:

- (F3H,h): (C;T,B) —> (C*;T",B) est un homomorphisme de systémes

multiplicatifs,

- pour tout objet C de C , ona IF(C) = HIdc(IC) et kC est la fle-

che identité.

On définit facilement les C-morphismes entre C-systémes multiplica-

.

tifs unitaires a droite (resp. 2 gauche) et les C-homomorphismes corres-

pondants.

si ™ = (C;T,H,I,g,d) et ™" = (C";T",H,I1",g"%,d4") sont deux sys-
témes multiplicatifs unitaires (resp. unitaires et cohérents), on dit que
(F;H,h,k): T —————> T est un morphisme du systéme multiplicatif

unitaire (resp. unitaire et cohérent) T vers le systéme multiplicatif uni-
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Hc(-)F(c)n;IdF(C)HIdC(IC) - > Hc(- cE,IdC IC)
c,Id
A c A
H (-) k H (u))
c F(c)?IdF(C) (o c ¢
Y (o)
Hc(')F(chdF(C)IF(C) —> H_(-)
(compatibilité avec l'unitarité i droite )
(resp.
H B H (<) > H (- B )
Id., IdF(C,),F(c) c . ¢’ Id,,sc
Idc,,c
A A
Kee Idg oy sF () Fel) Ho(ug)
Y (o)
IE(C') IdF(C')?F(C) Hc(—) > Hc(_>
(compatibilité avec l'unitarité 3 gauche) )

Diagramme 8
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taire (resp. unitaire cohérent) TMT" si, et seulement si:

- (F3H,h,k): (C;T,8,1,d) —> (C";T",B,I",d") est un morphisme de

s

systémes multiplicatifs unitaires i droite,

- (F3H,h,k): (C;T,B,I,g) —> (C*;T",B,I%,g") est un morphisme de

.

systémes multiplicatifs unitaires a gauche.

On définit tout aussi facilement les homomorphismes entre systeé-

mes multiplicatifs unitaires (resp. unitaires cohérents), les C-mor-

phismes entre __(_I_-systémes multiplicatifs unitaires (resp. unitaires

cohérents) et, enfin, les _C_-homomorphismes correspondants.

9. Morphismes de systémes tensoriels,

Soit T = (C;T,B,a,I,g,d) et T" = (c*;T°,B,a%,1"%,8%,d") deux
systémes tensoriels.
On dit que (F;H,h,k): T ——> T" est un morphisme (resp. un

homomorphisme) du systéme tensoriel T vers le systéme tensoriel T°

si, et seulement si:

- (F3H,h): (C;T,B,a) —> (E";l‘,ﬂ,a") est un morphisme (resp. un
homomorphisme) de systémes multiplicatifs associatifs (et cohérents),
- (F;H,h,k): (C;T,R,I,g,d) —> (c*;T°,B,I%,g",d") est un morphisme
(resp. un homomorphisme) de systémes multiplicatifs unitaires (et cohé-

rents).,

On définit facilement les g—morphismes et les g—homomorphismes

entre C-systémes tensoriels,

10. Exemples de morphismes et homomorphismes entre systémes multi-

plicatifs et tensoriels,

Si C=1, il est facile de vérifier qu'un g—morphisme entre C-

.

systémes tensoriels (qui s'identifient i des catégories monoildales)
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s'identifie & un foncteur monoidal, au sens de (C.L.C.A.), et récipro-
quement, De méme, un thomomorphisme s'identifie & un foncteur monoi-
dal strict et réciproquement.

A tout couple (A,B) d'anneaux unitaires associons le couple
F(A,B) de leurs monoldes multiplicatifs sous-jacents-.et associons
4 tout homomorphisme f: M —> M', entre (A,B)-bimodules, 1'homomor-

phisme (f) , sous-jacent, du couple de monoldes F(A,B) , opé-
)

H
(A,B
rant sur l'ensemble M vers le couple de monoides F(A,B) , opérant

sur l'ensemble M' . Clairement (F;(H(A B))(A B) € F1 Mm est sous-
] 9

jacent a un morphisme (qui n'est pas un homomorphisme) du systéme ten=
soriel "canonique" des catégories de bimodules vers le systéme tenso-
riel des catégories de couples de monoldes d'opérateurs sur des ensem-
bles.

Si C est un monoide, si M et M' sont deux autres monoides,
si Q: CxM

>M et Q': C xM' —> M' sont des opérations, a
gauche, du monoide C sur les monoides M et M' , alors tout Efmor—

phisme du C-systéeme tensoriel M vers le C-systéme tensoriel @'

s'identifie & une famille d'applications (fc: M—> M')c cc telles

que:

- pour tout couple (c',c) d'éléments de C et tout couple (mz,ml)

[ V4 4 1] —-— 1 ] 1]
d'éléments de M , on a fc,.c(mz.Q(c ,ml»-— fc.(mz)-ﬁ (c ’fc(ml)) .

En particulier, les familles constantes (fC = f)C €c de cette forme
s'identifient aux homomorphismes de monoides £: M ——> M' , compati-

bles avec les opérations ) et Q' .

11. Catégories de morphismes entre systémes multiplicatifs et ten-

soriels.

Nous dirons qu'un systéme multiplicatif (resp. un systéme multiplica-
tif associatif, associatif et cohérent, unitaire i droite, unitaire a gau-
che, unitaire, unitaire et cohérent, un systéme tensoriel )

T = (g;g,n, e ) est petit si, et seulement si:

- C est une catégorie petite.

- pour toute fléche ¢ de C, la catégorie Ic est petite.
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Alors, nous notons SmH (resp. SmaH ’ Sm.'a,cH ’ Smud.H ’ SmugH ’ SmuH s
SmucH ’ StH ) 1la catésorie dont les objets sont ces systémes multipli-

catifs (resp. ... ) petits et dont les fléches sont les homomorphismes

entre ces systémes,
Ainsi, on obtient le diagramme commutatif de foncteurs d'oubli (tous fi-

déles et dont certains sont pleins) 9 ci-joint et 1l'on a:

Proposition 1 . Les différentes catégories figurant dans le diagramme

commutatif de foncteurs 9 (ci-joint) sont toutes localement finiment

présentables (au sens de (L.P.L.G.)), en particulier elles sont complé-

tes et co-complétes, et les différents foncteurs qui y figurent admet-

s

tent tous des adjoints a gauche.

.

Preuve. En effet, Smy est équivalente a4 la catégorie des réalisations
d'une esquisse petite et finiment projective (au sens du Chap. I, §5) et
que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter) engendrée par le gra-
phe I (qui en est une idée , au sens du Chap. I,§13),représenté par

le diagramme 10 (ci-joint); ainsi, au systéme multiplicatif T = (C;T,B)

est associé 1l'unique foncteur Ryt L —> Ens tel que (notamment ):

~Rp(S;) =0bC , Rp(S,)) =FLC , Rp(s,) = C*C
- R,E,(El) = -I-—-L Ob _'1_'0 ’ RT_T(EZ) = —I—L Fl I'C et
c€FlC c€F1C
RTfE3) = -l—l- T *T (qui sont les ensembles respectifs d'objets,
- =c

c€Fl1C

de fléches et de couples de fléches composables de la catégorie somme
T )’

c€FlLC °©

- ] —_ J_l_

Rpp(E3) = LONTE S S

(c'yc) € C*C

- pour i =1,2 , RTT(compi) est 1'application de composition des cou-

ples de fléches composables (de C ou de J-l- T ),
= c€Fl1Cc °©

- RTT(tens) est l'application "produit tensoriel" ,

.

- RTT(p) est la projection qui associe i tout élément (x,c) 1'élément c .
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~

Diagramme 9
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Diagramme 10
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De méme, SmaH et SmacH (resp. Smud, et Smugy ) sont équivalentes

3 des catégories de réalisations d'esquisses petites et finiment projec-

tives (que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter) admettant pour

idée commune le graphe Zma (resp. Zmudg ), représenté par le diagram-
me 11 (ci-joint) ou ass (resp. Unit et unit) décrit (resp. décri-

vent) 1l'isomorphisme d'associativité (resp. le choix d'unités et 1l'iso-

morphisme d'unitarité).

On conclut alors facilement. Fin de la preuve.

De méme, nous notons Sm (resp. Sma , Smac , Smud , Smug , Smu ,
Smuc , St ) la catégorie dont les objets sont les systémes multiplica-
tifs (resp. ... ) petits et dont les fléches sont les morphismes (quel-
conques) entre ces systémes.
Ainsi, on obtient le diagramme commutatif de foncteurs d'oubli (tous fi-
déles et dont certains sont pleins) 12 ci-joint. Notons, d'ailleurs, que
les diverses catégories qui y figurent sont encore "esquissables" =-au

sens généralisé Chap. I, §16.

12. Catégories de morphismes entre Efsystémes multiplicatifs et ten-

soriels.

Soit C une catégorie (quelconque).

On dit qu'un Efsystéme multiplicatif (resp. un Efsystéme multiplica-
tif associatif, associatif et cohérent, unitaire a droite, unitaire a gau-
che, unitaire, unitaire et cohérent, un C-systéme tensoriel) T = (I,D,...)

est petit si, et seulement si:
- pour toute fléeche c¢ de C , la catégorie Ic est petite.

Alors, nous notons EmeH (resp. EmeaH s EmeacH ’ QmeudH ’ ETSmugH ’
9_--SmuH , H? 978% ) la catégorie dont les objets sont ces Efsystémes

multiplicatifs (resp. ... ) petits et dont les fléches sont les C-homomorphis-

Emeuc

mes entre ces C-systémes.
Ainsi, on obtient le diagramme commutatif de foncteurs d'oubli (tous fideles

et dont certains sont pleins) 13 ci-joint et 1l'on a:
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2
cod, lp ass
dom1 comp1
S >» S S*S_e S
1 T — 2 €&— 9
cod1
(resp.
]
Es
tens
dom2
/-i-d-\w comp
2 2
cod2
Unit P unit
dom
1 v comp1
Sl e 53
\_//
cod1

Diagramme 11
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C-Smuc H —> C-Smu

Diasra.mme 13
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Proposition 2 . Si C est une catégorie petite, les différentes ca-

tégories figurant dans le diagramme 13 (ci-joint) sont toutes locale-

ment finiment présentables (au sens de (L.P.L.G.)), en particulier elles
1

sont complétes et co-complétes, et les différents foncteurs qui y figu-

rent admettent tous des adjoints a gauche.

Preuve. En effet, ngmH est équivalente 3 la catégorie des réalisa-
tions d'une esquisse petite et finiment projective (au sens du Chap. I,§5,
et que nous laissons au lecteur le soin d'expliciter) engendrée par le
graphe ggzm (qui en est une idée, au sens du Chap. I,813) représenté
par le diagramme 14 ci-joint,

De méme, C-Sma

- H
réalisations d'une esquisse petite et finiment projective (que nous lais-

(resp. C-Smud, ) est équivalente i une catégorie de

sons au lecteur le soin d'expliciter) admettant pour idée le graphe Erzma

(resp. Erxmu ) représenté par le diagramme 15 ci-joint.

d
On conclut alors facilement. Fin de la preuve.

On en déduit que, si F: C —> gf est un foncteur, il induit un

foncteur:

F-Sm.H: _C_“-SmH > g-Sm.H
(T°B) ¥ (T3 (y); ¢ F1 "™

(resp. ««. ) et 1l%n a:

Proposition 3 ., Si F: C > Qf est un foncteur entre deux catégories

petites, le foncteur F=-Sm, (resp. ... ) qu'il induit admet un adjoint &

H

gauche.

Ainsi, par exemple, tout gfsystéme tensoriel engendre librement une caté-
gorie monoIdale (i. e. un l-systéme tensoriel): de ce point de vue, les
C-systémes tensoriels peuvent étre regardés comme des "systémes de généra-
teurs et de relations pour les catégories monoidales",

Nous noterons, enfin, C-Sm (resp. C-Sma , C-Smac , C-Smud ,
C-Smug , C-Smu , C-Smuc , C-St ) 1la catégorie dont les objets sont les c-
systémes multiplicatifs (resp. ... ) petits et dont les fléches sont les

C-morphismes (quelconques) entre ces C-systémes.
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dom
/__’.‘\ | |
E) —— SE, < E, . =E #E
’ :.dentx ’X comp 3,x 2,x " 2,x
X )
| |
cod ! | !
] |
|
|
| |
! I '
. ! l
I |
E |
Z,C ‘\ e . '
~ o2 proj.
- |
~
~
& E
2,c'.c —— 2,c* X By o
sC -
-
-
— |
-~ _ére
-~ 1 proj. l
EZ,c' €«
|
I
|
| i
' I
I |
X, C, c' variant (e¢',c) variant
dans F1 [ dans C*C

Diagramme 14
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!
y X variant dans F1l C

dom
/-x\ '
El —_— E2 & E3
oX  ident X comp X ; (e',c) variant dans
X
' ' C*C
cod ' -
b'e i
2,c'.c‘L EZ;C' x EZ!C
tens , 1
c',c :
|
i |
' ]
! I
EZ,C"-C'-C% El’C"XEI,C'}:EI’C
aSScn’c!’c l
|
1
(C",C'pC)
. variant dans C*C*C
(resp. X variant dans Fl C ===
]
dom '

ident '
! comp_ (e¢',c) variant dans
!
I
cod ' e
X )
E x E
T ]
2,c'.c tens , 2,c 2,c
c',c |
' I
C variant dans !
ob ¢ | :
|
E i
Unitc |1’C '
|
E unit E ¢ variant dans Fl C
1l,c c Z,C -

Diagramme 15



Alors, on obtient le diagramme commutatif de foncteurs d'oubli (tous fi-
déles et dont certains sont pleins) 16 ci-joint et les diverses catégo-
ries qui y figurent sont encore des catégories "esquissables" - au sens

généralisé du Chap. I,§16.De plus, si F: c —> gf est un foncteur, il
induit encore un foncteur F-Sm : C*-Sm —> C-Sm (resp. ... ), admet-

tant F-Sm.H (resps ... ) pour restriction.

13. Systémes multiplicatifs et tensoriels opposés.

I1 est clair que, si T = (E;z,ﬂ, ees ) est un systéme multiplica-
tif (resp. un systéme multiplicatif associatif, associatif et cohérent, uni-
taire &4 droite, unitaire i gauche, unitaire, unitaire et cohérent, un sys-

téme tensoriel), alors moP = (g;z?p = (ICOP) ee.) est en-

ceFlp_’nop’
core un systéme multiplicatif (resp. ... ), que l'on appelle 1l'opposé de T.
'Alors, si T et TI* sont deux systémes multiplicatifs (resp. ... ) et si
H: TTOp _— TT“Op est un morphisme de systémes multiplicatifs (resp.

ees ), on dit encore que H: T ——> T" est un co-morphisme du systéme

multiplicatif (resp. ... ) T vers le systéme multiplicatif (respe. se. )

" .Ainsi, en particulier, les co-homomorphismes sont exactement les homo-
morphismes.

Dans ces conditions, nous notons Sm (resp. Sma , Smac__ , Smud__ ,

co co co co
Smug s Smu » Smuc » St ) la catégorie dont les objets sont les
co co co co

systémes multiplicatifs (resp. ... ) petits et dont les fléches sont les co-
morphismes entre ces systémes. On obtient donc le diagramme de foncteurs
d’oubli (tous fidéles et dont certains sont pleins) 17 ci-joint ainsi qu'un

isomorphisme d'oppesition:

-)°P , S
=) ¢ Sm > Smco

(resp. ... ) admettant une restriction

-op' ———————
( )H : SmH SmH

(resp. «+« )y qui, compte tenu de la proposition 1 , est bien un automor-

phisme de dualisation de structures de méme espéce (au sens du Chap. I,814).
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De méme, on défirit facilement le C-opposé d'un C-systéme multiplica~

tif (resp. ... ) et les C-go-morphismes entre ces C-systémes (de sorte

que, en particulier, les C-co-homomorphismes sont exactement les C-homo-

morphismes).

s a4 _ _ _ _ _
Si 1'on note _g_Smco (resp. E_Smaco ’ Q__Smacco » C Smudco ’ Q_Smugco R
C-Smu__ , C-Smuc__ , C-St ) la catégorie dont les objets sont les C-
= co ’ = co ” = "co =

systémes multiplicatifs (resp. ... ) petits et dont les fléches sont les
C-co-morphismes entre ces C-systémes, on obtient le diagramme commutatif
de foncteurs d'oubli (tous fidéles et dont certains sont pleins) 18 ci-

joint et un isomorphisme de C-opposition

Qf(-)OP: c-sm — > Emeco
(resp. ... ) admettant une restriction
-(=)°P, (. -
9()H'£S"’~H'—">ES“‘H
(resp. ... ) qui, compte tenu de la proposition 2 , est bien un automor-

phisme de dualisation de structures de méme espace (au sens du Chap. I,§14).

l4. Systémes multiplicatifs et tensoriels inverses.

Il est clair que, si T = (C;T,H = (-c'§c~)(c',c) € cxg? *te ) est

un systéme multiplicatif (resp. un systéme multiplicatif associatif, asso-
ciatif et cohérent, unitaire 3 droite, unitaire i gauche, unitaire, unitai-

Te et cohérent, un systéme tensoriel) , alors

— (9P, ginv _ inv _ _ _
=L = C§C' - c'?c ~ )(c,c') € g?p* g?p seee)

est encore un systéme multiplicatif (resp. un systéme multiplicatif asso-
ciatif, associatif et cohérent, unitaire i gauche, unitaire a droite, uni-
taire, unitaire et cohérent, un systéme tensoriel) que 1'on appelle 1'in-
verse de T .

I1 en résulte un isomorphisme d'inversion

(-)lnv : SmM — > Sm
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C-Smac m—) C-Sma

C-Smud

Plein \\\\\\ﬁh
C-Smug

Diagramme 16

Sma ~—————> Sma
Ceo co

plein
} /7 \
//’,

Sm
co co
’L / Smuaco
Smuc —~———- Smu
co plein co \\\\\\\s>
Smugco

Diagramme 17

C-Sma ——>. C-Sma
= €co plein - co \\\\\\\\*

C-Smud
- co

C-Smuc__ 5 C-Smu__

plein
N\\\\“)-C-Smu

- gCO

Diagramme 18
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inv,

(resp. (--)a : Sma ————> Sma R
inv

(--)ac : Smac -——————> Smac ,

(-);rng Smud ————> Smug ,

(-);2v= Smug ————> Smud ,

(-):nv= Smu ————0o0> Smu ,

(-):;2": Smu¢ ————> Smuc ,

(-):n": St ———— > st )
admettant une restriction

(-);’“’: Smy ————> Sm,
(resp. 000 s0 00000 )

qui, compte tenu de la proposition 1 » est un automorphisme (resp. un
automorphisme ou un isomorphisme, selon les cas) de dualisation de struc-
tures de méme espéce (resp. de dualisation ou entre catégories de structu-
res algébriques d'espéces duales), au sens du Chap. I, §14).

De méme, on définit facilement le E?p-systéme multiplicatif (resp.
««s) C-inverse d'un C-systéme multiplicatif (resp. ... ) et 1'on obtient

ainsi un isomorphisme de C-inversion

c-(-)"": c-sm —— ®Psp

(resp. cecersesces )

admettant une restriction

_(_yinv, - op_
g()!_1 .ESmH—ﬁg SmH

(resp. cetessesnes )

qui, compte tenu de la proposition 2 » est un isomorphisme entre catégo-

ries de structures algébriques d'espé.ces duales, au sens du Chap. I, §14.
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15. Systémes multiplicatifs et tensoriels fermés et bi-fermés.

On dit que le systéme multiplicatif T = (C;T,B) est fermé a

gauche si, et seulement si:

- pour tout couple (c',c) de fléches composables de C et tout objet

- : joint
X de Ic s le foncteur c'?c X Ic' _ Ic'.c admet un adjoin

a droite EX s- [ Tore L)

Ainsi, pour tout couple (c',c) de fléches composables de C , on dis~

.

pose d'un foncteur (de fermeture a gauche)

- - op —_
E ’ c,[c : Ec X Ic'.c Zc'
»

de sorte que, naturellement en tous objets X de Ic s X' de Ic' et

X" de Ic' c 2 ona 1'isomorphisme:

- Hom£c. C(x'c,ec X, X") ~ Homzc' X, Ex,x"c'[c) .

De méme, on dit que le systéme multiplicatif TT = (C;T,B) est

fermé a droite si, et seulement si:

= pour tout couple (c',c) de fléches composables de C et tout objet

X' de T ,, le foncteur X' B = :T =—=—>T ' admet un adjoint
~c c',c — —'.c

4 droite ] X', - ] T, e —>T
ot c'yc *

Autrement dit, T est fermé i droite si, et seulement si, son systéme
inverse est fermé i gauche, au sens précédent.
En tout état de cause, pour tout couple (c*',c) de fléches composables

de C , on dispose alors d'un foncteur (de fermeture & droite)

- -— . op %
2, ’ c']c : Ic' x Ic'.c !c
]

de sorte que, naturellement en tous objets X de Ic s X' de Ic' et

X" de Zc' crona 1'isomorphisme:

- Hom_l._c' c(x' B X5 X" )~ HomLC(X, z'x',x"c']c).
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Bien entendu, on dira qu'un systéme multiplicatif associatif (resp.

associatif et cohérent, unitaire 4 droite, unitaire & gauche, unitaire,

unitaire et cohérent, un systéme tensoriel) est fermé i gauche si, et

s

seulement si,son systéme multiplicatif sous-jacent est fermé a gauche; de

méme, on dira qu'il est fermé i droite si, et seulement si, ce systéme

multiplicatif sous-jacent est fermé i droite; enfin, on dira qu'il est bi-
fermé si, et seulement si, il est fermé a gauche et fermé a droite.

Notons que, si T = (C;T,H,a) est un systéme multiplicatif associa-
tif et cohérent, fermé i gauche (resp. 4 droite), alors, pour tout triplet
(c",c',c) de fléches composables de C , on a, naturellement en tous ob-

jets X de T, (resp. X' de Ec, ) , X' de Ic' (resp. X" de Tow )

et Y de Zc".c'.c :
C x & x ,v [ ~ [ x,[x,Y C [  dans T,
c'.c ’ c",c'.c c' c c".c',c c",c'
(resp.
] ox» B X% Y 7 o~ Jx', ] X" ,Y ] ] dans T_ ).
c".c' ’ c".c',c c! c” c",c'.c c',c

On définit, enfin, facilement les C-systémes multiplicatifs (resp.

«e. ) fermés i gauche, fermés i droite ou bi-fermés.

16. Exemples de systémes tensoriels fermés ou bi-fermés,

Si C=1, il est facile de vérifier qu'un C-systéme tensoriel fer-
mé i gauche (resp. a droite, bi~fermé) s'identifie & une catégorie monoi-
dale fermée a gauche (resp. 3 droite, bi-fermée),au sens de (C.L.C.A.), et
réciproquement.

Clairement, les considérations du Chap. I , §17 , montrent que le
systéme tensoriel des catégories de bimodules est bi-fermé...

Si C est un groupe, si M est un autre groupe et si Q: CxM—> M
est une opération, a gauche, du groupe C sur le groupe M , alors le
C-systéme tensoriel (@ , canoniquement associé au produit semi-direct du

groupe C par le groupe M, est bi~-fermé. En effet, pour tout couple
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((e*,m*),(cym)) d*éléments de CxM, il suffit de poser:

- [(e,m),(c?,m*) L = (etm®) B, (com)7
(o] C

c'.c ,c ct,
- ] (eym)y(c?,m?) _1] = (Csm)-l _ln (c'ym*)
c c,c “.c' c T,c'



CHAPITRE III: SYSTEMES MULTIPLICATIFS ET TENSORIELS BI-FERMES DE CATE-
GORIES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES.

l. Procession d'esquisses.

On dit que § = (E;/§j) est une procession d'esquisses (projecti-

ves petites) si, et seulement si:

- C est une catégorie,

- /s8/ = ({s_/)

est une famille d'esquisses (projectives petites),
(indexée par la classe F1 C des fléches de C ).

Dans ces conditions, nous dirons aussi que /S| = (/§c/) est une

c €F1C
C-procession d'esquisses (projectives petites),

2. Procession de co-structures.

On dit que ZI = (E;/g/,/Z/) est une procession de co-structures (et

l'on pourra noter I: /S/——> (Ensli/)0p ) si, et seulement si:
= (C3/S/) est une procession d'esquisses (projectives petites),

_ 3
- /2] = (/Zc7= /§6/-€> (Ens )°P ) est une famille de réali-

c €F1 c

sations,

Dans ces conditions, nous dirons également que (/8/5/2/) est une C-pro-

cession de co-structures.

Ainsi, en particulier, i toute procession d'esquisses projectives pe-

tites /S/ est associée la procession de co-structures, dite canonique,

Y = (QB/S/,(/YQ/)c € F1 E) oli, pour toute fléche ¢ de C , on a:
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s/

- /Yc/ = /Y/S //=/§c/ ——> (Ens © )°P est 1la co-structure canoni-
w

que associée i /§c/ .

3. Processus multiplicatif de co-structures.

On dit que M = (C;/S/,/M/) est un processus multiplicatif de co-

structures (et 1'on peut noter ]H:[g]ﬁ/g/-—4> (Ens/§/)°p) si,et seulement si:

- (C3/S8/) est une procession d'esquisses,

/§c'.c/ op
- M/ =M, [ [S_,/B/S | —> (Ens )P ) est

c',c sC) € C*C
une famille de réalisations (indexée par la classe C*¥C des couples de

fléches composables de C ).

Dans ces conditions, nous dirons aussi que (/S/,/M/) est un C-proces-

sus multiplicatif de co-structures.

.

4, Processus multiplicatif de co-structures associé a4 un systéme

multiplicatif bi-fermé de catégories de structures algébriques.

Supposons que:

- C est une catégorie (quelconque),

_ - _ . . . . . _
/s/ (/§c/)c €Flc est une C-procession d'esquisses pr7ge7t1ves pe

tites (alors, pour toute fléche c de E_, on pose Ic = Ens °© et

1'on note /Yc/ : /§c/ > ZCOP la co-structure canonique associée a

Is] )

- T=(-= (Ic) c B ) est un systéme multiplicatif bi-fermé

/s./

< .

c €F1

(des catégories de structures algébriques Ic = Ens

Alors, pour tout couple (c',c) de fléches composables de C, on
dispose du foncteur:

)°P

op
H -———q .
M(Tr)c',c §c' X §c Y - (Ic' X Ic) B op > —c'.c
c' ¥ ¢ ( “eve )
?
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Comme T est bi-feir$, pour tout objet X (resp. X') de T, (resp.
- : —_— . X - T —>T )
I.+)s le foncteur c'?c X: T, Toro (resp. X c°§c T, Tev o’
admet un adjoint & droite: il en résulte que (-c,!c x )°P (resp.
’
(X'C,Ec -)°? ) commute aux limites projectives. On en déduit donc que
£}

/M(TT)C,'C/=/§c,/E/§C/-> (_T_C,.c)°p est une réalisation. Autrement dit,

M(T) = (/S//M(TT)) est un C-processus multiplicatif de co-structures

(dit associé par construction standard &3 T ).

Nous pouvons donc énoncer:

Proposition 4 . A tout systéme multiplicatif bi-fermé de catégories de

structures algébriques est associé par construction standard un proces-

sus multiplicatif de co-structures.

5. Systéme multiplicatif bi-fermé de catégories de structures algé-

s

briques associé i un processus multiplicatif de co-structures.

Supposons que:
- C est une catégorie (quelconque),

- /§/ = (/§c/)c € F1 C est une gfprocession d'esquisses projectives pe-

/s_/
tites (alors, pour toute fléche c¢ de C , on pose Ic =Ens © et

1%n note /Yc/: /§c/ —_— ECOP la co-structure canonique associée a

IS )5
- M= (/S/,/M/) est un C-processus multiplicatif de co-structures.

Pour tout couple (c',c) de fléches composables de C et tous objets
X de Ec et X' de Ic, » on dispose des deux présentations cancnigutso

en termes de limites inductives (voir le Chap. I , §12):

_ _ . op - op - - .
X = lim (H(X) P s, S oD > gc) = lim Yc(Sx) ’
c x<X(S)
SEOb S
-—c
- " - 15 »)OP op - . .
X' = lim (H(X') W&. -;—gi,—>'£c.) = lim Y (550
ct x'€X*'(s?)

S'€0b S _,
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on pose alors:
™ op op
L -— 3 S b = . .
X c,gcx = 11;;5((1{(}( 3y 7 HEX)) (s , x §_c) — T,

(h(x*) x h(x)°P 7° Moo on 0 C

Clairement, on définit ainsi (par "naturalité") un foncteur:

M

T ]
='.c

M
Autrement dit, (M) = (T = (gc)c cFlLc’ B ) est un C-systéme multipli-

catif (que 1'on dit associé au processus multiplicatif de co-structures

T
-—C

IM par construction standard).

Pour tout couple (c',c) de fléches composables de C et tous ob-

. ® ” .
jets X (resp. X ) de Ic (resp. 30- ) et X" de Ic'.c » ON a:

- - - '] N » 3 3
/HO@EC. C(Mc',c( , ),X')/./§c,lﬂ/§c/ —> Ens est une réalisation,

en conséquence, il lui correspond, par 1'isomorphisme

/S ./
(/s_,/8/S_/) /S | "=
Ens © ™~ (Ens ©)
/S_/
(/s_,/B/s_/) IS ./ "=
(resp. Ens © < x (Ens © ) ),
une réalisation:
IS,/ /§c'/
- [c'Tc] x* /S 44/ — Ens (resp. EX" : /§c/———-> Ens ),

il en résulte alors que:

- L x, x* [ = /Hom, (X,[cTTc] X" (-))/: /S 41/ —> Ens
(o] -C

cl,c

(resp. ] X', x" ] = /Hom, (x'.Ex"c-»/: IS,/ —> Ens )
—c"'

c! c',c
est une réalisation, i. e. est un objet de T (resp. T, ) .

On définit donc ainsi, par naturalité, un foncteur:

-, - . T °P —_—
-, '[ I x Tov.o T
C C'yC
-, - . T OP
(resp. g' » c']c H ‘T"C' X ZC'.C ———— IC )o
H4
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Alors, il est facile d'établir qu'il s'agit 14 d'un foncteur de fevmature
a gauche (resp. & droiie) pour le C-systéme multiplicatif (M) .

Nous pouvons donc énoncer:

Proposition 5 ., A tout processus multiplicatif de co=-structures est asso-

cié par construction standard un systéme multiplicatif bi-fermé de catégo-

ries de structures algébriques.

6. Réciprocité des constructions standard.

Soit § = (C;/S/) et §" = (g",/§“/) deux processions d'esquisses
projectives petites.

On dit que 1R = (F;/R/): § —> 3" est un homomorphisme (ou encore une

réalisation) de la procession 3 vers la procession 3" si, et seulement

si:

- F: ¢ —> C* est un foncteur,

est une famille de réalisa-

= IR = URYs IS5yl —> IS,])

1 c €F1 c
tions (7).

Alors, on note Pe 1la catégorie dont les objets sont les processions d'es-
quisses projectives petites et dont les fléches sont ces homomorphismes.
Soit M = (C3/S/,/M/) et M* = (C";/s*/,/M"/) deux processus mul-
tiplicatifs de co-structures admettant des processions d'esquisses projec~
tives petites sous-jacentes. On dit que (R,r): M —> M" est un mor-

phisme du processus multiplicatif de co-structures M vers le processus
multiplicatif de co-structures IM" si, et seulement si:

- TR: (2;/§_/) —_— (_c_“;/g‘/) est un homomorphisme de processus d'es-

quisses projectives petites (alors, pour toute fléche c¢ de C , on no-

/-S-;(c)/ I8/
te L : Ens —> Ens l'adjoint a4 gauche du foncteur algébri-
/R_/ /s_/ IS¢¢cy!
que Ens © : Ens © —> Ens (%) ),

- r= (rc',c= Ld'r.c'Ml‘-:(c'),F(c) - Mc'.c'(RC' xR )(C'nC) € C*C ot

une famille de transformations naturelles.

Alors, on note Pmc la catégorie dont les objets sont de tels processus

( ) La raison du sens qui a été choisi, pour chacune des /R /, apparai-
tra clairement 4 la proposition 6,
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multiplicatifs de co-structures et dont les fléches sont ces mocrphismes.

us

Disons maintenarw, précisément, que (C;/S/,T,®) est un uy.

'

téme multiplicatif bi-fermé de catégories de structures algébriques si, ct

W

seulement si:

- (C3/8/) est une procession d'esquisses projectives petites,
- (C;T,B) est un systéme multiplicatif bi-fermé,

Is
~ pour toute fleche ¢ de C, on a Ic = Ens .

Si (C;/S/,T,B) et (C";/S"/,T",B) sont deux systémes multiplicatifs bi-

fermés de catégories de structures algébriques, on dit que
(Fi/R/’Hsh)3 (_C_;/§_/ ,'_l;,ﬂ) —_— (E_“;/E./sza H-))

est un morphisme du systéme multiplicatif bi~fermé de catégories de struc~

tures algébriques (C;/S/,T,B) vers le systéme multiplicatif bi-fermé de

catégories de structures algébriques (g’;/g‘/,g‘,l) si, et seulement si:

- R = (F;/R/): (C3/S/) —> (C"3/S"/) est un homomorphisme de proces—

sions d*esquisses projectives petites,

- (F;H,h): (C;T,B) — (g‘ ;1‘,!) est un morphisme de systémes multi-

plicatifs bi-fermés,

- pour toute fléche ¢ de C, on a
Hc = Ens/RC/: TC = Enslsc/———> I;‘(c) = Ens/EF(c)/ .

Alors, on note Smbf alg la catégorie dont les objets sont ces systémes nul-
tiplicatifs bi~fermés de catégories de structures algébriques et dont les
fléches sont ces morphismes,

Clairement, 1l'application (définie au 84 précédent) qui & un systéma
multiplicatif bi~-fermé de catégories de structures algébriques yil
associe le processus multiplicatif de co=structures

M(TT) se prolonge en un foncteur ("processus multiplicatif de co-

structures associé par construction standard")

=) ——————>
M(-) : Smb alg Pmc

De méme, il est clair que l'application (définie au §5 précédent) qui i
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un processus multiplicatif de co-structures M associe le

systéme multiplicatif Li-fermé de catégories de structures algébriques
T(M) , se prolonge en un foncteur (dit " systéme )
multiplicatif bi-fermé de catégories de structures algébriques associé par

construction standard"):

mw(-) : Pmc ——————> Smbfalg .

Dans ces conditions, il est facile de vérifier que ("réciprocité -

a4 1'équivalence prés - des constructions standard™):

Proposition 6 . Les deux foncteurs

—_——
-): S . -
M(=) mbfalg < Pmec : (=)

définissent une équivalence de catégories.

7. Exemple,

Si /8/ désigqe la famille des es-

(/S(a,p)-Bin'’(,B) € F1 Am
quisses projectives petites de bi-modules (considérées au Chap. I , §17)
alors, il est clair que (Mm;/S/) est une procession d'esquisses projec-
tives petites.
De méme, si /M/ désigne la famille

: . _\Op

: . . -_> -]

My 5,6/ 150a,8)-pin/™/EeB, 0)-pin’ —> (AOBIM) () 5y (3,000 mm* Mm
des co-structures considérées au Chap. I , 8§17 » alors il est clair que
(Mm;/S/,/M/) est un processus multiplicatif de co-structures: c'est exac-
tement celui qui est associé, par construction standard, au systéme multi-

plicatif bi-fermé canonique des catégories de bi-modules.

8. Tests standard.

Soit M = (g;/§j,/M/) un processus multiplicatif de co-structures
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™M
(et 1'on note alors TT(IM) = (C;T,B) 1le systéme multiplicatif bi-fermé

qui lui est associé p-~ construction standard).
On dit que M vérifie le test standard d'associativité (ou que
(JM,a = Qx

)  est un processus multiplicatif as-

C",G'uc)(c",C',C) € E?Eig

sociatif de co-structures) si, et seulement si:

- pour tout triplet (c",c',c) de fléches composables de C , on a une

équivalence naturelle

™ M
Ao, or,c? Mc",c'(“"'-)c".c'ECYC(-)-":> Yc"(-)c"ec'.cMc',c(-’-)'

.

Nous laissons au’lecteur le soin de préciser a quelle condition nécessaire

et suffisante M vérifie le test standard d'associativité cohérente (ou

ce qu'est un processus multiplicatif associatif et cohérent de co-structu-

res).
Dans ces conditions, il est clair qu'a un processus multiplicatif associa~
tif (resp. associatif et cohérent) de co-structures (M,q) correspond,

par construction standard,un systéme multiplicatif associatif (resp. asso-
™
ciatif et cohérent) bi-fermé (C;T,8,a) ou, pour tout triplet (c",c',c)

de fléches composables de C , on a:

aC",C',C(YC"(-)’Yc'(-)’Yc(-)) = ac"’c.,c(-,-,-) .

Bien entendu, la réciproque est vraie: nous laissons au lecteur le soin
de formuler cette réciprocité en termes d'équivalence de catégories (par
analogie avec le §6).

On dit que M vérifie le test standard d'unitarité i droite (resp.

(ou que

R . s _
a gauche) pour la famille d'objets I = (IC € Ob IIdC)C €obe

(]M,I,p) est un processus multiplicatif unitaire 3 droite (resp. & gau-

che) de co-structures) si, et seulement si:

= pour toute fléche c¢: C —> C' de C , on a une équivalence naturelle

M
Het Yc(-)CEIdC IC - Yc(-)
M
(resp. bet Ige 14 B Y () —— Y (=) ).
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.

Nous laissons au lecteur le soin de préciser i quelle condit:on s¢cer~-

saire et suffisante T vérifie le test standard d'unitarité (resp.

d'unitarité cohérente) (ou ce qu'est un processus multiplicatif uniiaire

(resp. unitaire et cohérent) de co-structures). De méme, il précisera

facilement ce qu'est un processus tensoriel de co-structures,

Dans ces conditions, il est clair qu'a un processus multiplicatif uni-
taire a droite (resp. a gauche) de co-structures (M,I,n) correspond,

par construction standard, un systéme multiplicatif unitaire i droite
M
(resp. 4 gauche) bi-fermé (C;T,B,I,u) ou, pour toute fléeche c: C—> C'

de C , on a:
u (Y ) = p ()

De méme, 4 un processus multiplicatif unitaire (resp. unitaire et co-
hérent, a un processus tensoriel) de co-structures correspond un sys-
téme multiplicatif unitaire (resp. unitaire et cohérent, un systéme
tensoriel) bi-fermé.

Bien entendu, les diverses réciproques sont vraies: le lecteur les formu-
lera sans difficulté en termes d'équivalences de catégories (par analogie

avec le §6).

9. Application 1l: Existence de structures de catégories multiplica=~

tives bi-fermées sur une catégorie de structures algébriques.

Si C= 1 (est la catégorie n'ayant qu'un seul objet et une
seule fléche 0 = an : Q —>(Q ), la donnée d'une C-procession d‘es—
quisses projectives petites s'identifie 4 la donnée d'une esquisse proijec-

tive petite /§o/ . De méme, 1la donnée d'un C-processus multiplicatif i

co-structures s'identifie 4 celle d'une co-structure double
/8,1
<0’ ,op
Mo/ /So/n/so/ —> (Ens ) .

En conséquence, en vertu de la proposition 6 , les diverses struc—
tures de’ catégories myltiplicatives (resp. multiplicatives associatives,

/Sn/
+es) bi-fermées sur Ens =0 sont "classifiées" par les diverses co-
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structures doubles (+>sp. les diverse co-structures doubles 73ri Siant
le test standard d'ascociativité, ... ) : on retrouve, ainsi, les ré-
sultats de (F -S-C.A. )o

10. Exemples.

Il est établi en (C.C.F.W.) qu'il n'existe pas de structure de ca-
tégorie monoidale bi-fermée (i. e. de l-systéme tensoriel bi-fermé) sur
la catégorie Demgrp des demi-groupes: en effet, si /§O/ est une es-
quisse de demi-groupe, il est impossible de construire une co-structure
double (i. e. un co-demi-groupe double) /MO/= /§O/D/§o/ —_— (Demgrp)Op

qui soit sous-jacente & un l-processus tensoriel de co-structures.

De méme, il est établi en (C.C.F.W.) qu'il n'existe qu'une seule
(a2 isomorphisme prés) structure de catégorie monoidale bi-fermée sur la
catégorie Grpab des groupes abéliens (& savoir 1'usuelle): en effet,
si /§0/ est une esquisse de groupes abéliens, on ne peut construire
qu'une seule (i isomorphisme prés) co-structure double (i. e. qu'un seul
co~-groupe abélien double) /M0/= /§0/ﬂ/§0/-————> (Grpab)0p qui soit
sous-jacente a un 1-processus tensoriel de co-structures. Précisément,
il est facile de vérifier que /§£/ﬂ/§0/ est aussi une esquisse de grou-
pes abéliens ("les groupes abéliens doubles sont ... les groupes abéliens"),

i. e. que 1l'%on a:
ISy N TEN,
Grpab ~ Ens ~ Ens : alors, nécescaire-
/So/BIS/

ment /Mol = Y/§o/ﬂ/§0/ : /§0/E/§0/-————> (Ens )°p ~ (Grpab}op.

11. Application 2: Systémes multiplicatifs bi-fermés asscciés par

dualité.

Supposons que:
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- [§1/ est une esquisse projective petite,
/S,/
- /M1 1/: /Sllllsll -~ —> (Ens 1 )0p est une co-structure double (et
, 2 2

donc, d'aprés le §9 précédent - ou (F.S.C.A.) » 11 lui correspond, pdar

18,/

construction standard, une catégorie multiplicative bi-fermé (Ens ,1E133
/S.1/ T
1

- G est un sous-groupe du groupe Dual(Ens ~ ) des automorphismes de

dualisation des structures algébriques d'espéce /§1/ (au sens du Chap. I,314;.

Dans ces conditions, posons:
= pour tout élément g de G , /§g/ = /§4/ ’
- pour tout couple (g',g) d'éléments de G,
—y= = ' Y - l Y - .

Clairement, en identifiant G 3 une catégorie particuliére, on voit que:

G;/s/ = (/§g/)g c G) est une procession d'esquisses projectives petites

H = M . . .
et (G3/s/,/M = (/ g',g/)(g',g)E G x ) €St un processus multiplicatif
de co-structures.,

En vertu de la proposition 5 du §5 précédent, on en déduit, par construc-

tion standard, un“systéme multiplicatif bi-fermé

/§8/ /§1/
(G3(Ens ® = Ens g € ¢*e®e ") € ¢ x &

dit associé par G-dualité 3 la catégorie multiplicative bi-fermée
/S./
(Ens 1 ’ 1‘1) et tel que, pour tout couple (g',g) d'éléments de G et
’ /S./

naturellement en tous objets X , X' et X" de Ens 1 s on a:

- ' - (] ]
X g,egx = g(X)]Bl g(X) ,

[x,x [ ~ g'-l({ g(X),x"{ ) (si {-,~{ désigne la fermetu-
8 g's8 /s./
gauche de la catégorie multiplicative bi-fermée (Ens =1 ’1‘1) )s
?

[y

] x*,x" ]~ 8-1( Je'(x*),x" }) (si }-,-} désigne la ferme-
g'

g'se /S./
ture & droite de la catégorie multiplicative bi-fermée (Ens =1 '1‘1) .
»
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Ainsi, la famille ( = g* de produits tensoriols,

B )e',e) € G xG

associés au produit tensoriel "initial" ' - - , permet-elle de “clas-

B
sifier" plus que les seuls homomorphismes ez;ie structures d'espéce /§q/x
elle permet aussi de prendre en compte les homomorphismes (g*,g)-variants

au sens du Chap. I, §15. De plus il est clair que, si la catégorie multi--
plicative bi~fermée initiale est sous-jacente 4 une structure de catégorie
multiplicative associative (resp, associative cohérente, unitaire a droite,
unitaire 3 gauche, unitaire et cohérente, a une catégorie monoidale) bi-fer-
mée, alors le systéme multiplicatif bi-fermé associé par G-dualité est
sous-jacent & un systéme multiplicatif associatif (resp. associatif et co-
hérent, unitaire a droite, unitaire i gauche, unitaire et cohérent, & un

systéme tensoriel) bi-fermé,
12, Exemple,

/ S7pposons que I§1/ est l'esquisse de catégories (de sorte que
S
Ens ~ Cat ) et que /Ml’lla /§1/n[§1/--4> (cat)®®? est 1la co-struc-
ture double associée, par construction standard, i la structure de caté-
gorie cartésienne fermée (Cat, x ).

Dans ces conditions, nous avons Dual(Cat ) = ({IdCat,(-)°p3, o) et,

si 1'on prend G = Dual(Cat ) , il vient:

- naturellement en toutes petites catégories A et B,

A B B=aAxp
IdaesTdcae

A opp B = ﬂ?p xB ’
) ’Idc

at

A B B = Axp?

Idg,e s (=)°F ~
at
A = A°P x p°P

B ’
<->°'°fc->°"
-~ naturellement en toutes petites catégories A et B,

[A,B [ =38 = a4, ] ,
Id

Id cat’T9cat 1o Ideae 2 1dcae

Cat
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A.op
[a,3 [ = B = JA,B 1 op *
Tdo.e =) sldp e Tde.e Ido a0 ()
a°P)
Lop As B = B= = JopAs B
3P =77 1P ()P (->°‘°?mCat
(a°P) . op
L.,A,B = 3= HP= ] aA,B
(3P =" = (->°"E(->°P (-)°P (->°"?<->°p

(et ces différentes fermetures prennent en compte tant les foncteurs co-

variants que les foncteurs contra-variants de A vers B ).

13. Application 3: Systémes tensoriels bi-fermés engendrés.

Soit G un graphe orienté, dont nous notons Flnt'E la classe des

fléches non triviales, et (/§g/) une famille d'esquisses pro-

B AT A1

g € Flnt G
jectives petites.
Notons L(G) 1la catégorie librement engendrée par G : elle a les mé-

mes objets que G et ses fléches non triviales sont les chemins propres de

G , & savoir les n-uplets (o n varie dans IN* )
(gn’gn-l’ se sBys8,)¢ dom 8, ——-f> cod g

de fléches consécutives et non triviales de G .

Dans ces conditions, (L(Q);(/gy/)y € F1 L(g)) est évidemment une pro-
cession d'esquisses projectives petites lorsque l'on a posé:
= pour tout objet G de L(G) , /§_Id /=1,
G

- pour toute fléche ¥y = (gn, cee ,gl) de L(G) , /§7/ = /§_g /8 ... n/§8 /e
n 1

e M
évidemment un processus multiplicatif de co-structures si, pour tout couple
(y'»y) de fléches composables de L(G) , on a posé:

-/M'/=/Y

/s ., ./
= —_— Y Y yoP
Ly '-Y/ /S, ,./8/S_ /| (Ens )

/ + /S
N ¥
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Ce processus multiplicatif de co-structures vérifie trivialement
le test standard d'associativité cohérente, de méme qu'il vérifie le

test standard d'unitarité cohérente pour la famille
(/_S_IdG/ =1)

I=(I;=1¢€0b (Ens = Ens ) )c € ob L(G)*

On en déduit, par construction standard, un systéme tensoriel bi-fermé

de catégories de structures algébriques:
S n..l s
Sg /B...M/s, | IS1q !

: n, 1 _ G
(L(G);(Ens )(gn""’gl)EFl L(‘E),(Ens-- Ens )

GEob g*Br+e+)

dit canoniquement engendré par la famille de catégories de structures

algébrigues

/s,/

(Ens "®)
g € Flnt G

14, Exemples.,

Soit G 1le graphe orienté représenté ci~dessous:

81 &

Choisissons pour /§g / une esquisse projective petite de grou-
1
pes et pour /§g / une esquisse projective petite d'ensembles ordonnés
(on sait que de telles esquisses existent et on laisse au lecteur le soin

d'en exhiber). Alors /§{g g )/ = /§g /l/_S:Ig / est une esquisse projec~
2°°1 2 1

tive petite de groupes ordonnés.
Si Grp (resp. Ord , Grpord ) désigne la catégorie des groupes
(resp. des ordres, des groupes ordonnés), naturellement en tous ensembles

E1 et E, , en tous groupes (Ei.x) et (Eé,x) » €n tous ordres (Ez'.s )
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et (E'z', < ) et en tous groupes ordonnés (E"',x, <) et (E:,,:',x, <)
les fermetures du systéme tensoriel bi-fermé canoniquement engendré par
la famille S S sont définies comme suit:

(/_g /./_,g /)

- pour tout i=1,2,3, [ EI’EZ C = ] E,E, ] est

Id4 »Id Id 14, ,Id
Gi G Gl Gi Gi Gi.
1'ensemble des applications de E1 vers E2 ’
- [ ELELY) [ = ] E,,(E!,x) ] est la structure de
1°71 1'71
Id gl’IdG IdG IdG ’gl
1 1 2 2

groupe "déduite point par point de celle de Ei " sur l'ensemble des

applications de E, vers E! ,

1 1
- L E s(EYs <) L =1 Eys(EY, <) ]  est la structure d'or-
IdG gZ,IdG Id IdG ’82
2 2 3 3

dre "déduite point par point de celle de E'l' " sur l'ensemble des ap~-

plications de E vers E! ,

1 1

- L 1’(E1 ’Xy <) )[ = ] El'(E']:.'x' <) ] est
Id, (e,s8,),1d 1d 1d. ,(e,s8,)
1 2771 Gl G3 G3 27 "1

la structure de groupe ordonné "déduite point par point de celle de E'l" "

sur l'ensemble des applications de E1 vers EY' ,

1
- [ (E2x),(EL,x) L = 7 ELR,ELX) ] est 1l'ensemble des
1 2 1 2
8y g 81 8 8119,

homomorphismes de (Ei,x) vers (Ei,x) R

- [ (E"’ S )’( '2'9 s ) [ _-_I (E"’ < ) ( 3 < ) ] est 1'en~-

Id. ,8 4 g,,1d
7] G3 2 2 2 Gz

semble des applications croissantes de (EY, <) vers (E'z', < ),

- [ (E?',er)’(Eg',x,<) [ = j (E""x’<) (E"Dx’<)
(gzﬁgl) Idcs’(gz’gl) (82!31) (82!81 ’Id 1
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est l'ensemble des homomorphismes croissants de (EI',x, < ) vers
(E'z":x: _<_ )

- [ (Ei,x)p(E'l'l',x, <) [ est 1la structure d'ordre "déduite
81 87289

point par point de celle de E'l" * sur l'ensemble des homomorphismes

de (Ei,x) vers (E']'.',x) ,

-] (E'l', < ),(E']'.',x, <) ] est 1la structure de groupe "déduite

point par point de celle de E'l" " sur l'ensemble des applications

croissantes de ( ']'_, <) vers (E'i', <).

On construit alors, longuement mais facilement, les différents produits
tensoriels associés,

Bien entendu, on peut varier les exemples: les considérations géné-
rales du §13 précédent indiquent que 1l'on peut toujours effectuer le pro-
duit tensoriel "canonique" d'une structure algébrique d'espéce quelconque
par une autre structure algébrique d'espéce quelconque (éventuellement

différente , ou égale «e. ! ).

15. Application 4 : Systémes tensoriels bi-fermés canoniques.

Soit /21/ une esquisse projective petite.
Les considérations générales du §13 précédent permettent de lui as-
socier un sytéme tensoriel bi-fermé particulier. En effet, notons G le

graphe orienté représenté ci~dessous:

0=1I X 1
dn Q

.

Alors L(G) s'identifie & la catégorie (qui est un monofde) (NN,+) et
la famille (/S./) engendre donc un systéme tensoriel bi-fer~-
21'’1eF1 6
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mé, Comme, pour tout n € N , on a /§n/ = lnlgi/ , par construction,

nous dirons que n
B/s,./

((]ND*');(EHS _1 >n€ ]N ] n » coo)

est le systéme tensoriel bi-fermé des catégories de structures algébri-

ques multiples d'espéce /§i/ canoniquement associé a /§i/ .

16. Exemples.

Si /_S_1/ est l'esquisse de groupes abéliens, il n'est pas diffici-
le de vérifier que, pour tout n € IN¥ , ln/§1/ est encore une esquisse
de groupes abéliens (i. e. les groupes abéliens n-uples sont les groupes
abéliens)., Alors, le systéme tensoriel bi-fermé de "groupes abéliens mul-
tiples"

((W,+)3(Ens)y ¢ pyo(GTPaD) o ; » B, «00)

est tel que, pour tous entiers n et m , non nuls, et naturellement en
tous ensembles E1 et EZ et en tous groupes abéliens (Ei,x) et (Ei,x)

on a:
E1 0?0 E2 = E1 X E2 dans Ens ,

1 ] — - 1 ] S ]
E1 0§n (ET’X) = ele]E (Ei’X)e = (El,x) n§o E dans Grpab (ou 1l'on
1

a posé (Ei,x)e = (Ei,x) , pour tout élément e de E1 ),

1

- (Ei,x) n‘m (Ei,x) est le produit tensoriel usuel dans Grpab .
4

De méme, si /§4/ est une esquisse de groupes, il n'est pas diffi-
cile de vérifier que, pour tout n >2 , ln/§1/ est une esquisse de
groupes abéliens (i. e. les groupes n-uples sont les groupes abéliens).
Alors, le systéme tensoriel bi-fermé des "groupes multiples"

((]N"")I(Ens)o e IN:(GT-'P)I € ]N’(Grpab)n> 2’ . 9 oo )

est tel que, pour tous entiers n > 2 et m>2 et naturellement en
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tous ensembles E1 et E2 s en tous groupes (Ei,x) et (Ei,x) et en

tous groupes abéliens (Eg,x) et (E;,x) , On a:

- E1 OEO E2 = E1 X E2 dans Ens ,

- ] [ ] — | ] > [ ]
E1 Oel (El,x) L | (El,x)e- (El,x) 1?0 E dans Grp (ou 1l'on

e € E1 1

(Ei,x) s pour tout élément e de E1 ),

a posé (Ei’X)e

-E, B (E'l',x)

1 o%n 11l (&yx, = (E},x) B E, dans Grpab (ol

e € E n,

1'%on a posé (Ea‘_,x)e = (E;,x) » bour tout élément e de E1 ),
- (E3,x) .B. (E3,x) est le produit tensoriel usuel, dans Grpab , des

1 1,1 *72
abélianisés de (Ei,x) et (Eé,x) ’
- (Ei,x) 1§n (EI’X) = (Eg,x) nnl (Ei,x) est le produit tensoriel usuel,

1
dans Grpab, de l'abélianisé de (Ei,x) avec (Eg,x) ’
- (EI,x) nnm (Eg,x) est le produit tensoriel usuel dans Grpab.
2

Enfin, si /§1/ est une esquisse de catégories, le systéme tensoriel

bi-fermé "de catégories multiples" qui lui est canoniquement associé cor-

respond exactement aux constructions (présentées comme particulidres) de
(M.U,F.U.).

17. Un exemple de classification.

On sait, en vertu de la proposition 6 du § 6 précédent, que les

M m-structures de systémes multiplicatifs bi-fermés de la forme

E“:' (((A’B)-Bim)(A’B) e Fl Mm,l“, -ou)

sont associées, par constructions standard, aux M m-processus multi-

plicatifs de co-structures M* de la forme:

~ . op
(M 8,c 1 15¢a,8)-3in/®/5¢s,c)-pim/ — (CAsCI-BIm™"d( (s 3y (B,C))e Mm* Mdn
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Or, pour tout couple (A,B) d'anneaux unitaires, 1l'esquisse pro-
j i i . ~bi ient l'esquiss
jective petite /§(A,B)-B1m/ de (A,B)-bimodules contien esq e

projective petite /S |/ des magmas unitaires abéliens, dont 1le

—maguab
graphe orienté sous-jacent, les équations de définition de la composi-
tion des fléches et les cOnes projectifs distingués sont précisés dans
le diagramme 19 (ci-joint).

En conséquence, pour tout triplet (A,B,C) d'anneaux unitaires,

. . . oo s
/E(A,B)-Bim/n/§(B,C)-Bim/ contient l'esquisse de magmas unitaires abe

liens doubles. Or ces magmas unitaires abéliens doubles sont ... les
magmas unitaires abéliens. Il en résulte qu'une co-structure de la for-

me /My 5c 1t 1S0anypinl®S,cyl —> (0BT défi-

nit au-moins un co-magma unitaire abélien. Mais les équations (Eq)

(figurant dans le diagramme 19) indiquent qu'alors, on a nécessaire-

ment (en posant MQA,B,C (s) = EA,B,C .), & isomorphisme prés:

- M“A’B’C (s") = EA,B’C +Eyp.c” EA,B’C x EA,B’C dans (A,C)-Bim ,
- M.A,B,C (pl) (x) = (x,0) , pour tout élément x de EA,B,C ’

- M“A,B,C (pz) (x) = (0,x) , pour tout élément x de EA,B,C ’

- M“A,B,C (k) (x) = (x,x) , pour tout élément x de EA,B,C ’

- M‘A,B,C (jl)(x,y) = X , pour tous éléments x et y de EA,B,C ’

- M“A,B,C (jz)(x,y) =y , pour tous éléments x et y de EA,B,C ’

autrement dit, ce co-magma unitaire abélien est entiérement déterminé

par la seule donnée du (A,C)-bimodule EA B.C °
s

De plus, pour tout couple (A,B) d'anneaux unitaires, l'esquisse

projective petite /§k contient le sous—graphe multiplicatif

A,B )-Bim/
dont le graphe orienté sous-jacent et les équations de définition de 1la
composition des fléches sont précisés dans le diagramme 20 (ci-joint)
(et qui est la somme, dans la catégorie des graphes multiplicatifs,des

monoides multiplicatifs sous-jacents &3 A et 3°P ).
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3

graphe orienté sous-jacent

|
=
(=}

Pyej; =uec = v

P10J2 = U.C =V

PyeJ, = Ldg
kej; = Idg
ko JZ = Ids

Equations de définition

cdnes projectifs distingués

Diagramme 19
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a'.a

Bb.b'

graphe orienté sous-jacent

@ 40, =0

BpreBy = By, pe

équations de définition

Diagramme 20

ou a

al

b'

varie dans A
varie dans A
varie dans B

varie dans B
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En conséquence, pour tout triplet (A,B,C) d'anneaux unitaires, 1l'es-

quisse projective petite /§( contient le sous-

graphe multiplicatif dont le graphe orienté sous-jacent et les équations
de définition de la composition des fléches sont précisés dans le dia-
gramme 21 (ci-joint).

Il en résulte que, si

/M /| —> ((A,C)-Bim)°P

A,8,¢ /% /5¢a,8)-Bin'®/5(8,c)-Bim
est une co-structure, alors on a:

- EA B.C est aussi muni d'une structure de A-module i droite,
t R

EA B.C est aussi muni d'une structure de C-module & gauche,
Dy

EA B.C est aussi muni tant d'une structure de B-module i gauche
R

que de B-module a droite,

- ces différentes structures de modules , i gauche et i droite, leurs

.

structures duales de modules 4 droite et i gauche, les structures de

A-module a gauche et de C-module i droite, sous-jacentes i E,p.c* et
Al

op_

leurs structures duales de A “-module i droite et de C°p-modu1e a

gauche sont toutes compatibles entre elles, i. e. un couple quelconque

d'une structure a gauche et d'une structure i droite, prises parmi celles

13 , constituent un bi-module.

Ainsi, a tout M m-processus multiplicatif de co-structures M?%,

on peut associer une telle famille (EA,B,C)(A,B,C) € (ob AArn)3 s i1
est facile d'établir que la réciproque est vraie.
Dans ces conditions, le systéme multiplicatif bi-fermé T* qui

lui est associé, par construction standard, est alors tel que:

~ pour tout triplet (A,B,C) d'anneaux unitaires, pour tout (A,B)-bi-
module X et pour tout (B,C)-bimodule Y , on a:
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B
Jb,c

ol a varie dans A

b varie dans B et b' varie dans B

¢ varie dans C

graphe orienté sous-jacent

Bb'aa = aa'Bb =k

a,b
't:'aa =08y = k;,b Qaeely =,
@V = Vorly = ha,c Bb"Bb = Bb:b'
B, =YePy = Jp,c BoeeBy =Boep
BS'Yc/énYc'Bé = jg,c Yer*¥e = Ye, et

Bl')'.sb = Bb.Bl;' = ib',b

equations de définition

Diagramme 21



74

X a8, Y~ & 58,8 Fayn,e) a,)8e,0) ¥

~

X a,8)%,0) Ea,n,c 3,8)8,0) ¥

N

(pour les structures de bimodules sous-jacentes a EA,B,C qui donnent

un sens a ces écritures et o R désigne le produit tensoriel canonique).
Ainsi, sont décrits (i isomorphismes prés) tous les sytémes multipli-
catifs bi-fermés sur la famille des catégories de bi-modules.

Si 1'on choisit des isomorphismes naturels (en X et Y), on décrit
alors (& isomorphisme prés) tous les systémes multiplicatifs associatifs
et bi-fermés sur la famille des catégories de bimodules.

Si, en particulier, on choisit pour 1l'un des deux isomorphismes précédents
1'identité, alors on décrit (4 isomorphisme prés) tous les sytémes
multiplicatifs associatifs cohérents et bi-fermés sur la famille des
catégories de bi-modules.

Enfin, les systémes’ tensoriels bi-fermés sur la famille des catégories

de bi-modules ‘sont ceux qui sont associés (comme précédemment) aux

familles de la forme (E pour lesquelles il

A,B,C)(A,B,C) € (ob AAm)3
existe une famille (IA € 0b (A,A)-Bimod)
fiant:

"wae o AT}
A€ Ob Mm ("d'unités") véri

= pour tout couple (A,B) d'anneaux unitaires, on a

“a,8,8 (4,85, T8V ABB~ Ty 4 0y ca,8) Bap,p



APPENDICE. SYSTEMES TENSORIELS ET BICATEGORIES.

1. Bicatégories.

Nous renvoyons a (D.I.S.T.) pour la définition explicite des bica-

tégories (resp. bicatégories fermées i gauche, bicatégories fermées i

droite), définition que, par ailleurs, le lecteur pourra "retrouver" 2a
partir de celle des sytémes tensoriels (resp. systémes tensoriels fer-
més i gauche, systémes tensoriels fermés 2 droite), compte tenu des consi-
dérations qui suivent. Rappelons simplement, pour fixer les notations, que
les "éléments constitutifs™ d'une bicatégorie 1B sont les objets (dont
la classe est notée Ob IB ), les l-fléches (dont la classe est notée
1-F1 B ) et les 2-fléches (dont la classe est notée 2-F1 B ).

Nous notons alors Bicat (resp. Bicatfg, Bicatfd ) la catégorie
dont les objets sont les bicatégories (resp. les bicatégories fermées a
gauche, les bicatégories fermées i droite) petites et dont les fléches sont
les morphismes (au sens de (D.I.S.T.) - ou que 1'on définit en s'inspirant
du Chap. II, § 9 ) entre ces bicatégories. Nous notons, de méme, Bi.cat:H
(resp. Bicatng ’ Bi.catfd.H ) la sous-catégorie de Bicat (resp. Bicatfg,
Bicatfd ), ayant les mémes objets et dont les fléches sont les seuls ho-

momorphismes (ou encore morphismes stricts).

2. Bicatégorie associée i un systéme tensoriel.

Soit T = (C;T,H#,...) un systéme tensoriel.

Nous lui associons la bicatégorie Bic(T) telle que (notamment):
- Ob Bie(T) =0b C,

- 1-F1 Bic(T) est la classe des (c,X): C —> C' , tels que c: C—=> C'
est une fléche de C et X est un objet de Ec (et la composée d'une
1-fléche telle que (¢,X): C —> C' avec une 1-fléche (c¢',X*): C'—> C"
est (c'.c,xv'c,,!cx) : C —> C" ),

- 2-F1 Bic(T) est la classe des (c,x): (c,X) > (cyX'): C —> C*
tels que c: C ——> C' est une fléche de C et x: X —> X' est une

fléche de lc (et la composée, dans la catégorie
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Bic( I )(C,C*) = l I
c € HomC(C,C')

T
-C

d'une 2-fléche telle que (c,x): (c,X) —> (c,X') avec une 2-fléche tel-
le que (c,x"): (c,X*) > (c,X") est (c,x'.x): (c,X) — (c,X"),

- les données d'unités et d'associativité sont directement déduites de celles
de T (et les propriétés de cohérences en résultent).

Clairement, l'application qui & tout systéme tensoriel petit M as-

socie 1la bi-catégorie petite Bic(T) se prolonge en un foncteur:

Bic: St » Bicat

qui admet une restriction:

BicH: StH > Bica.tH .

.

De plus, si T est un systéme tensoriel fermé i gauche (resp. a
droite, bi-fermé), on vérifie sans peine que Bic(T') est une bicatégorie
fermée & gauche (resp. i droite, bi-fermée), au sens de (D.I.S.T.).
Ainsi, si 1'on désigne par Stfg (resp. Stfd , Stbf ) la sous-catégorie
pleine de St dont les objets sont les systémes tensoriels fermés a
gauche (resp. i droite, bi-fermés) petits, le foncteur Bic admet une

restriction:
Bicfg: Stfg =3 Bicatfg
(resp. Bicfd: Sstfd ——————> Bicatfd ,
Bicbf: Stbf ————— Bicatbf ).

De méme, si 1'on désigne par Stfg, (resp. Stde ’ Stbe ) la sous-ca-
tégorie pleine de StH dont les objets sont encore les systémes tenso-
riels fermés i gauche (resp. & droite, bi-fermés) petits, le foncteur

Bic H admet une restriction:

Bicng: StfgH —_—— Bicatng
(resp. Bicde: St:fd.H B —— Bicatfd.H ’

B1cbe: Stbe —— B:Lcatbe ).
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3. Systémes tensoriels associés 3 une bicatégorie.

Soit 1B une bicatégorie.
Nous lui associons le systéme tensoriel LTens(B) = (C( B),T(B),H,...)

tel que (notamment):
- ObC(B)=0b B,

- F1 C(B) est la classe des <b>: B —> B' , tels que b: B ——> B'
est une 1-fléche de B et ou <b> désigne sa composante connexe dans
la catégorie B(B,B') (et la composée d'une fléche telle que <b>: B —> B'
avec une fliéche telle que <b'>: B' —> B" est <b'Eb>: B —> B" ),

- pour toute fléche <b>: B—> B' de C(B) , 1(B)<b> est la sous-

catégorie pleine de B(B,B') admettant 1la composante connexe <b> pour

classe d'objets,

- la famille B de produits tensoriels, les données d'associativité et
d'unitarités sont directement déduites de celles de 1B (et les proprié-
tés de cohérences en résultent).

De m@me, nous associons 2 IB 1le (second) systéme tensoriel
RTens( B) = (C'(B),T'(B),B,...) tel que (notamment ):

- ObC'(B)=0b B,

- F1 9_'(]B) est la classe des couples (B*',B): B —> B' , tels que B
et B' sont objets de IB (et la composée d'une fléche telle que

(B',B): B—> B' avec une fléche telle que (B",B'): B'=———> B" est
(B",B): B —> B" ),

- pour toute fléche (B',B): B——> B' de C'(B) , ona

I_.(B) (B',B) = B(B,B') »

- 1la famille B de produits tensoriels, les données d'associativité et
dunitarités sont directement déduites de celles de B (et les proprié-
tés de cohérences en résultent).

Clairement, l'application qui 4 toute bicatégorie petite B associe

le systéme tensoriel petit LTens(B) (resp. RTens(IB) ) se prolonge en
un foncteur:
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LTens: Bicat ————e—3p St

(resp. RTens: Bicat

(resp. Rlensy: Bicaty ———> Sty ),

H* H
LTensfg: Bicatfg ———> Stfg

(resp. RTensfg: Bicatfg ————> Stfg )
ILTensfd: Bicatfd ———» Stfd

(resp. RTensbf: Bicatbf —————> Stbf ),

LTensngz Bicatng —_— Stng

(resp. RTensfgy: Bicatfgy ——> Sl:fg.H )
LTensde: Bicatde _ > Stde

(resp. RTensfdy: Bicatfd, ———> Stfd, )
LTensbf 42 Bicatbe ——— Stbe .

4. Sur .une propriété d'adjonction.

I1 est facile d'établir que:

Proposition 7 . Le foncteur Bic: St ——> Bicat (resp. ses diverses res-

trictions) admet le foncteur LTens: Bicat ——>» St (resp. ses diverses

restrictions) pour adjoint i gauche et le foncteur RTens: Bicat —> St

s

(resp. ses diverses restrictions) pour adjoint i droite.

Remarquons que, naturellement en toute bicatégorie B telle que,
pour tous objets B et B' de B , la catégorie B(B,B') est vide ou
connexe, on a LTens(B) ~ RTens(B) et C(B) ~ C'(IB) est (une catégo-
rie associée a) un pré-ordre; c'est, par exemple, le cas du systéme tenso-
riel des catégories de bi-modules, indifféremment associé, par LTens ou
RTens, 4 la bicatégorie ("standard") des bi-modules.

Plus précisément, si 1'on note Bicatx 1la sous-catégorie pleine de Bicat
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dont les objets sont les bi-catégories 4 "Hom connexes" (i. e. vérifiant
la condition précédente) et si 1l'on note Stpo 1la sous-catégorie pleine
de St dont les objets sont les systémes tensoriels (C3T,B,.e.) , Ol c

est un pré-ordre, alors les restrictions

Bicpo: Stpo . — Bicatx : LTensx ~ RTensx

de Bic et LTens (ou RTens) définissent une équivalence,



BIBLIOGRAPHIE.

(C.A.M,U,)

(C.A.S.T.)

(C.C.F.W.)

(C.L.C.A.)

(C.0.S.8.)

(C.R.M.S.)

(D.I.S.T.)

(D.S.A.E.)

(E.G.C.E.)

(E.T.S.A.)

(F.0.S5.A.)

(F.S.C.A.)

(I.M.S.A.)

(L.P.L.G,)

J+ Bénabou, Catégories avec multiplication, C. R. A. S.
Paris, 256, pp. 1887 - 1890, 1963.

C. Ehresmann, Catégories et structures, Dunod, Paris,
1965.

G. M. Kelly, F, Foltz et C, Lair,

Algebraic closed cate-

gories with few monoidal biclosed structures or none, Journ,
of Pure and Appli. Alg. 17, 1980.

S. Eilenberg et G. M, Kelly, Closed categories, Proc. of
the Conf. on Cat. Alg., La Jolla 1965, Springer, 1966,

A. Bastiani et C, Ehresmann, Categories of sketched struc-
tures, Cah. de Top. et Géom, Diff,, XIII,2 , Paris, 1972.

R. Guitart et C. Lair, Critéres de rigidification des mor-

phismes souples entre structures internes, Diagrammes 5,
Paris, 1981.
J. Bénabou, Les Distributeurs, Rapport n° 33, Instit. de

Math. Pure et Appli., Univ. Cath. de Louvain, 1973.

C. Lair, Dualités pour les structures algébriques esquissées,

Cah. de Top. et Géom, Diff., XV,4 , Paris, 1974,

C, Lair, Etude générale de la catégorie des esquisses,
Esquisses Mathématiques 23, Paris, 1975.

C. Ehresmann, Esquisses et types des structures algébri-
ques, Bul. Instit. Polit. Iagi, XIV, 1968.

C. Lair, Foncteurs d'omission de structures algébriques,
Cah. de Top. et Géom. Diff.,, XII,2 , Paris, 1971.

C. Lair, Fermeture standard des catégories de structures al-
gébriques, Cah. de Top. et Géom. Diff., XVIII,1 , Amiens,
1977,

C. Lair, Idées et maquettes de structures algébriques, Cah,

de Top. et Géom, Diff., XII,1 , Paris, 1971.

F, Ulmer, Locally q-presentable and locally q-generated cate-

gories, Lect. Notes in Math. 195, Springer, 1971.



81

(M.U.F.U.) A. et C., Ehresmann, Multiple functors, Part. I & IV, Cah.
de Top. et Géom. Diff., XV,3 , XIX,3 , XIX, 4 et XX,1 ,
Amiens, 1978 et 1979.

(P.T.G.M.) L, Coppey, Quelques problémes typiques concernant les gra-

phes multiplicatifs, Diagrammes 3 , Paris, 1980.



SOMMAIRE.,

INTRODUCTION. © 0 0 Q¢ 08 P 000 0000 0N 0 P00 0CEEONCOCEOSVNSICEROELDS

CHAPITRE I: TERMINOLOGIE, NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMI-

NAIRES. G0 0 0 0 0 00 00 08 0B 00000000000 GOCOONCRIDPINTOILTE

1.
2.
3.
4,
5.
6.
7.

Graphes Orientés. e 000000000000 8000COORNSERORGSTONTSTS

Graphes multiplicatifs. cvsessssscsessccsncssnos

CatéEorieSo 90 6020000080000 0Cs00DRRSEOINOISRIOINCOSETPQRSTO TSNS

Canes et limiteS‘ 20 00 0 00PN OBOSESOOOCOSOCEEPINRSE TR OONTTOEDN

ESguiSSES. € 0 0 P 0 00D 008 800S00 OB EBCNROCCRERBSEERNCSPRDOTOSTONDS

Structures algébriques (ensemblistes). «cvececscss

Structures algébriques générales et co-struc-

tureS. 99000000 0000080200000 000000000000000000c0000)

8.
9.
10.
11.
12,
13,
14.
et

Produit tensoriel d'esquisses projectives. tecen

Structures et co-structures multiples. ctesvecne

Homomorphismes entre esquisses projectives. e

Co-structures Canoniques. e 0 s 00000 cOO RSSO S OIS

Densité des co-structures canoniques. cessesaces

IdéES. © 90 0000000008000 00000000000000O0R0CD00CCROCEDRTSETIETS

Structures algébriques duales (de méme espéce)

espéces duales. LRI BN B U R BUI B B BB R BN BRI B I IR B B BB B I )

15.

Variance d'homomorphismes entre structures al-

gébfigUES. 850000 000008000000 00s00C0RNCRORENEBSIOIONCROIOTDBRDRTS

l6.
17.

Morphismes entre structures algébriques. cescces

Quelques rappels sur les bi-modules. cecsscssace

CHAPITRE II: SYSTEMES TENSORIELS ET SYSTEMES TENSORIELS
BI-FERMS. 9 0 00 080 0008000000080 00t PR BOIOIRNSEOOISIINOOREOTN

1.
2.

Systémes multiplicatifs. 80800000 RROBRRRs

Systémes multiplicatifs associatifs., cssetesssses

P.

W 0 N N O n

10
11
12
12
13
14

15

17
17
21

24

24
24



83

3. Systémes multiplicatifs unitaires. ceesssesssnns

4, Systémes tensoriels. cececscscscscsnssascssecsans

5. Exemples de systémes multiplicatifs et tenso-

riels. 00000 0000008050000 0000000000008 000000cs000000

6. Morphismes de systémes multiplicatifs. sresssces

7. Morphismes de systémes multiplicatifs associa-

tifS. © 00 00 0000800000080 006000Cc000000008000000s00083D0C0C

8. Morphismes de systémes multiplicatifs uni-

taires. O 0 0 00300000000 0000OCROCCOEOESIOSNOEBSIROEEOECEOIEOORNTOIEBBTOETDONIDOSETODS

9. Morphismes de Systémes tensorie]-S- essecscsessse

10. Exemples de morphismes et homomorphismes entre

systemes multiplicatifs et tensoriels. eseescssscsse

11. Catégories de morphismes entre systémes mul-

tiplicatifs et tensoriels., ceesesscecscssessesesens

12, Catégories de morphismes entre C-systémes multi-

plicatifs et tensoriels, etesscescsssssesscsecssnes

13. Systémes multiplicatifs et tensoriels oppo-

Sésl ........l.'.lol....l...l..........'..'...l..‘..

14, Systémes multiplicatifs et tensoriels inver-

Sesl 000 0000028000 00 000000000 PO BOORSTSTBNRONRSROSEOSTPOS

15, Systémes multiplicatifs et tensoriels fermés

et bi‘fermés; ©0 00 Q000N GCOCESCEONOENSIOSIOEPROIEORNOSIEONOPECEONQRORROTODS

16. Exemples de systémes tensoriels fermés ou bi-

ferméS. ® 900 00 0 0PSB0 COOCTEBLBIORLONOERNOCGERINDRNOEOEONQRECERIROARNESTOEPOISESTDIOYDYDN

17.

CHAPITRE III: SYSTEMES MULTIPLICATIFS ET TENSORIELS BI~FER-
MES DE CATEGORIES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES. vecece

1., Procession d'esquisses. tsssssccccssesssssscnces

2. Procession de co-structures. secsesscecsssssssces

3. Processus multiplicatif de co-structures, cessse

4, Processus multiplicatif de co-structures associé

a4 un systéme multiplicatif bi-fermé de catégories de

stmctures alsébriques. 9000000000000 00CRRCOIROREOSIONRNTSSTCODO

P.

26
28

28
29

30

32
34

34

35

38

44

45

48

49

51

51
51
52

52



84

5. Systéme multiplicatif bi-fermé de catégories de

structures algébriques associé a4 un processus mul-

tiplicatif de co-structures. Ceccccscssssssssssnssse

6. Réciprocité des constructions standard. coscssee

7. Exemple. 08 80 0000 0800000000000 000000000000 0008c000

8. Tests starldard. S 00 00 0 0000 00O BRPROPOERNSOCOEOIOREPOSNOSIORNDOEDNRNDOOS

9. Application 1l: Existence de structures de catégg-

ries multiplicatives bi-fermées sur une catégorie de

Structures algébrigues. @0 000 0s0C 0800 POPOOCOEORNCSOESNDROINONTIITS

10. ExempleSQ ® 0 000000 00000 eR GRS NOORIDLOOIEOEONTOONSIOINDOOTS

11. Application 2: Systémes multiplicatifs bi-fermés

associés par dualité. 000000000 RPEOENOIOERPOEOIOPEOIETORTRYDS

12. Exemple. 00 0000000060000 00000e0 R0 OONCEOIRDODYS

13. Application 3: Systémes tensoriels bi-fermés en-

gendrés. 98 000000000000 000000000000 00000RRSISIPOOINROOTS
14. ExempleS. 0 e0e0ssree 0 G0 CPCOCCLEOIOIROLIEOGIOEOEOESDRR OO

15. Application 4 : Systémes tensoriels bi-fermés

Canonigues. @0 c0 0000 r0 0000000 RsOREOCPIROERRIETSIDOLETDOOS

160 Exemples. @8 0 s s 0000000000 REIBNOOISECEIOEROEEOES OO

17. Un exemple de classification. teesesssseassssnace

APPENDICE. SYSTEMES TENSORIELS ET BICATEGORIES. ceessses

1. BicatégorieS. G000 ¢ 000 P ENSOSGIOINIEREOIBOIEONROOCTETETNTS

2. Bicatégorie associée 4 un systéme tensoriel. ces

3. Systémes tensoriels associés i une bica-

tégoriE. 0 05 000000000000 000 00000 ISEONORGESIOONDLTOeE

4, Sur une propriété d'adjonction. cresesssasesnnne

P.

53
55
57
57

59
60

60
62

63
64

66
67
68

75

75
75

77
78



