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CA H/ERS DE TOPOLOGIE ET Volume XLIX-1 (2008) 
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CA TEGORJQUES 

DEFINITION ALGEBRIQUE DES 
CELLULES NON STRICTES 

par Kamel KACHOUR 

Abstract 
The goal of this article is to propose précise définitions, for the 

higher and nonstrict version, of the concepts of natural transformations 
and analogues (modifications, etc.), and ail that within the framework 
of the Eilenberg-Moore algebras. Thus we obtain objects with algebraic 
nature, and a good candidate for the graphie part of the non-strict oo-
category of non-strict oo-categories. But it is also to complète the 
formalism of the categorification, which is a motivation of this work. 

1 Introduction 

En définissant les catégories rt-uples [10], Ehresmann est le premier à ima­
giner les catégories hautes dans leurs versions strictes. Mais l'apparition, en 
théorie de l'homotopie, de structures associatives à homotopie près (comme 
les //-groupes) et, parallèlement en théorie des catégories, la définition des 
bicatégories de Bénabou [7], donnent aux mathématiciens cette idée nouvelle 
de structure « non-stricte », et laisse déjà imaginer des versions non-strictes 
des catégories hautes-strictes d'Ehresmann. Pourtant la tentative de bien les 
définir n'est pas abordée à cette époque : les catégoriciens avaient d'autres 
intérêts, d'autant plus que retranscrire l'intuition que l'on a des oo-catégories 
non-strictes, en une définition accomplie, est une épreuve difficile parce que 
les bases mêmes d'une telle définition restaient obscure. 

Mais en 1983, Grothendieck mettait en chantier une théorie de l'ho­
motopie pour ces oo-champs, et par là même, définissait les oo-groupoïdes 
non-stricts (dans le début de sa « lettre à QUILLEN » [13]). En tout cas, il semble 
que ce travail ait motivé des catégoriciens à mettre au point d'autres défini­
tions, et surtout à se mettre d'accord sur le minimum que l'on requiert pour 
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une définition raisonnable des oo-catégories non-strictes : il y a l'unanimité 
sur le fait qu'une telle définition doit prendre en compte les basses dimensions 
(par exemple toutes les différentes 2-catégories faibles obtenues doivent être 
des bicatégories et réciproquement), et il est souhaitable que ces oo-catégories 
non-strictes aient une nature intrinsèque homotopique (elles doivent en par­
ticulier vérifier les hypothèses de stabilisation de Baez et Dolan [1]). Les 
autres considérations dépendent de la sensibilité de chaque mathématicien : 
certains souhaiteront qu'elles aient en plus une nature algébrique [5, 16, 18], 
et d'autres souhaiteront qu'elles aient plutôt une nature simpliciale [20], voire 
opétopique [2], etc. 

Beaucoup de définitions ont été proposées [8, 15], et la proximité entre 
ces définitions fait encore l'objet d'étude [6, 8]. Aussi les motivations de 
toutes ces définitions se sont diversifiées : par exemple, l'idée très naturelle 
de catégorification des structures est une des motivations amorcée par Baez et 
Dolan [1], où les auteurs donnent à ces catégorifications l'ambition de fondre 
dans un même formalisme la topologie algébrique et la théorie des champs 
quantiques topologiques [1,2]. Dans la même optique, il faut signaler tout 
particulièrement les travaux non moins intéressants de Baez et Schreiber sur 
le début de la catégorification de la géométrie différentielle et des théories de 
Jauges [3,4]. 

Cet article fait suite à l'exposé que j 'ai donné au Séminaire Itinérant de 
Catégories en mars 2007 à Paris [14], et nous abordons les extensions lo­
giques des oo-catégories non strictes : les oo-foncteurs non-stricts (qui ont été 
proposés dans [19] et qu'on appellera ici 7"°-algèbres), les oo-transformations 
naturelles non-strictes (qu'on appellera T'-algèbres), les oo-modifications 
non-strictes (les 72-algèbres), etc. où T°, T\ T2,..., Tn,... désignent des 
monades adaptées (ces algèbres sont définies au § 4.1). Ces extensions sont 
précisément celles des oo-catégories non-strictes de Penon, qui sont la ver­
sion non-réflexive des prolixes de Penon [18]. J'ai volontairement utilisé des 
techniques très proches que celles que l'on trouve dans [18] et des notations 
analogues (sauf pour les lois crochets), pour bien montrer la simplicité de 
ces différentes extensions, et pour finalement faire voir le caractère uniforme 
et unificateur de toutes ces constructions, ainsi que la capacité de ces oo-
catégories non-strictes à être étendues à d'autres êtres mathématiques. La 
performance de ces oo-catégories non-strictes concerne aussi le problème 
de la catégorification des structures : dans [19], l'auteur propose une caté-
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gorification systématique des théories de Lawvere, et cette catégorification 
pourra donc s'adapter aux nouvelles algèbres utilisées dans cet article. Si­
gnalons aussi que la définition des oo-groupoïdes non-stricts étant naturelle 
(lorsqu'on a nos oo-catégories non-strictes !), ce travail a aussi un intérêt en 
théorie de l'homotopie [9]. Il faut bien avoir à l'esprit que si ces extensions 
ont été possibles, c'est aussi grâce à la grande simplicité de la définition des 
oo-catégories non-strictes de Penon. 

Soyons plus précis sur les constructions de cet article : ce qu'on appellera 
r"-algèbre (pour n e N) sont ces extensions recherchées. Les !P-algèbres 
sont les algèbres d'Eilenberg-Moore d'une monade (Tn,fin, rjn) produite par 
une adjonction E" -\ Un, avec 

Un : (/i, oo)-EtC ^ (co-Gr)2 

telle que (n, oo)-EtC (défini au § 3.5) correspond, lorsque n = 0, à la catégorie 
des étirements morphiques de [19]. Les objets de (H,OO) - EtC s'appelle­
ront étirements catégoriques «-cellulaires. Dans cet article, les étirements 
catégoriques «-cellulaires sont les objets les plus fondamentaux avant l'in­
troduction des F'-algèbres : ils sont formés de (n, oo)-magmas cellulaires 
et de (n, oo)-catégories strictes cellulaires (si n = 0, ces (n, oo)-catégories 
strictes cellulaires correspondront aux oo-foncteurs stricts ; si n = 1, ce se­
ront les oo-transformations naturelles strictes, etc). D'autre part dans ces 
étirements cellulaires on se donne également des « données d'étirements » 
(7To,7ri,0o,0i), ces derniers produisant des opérations partielles permettant 
l'occurrence des cellules de cohérences souhaitées ; 0o et 0i jouent le rôle 
des lois crochets de [18]. Ces données d'étirements permettent de sélection­
ner les « bons diagrammes » des oo-magmas «-cellulaires sous-jacents, i.e. 
ceux devant « contenir » des cellules de cohérences. Ces constructions sont 
complètement analogues à celles des étirements catégoriques faites dans [18], 
où ce procédé de relâchement des axiomes est largement expliqué. 

L'une des difficultés que nous avons dû surmonter a été de simplifier le 
formalisme de toutes ces constructions, grâce à une utilisation systématique 
des homs internes provenant d'une structure monoïdale fermée sur la catégorie 
des oo-graphes. En tous cas, le passage des 0-cellules (i.e. correspondant aux 
oo-catégories non-strictes dans la catégorie globulaire augmentée Alg(T*) du 
§ 4.4) aux cellules d'ordres supérieurs crée une difficulté pour les notations 
auxquelles on peut difficilement se soustraire. Sans le langage des catégories 
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enrichies, la première version de ce travail contenait des 16-uplets pour 
représenter les étirements catégoriques «-cellulaires ! 

Les deux oo-graphes réflexifs les plus importants de cet article sont la caté­
gorie globulaire Alg(r*) et la catégorie globulaire augmentée AÎg(T*) (définie 
dans le § 4.4). L'oo-graphe réflexif Alg(F*) est construit de telle manière que 
ces O-cellules correspondent aux oo-foncteurs non-stricts, les 1-ce!Iules aux 
oo-transformations naturelles non-strictes, etc. Mais ceci n'est que provisoire, 
et ce sont les homs des catégories enrichies qui nous poussent à faire ce 
choix de départ (c'est à dire commencer par parler de catégories globulaires 
avant de parler de catégories globulaires augmentées). Par exemple, pour 
l'oo-graphe Hom^(G, G') (défini au § 3.2), les éléments de Homïï(G, G')(0) 
sont des morphismes d'oo-graphes qui sont la structure sous-jacente de tout 
oo-foncteur. C'est pour cela que les oo-foncteurs non-stricts sont qualifiés 
de r°-algèbres. Mais ce choix a été motivé pour faciliter le formalisme : on 
« s'aligne » avec les homs internes pour simplifier les calculs. Ensuite on « aug­
mente » la catégorie globulaire Alg(7*), pour y inclure les T-algèbres (qui 
sont les oo-catégories non-strictes de Penon) : pour cela on « ajoute » Alg(7) 
à Alg(T*), en renumérotant, de telle sorte que les 7-algèbres deviennent des 
O-cellules, etc. Ainsi on obtient Alg(7*), où les 7°-algèbres correspondent 
aux 7-algèbres, les Tx-algèbres correspondent aux r°-algèbres de Alg(r*), 
etc. Mais ces « structures augmentées » ne sont pas utilisées dans cet article, 
et leurs intérêts est surtout de mettre en évidence la partie graphique de la 
probable oo-catégorie non-stricte qui se cache derrière elles. 

Ce qui m'a surtout impressionné dans ce travail, c'est de voir que les 
propriétés des étirements catégoriques cellulaires subsistaient par passage aux 
algèbres : on va démontrer qu'en dimension 2 les r°-algèbres sont des pseudo-
2-foncteurs, les Tl-algèbres sont des pseudo-2-transformations naturelles, 
et on détaillera pour les T2-algèbres la proposition disant qu'elles sont des 
pseudo-2-modifications. Enfin, l'histoire semble ne pas s'arrêter là, et en 
utilisant les mêmes méthodes proposées dans cet article, il sera probablement 
possible à l'avenir de compléter le formalisme des catégories hautes d'autres 
concepts. 

Je tiens à remercier tout particulièrement Jacques Penon , dont les encou­
ragements et la patience face à mes questions souvent trop triviales, ont fait 
émerger ce travail. 

Je tiens à remercier aussi Albert Burroni qui m'a permis de le rencontrer. 
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Je remercie Michael Batanin qui m'a conseillé d'adopter plutôt les oo-
catégories non-strictes de Penon que les prolixes, et Tom Leinster qui m'a 
donné des précisions, via internet, sur sa définition des oo-catégories non-
strictes. Je remercie enfin Denis Bitouzé pour ces conseils en I5TJHX, et Jean-
Pierre Ledru pour son soutien sans faille. 

Je dédie ce travail à mes enfants, Leïli, Mohamed-Réda, et Âmina-
Tassadit. 

2 Remarque sur les notations utilisées 

Dans tout l'article, on s'efforcera (à quelques exceptions près) de respecter 
des règles de notations qui doivent en faciliter sa lecture. Les deux catégories 
monoïdales importantes de cet article seront notées G (pour la catégorie mo-
noïdale fermée des oo-graphes du § 3.2), et C (pour la catégorie cartésienne 
fermée des oo-catégories strictes du § 3.4). Les catégories seront notées avec 
des lettres majuscules ajourées (du moins pour la première lettre). Les ca­
tégories enrichies et les oo-graphes seront notés avec des lettres majuscules 
classiques, sauf pour les catégories globulaires (ici une catégorie globulaire 
désigne un oo-graphe réflexif interne de Cat, Cat étant la catégorie des ca­
tégories localement petites) qui auront une notation spécifique. La plupart 
des homs externes seront notés avec un « h » minuscule : hom(-, - ) , et les 
homs internes avec un « H » majuscule : Hom_(-, - ) . L'indice de ces homs 
internes indique leurs catégories enrichies correspondantes. Les esquisses 
seront notées avec des lettres majuscules rondes. 

Cet article mettra en évidence deux grandes classes d'oo-graphes : les 
homs internes, dont les applications source, but et identité, utiliseront res­
pectivement les notations d, c et id, et les catégories globulaires dont les 
applications source, but et identité utiliseront respectivement les notations 
cr, /3 et £. Pour les autres oo-graphes (par exemple un oo-graphe réflexif 
quelconque de oo-Grr ou une oo-catégorie stricte quelconque de oo-Cat), on 
utilisera les notations s, b et 1 pour désigner les applications source, but et 
identité. 

Les opérations d'un co-magma (défini dans [18]), seront notées 
- (°n

p)o^p<n, pour un oo-magma quelconque ; 
- (*n

p)o^P<n, pour les oo-magmas sous-jacents des étirements catégoriques 
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cellulaires libres (défini dans § 3.6 et § 4.2). 
Seules les opérations des oo-magmas du § 6.2 auront des notations spécifiques. 

Si, pour les applications source, but ou identité, les exposants et les 
indices ont une signification évidente (par exemple l'application sn

n_} d'un 

oo-graphe G désignera l'application source G(n) — ^ G(n - 1) ), les autres 
objets de cet article ont des exposants et des indices qui ont également un sens 
bien précis : l'exposant, pour « e N , désignera le niveau cellulaire auquel 
appartient cet objet et l'indice, égal à 0 ou 1, signifiera d'une part que cet objet 
a une nature graphique (c'est un oo-graphe ou un morphisme d'oo-graphes), et 
désignera d'autre part la composante de cet objet dans (oo-Gr)2. Par exemple, 
on verra au § 4.1 l'écriture rjn(G) = (T/Q(G), rj"(G)) qui signifiera que rf est un 
« objet n-cellulaire », que rf^G) est dans la première composante d'(oo-Gr)2 

(en l'occurrence r]n
0(G) sera un morphisme d'oo-graphes). 

Mais souvent un objet cellulaire n'aura pas d'exposant (qui indique son 
niveau cellulaire), ce qui signifie qu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le « niveau » 
cellulaire d'un tel objet, et aussi que la présence de ces exposants n'est pas 
nécessaire pour la clarté du texte. 

Lorsque l'on travaillera en dimension 2, des simplifications de notations 
s'imposeront également : certaines simplifications utiliseront le symbole 
qui concerne toutes les écritures contenant des G, et le symbole sera utilisé 
pour les écritures contenant des T'(G) : par exemple on notera 77g = rfc(G) et 

^0 = i75(7-(G)). 
Dans les diagrammes (dessinés grâce à X^-pic), les symboles O et n 

signifient que ces diagrammes sont commutatifs. 
Si C est une catégorie, C(0) sera la classe de ces objets et C ( 1 ) sera la 

classe de ces flèches. 
Enfin le symbole := signifie « est égal à par définition ». 

3 Les catégories d'étirements catégoriques cellu­
laires : (n, oo)-EtC (n e N) 

Soit V une catégorie monoïdale quelconque. On notera V-Cat à la fois la 
2-catégorie des catégories V-enrichies et sa catégorie sous-jacente (i.e. celle 
où l'on oublie les transformations naturelles enrichies). Si C G V--Cat(O), \C\ 
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désignera l'ensemble des objets de C, et C sa catégorie sous-jacente. Si V 
est monoïdale fermée, sa catégorie auto-enrichie sera notée V. La plupart des 
morphismes de compositions des catégories enrichies qui vont suivre ne sont 
pas décrites, car leurs descriptions sont toujours triviales.Enfin, si V est une 
catégorie quelconque, V-Gr désignera la catégorie des graphes V-enrichies 
(je rappelle qu'un graphe enrichi est formé d'une classe d'objets et d'hom 
internes pour chaque couple d'objets). Même si des constructions se font 
dans le cadre des catégories enrichies, ce sont souvent les graphes enrichis 
sous-jacents que l'on utilisera. Pour cela, on s'aidera du foncteur d'oubli 
V-Cat >- V-Gr qui commute aux produits fibres donc aux catégories in­

ternes. 

3.1 Représentabilité au sens de Gray de V-Cat 

Soit V une catégorie monoïdale à produits fibres telle que son tenseur soit 
noté (g) et son identité /, et soit C une catégorie V-enrichie. Avec cela, on va 
construire une nouvelle catégorie V-enrichie C2, qui mettra en évidence un 
foncteur (-)2 : V-Cat ^ V-Cat, qui fera de V-Cat (vue comme 2-catégorie) 
une 2-catégorie représentable au sens de Gray [12]. 

C2 est définie de la manière suivante : |C2| = Ç(l), et si / >• C(X, Y), 

->• C(X', Y') sont deux objets de C2, alors le hom C2(f,f), est donné 
par le carré cartésien suivant de V : 

C2(f,f) >C{Y,Y') 

C{fX) 

G;X,X ' )—rC(x ,n 

où C(X, / ' ) est donné par le composé 

C(X, X') -^— C(X, X') (g) / ^ C * C(X, X') (g) C(X', Y'¥^+ C(X, Y') 

et C(/, Y') est donné par le composé 

C(Y9 n ^ / ® C(K, >") ^!L C(X, Y) (g) C(Y, Y')^+ C(X, n 
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Proposition 1 (Gray [12]) Le foncteur 

(-)2 : V-Cat -V-Cat 

fait de V-Cat une 2-catégorie représentable, donc en particulier (puisque 
V-Cat a des produits fibres), induit pour tous C e V-Cat(O) une catégorie 
interne int(C) dans V-Cat (V-Cat vue comme catégorie) : 

int(C) = C — C2 - — C2 x c C 
1 ^T> k s~*2 w r^2 

et Vimage de cette catégorie interne par le foncteur objet V-Cat - Ens 
est C. 

Remarque 1 C'est cette dernière propriété qui sera utilisée pour montrer la 
proposition - très utilisée - ci-après. 

Voici un corollaire de la proposition 1 qui montre que certains foncteurs 
produisent une catégorie interne de V-Cat : 

Proposition 2 Tout foncteur de la forme : D - Ç (Le. D est une catégorie 
quelconque et C est la catégorie sous-jacente à une catégorie V-enrichie C), 
induit canoniquement une catégorie interne de V-Cat. 

Preuve En effet, soit App la catégorie dont les objets sont les applications : 

A - \C\, où C est une catégorie V-enrichie, et dont les flèches sont les 
couples (g, h), tels que 

A—g-+ A' 

ICI — ICI 

où g est une application et h est un foncteur V-enrichi C - C . Dans ces 

conditions on voit bien que tout foncteur de la forme D - Ç , induit une 
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catégorie interne de App ; en effet F induit le diagramme suivant : 

ID( 1 ) xD(0, D( 1 ) > D( 1 )^^D(0) 

F\XF{SF\ Fy FQ 

Ç(l)Xç (0,Ç(l) *Ç(1)* C(0) 

et on voit que la partie inférieure de ce diagramme est la partie objet de la 
catégorie interne de V-Cat de la proposition 1, i.e. cette partie inférieure est 
en fait le diagramme 

|C2|x|C||C
2| H C 2 I ^ | C | 

D'autre part on a un foncteur App -̂ —»• V-Cat, qui associe à toutes applica-

tions A >- \C\, la catégorie V-enrichie C[A] définie par \C[A]\ := A, et si 
X, Y e \C[A]\ alors C[A](X, Y) := C(f(X),f(Y)). D'autre part, U a un adjoint 
à gauche (si G H £/, alors G(C) := l|q). Donc U commute aux produits fibres 
et donc aux catégories internes, donc envoie les catégories internes de App 
sur des catégories internes de V-Cat. • 

Dans les paragraphes qui vont suivre, après avoir utilisé les résultats précé­
dents pour construire les trois catégories internes de G-Gr qui nous intéressent 
(où G désignera alors la catégorie monoïdale fermée des oo-graphes), on asso­
ciera à chacune de ces catégories internes une famille de catégories (indexées 
par N), et une catégorie globulaire. Le résultat suivant est utile : 

Proposition 3 Si VetVJ sont deux catégories quelconques, alors on a un 
foncteur canonique : 

Funct(V, W) - ^ - Funct(V-Gr, W-Gr) 

Signalons enfin deux résultats qu'on utilisera au paragraphe § 3.5, pour 
définir la catégorie enrichie des étirements catégoriques : 

Proposition 4 Avec les mêmes notations de la proposition 2, si on se donne 

un objet A >• \C\ de App, alors f induit canoniquement le foncteur V-

enrichi pleinement fidèle C[A] * > C 
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Proposition 5 Soit W >- V , un foncteur monoïdal entre catégories mo-

noïdales fermées. Notons W-Cat —-^ V-Cat, le foncteur qu'il induit. Dans 
ces conditions U produit un foncteur V -enrichi canonique : 

u.û—-v 

3.2 Structure monoïdale fermée sur oo-Gr 

La catégorie des oo-graphes co-Gr est une catégorie de préfaisceau, et à ce 
titre est un topos, et donc une catégorie cartésienne (donc monoïdale) fermée. 
Pourtant ce n'est pas cette structure monoïdale qu'on étudiera. Celle qui nous 
intéresse est définie de la façon suivante : soient G, G' e oo-Gr(O). On pose 
pour tous n e N* 

(G ( g ) G')(") := (G(/i) x G'(0)) U (G(0) x G'{n)) 

et (G ( £ ) 0 ( 0 ) := G(0) x G'(0). On voit facilement que G (g) G' est un 
oo-graphe. De même ce tenseur est facile à définir sur les morphismes : si 
/ , / ' e oo-Gr(l), pour tous n e N*, on pose 

( / ( g ) f)(n) := (f(n) x /'(0)) II (/(0) x f'(n)) 

et ( / (g) f')(0) := /(0) x / '(0) (bien sûr f(n) signifie la ne composante de / ) . 

Avec ces définitions on vérifie facilement que oo-Gr x oo-Gr >- oo-Gr est 
un bifoncteur. Si on considère l'oo-graphe 1 = (...0 $ 0 g {0} ), on 
vérifie que /joue le rôle d'identité pour ce tenseur. Avec ceci, oo-Grr est une 
catégorie monoïdale symétrique (elle n'est pas stricte car : G (£) / -—^ G , 
et G (g) / * G). On a donc : 

Proposition 6 oo-Gr muni du produit tensoriel précédent est une catégorie 
monoïdale fermée, notée donc brièvement G. 

Preuve (Construction des homs) Pour G, G' e oo-Gr(O), on va construire 
un oo-graphe Homïï(G, G'). Déjà, Hom^(G, G')(0) = hom(G, G') et, in G N*, 
Hom^(G, G')(ri) est l'ensemble des triplets (/o, / , r), où /o et / sont éléments 
de Hom^(G, G')(0), et r appartient à G'(n)G{0\ tels que pour tous a dans G(0), 
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s'o(r(a)) = /0(fl), et ^ ( T ( Û ) ) = f\(a)(ici sn
p et bn

p sont les sources et buts de 
G'). 

Les applications sources et buts de cet oo-graphe Hom^(G, G') sont don­
nés par 

Hom<j(G,G')(") - ^ Hom^G.G'Xp) 

( / o , / i , T ) ^ ( / 0 , / , , r ' ) 

s"p 

tel que r ' est le composé G(0) ^ G'(rc) —-^ G'(p). De même cn
p est défini 

similairement avec bn
p. On vérifie sans difficulté la propriété universelle de 

fermeture. • 

Aussi G a des produits fibres et G sera sa catégorie auto-enrichie. D'après 
la proposition 1 on peut lui associer une catégorie interne de G-Gr, que l'on 
note int(G). À cette catégorie interne on va associer, pour tous n e N, une 
catégorie (n, oo)-Gr appelée catégorie des oo-graphes «-cellulaires (dont les 
objets sont les éléments des ensembles Hom^(G, G')(ri) (G et G' quelconque) 
de la proposition 6), et une catégorie globulaire (*, oo)-Gr formée de toutes 
ces catégories. 

Pour simplifier la suite et pour des raisons de tailles on travaillera avec 
la catégorie des classes Ens (on peut aussi utiliser le langage des univers et 
vérifier que tout marche bien, mais c'est un peu long et sans grand intérêt). 
On va s'aider de certains diagrammes de int(G) pour décrire le processus qui 
conduit à la formation des catégories de la proposition 7. Ces diagrammes 
sont surtout là pour aider Fintuition. 

Un diagramme de int(G) est par exemple : 

Hom^Go, G'Q) ^ Hom-2(/0, / , ) ^ Hom^Gj, G\ ) 

tels que G 0 ,G I ,GQ,G ' , sont dans oo-Gr(O), / ) , / sont dans oo-Gr(l) et sont 
donnés par 

o ^^o ' G\ ^C/j 

—2 

et Hom--2(/0, / ) est un hom de la catégorie enrichie G . 

-11 
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Le foncteur oo-Gr >• Ens, G i >• G(n), produit (grâce à la proposi­

tion 3) le foncteur G-Gr ^ Ens-Gr , qui envoie 

(|G|,Homïï(G0,Gi)/G0,G, e|G|) 

sur(|G|,Homg(Go,G,)(ii)/Go,Gi e |G|). 
Soit le foncteur de réalisation Cat(-) := réal(£; - ) (qui est aussi un 2-

foncteur strict), tel que fi soit l'esquisse des catégories (qui est une esquisse 
projective), on obtient le foncteur 

Cat(G-Gr) ^ ^ Cat(Ens-Gr) 

(cp(evn) commute aux produits fibres car evn lui-même commute aux produits 
fibres). Ce foncteur envoie 

H o m ^ G o ^ ) - Hom-2 (/0,/1) - Homïï(G,,G;) 

sur 

Homïï(G0, G'0)(n) * Hom^(/0 , / , )(n) ^ Hom^G,, G\ )(n) 

D'autre part le foncteur Ens-Gr >• Gr , où Gr désigne la catégorie des 

graphes, défini sur les objets par 

|C|,C(x,y)(x,y e \C\) 1 - Ux,ye\c\C(x,y) = b \C\ 

(C désigne ici une catégorie enrichie quelconque de Ens) envoie 

(\G\9Hom^Go,Gi){n)/Go,Gle\G\) 

sur 
LIGCCEIGI Hom^Go, G 1)(/1) = t |G| 

pi s 

Puis le foncteur Gr >• Ens •> défini par {G\ l Go} I >• G\ envoie 

UGO,CIG|G| Hom^Go, G{)(n) L=t |G| 
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sur UG0,C,€|G| HOIT1Q(GO,GI)(W), donc on obtient le foncteur 

Cat(Ens-Gr) — ^ ^ K Cat(Éns) D Cat 

(X et FI commutent aux produits fibres), qui envoie Cat(^(evn))(int(G)) sur 

LICO,G,€|G| Homïï(G0,Gi)(rc) ^ LI/0,/,€oo-Gr<i) Hom^C/c/iXn) 

qui désigne la catégorie (n, co)-Gr, des oo-graphes ^-cellulaires (cette catégo­
rie est décrite plus intuitivement après la proposition 7). 

Ce procédé de construction est général et s'étend aux catégories internes 
de G-Gr : 

Proposition 7 Si J est une catégorie interne de G-Gr alors on lui associe 
canoniquement : 

- Sn e H une catégorie Jn 

- une catégorie globulaire J* formée des catégories Jn, (« e N). 

Preuve 
- La formation de ces catégories a été décrite précédemment pour la 

catégorie interne int(G). Pour une catégorie interne J quelconque de 
G-Gr on procède de la même manière : il suffit de lui appliquer le 
foncteur (evn)* := Cdt(Flox)oCat((p(evn)) pour obtenir J„ := (evn)*(J). 

- Pour définir la catégorie globulaire 7*, on considère tout d'abord l'es­
quisse Q des oo-graphes réflexifs (esquisse qui n'a pas de cônes), et 
le foncteur de réalisation oo-Grr(-) := réal(^;-)(qui est aussi un 2-
foncteur strict). Il suffit ensuite de considérer l'ensemble des foncteurs 
(£V/I)/I€N,

 a v e c les transformations naturelles évidentes 

but 

qui forment un oo-graphe réflexif I interne de Funct(oo-Gr, Ens). En­
suite on considère l'oo-graphe réflexif 

but 

oo-GrrfoO(I) = ^ / x identité • \ 

/#ieN 
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interne de Funct(G-Gr, Ens-Gr), obtenue grâce au foncteur 

oo-Grr(Funct(oo-Gr; Ens)) ^^*oo-Grr(Funct(G-Gr; Ens-Gr)) 

(ip étant le foncteur de la proposition 3). Enfin J* est_obtenue en appli­
quant le foncteur Cat(F/ o^) à l'évaluation en int(G) de l'oo-graphe 
réflexif interne 

but 

Cat(ip(evny^^C^t(ip(evn+, )) 
s o u r c e /„€lM 

de oo-Grr(Funct(Cat(G-Gr), Cat(Ens-Gr))). • 

Donc on peut associer à int(G) les catégories des oo-graphes «-cellulaires 
(n, oo)-Gr (n e INI) et la catégorie globulaire des oo-graphes (*, oo)-Gr. Ainsi 
un oo-graphe «-cellulaire peut-être vu comme un triplet (Go, Gj, y) tels que 
G0 et Gi sont des oo-graphes et y G Hom^(G0, G\)(n). 

Un morphisme d'oo-graphes «-cellulaires se décrit de la manière suivante : 

(G0,Gi,y) ^ (G^Gp-y') est donné par un couple de morphismes d'oo-

graphes ( G0 — ^ G'0 , G, - ^ G\ ), tels que / , o y = y' o /0 (pour n > 1 
/i o y = {f(y(a))/a e G(0)} et / o /0 = {y(f0(a))/a e G(0)}). Dans ce 
cas on dira que /o et / font commuter le diagramme «-cellulaire formé par 
(Go,G,,y) et (G^,G'py'). 

Remarque 2 II est important de remarquer que /, o y = Hom^(G0, /i )(y) 
(voir § 3.1), de même y 'o / 0 = Hom^(/o,G,

i)(y
/). Dans la suite, ces opérations 

entre morphimes d'oo-graphes et objets n-cellulaires seront la plupart du 
temps notés sans symbole, le contexte écartera tous risque de confusion. 

Remarque 3 La catégorie globulaire augmentée des oo-graphes (*, oo)-Gr, 
se construit à partir de (*, oo)-Gr en y ajoutant la catégorie des oo-graphes 
avec les applications sources et buts adéquats, et en renumérotant, de telle 
sorte que « l'étage 0 » soit la catégorie des oo-graphes. Il va de soi qu'avec 
une telle renumérotation, un oo-graphe «-cellulaire de (*, oo)-Gr correspond à 
un oo-graphe (n + 1 )-cellulaire de (*, oo)-Gr, etc. 

14-
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Remarque 4 La catégorie globulaire (*, oo)-Gr a deux oo-graphes réflexifs 
sous-jacents, oo-Grr(F/)((*, oo)-Gr) et oo-Grr(0£)((*, oo)-Gr), où par exemple 
oo-Grr(Ob)((*, oo)-Gr) provient du foncteur oo-Grr( #/?(-)), qui est le foncteur 

oo-Grr(-) de la proposition 7 appliqué au foncteur objet Cat >- Ens . 
L'oo-graphe réflexif oo-Grr((9b(-)) sera aussi noté (*, co)-Gr et au § 6.2 on 

utilisera les oo-graphes réflexifs (*, oo)-Cat, (*, oo)-Mag, et (*, oo)-EtC, obtenu 
de cette manière. 

3.3 Les catégories d'oo-magmas n-cellulaires (n e N) 

Les oo-magmas sont définis dans [18]. Un oo-magma «-cellulaire est un 
oo-graphe «-cellulaire 

(M0,M,,y)G(n,cx))-Gr(0) 

tels que M0 et M\ sont des oo-magmas. Un morphisme d'oo-magmas «-
cellulaires 

(M09Muy)-U(M^M\9y) 

est formé par un couple de morphismes d'oo-magmas 

( M o _ ^ M ^ M , ^ U M Î ) 

tels que /0 et f font commuter le diagramme «-cellulaire formé par les 
triplets (M0, Af 1,7) et (M^, M'vy\ i.e. tels que fy = y'fa. La catégorie des 
oo-magmas «-cellulaires sera notée («, oo)-Mag. Elle peut aussi être obtenue 

grâce aux propositions 2 et 7 : le foncteur oubli oo-Mag >• oo-Gr = G 

produit une catégorie interne de G-Cat donc aussi une catégorie interne de 
G-Gr, avec laquelle on peut associer pour tous « G INI la catégorie («, oo)-IMag et 
une catégorie globulaire (*, oo)-Mag. Dans ce contexte la catégorie G-enrichie 

M = G[oo-Mag(0)], produit par l'application oo-IMag(O) - ¾ . oo-Gr(O) (grâce 
à la proposition 2, et où avec les notations adoptées on a successivement 
G(0) = G(0) = |G|), aura des homs qui seront notés HomM(M0, M\), et bien 
sûr Hom^(M0, M\) = HomA/(M0, M{), si M0 et M\ sont des oo-magmas. 

Comme dans la remarque 3, on définit facilement la catégorie globulaire 
augmentée (*, oo)-Mag des oo-magmas. 
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3.4 Structure cartésienne fermée sur oo-Cat 

oo-Cat étant la catégorie des oo-catégories strictes, on montre qu'elle est 
cartésienne fermée en procédant comme oo-Gr, i.e. en construisant explici­
tement ces homs. Soit « G N* et soient C0 et C\ deux oo-catégories strictes, 
et 7 E Hom^(C0, C\)(ri). Notons 70 = ûfj(y), y\ = c"0(y). On considère les 7 
vérifiant les propriétés suivantes : 

- Vt>n(te N), V* e C0(f), tel que s'0(x) = a, b'0(x) = b : 

71(^)0^1^(7(^))=1-(7(0))0^70(^) 

- Vp e [1, n - 1], Vf > p, V* € C0(t), tel que s'Q(x) = a, b'0(x) = b : 

71 U) ô  lf(<Ç(y)(û)) = l?(d"p(y)(b)) o<0 y0(x) 

71W ô  lf (cn
p(y)(a)) = lf (cn

p(y)(b)) o^ y0(x) 

Cet ensemble est noté Hom^(Co, Ci)(«) (on verra ci-après le pourquoi de cette 
notation). Si on suppose que Hom^(C0, Ci)(0) est l'ensemble des oo-foncteurs 
stricts entre Co et Ci, alors on vérifie facilement que la famille d'ensembles 
(Hom^(Co, Ci)(«))n€N, avec les restrictions des applications dn

n_] et c^_, à ces 
ensembles, forment un oo-graphe que l'on note Hom^(C0,Ci). On peut le 
rendre réflexif en associant pour tous 7 e Hom^(C0, Ci)(«) la (« + l)-cellule 
id^+1(7), défini par : Sa e C0(0),id^+ ,(7)(0) := lr(û). Reste à lui mettre des 
compositions qui seront notées ®£(0 ^ p < n). Soit « e N* et soient 7, y e 
Hom^(C0, Ci)(«), et supposons que pour p e [0, « - 1] on a dn

p(y') = cn
p(y). 

Dans ce cas y'&py sera la «-cellule (y'&py)(a) := y(a)on
py(a)(\ci a e C0(0)). 

Muni de ces compositions, Hom^(Co, C\) est une 00-catégorie stricte et on a 
alors la : 

Proposition 8 oo-Cat est cartésienne fermée. 

Notons C la catégorie cartésienne fermée ainsi obtenue, C sa catégorie auto­
enrichie, C-Cat la catégorie des catégories C-enrichies, et int(C) la catégorie 
interne associé à C grâce à la proposition 1. Les homs de C seront donc les 
Hom^(Co, Ci) précédents. 

On peut construire les catégories dites d? oo-catégories strictes cellulaires 
(«, oo)-Cat (« G IN et («, oo)-Cat sera la catégorie des oo-catégories strictes 
«-cellulaires), et une catégorie globulaire (*, oo)-Cat, en utilisant la proposi­
tion 7 comme suit : oo-Cat >- oo-Gr commute aux produits fibres, donc 
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U — 

C-Cat — ^ G-Cat commute aux produits fibres, donc f/*(int(C)) est une ca­
tégorie interne de G-Cat, donc aussi une catégorie interne de G-Gr, à laquelle 
on applique la proposition 7. 

On peut aussi parler de sa catégorie globulaire augmentée (*, co)-Cat. 
Les objets de («,oo)-Cat sont des triplets (Co,C|,7), tels que C0 et Ci 

sont des oo-catégories strictes et 7 E Hom^(C0,Ci)(«). Il est important de 
remarquer que («, oo)-Cat est une sous-catégorie pleine de («, oo)-Mag. 

3.5 Les catégories d'étirements catégoriques n-cellulaires 
( / i e N ) 

Les étirements et les étirements catégoriques sont définis dans[18]. Un 
étirement catégorique est ici noté avec un quadruplet E = (M, C,/r,0) où 
en particulier on se donne le morphisme d'oo-magma M n > C . Les lois 
crochets de [18] sont ici notées avec la lettre ¢. Ainsi la cellule de cohérence 
notée dans [18] par [y,z] sera notée ici <p\y, z\. La catégorie des étirements 
sera notée Et, et celle des étirements catégoriques EtC. 

Dans ce qui suit on va construire la catégorie enrichie des étirements, que 
l'on notera Et, puis la catégorie enrichie des étirements catégoriques que l'on 
notera EtC. 

Le foncteur oubli canonique C • G est un foncteur monoïdal. En 
effet, si on se donne C, C e oo-Cat(O), alors la collection des morphismes 
d'oo-graphes 

U(C) (g) U(C)U^^ U(C x C ) , / - U(J) 

vérifient les axiomes faisant de U un foncteur monoïdal. Ici / désigne l'objet 
unité de G et est donné par 

/ = . . . 0 ^ = ^ 0 ^ - ^ ( 0 } , 

et J est l'objet unité de C avec 

y = . . . {0} = t (0} = t {0}. 

Uc,c est défini de la façon suivante : V« e INI, on se donne l'application 

(U(C) (g) (U(C))(n) ^ ^ U(C x C)(n) 

• 17-
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et si (x,y) e C(n) x C'(0), alors t/c,c(w)(*,y) = C*. l2Cv))» e t s i (*.30 e 
C(0) x C'(«), alors £ / œ («)(*,)>) = OSto.y))-

Donc la proposition 5 entraîne l'existence d'un foncteur enrichi canonique 
dans G 

f/»(C) -G> 

*/• tel que t/* soit le foncteur C-Cat — ^ G-Cat associé à U. 
D'autre part la proposition 4 appliquée à l'application 

l E t l - ^ |G2| 

dit que V induit un foncteur enrichi pleinement fidèle 

G2 [ |Et| ] :=£f — G 2 

TT2 
Donc si on considère le foncteur enrichi ô\> obtenu en construisant G (de la 
proposition 1) 

— 2 ^1 TT 

G " G 

alors on obtient le diagramme suivant de G-Cat, avec son carré cartésien 
enrichi : 

EtC 

Et-

t/*(C) 

ô]oV, 

En particulier \EtC\ = |EtC| et, si 

(E0 = (Mo,Co,^o,0o) 

\Ex={MuCunu<!>\) 
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sont deux étirements catégoriques, alors HomE(E0,E\) (hom de EtC) est 
l'oo-graphe, tel que pour tout « G N, si y G HomE(E0, E\)(n), alors y est 
formé de deux éléments 

{yM G HomM(M0,M1)(«) 

\yceHomu^)(C0X\)(n) 

(hom de £/*(C)), de telle sorte que n0 et n\ font commuter le diagramme 
«-cellulaire formé par (M0, M\, y M) et (C0, C\, yc), i-e. yc°^o = ^ i ° 7M (voir 
la remarque 2). On pourra ainsi dire rapidement que y est donné par un couple 
(yM, yc), sous-entendu que yM et yc font commuter le diagramme «-cellulaire 
correspondant (ce type d'abréviation est en particulier utilisé en 6.2.3). 

Passons à la définition de la catégorie des étirements catégoriques «-
cellulaires (« G ù\l)(on utilise les mêmes notations que précédemment). La 
catégorie EtC a les mêmes objets que ceux de EtC, et a pour morphismes les 

flèches du type E0 — > E\ , tels que M0 — ^ M\ soit un morphisme 
fc 

d'oo-graphes, Co >• C\ soit un oo-foncteur strict, tels que / c o ^ 0 = 7T\ °fM> 
Donc on a un foncteur oubli EtC >• EtC , pour lequel on va pouvoir 
dérouler la machinerie précédente : U produit une catégorie interne de G-Cat 
(proposition 2) donc aussi une catégorie interne de G-Gr avec laquelle on peut 
associer, pour tous « G N, une catégorie («, oo)-EtC (proposition 7), appelée 
catégorie des étirements catégoriques «-cellulaires. Un objet de («, oo)-EtC 
est donné par un triplet (E0, E\, y), tel que y G HomE(£,

0, E\ )(«). 
Si (EQ, Zip y') est un autre étirement catégorique «-cellulaire tel que y 

provienne d'un couple (yM,yc) de Hom^A/^, M\)(ri) x Hom^+(^(CQ, C\)(n), 
alors un morphisme de («, oo)-EtC 

(£0,£,,y)X(£;,£;,/) 

est donné par un couple (f\i,fc) formé d'un morphisme 

(M0 ,M1 ,yA , )^^(M^,M;,y 'M) 

de («, oo)-Mag (où on pose fM = (/A/,O,/A/J)), et d'un morphisme 

(Co, Ci, yc) —^ (Co> C i ' ^c) 
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de («,oo)-Cat (où on pose fc = (/co,/c.i)X tels que E0 — > E'0 et 

E\ — > E\ sont des morphismes d'étirements catégoriques. 
Signalons enfin que l'on notera (*, oo)-EtC la catégorie globulaire associée 

à U et qu^on peut bien sûr parler ensuite de sa catégorie globulaire augmentée 
(*, oo)-EtC. 

Remarque 5 Lorsqu'une cellule x G M(n) est transformée par n en une 
cellule identité (par exemple si x est une cellule de cohérence i.e. de la forme 
0[y, z]), alors on dira que x est normalisé par n. Cette terminologie sera 
utilisée aux § 5 traitant des calculs en dimension 2. 

3.6 Quelques foncteurs remarquables 

Avec les notations précédentes, les constructions : 

i/n EtC 
/z-Mag 

(«, oo)-EtC >(«, °°)-Mag 

(Eo, Ei, y) i—> (M0, M\, yM) 

et: 

jy/i-EiC 
/7-Maa 

(«, oo)-EtC ^(«, oo)-Cat 
(E0,E\,y) i—» (C0,C,,yc) 

sont fonctorielles. En particulier on utilisera le foncteur oubli U" donné par 
le composé 

^y/7-EtC 

(«, oo)-EtC -^2- («, oo)-Mag - ^ (oo-Gr)2 

avec (M0,Mi,a)F—^^(M0,Mi). 

4 Les catégories d'algèbres 

4.1 Les adjonctions : En H f//7 

Proposition 9 Le foncteur Un précédent a un adjoint à gauche : E" H U". 
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Preuve On va utiliser le théorème du faisceau associé de [11]. On montre 
facilement que les étirements catégoriques «-cellulaires sont projectivement 
esquissables, ainsi que les objets de (oo-Gr)2. Notons respectivement S„ et 
Q leurs esquisses projectives. On voit immédiatement que Q c £„, donc 

le foncteur obtenu par réalisation Mod(£„) — ^ Mod(^), a un adjoint à 
gauche F" -\ V". D'autre part on montre que Mod(£„) ^ («,oo)-EtC, et 
Mod(^) ^ (oo-Gr)2. Donc la commutativité qui résulte de ces équivalences 

Mod(£„ )^ -^Mod(£) 

(«, oo)-EtC — * (oo-Gr)2 

donne l'adjoint à gauche En de U" ; rf1 désignera l'unité et e" la counité de 
cette adjonction. • 

Si G G (oo-Gr)2(0), alors rf\G) e (oo-Gr)2(l), donc on notera rf{G) = 
(T7[;(G),77';(G)), tels que //g(G),i/J(G) e oo-Gr(l). Sa monade correspondante 
sera notée (T",/jn, rjn). Comme précédemment, pour G e (oo-Gr)2(0) on notera 
pn(G) = (pl(G\^(G)). 

La catégorie des algèbres d'Eilenberg-Moore associée à cette monade se 
notera Âlg(Tn) (voir [17] pour sa définition), et les objets de cette catégorie 
s'appelleront des T'-algèbres. Ainsi, comme on l'a dit à l'introduction, les 
r°-algèbres correspondront aux oo-foncteurs non-stricts, les Tl-algèbres aux 
oo-transformations naturelles non-strictes etc. La monade des oo-catégories 
non strictes de Penon sera simplement notée (T,p, r]), et la catégorie de ces 
algèbres sera notée Alg(7). 

Ce qui est surprenant pour les T-algèbres c'est que seule l'existence d'un 
adjoint à gauche permet de montrer les propriétés bicatégoriques que l'on 
souhaite (en dimension 2), et pour cela il n'y a pas besoin de construire 
explicitement la monade correspondante de cet adjoint. On verra qu'il en 
est de même, en dimension 2, pour les propriétés pseudo-2-fonctorielles des 
r°-algèbres et pour les propriétés de pseudo-2-transformations naturelles des 
r1-algèbres. 
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4.2 Foncteurs remarquables et notations pour les structures 
libres 

Il faut bien voir que l'étirement catégorique «-cellulaire libre En(G) est 
formé de deux étirements catégoriques 

En
0(G) = (MS(G),CS(G),<(G),0S(G)) 

E\(G) = ( M ; ( G ) , C ; ( G ) , < ( G ) , ^ ( G ) ) 

et d'une «-cellule 

y(G)eHomE(E"0(G),E'l(G))(n) 

avec Mn
0(G) ^-l C"0(G) et M\(G) ̂ 1 C\(G), qui sont les morphismes 

d'oo-magma correspondants. Donc yn(G) est donné par un couple 

(rM(G)Yc(G)) e HomA#(AfS(G)f Af7(C))(H)xHom^(c)(Ç3(GXCÎ(G))(ii) 

qui vérifie 7f\(G) o yn
M(G) = y"c(G) o rf^G) (voir la remarque 2). 

M 

On considère le foncteur Alg(T7) —"-> (n, oo)-Gr, défini par : 

(G = (G0,G,),v = (vo,v,))i - (G 0 ,G 1 , v ,oy ; (G)o^(G) ) 

qui sera utilisé en particulier lorsque l'on montrera que les F'-algèbres se 
structurent en morphismes d'oo-magmas «-cellulaires (§ 4.5). Les composi­
tions du genre v\ o yM(G) o rfQ(G), sont bien sûr les « compositions » entre 
morphismes d'oo-graphes et objets «-cellulaires dont on a parlé dans la re­
marque 2. 

On posera aussi : 

U" £r :=U"_*coEn 

(oo-Gr)2 - ^ — ^ (n, oo)-Mag 

et 
yn-Gr --U^^oE" 

~ //-Cat n-Cat 
(oo-Gr)2 "'Lal "' > («, oo)-Cat 

Les notations pour la dimension 2 sont les suivantes 
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- Si (G, v) est une r°-algèbre, on notera 

C g ( 0 = (^(Gl <(G), F°M(G)) 

où bien sûr F°M(G) e HomM(M°0(G), Af°(G))(0), et pour M0((G, v)) = 
(Go, Gu vi o F^(G) o 77°(G)), on notera F0 = Vl o F°M(G) o ijg(G). Cette 
notation fait référence à la structure de pseudo-2-foncteur que l'on 
mettra sur F0 au § 5.2. 
On notera aussi L f t ^ G ) = (co(G)> C?(G ) ' Fc(G)l 

- Si (G, v) est une Tl-algèbre, on notera 

U\Z^(G) = (M]
0(G),M\(G)yM(G)) 

où TX
M(G) e Hom„(A#J(G), Af }(G))(1) et pour 

MX((G, v)) = (Go, Gu vi o T{
M(G) o ^(G)) 

on notera r1 = vx o rJ^(G) o ̂ (G). Cette notation fait référence à la 
structure de pseudo-2-transformation naturelle que l'on mettra sur r1 

au § 5.3. On notera aussi t/Jlg^G) = (C^(G),Cj(G),r^(G)). 
- De la même manière on proposera au § 5.4 pour les T2-algèbres des 

notations analogues qui feront références aux pseudo-2-modifications. 

4.3 Domaines et codomaines des algèbres 

Notons Adj la catégorie ayant pour objets les adjonctions (F, G, 77, s) tels 

que C — ^ A , soit l'adjoint à gauche, et ayant pour morphisme 

(F, G, 17, £ ) — ^ ( F , G', //,£') 

les couples de foncteurs 

U — ^ A ' , C — ^ C ) 

tels que G' o h = k o G. Notons Mon la catégorie dont les objets sont les 
catégories munies d'une monade, et dont les flèches 

( C ( r , / i , / / ) ) ^ ^ ( C , ( r , / i ' , / 7 ' ) ) 
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sont les couples </? = (Qj), tel que C >C est un foncteur, et t une 

transformation naturelle de la forme T'Q > Qt. D'autre part t doit être 
compatible avec les multiplications et les identités des monades, i.e. on doit 
avoir les deux diagrammes commutatifs suivants : 

(Mon,) T'2QJE^T'QT^-+QT 

(Mon2) 

T'Q 

Q 

n'Q\ 

2 

QT, 

Qn 

o 
T'Q—^QT. 

La composition dans Adj et ces morphismes identités sont évidents à définir. 
Pour Mon, seule la composition est moins évidente à définir. Si on se donne 
le diagramme 

(C (r,/Y, 77)) - ^ ( c , (r ,p\ 17')) - ^ ( c - , ( r \ / / \ /?")) 

alors on posera (Q',f) o (Q,t) := (Q' o Q, Qt O t'Q) (ici O est le produit 
vertical des transformations naturelles). Aussi on a le foncteur canonique 

Adj ^ Mon , (F, G, 77, s) \ ^ (C, (G o F, GsF, 77)), défini sur les flèches 

[(F, G, 77, s) ^ (F \ G', 1/, s')] 

par 

[(C, (G o F, GeF, 77)) - ( C ' , ( G ' o F', GVF ' , 77'))] 
(U) 

avec r := G'(s'hF O F'/:^). Avec ceci on a la : 

Proposition 10 U a un adjoint à droite : U H A. 

Preuve A est défini sur les objets par la construction d'Eilenberg-Moore. 
Soit (C,(F, ̂ ,77)) e Mon(0); notons A(C,(T,p,rj)) = (F7,G7,rf ,sT). Avec 
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ces notations on définit A sur les flèches 

(QJ) [(C,(F,/i,77)) 

[(F\G\fi\r]T) 

-(C' ,(r , / / ,77 '))] 

(Q'.Q) 
+ (F'T\G'T\vL'T\rfr)\ 

tel que le foncteur Alg(F) — ^ Alg(F') est défini : 

- sur les objets par (G, v) i - ^ - (Q(G), Q(v) o t(G)) 

- sur les flèches par [(G, v) —^ (G', v')] ̂ -+ Q(f). 

L'unité de l'adjonction U -\ A est donnée par le foncteur de comparai­

son d'Eilenberg-Moore K. Si on note cette unité Udj — ^ A o U , alors 

c((F,G,7?,£)) = (ldc,K) : (F,G,i/,e) - ( F r , G r , / / , 7 7 r ) , et la counitl 

de cette adjonction est donnée par U o A — ^ ldw0ïl . 

4.4 Applications aux adjonctions : E" H Un (n e N) 

La catégorie globulaire (*,oo)-EtC et les adjonctions En -\ Un(n e M) 
permettent de construire un oo-graphe réflexif interne de Adj de la forme : 

H: (n, oo)-EtC = t (n - 1, oo)-EtC : 

E" E" U" 

^ (oo-Gr)2 =t (oo-Gr)2 : 

tels que les morphismes de la partie inférieure de ce diagramme soient des 
identités. 

Aussi avec le foncteur projection 

Adj ^> Cat 

(F,G,77,£)h—>dom(G) 

on a successivement les foncteurs Adj -—*~ Cat, puis : 

oo-Grr(Adj) > oo-Grr(Cat) 
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(le foncteur oo-Grr(-) a été défini dans la proposition 7), qui appliquée à 
l'oo-graphe réflexif interne de Adj précédent permet d'obtenir la catégorie 
globulaire des algèbres Alg(F*), qui renferme tous les objets importants de 
cet article (sauf les F-algèbres, où il faut augmenter cette catégorie globulaire 
pour les y inclure. La catégorie globulaire augmentée des algèbres sera notée 
Alg(F*)). 

Si n > 1, le foncteur U appliqué aux deux adjonctions En H Un et 
- i _ i ô"-\ 

En H U" l, produit les deux transformations naturelles Tn~x -^-^Tn et 

Tn~] - ^ Tn (ici ôn
n_x := Un~lAn

n_v avec A'^ := ^ " V ^ F " O En~xrf, et 
<_, := U"-lrn

n_{, avec T ^ := ET~X pn
n_xE

n O En~xrf), tels que les foncteurs 

domaines et codomaines Alg(F") r Alg(FA7_1), sont définis par 

(G = (G0,Gi),v = (v0,vi)) 

K-

(G, v o ô"n_{(G) = (vo o CU 0 (G) , v, o ôn
n_x ,(G))) 

et 

(G = (G0,Gi),v = (v0,vi)) 

(G, v o ̂ _,(G) = (v0 o <_10(G), v, o <_U(G))) 

Les F-algèbres s'invitent dans ces constructions (pour définir Alg(F*)), 
de la façon suivante : les adjonctions E -\ U et E° H U° produisent les deux 

transformations naturelles Tp0 ^ p0T° et Tp\—K-^ p{T° où p0 et p\ 

sont les projections de (oo-Gr)2 sur oo-Gr. D'autre part 

ô := UA avec A := scrE0 O Ep0rf 

et 

K := Î/T, avec T := £/3E° O F/^770 

et <x, /? sont les applications sources et buts entre (0, oo)-EtC et EtC. 
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Pour n > 1 et G e (oo-Gr)2, on a A^_,(G) et Tn
n_x(G) e (n - 1, oo)-EtC(l). 

Donc on peut écrire 

A;_ , (G) = (AiUM(G),A;;_,.C(G)) et Y ^ G ) = ( T ^ C G ) , T ^ C G » 

tels que 

A^-,..M(G) = (Ci ,o (G) ,C u (G)) et T;_1JW(G) = (<_,.o(G),Cu(G)) 

(l'indice M indiquant que ce sont les parties « magmas » des morphismes 
A"_!(G), Y"_,(G) d'étirements catégoriques (n - l)-cellulaires). On voit en 
particulier que les morphismes d'oo-graphes £"_K0(G),£"_U(G)),/^_10(G) 
et K"n_{ X(G), héritent de structure de morphismes d'oo-magmas. Ce fait est 
fondamental pour la suite. 

Ainsi chaque G e (oo-Gr)2(0) produit des étirements catégoriques n-
cellulaires libres En(G)(n e IN), qui sont « connectés » entre eux par les 
morphismes AJJ_t(G) et Y"_,(G) (n > 1). Par exemple on a les deux mor­
phismes F ' - ' t G ) — C ^ _ , ( £ " ( G ) ) et E(G0)-^o-(E°(G)), qui mettent 
à notre disposition des diagrammes commutatifs qui vont être utile pour la 
proposition ci-après. 

Rappelons que pour n > 1 les applications sources et buts de Alg(7*) et 
(*,oo)-Gr sont pour tous les deux notés avec les couples (o-n

n_x,fi
n
n_x), mais 

ici on va utiliser une autre notation pour ceux de (*,oo)-Gr, qui seront 
exceptionnellement notés (ô~n

n_,,/?"_,). Rappelons que <x"_,((Go,Gi,y)) = 
(G0,Gi, J"_!(y))(quand on détail la catégorie globulaire (*, oo)-Gr), où dn

n_x 

désigne une application source des homs internes. Même remarque pour/?"_,. 
Dans ce cas, avec les foncteurs Mn définis dans § 4.2, on a la : 

Proposition 11 Pour tout n> 1, on a ô~n
n_x o Mn = M,7_] ocr"_, etJ3P_x o Mn = 

Mn-xopn_x. 

Preuve Montrons que ô~"_x o Mn = Af„_i o an
n_x (pour l'autre égalité on 

procède de la même manière). Soit (G, v) e Alg(r'7), alors 

Mn((G, v)) = (G0,G,,v1y;(G)^(G)) 

donc 

ôî_x{Mn(LG%v))) = (Go,G1,v,<_1(/M(G))^(G)) 
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et de même 

Mn-X(o"n_x(G,v)) = (G0,Guv]ô
i;i_u(G)f^(G)r1

n
0-

l(G)) 

Aussi l'axiome (Mon2) (voir § 4.3) dit que C L O ( G ) ^ O " ' ( G ) = W0), et 
AJÎ_,(G) donne un diagramme commutatif exprimant l'égalité 

C., /A7 l(G) = <_1(y;(G))c,.o(G). 

Donc : 

v<M(G))rf0(G) = v^dll(yJG))ôlL0(G)r]
n
0-\G) 

= ^UAG)yi
M

[(G)r]^(G) 

4.5 Structuration en morphismes d'oo-magmas n-cellulaires 
des Tn -algèbres 

Soit (G, v) une F'-algèbre et M„((G, v)) = (G0,G,, v, o y»M(G) o ^(G)), 
l'oo-graphe ^-cellulaire produit par le foncteur Mn. 

L'algèbre (G, v) a une T-algèbre domaine 

(cro(rl
0o. • - o ^ . K G , v) = (G0, v 0 o C , # ) o C ^ ( C ) o . • .o^0(G)o£(G)) 

et une T-algèbre codomaine 

(£° /? i ° - - -^ - , )^^ 

Ces 7-algèbres mettent respectivement sur Go et G i une structure d'oo-magma 
(voir [18] pour cette structure d'oo-magma), qui permet de voir Mn((G, v)) 
comme un objet de (n, oo)-Mag. On a posé également 

V^«G,v)) = (M''(G),M'l(G),y'M). 

Avec ceci on a le résultat suivant : 

Proposition 12 Toute T"-algèbre (G, v) e Alg(7")(0) (n e W) induit un 

morphisme de (n, oo)-Hag : ^ ' ( ( G , v)) ^ — M„((G, v)). 
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Donc en particulier on obtient la commutativité du diagramme n-cellulaire 
formé par U^\(G,v)), M„((G, v)), v0 et v, i.e. on a (v,y';(G)^(G))v0 = 
v.y;(G). 

On appliquera ce résultat pour les F-algèbres (/ = 0,1,2), en montrant 
qu'en dimension 2 elles se structurent respectivement en pseudo-2-foncteurs, 
pseudo-2-transformations naturelles et pseudo-2-modifications. 

5 La dimension 2 

Pour alléger l'écriture des calculs de ce chapitre on évitera de mettre des 
parenthèses aux endroits où il n'y a pas de risque de confusion, et parfois 
le symbole de composition de la catégorie oo-Gr sera omis comme on le fait 
pour les opérations entres morphimes d'oo-graphes et objets n-cellulaires 
(voir remarque 2). D'autre part on suivra les simplifications de notations de 
la fin du § 2. 

5.1 Dimensions des étirements et des algèbres 

Un oo-graphe réflexif G est de dimension p e N si toutes ces g-cellules 
pour q > p sont des cellules identités et s'il a au moins une /?-cellule qui ne 
soit pas une cellule identité. Dans ce cas on notera dim G = p. Un étirement 
catégorique n-cellulaire (E0 = (Mo,Co,7ro,0oX£i = (M\,C\,n\,$\),y) est 
de dimension p € IN, si les oo-graphes réflexifs sous-jacents de M0 et M\ 
sont de dimensions p. Une r"-algèbre (G = (G0,Gi), v = (v0, vi)) est de 
dimension /?, si Go et Gi sont de dimensions p, lorsqu'elles sont considérées 
comme oo-magmas. 

Avec cela on a la proposition suivante concernant les étirements catégori­
ques y-cellulaires (j = 0,1,2) : 

Proposition 13 Les étirements catégoriques j-cellulaires pour j = 0,1,2 se 
structurent respectivement en pseudo-2-foncteurs, pseudo-2-transformations 
naturelles et pseudo-2-modifications. 

La proposition 13 est facile à démontrer et fait appel à la même méthode que 
celle utilisée dans [18]. Les axiomes de ces structures sont décrits ci-après. 
En l'occurrence pour les algèbres, les vérifications de ces axiomes sont plus 
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subtiles, et nous en donnerons donc des démonstrations complètes (pour les 
axiomes les moins faciles). 

5.2 Structuration en pseudo-2-foncteurs des r°-algèbres 
de dimension 2 

Soit (G, v) une r°-algèbre de dimension 2 (voir § 4.2 pour les notations 
utilisées). Posons : 

V°O~-MI(G) = (M°0(G\ Af°(G), F°M(G)) 

et 

F0 := vi o F°M(G) o n°0(G) 

et ici F°M(G) e HomM(M°0(G), M°(G))(0) et F0 e H o m ^ G . X O ) . 

On sait que M^(G) >• M\(G) n'est que le morphisme d'oo-graphes 

provenant de l'étirement catégorique O-cellulaire libre £°(G), et grâce à la 
proposition 12 on sait qu'on a un morphisme d'oo-magmas O-cellulaires 
(M°0(G), A*°(G), F°M(G)) - ^ (Go, G{, F0). 

La T-algèbre source de (G, v) : cr((G, v)) = (G0, v0 o ô(G)) produit sur 
G0 une structure de bicatégorie qui coïncide avec celle produite par (G, v) 
sur G0 (i.e. celle ou on pose a on b = v0(rjQ(G)(a) *£ i/§(G)(fc)) ; de la même 
manière la T-algèbre but de (G, v) : /?((G, v)) = (Gi, vj o /c(G)), produit sur 
Gi une structure de bicatégorie qui coïncide avec celle produite par (G, v) sur 
Gi (i.e. celle ou on pose a on

pb = v\(rfx(G)(a) *£ rfx(G)(b)). Ces coïncidences 
viennent de (Mon2) et du fait que ô(G) est un morphisme d'oo-magmas. La 
structure bicatégorique de ces T-algèbres est décrite sous l'angle des prolixes 
dans [18]. 

F0 

Donc on obtient un morphisme d'oo-graphes Go *~G\ , tels qu'en 
dimension 2, Go et Gi sont des bicatégories. On va donc montrer que pour 
ces données F0 est un pseudo-2-foncteur. Seul l'axiome de compatibilité 
avec l'associativité sera montré parce que les autres axiomes sont plus faciles 
à montrer et se démontrent avec les mêmes techniques. Pour montrer cet 
axiome on aura besoin de montrer des résultats de préservations de cellules de 
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cohérences. En particulier on va montrer que vo et vi préservent les cellules 
de cohérences d'associativités. 

5.2.1 Cellules de cohérences d'associativités des bicatégories sources et 
buts 

Dans les étirements les cellules d'associativités seront notées avec la lettre 
majuscule A et dans les algèbres avec la lettre minuscule a. Dans les algèbres 
le sens des flèches de cohérence n'est pas important (parce qu'il est très facile 
de voir que ce sont des o^-isomorphismes), et on notera indifféremment 

! . j a(a,b,c) , i iv i 1 / L 1 \ a{aM , i n i 
a ol

Q (b oi c) = > (a o• b) ol
0c ou a ol

Q (b ol
0 c) <= (a o' b) ol

0 c 

Ces notations seront les mêmes pour la 7-algèbre domaine (Go, v0 o 5(G)), 
ou la T-algèbre codomaine (Gi, v\ o K(G)). Les constructions qui vont suivre 
seront faites pour (G\, v\ o /c(G)), bien qu'elles restent valables dans l'algèbre 
(G0, v0 o 6(G)). Si (a, &, c) est un 0-chemin d'ordre 1 de Gi on posera 

a{a,b,c) := v^OA^G^al^GÔ^^G^c)) 

où A(rj(G\)(a), rj(G\)(b), rj(G\)(c)) est la 2-cellule de cohérence d'associativité 
produite par l'étirement catégorique libre £(Gi) (on trouve cette définition 
dans[18]). On voit aussi que 

K(G)A(77(GI)(0), /7(G,)(è), //(G,)(c)) = A{rf>{G){a\ rfx(G)(b), r]0
{(G)(c)) 

(puisque K(G) préserve les cellules de cohérence, puisque provenant d'un 
morphisme d'étirements catégoriques). 

On va tout d'abord montrer qu'avec une telle définition des cellules 
d'associativités, vi préserve ce type de cellules, i.e. on va montrer qu'on a 
une formule du type : 

V! (A(a, b, c)) = a(vx(a), vx (b), v{(c)) 

Le graphe G = (Go,GO a une r°-algèbre canonique qui est donné par la 
multiplication de la monade T° : 

(r°(G),/!°(G)) = ( ( 7 ^ ( 0 , 7 ^ ( 0 ) , ^ ( 0 , ^ ( 0 ) ) ) 
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Notons ju°x = p°x(G)^ = K(T{)(G)),T] = //(^(G)), rf\ = i^(r°(G)). Dans ce 
cas, si (a, b, c) est un 0-chemin d'ordre 1 de T®(G), alors : 

a(a,b,c) := p^KA(rf(a),T](b\Tf(c)) 

==i^A(^(fl),J$(«,i?(f)) 

= A^(fl),S(*),S(c)) 
= A(a,b,c) (D 

Notons : K = /c(G),77 = rj(G\), rfi = rj°x(G), /7',° = rj°x(G'). Dans ce cas si on se 

donne un morphisme (strict) de r°-algèbres (G, v) —*z*°m 

en particulier, on a le carré commutatif 
-^(G',v ') , alors 

7?(0-

r ° (C) • 

v>i 

- G ' 

qui montre que 

<p\{a{a,b,c)) = ip\V\KA(ri{a),ri{b),lj{c)) 

= V,v,A(^(fl), ^ ) , ^ ( 0 ) 

= v', ^ ( ^ ( ^ ) , ^ ) , ^ ( ^ ) 

= v^(7>)^(a), T^)^(b), 7<fy)ïï»(c)) 

= ^ ( ^ , ( 4 ^ , (6)), ̂ , (c))) 

= a(^i(a),^iW^i(c)) 

l'avant dernière égalité ayant été obtenue grâce au carré 

(2) 

W 

rf\(G) 
T°(G) 

7 > ) 

G'< -&F™ 
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Enfin (G, v) est en particulier un morphisme de T° -algèbres 

(7*)2(G) — T°(G) 

T°(y) 

T°(G) -

i.e. on a le carré 

^ G 

T°(T0(G)?^-^ T°(G) 

T%>) 

T°(G) V] > Gx 

On peut donc appliquer la formule (2) vx(a(a,b,c)) = a(v\(a), vx(b), v\(c)). 
D'autre part on a, grâce à la formule (1) \>\(a(a,b,c)) = vi(A(a,è,c)), qui 
montre la formule : 

Vî(A(a,b,c)) = a(vx(a),vx(b),vx(c)) 

5.2.2 Cellules de cohérences de distritibutivités des pseudo-2-foncteurs 

Dans les étirements ces cellules seront notées avec la lettre D, et dans les 
algèbres elles seront notées avec la lettre d. Comme précédemment le sens 
des flèches de cohérence (dans les algèbres) n'est pas important, et on notera 

F (a o» b) JH]F(a) o» F(b), ou F (a o» b) <^ F(a) oj F(b). 

Bien sûr si (G = (Go, GO, v = (v0, vO) est la 7°-algèbre concernée, alors 
d(a,b) vivra dans G\, et sera défini par d(a, b) := v\D(rfQ(G)(a), rf0(G)(b)) où 
D(rf0(G)(a), rf0(G)(b)) est la 2-cellule de cohérence produite par l'étirement 
catégorique O-cellulaire libre £°(G), 

D(rj0
0(G)(a),r,°0(G)(b)) := ^(G)[F°M(G)(r,°0(G)(a) *J i#(G)(*)), 

F°M(G)(r,°0(G)(a)) •» F^(G)(^(G)(6))] 

On va montrer qu'avec une telle définition des cellules de distributivités, 
vi préserve ce type de cellules. Cette fois-ci on va montrer une formule du 
genre 

v{(D(a,b)) = d(v0(a),v0(b)). 
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Comme précédemment on utilise l'algèbre (T°(G),fi°(G)). Notons n\ = 

//°(G), g_= 4(G), f0 = 4(T°(G)),^ = ^(T\G)), F = F°,(T°(G)), fl = 
0°(G), 0'° = <(G') , F = F°M(G), F' = F%{G'), rf0 = //«(G), ^ = if0(G'). 
Dans ce cas on a 

d(a,b) : = ^ D ( ^ ( « ) , ^ ) ) 
(d(a, b) est ici produite par {T°(G),fi°(G))) 

= ^[F(^(a) *J $(!>)), F(4(a)) *J FfogtfO)] 

= $ÛÂF(4(a) •» ^(ô)),^F(//»(G)(a)) • i ^ F ^ ) ) ] 

en utilisant le carré 

T°(T°(G)) -^-* r°(G) 
_ A A 

F l D I f 

r0°(r0(G))^-r0°(o 

(ce carré provient du morphisme d'étirement catégorique cellulaire libre 
£0£0(G)), on obtient 

,0„0/ 1 „0-0, d(a,b) = filFQjfrfiia) * J # ) ) , P # ) *à 17«*)] 
= 0?[F(£i*i«,F(fl)*iF(«] 
= D(a,b) (3) 

où D(a,b) est ici produite par E°(G). D'autre part, si on se donne un mor­

phisme (strict) de r°-algèbres (G, v) *P=(.*P0^tp\) ^ (G', v'), alors on a le carré 

7?(G)-

7 > ) <£l 

T°{(G')-r^G\ 

qui montre que 
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?i(</(a,&)) = WV,D<ÏJ8(a), ÏJ8(fc)) 

= v\ T<ï(<p)DÛf0(a), f0(b)) 

= v\T°{<p)$[F(4(a) *WQ(b)),F(JFo(a)) *» / ¾ ^ ) ) ] . 

T°(<p)F\pQ(a) *0 ^ ) ¾ ¾ ] 

(cette dernière égalité provient de r ^ ) , qui préserve le crochet et la structure 
d'oo-magmas sous-jacente) 

Aussi on a le carré 

M°JG) ' o 

7>> 

M?(G) 

(je mets des pointillés pour bien faire voir que T^tp) et T®(<p) proviennent de 
E°(G)), donc 

<Pi{d(a,b)) = V^fÎF'iTliipi^ia) *0 T°{<p)7f0(b)), 

~F(T°0(<p)4(a)) *' P( r 0
0 (^ (è ) ) ] 

Ensuite on utilise le carré 

Go i«(C) 
<A) 7-0V> 

G0-^r0°(G') 
V 

donc 

<pi(d{a,b)) = vî^lF'toiJWa)) *0 »7oW&))), 

= d(<p0(a),(fo(b)). (4) 
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Enfin (G, v) est en particulier un morphisme de r°-algèbres donc, grâce à (3), 
v\(d(a, b)) = v\(D(a, b)) et, grâce à (4) v\(d(a, b)) = d(v0(a), v0(b)). Ainsi on 
obtient la formule : 

vl(D(a,b)) = d(v0(a),v0(b)) 

5.2.3 Axiome d'associativité des pseudo-2-foncteurs 

On va vérifier l'axiome suivant de compatibilité avec l'associativité : 

F»(a) •» (F°(b) *i Fu(c)) 

a(F°(a),F0(b),F°(c)) 

(F°(a) •> F°(Z>)) •» F°(c) n 

diaM+ll^ 

F»(a)*'0F»(b*l
0c) 

d{ajb*lc) 
v 

F°(a*]
0(b*]

0c)) 

F°(a(aAc)) 

d(a*]
Qb,c) 

^F»((a*l
0b)*l

0c) 

Pour vérifier cet axiome on va voir que le diagramme suivant de T®(G) 
« contient » une 3-cellule : 

Ax 

/o 

/ 

A5 

f\ 
^A2 

h 

A3 

/3 

/ 4 

avec 

AQ = ( /«(«) *i /«(&)) *J />°(c) 
A, = F^(«) *i ( / ¾ ^ ) *i F^(c)) 

A4 = ^((^(fl)*i^))*i^(c)) 
1 «0/- . 1 CO „0/ A5 = Flbftia) *i i#(fc)) *i / ¾ ^ ) 
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et 

/o = 0?O4O, Ai) = A(Flr1l(a\ F^b), F^c)) 

/2 = 0 ( ^ ) , ^ ( / 7 ) * ^ ( c ) ) 

/3 = f^A(^( f l), ^(fr )^(c)) 

/4 = D ( ^ ) * ^ ( / 7 ) , ^ ( C ) ) 

/5 = 0 ( ^ ¾ ¾ ) ^ ¾ 

où, pour simplifier les calculs, on a noté 7$ = /7Q(G), F ^ = F°M(G), F® = 

F°C(G\ n°0 = ;ig(G), TT? = ^ (G) et 0° = 0°(G) ; n°0 est bien sûr le morphisme 
d'oo-magmas provenant de E°(G). 

Les cellules c0 = /2 ° f\ ° /o> et c\ = / 3 0 / 4 0 /5 sont parallèles. Reste à 
montrer que 7r^(c0) = n°{(c\) ; /r̂  est un morphisme d'oo-magmas et normalise 
trivialement les cellules /0, / , /2, /4, /5. Pour voir que /3 est également 
normalisé par n°x, on utilise £°(G) 

M°0(G)-^C°0(G) 

F0 

r M 
f% 

M°(G)-=~C°(G) 
1 n l 

et alors 

*?(/3) = <F^A(^(«),/7g(è),^(c)) 
= 7XA(^),^(&),^(c)) 
= cellule identité 

Ainsi 7r̂ (co) = n°x(c\), donc CQ et ci sont connectés par une 3-cellules 

p = ^(c 0 ,c i ) . 
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Pour terminer il suffit alors d'appliquer v\ à ce diagramme : 

V\A\ 

i'i/o 

V\A0 

vifs 

v\A5 

vi/ . 

v i ( ^ ) 

v-l/4 

V\A2 

»'1/2 

v,A3 

v.A4, 

avec v\p qui est une 3-cellule de G\ donc une identité, qui rend donc commu-
tatif ce diagramme. D'autre part viA0 = (F°(a) o]

Q F°(b)) ol
Q F°(c) (puisque 

vi est un morphisme d'oo-magmas); v\A\ = F°(a) o{
0 (F°(b) ol

0 F°(c))\ 
v{A2 = v , fSJ( f l ) o» v{TÎ(^(b) •» ^(c)) = F°(a) o» F°(b o» c) (propo­
sition 12) ; viA3 = F°(a ol

Q (b ox
Q c)) (proposition 12) ; vxAA = F°((a ol

Q b) ol
0 c) 

(proposition 12) ; v{A5 = F°(a o{
0 b) o[

Q F°(c) (encore la proposition 12 !) ; 

vi/o = a(vx/^//S(fl), vi/^//g(fe), vif^i/g(c)) (car v, préserve ce type de co­
hérence) = fl(FVF°(i),FV));v,/i = hoja)°ld(vo^0(b),voiï(c)) = 
lfO(fl) °o à(b, c) ; V1/2 = d(v0rjo(a), v0(r]°0(b) *{

0 V0TJ°Q(C))) = d(a,b ox
Q c) (même 

raison que précédemment) ; vi/5 = F°(a(a,b,c)) (grâce à la proposition 12 
et parce que v0 préserve (comme vi) les cellules de cohérence d'associati­
vités) ; V1/4 = d(vo(rf0(a) *Q rfQ(b)), v0rfi(c)) (car v\ préserve les cohérences 

de distributivité) = d(a ol
Q b,c) ; v ^ = d(v0rj^(a), v0^(è)) o* lF0(c) (comme 

précédemment) = d(a,b) o* lFo((7). 
Ainsi l'axiome d'associativité des pseudo-2-foncteurs est vérifié. Les 

autres axiomes se vérifient de la même manière (comme les axiomes d'unités, 
où en particulier il faut montrer que vi préserve certain type de cohérence). 
Finalement les 7°-algèbres de dimension 2 sont des pseudo-2-foncteurs. 

5.3 Structuration en pseudo-2-transformations naturelles 
des T1-algèbres de dimension 2 

Soit (G, v) une T '-algèbre de dimension 2 (voir § 4.2 pour les notations 
utilisées). Posons : 

£/J:Eg(G) = (Ml(G),M\(GWM(G)) 
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et 

r l :=v , r l , (G)^(G) 

Donc rx
M(G) e HomM(Mx

0(G), Af}(G))(1) et r1 e Homïï(G0,G,)(l). 
Le triplet (MQ(G),M\(G),TX

M(G)) provient de l'étirement catégorique 
1-cellulaire libre EX(G) et, grâce à la proposition 12, on sait qu'on a un 
morphisme d'oo-magmas 1-cellulaires 

(MX
0(G\ M\ (G), TX

M(G)) ^ ^ (Go, GUTX). 

On posera 

FX
M(G) = d{

0(r
l
M(G)) 

Hl
M(G) = cl

0(r
l
M(G)) 

F{=dl
0(T

{) 

Hx=cx
0(r

x). 

La T-algèbre source de (G, v) 

<r(<rJ((G, v))) = (Go, v0 o ô{
w(G) o Ô(G)) 

met sur Go une structure de bicatégorie qui coïncide avec celle produite par 
(G, v) sur Go, c'est à dire celle où on pose a on

p b := vo(7]x
Q(G)(a) •£ rjx

0(G)(b)). 
De la même manière, la T-algèbre but de (G, v) 

j»08j((G, v))) = (G,, v, o K1
0A(G) o K(G)) 

met sur G\ une structure de bicatégorie qui coïncide avec celle produite par 
(G,v) sur Gi, c'est à dire celle où on posent on

pb := v{(r]x
x(G)(a) +n

pr]\(G)(b)). 
Ceci est la conséquence de (Mon2) et des structures de morphismes oo-

magmas sous-jacents à ô(G), ôx
0Q(G), K(G), KX

0 ,(G). 

Aussi la r°-algèbre source de 

(G, v) : ŒX
0((G, v)) = (G, v o ôx

0(G)) = (G, (v0 o ÔX
00(G\ v, o ÔX

0X(G))) 

produit un pseudo-2-foncteur 

^ = v i o ^ ( G ) o ^ ( G ) o ^ 0 ( G ) 
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qui coïncide avec F1. 

La 7°-algèbre but de (G, v) 

jBj((G, v)) = (G, v o KX
0(G)) = (G, (vo o <0(G), v, o <,(G))) 

produit un pseudo-2-foncteur 

H0 = V1OK
1
0A(G)OF°M(G)OT1

0
0(G) 

qui coïncide avec //1. 
Toutes ces coïncidences viennent de la proposition 11. 

Donc on obtient un diagramme Go V G\ , tel qu'en dimension 2, Go 

et G\ sont des bicatégories, F1 et Hx sont des pseudo-2-foncteurs. On va donc 
montrer que pour ces données r1 est une pseudo-2-transformation naturelle. 
Seul l'axiome de compatibilité avec l'associativité sera montré. Pour montrer 
cet axiome on aura besoin de montrer des résultats de préservations de cellules 
de cohérences. 

5.3.1 Cellules de cohérences d'associativités des bicatégories sources et 
buts 

On utilisera les notations habituelles. Les constructions qui vont suivre 
concernent la 7-algèbre but (G\,v\ o KX

OX(G) o /c(G)), bien qu'elles restent 
valables dans la T-algèbre source (Go, v0 o ô\ 0(G) o ô(G)). Si (a, b, c) est un 
0-chemin d'ordre 1 de Gi on posera 

a(a,b,c) := v , < 1 ( G M G ) A ( # , ) ( 4 / / ( G i ) ( i ) , # i ) ( c ) ) 

où A(rj(G\)(a),T](G\)(/?),rj(G\)(c)) est défini comme en 5.2.1. On voit aussi 
que 

KX
0A(G)K(G)A(r](G{)(a), rj(G{)(b)^(G{)(c)) 

= KX
0A(G)A(rjo

{(G)(a), rfx(G)(b), rfx(G)(c)) 

/!(G)(fl),i/J(G)(^i/!( = A(rj\(G)(a\n\(G)(b\r,\(G)(c)) 

On va tout d'abord montrer qu'avec une telle définition des cellules de cohé­
rences d'associativités, vi préserve ce type de cellules. 
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Le graphe G = (G0, G\) a une T1-algèbre canonique, qui est donné par la 
multiplication de la monade Tx 

(T\G),p\G)) = ((T^(G\Tl(G)\(pl
0(G\p\(G))). 

On notera^ = p\(G\ /¾ = KX^(TX(G)\ 70 =^1
X(G),7 =j(Tx(G)), 

K = K(G),V = n(Tx
x(G)), Tj = //(G,), rçj = r,\(T\G)\ ÏJ = TJ\(G'\ ^[ = rj\(G). 

Si (a,b,c) est un 0-chemin d'ordre 1 de T\(G) alors 

a(a, b, c) = px
xK

x
0KA(rf(a), rj(b), TJ(C)) 

= ^A(Jï(fl), n\(b\ n\(c)) 

= A(^jïj(a),^(/7),^(c)) 
= A(a,b,c). 

Ensuite, si on se donne un morphisme strict de T ̂ algèbres 

(G,v) - « ? ' , • ) 

(5) 

donc en particulier on a le carré commutatif suivant 

THO^^G 

T\W 

r.'(G') G', 

qui montre que 

V\{a{a,b,c)) = ^\V\K^A(j\{a),ri{b),li{c)) 

= ^,v,A(ïf(û),^(6),ïf(c)) 

= v\T\{<p)A^{a)^b),^{c)) 

= v\A{T\{<pW{{a), T\(tpyn\(b), r , ' ( ^ ( c ) ) 
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aussi on a le carré G\ 

*p\ 

G\ 

^T\(G) 

7 > ) 

T\(G') 

donc 

ipx(a(a9b9c)) = V\A(TJ\X fa (a)), ri\xfa(b)\rix
xfa(c))) 

= a((pl(a),(pl(b),ipl(c)). 

Enfin (G, v) est un morphisme de T1-algèbres 

PiPiGW-ï-^T^G) 
T'iv) 

(6) 

T\G) — 

donc on a le carré 

Tl(Tl(G))-1 

7 > ) 

-1 

TX(G) 

+ G Tl(G)—v 

D'autre part on a (grâce à la formule (5)) vx(a(a,b, c)) = vx(A(a, b, c)), et on 
peux appliquer la formule (6) : v{(a(a,b,c)) - a(v\(a), v\(b), vi(c)), donc on 
obtient la formule 

vi (A(a, /?, c)) = a(vx (a), v{(b), vy(c)) 

5.3.2 Cellules de cohérences de distributivités des pseudo-2-foncteurs 

Dans les étirements ces cellules seront notées avec la lettre D. Dans les 
algèbres on utilisera la lettre d. L'indice de ces lettres précisera le pseudo-2-
foncteur qui est concerné. Si donc (G, v) est une T '-algèbre, alors d0(a, b) et 
d\(a,b) sont définis par : 

d0(a,b) := v1^1(G)D(^(G)(û),/7g(G)(è)) 

dx(a,b) := v1<1(G)D(77g(G)(«),^(G)(/7)) 
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et correspondent respectivement aux cellules de distributivités des pseudo-2-
foncteurs F] et // ' (on vérifie bien que ces cellules conviennent puisque par 
exemple le domaine de d0(a, b) est Fx(a o[

Q b)). 

Notons^i = v{
0(GW0 = ril

0(T
l(O), j] = ^(G'), ïjg = ijJfcG), 5jj = 

Tf0(T
l(Ç)\jfi\ = 0j(G)._0V = *\(G'),J\ = 0°(G), 4\ =j\(Tl(G)), F^_ = 

Fj,(G), T ' = FX
M(G'\F» = F°M(G), F*_ = Fl

u(T
l(G)), W = H^G), 6l

0 = 

6^(0,61=6^(0,6* =6]
0i(T\G)),Kl

0 = 40(G),K\=Kl
0i(G),tt\ =/i|(G), 

fil
0 = HQ(G) (ces simplifications suivent la règle précise du § 2). 

On voit aussi que 

DoW^aW^b)) := ï\[FÎW0(a) *Jn*0(b)),F*(^0(a)) *J 7 ¾ ^ ) ) ] 

= 5|D(^(a),^)) 

car 

6\D(ifQ(a),r/>(b)) = 6\</f>[F°(TJ>(a) *J 1^(6)),/^(^(0)) *J F°(J#(&))] 

= 0J[5JFÔ(^(«)*i^)), 

5i^(^(fl))*i<^K(6))] 

= 0 1 ^ ( ¾ ^ ) ^ ¾ ^ 

^ ( ¾ ) ) ^ ^ ¾ ¾ ) ] 

= 0j[F>(^(fl) *i ^0)) , 7 ¾ ^ ) ) *i 7 ¾ ^ ) ) ] 

L'avant-dernière égalité vient de ce qu'aussi on a le carré 

Ml
0(O-!L^M\(G) 

K(G)-^) M°(G), 

provenant de £°(G)—^*<rJ(E'(G)) (§4.4). 
De même 

DxW0(aW0(b)) := ¢ [ [ /7¾^) *i ~iï0(b)),7ftf0(a)) *l
0 H*(n*0(b))] 

= ^D(^(a),^(6)). 
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Donc en fait d0(a, b) = v,D0(^(a), rj°0(b)) et dx(a, b) = vxDx(rf0(a), rffrb)). 
On va tout d'abord montrer qu'avec ces définitions, vi préserve ce type de 

cellule. Plus précisément on va montrer qu'on a les deux formules suivantes : 

v{(D0(a,b)) = do(vo(a),v0(b))etv{(Dl(a,b)) = d{(v0(a),v0(b)). 

Bien sûr ces formules se démontrent de la même manière et nous ne 
montrerons que la première. Comme d'habitude à cette étape on s'aide des 
algèbres, et ici on s'aide de l'algèbre (Tx(G),px(G)) où on a 

db(fl ,«:=i^D(^(fl) ,^W) 

= JïxDo(ri(aW0(b)) 

= ̂ \[Fx(^0(a) • » ^(b)),Tx(rf0(a)) *' F^(^(b))] 

= ^[^(^(a) *J ^(b))^(^(a)) ^^(^(b))] 

On utilise alors le carré 

TX
X(TX(G))^-+ TX(G) 

F* 

TÙ(TX(G))=+T^(G), 

(ce carré provient du morphisme d'étirement catégorique 1-cellulaire libre 
sxEx(G) ; plus précisément il provient du domaine de sxEx(G) ; en particulier 
/iQ et p\ préservent les cellules de cohérences), et donc 

d0(a,b) = 01^0¾¾^) • ' ^(/7)),^0¾¾^)) *à?T(S(*))] 

= ^x]fx(a^b\Tx(a)^Tx(b)] 
= D0(a,b). (7) 

Si on se donne un morphisme strict de ^-algèbre (G, v) — > (G', v') 
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alors on a le carré 

r / ( G ) - ^ G i 

<P\ 

T\(G')—+G\ 

qui montre que 

(pi(d0(a,b)) = <PiViD0(T}l
0(a),rj*0(b)) 

= V\Tl(<p)DoÏÏ0(<*Wo(b» 

= ïj{(M(Fi(7o(a) ^ 0 ) ) , 7 ¾ ^ ) ) *l
0F*W0(b))] 

7 , ^ ) 7 ¾ ^ ) ) *0 Tl(<pJF*ÏÏ0(b))] 

Aussi on a le carré 

Ml
0(G)-^*M\(O 

M0(G')-=-Mj(G') 
/r'I 

(puisque r'(^) n'est que « l'oubli » d'un morphisme entre les étirements 
libres El(G) et E1 (G')) donc 

<px(d0(a,b)) = ^[F^(T*(ipWQ(a) * 0 T*(<pW0(b)), 

F*(T*(<pWQ(a)) *l
or*(T*(<pW0(b))]. 

Ensuite on utilise le carré 

Go - ^ - ^ 1 

00 7 > ) 

G'0^T*(G') 
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donc 

ipxWflM) = ^[F^(ÏJ(G')(if0(a)) * i j w « ) ) , 

^ > o ( t f ))) *i F^i^iVoib)))] 

= v\D0(rt((po(a)),ïj(<p0(b))) 

= d0((p0(a),<po(b)). (8) 

Enfin (G, v) est en particulier un morphisme de T1-algèbre donc, d'après la 
formule (8), v{(d0(a, b)) = d0(v0(a), v0(b)) et on a vu que la formule (7) donne 
v\(d0(a,b)) = v{(D0(a,b)), d'où la formule : 

vl(D0(a,b)) = d0(v0(a),v0(b)) 

5.3.3 Cellules de cohérences spécifiques aux pseudo-2-transformations 
naturelles 

Dans les étirements ces cellules seront notées avec la lettre fi. Dans les 
algèbres on utilisera la lettre a>. Si on se donne s—a—^t e G0(l), on va 
montrer que les 1-cellules parallèles Hx(a) o^ rx(s) et rx(t) ox

Q Fx(a) sont 
connectées par une 2-cellule qui sera dite cellules de cohérences pour les 
pseudo-2-transformations naturelles. On voit par lecture syntaxique dans 
l'étirement catégorique 1-cellulaire libre EX(G) qu'on a la 2-cellule suivante : 

T1
/(G)(A7

1(G)(0) •> F{,(G)07à(G)(a)) 

n(i7j(G)<fl)) 

«^(GKi/^GKfl)) • ' rx
M(G)(r]x

Q(G)(s)) 

et on pose donc 

oj(a) := v1Q(77
1(G)(a)) 

Cette cellule convient bien puisque 

vi(rl
M(G)(rj]

0(G)(t)) * ' Fl
M(G)(rjl

0(G)(a))) 

= v,Ti#(G)(i/i(G)(r)) o1 v1F
1

/(G)(//1(G)(a)) 

= r\t)ox
0F

l(a) 
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et, de même, 

v,(^(G)(i7i(G)(fl)) *J Tl
M(G)(T]l

0(O(s))) = H\a) ol
0 T\s) 

On va montrer qu'avec cette définition v\ préserve ce type de cellules. Plus 
précisément on va montrer la formule : 

v,(Q(a)) = oj(v0(a)) 

On notera (toujours en suivant les règles de notation du § 2) 

_ Ĵ = fi\(G)JÎ = O.(nl
0(T\O)(a)), Q = Çl(rf0(G)(a)), Jj_= 0j(7"(G)), 

0j = ¢{(0, fi = ¢1(0, TX
M = Tl

M(T\G)), Tl
M = Tl

M(G), Tl = T]
M(G'), 

ii = v^ViG))^ = V
l
0(O, r,* =_%(G'), Fl

M =Jl(T\0), Fj, = Fl
M(G), 

fii = FM(G'), / ¾ = H*M(T\G)), Hl = H*M(G), H'*, = HKO 
Dans l'algèbre (Tl(G),nl(G)) on a 

o)(a) := fi\Çï 

= ̂ [ ^ ( 0 ) *l
0 ^(^(a)),/ï£oiJ(a)) *à ̂ (nhim 

= fiÛfâ^t)) *à/^(S<«)).Â^(5(a)) *Ô/W(Ï5(*»] 
et du fait que nl(G) n'est que l'oubli d'un morphisme d'étirements catégori­
ques 1-cellulaires on a 

Ml
Q(Tl(G))^>Ml

0(G) 

M\(Tl(G)) 
P ( C ) 

W 

•M\(G) 

donc 

<o(a) = ÏÏ[Tl
M(t) *i Fj,(a),Hl

M(a) *l
Q T*M(S)] 

= Q.(a). (9) 
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Soit (G, v) *~ (G', v') un morphisme strict de T -algèbres ; on a 
alors le carré 

T\(0-

T\(G') 

*P\ 

G' 

et 

if\(oj(a)) = (p{v{Çl 

= v\T\((p)Çl (d'après le carré précédent), 

= v;Tl(<p)ï\ïrl(ri(t)) *«^ (^ (a ) ) , 

= 1 / , ^ 1 ^ ) ¾ ^ ) ) *J T\faTl(^(a)\ 

T\faWMi^(a)) *J r | ( ^ ( 5 ) ) ] 

mais Tx((f) n'est que l'oubli d'un morphisme d'étirement catégorique 1-
cellulaire, donc on a le carré 

MX
0(G)^^M\(G) 

M(i(G0 — M j ( G ' ) 

donc 

iftdiKa)) = tfilT'ÙTtoWoV) *i F'^T^)(nl(a)), 

H^T^^a))^^^^)] 
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Aussi on a le carré 

Go - ^ T1 (G) 

<£0 ToM 

G'0^TX(G') 
*0 

donc 

<P\(ù)(a)) = v\0\x [rx
Mrix(^(t)) *ô F^ï]0

x((f0(a)\ 

~^(Ma))K^(Vo(s))] 

= v;fi(77i(G
/)(^o(«))) 

= aj(ifo(a)) (10) 

En particulier (G, v) est un morphisme d'algèbre, donc v\(aj(a)) = oj(v0(a)) 
(d'après (10)), et on a vu que V\(ÙJ(O)) = v\(£ï(a)) (d'après (9)), d'où 

v{(Q(a)) = aj(v0(a)) 

5.3.4 Axiome de compatibilité avec l'associativité-distributivité des pseudo-
2-transformations naturelles 

Si on se donne le diagramme s " > t — ^ u , alors on doit vérifier 
l'axiome suivant : 

Hx(b) o1 (Hx(a) ox
Q rx(s)) ' " ' ^ ' V *#I,M .i /^I/A .i ETU 

a(HHb),H](a),T\s)) 

(Hx(b)ox
0H

x(a))ox
0r

x(s) 

di(a.b)o2
0\ri[ 

Hx(box
0a)ox

0r
x(s) 

ù)(bo]
Qa) 

T ' d i J o ' F ' ^ o ' o ) . 
iri(,„V/o(*.«) 

>H\b)ol(T\t)olF\à)) 

a(H^b),THl).F\a)) 

(H*(b)olT*(t))olF\a) 

(T'(MK F1 (£)K/;"(«) 

r'OOo^F'tfOojF'UO). 
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On va d'abord montrer qu'un certain diagramme de TX(G) « contient » une 
3-cellule, auquel on appliquera ensuite vi pour obtenir le résultat escompté. 

Montrons donc que dans TX(G) vit le diagramme suivant 

où on a posé (pour simplifier les calculs on notera rjx
0 = 7%(G), FX

M = Fl
M(G\ 

WM = H*M(GWM = r^(G),^=iï(G)): 

B0 = HW0(b) *i (H^a) *X
0T\^(S)) 

1 Cl ~ 1 / B2 = (H^b) Knm*)) n F») 
B3 = ( 7 ¾ ^ *i FÏÏÙ(b)) KFWo(") 

fi5 = i » ) *i Fj^tfO *i i/'(fl)) 

B6 = HÏW0(b) *i ̂ («)) *i ^S(s) 
' wi »,1/ i ,.1 „i / fi7 = (H^b) *i ffJX<fl» *0 « ( * ) 
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^ o = l ^ ( , ) * o " ( ^ ) ) 

g, = $\(BUB2) = A(Hx
Mr,x0(b\rx

Mrjx
{) (t\ F^a)) 

g2 = fi(^(è)) *2
0 1-1 n^a) 

g, = 0|(B3, B4) = A(Tx
Mr]x

0(u), F^b), F^a)) 

84= l^{u)^lD0(Tjx
0(b),rjx

0(a)) 

g5 = J\(B6, B5) = Q(iï0(b) *i ̂ (a)) 

«6 = 0,(l/i(Ô),l/i(fl))*§l^jj(j) 

g7 = J\(B0, B7) = A(JÏ\^(b), HÏ^0(a)^0(s)). 

Posons alors c0 = g4 °] g3 o2
 g2 o2

 gx o] go et cx = g5 o2
x ge o2

x gl. On 
voit facilement que non seulement CQ et c\ sont parallèles, mais également 
qu'elles sont toutes deux normalisées par n\ (G). Donc il existe une 3-cellules 

0[(co,ci) qui les connecte (c'est la 3-cellules au centre du diagramme pré­
cédent). Lorsqu'on lui applique v\ on obtient l'axiome souhaité, car d'une 
part V](0|(co,ci)) est une cellule identité (puisque dimG0 = dimGi = 2), et 
d'autre part grâce au fait que vi est un morphisme d'oo-magmas on a que 
vi B0, v\B\, V!B2, v\63, Vj fî4, vi67 sont les cellules souhaitées. 

Pour vifi5 et v{B6 on utilise la proposition 12 qui dit en particulier que 

v^=Fxv0etvlHÏ = Hxv0. 
Pour les morphismes on utilise les résultats de commutations de vj avec 

les cellules de cohérences, et on obtient alors ce qu'on souhaite pour v\gh 

(/€[0,6]). 

5.4 Structuration en pseudo-2-modification des T2-algèbres 
de dimension 2 

Soit (G, v) une T2-algèbre de dimension 2. Posons ¥ 2 := /z,4/2
/(G)^(G) 

e t tf|:£g(G) = (M2(G),M2
X(G\V2

M(G)). Alors * 2 e Homïï(G0,G1)(2) et 
V2

M(G) e HomM(M2(G),M2(G))(2). 
(M2(G), M2(G),X¥2

M(G)) provient de l'étirement catégorique 2-cellulaire 
libre £2(G), et grâce à la proposition 12, on sait qu'on a un morphisme 
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d'oo-magmas 2-cellulaires 

(M2(G), M](G), m2
M(G)) ^ ^ (Go, G,, 4>2) 

On pose 

ii(0 = d2(V2
M(G)) 

(?M(0 = c2Q¥2
M(G)) 

F2
M(O = d0(d

2(V2
M(G))) 

H2
M(G) = c0(c

2(V2
M(G))) 

et aussi : 

T2 = d2Ç¥2) 

O2 = c2Q¥2) 

F2 = d0(d
2Qi>2)) 

H2 = c0(c
2Q¥2)). 

La 7-algèbre source de (G, v) 

o-(o-0(a-2(G, v))) = (Go, v0 o ô2,0(G) o <50 0(G) o ô(G)) 

met sur Go une structure de bicatégorie qui coïncide avec celle produite par 
(G, v) sur Go, c'est à dire celle où on pose 

a o» b := v0(n
2

0(G)(a) *n
p rj2(G)(b)) 

La 7-algèbre but de (G, v) : 

P(fi0(fi
2(G, v))) = (G,, v, o K2

0(G) o *00(G) o K(G)) 

met sur G\ une structure de bicatégorie qui coïncide avec celle produite par 
(G, v) sur G\, c'est à dire celle où on pose 

£ 1 0 - ^ : = ^ ( ^ ( 0 ^ ) ^ - 1 ^ ( 0 ( 6 ) ) 

Ces coïncidences sont la conséquence de (Mon2) et des structures de mor­
phismes oo-magmas sous-jacents à 6(G), 6Q0(G), ô\ 0(G), K(G), K00(G) et K] 0(G). 
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La F°-algèbre source de (G, v) 

o> 2 ( (G, v)) = (G,(vo o ôl0(G) o «500(O, v, o ô2
ul(G) o ôl

0A(G))) 

produit un pseudo-2-foncteur F0 qui coïncide avec F2, où 

F0 = v, o 62
ul(0 ° <50.,(G) o F°M(G) o ïf0(G) 

La F°-algèbre but de (G, v) 

B\fi]((G, v)) = (G,(v0 o /^0(G) o *00(G), V, O K2,(G) O K 0 1 (G)) ) 

produit un pseudo-2-foncteur //° qui coïncide avec H2 tel que 

H° = v, o K2 ,(G) o *0 ,(G) o F°M(G) o T)°0(O 

Enfin la F'-algèbre source de (G, v) 

<T2((G,h)) = (G, v o ô2(G)) = (G, (v0 o ô2
0(G), v, o ô\,,(G))) 

produit une pseudo-2-transformation naturelle T1, qui coïncide avec T2 avec 

T1=VIO62
UI (G) 0 7-1 , (0)0^(0 

La F'-algèbre but de (G, v) : 

B]((G, v)) = (G, v o K2(G)) = (G, (v0 o *2
0(G), v, o *2 , (G))) 

produit une pseudo-2-transformation naturelle 0' qui coïncide avec O2 où 

0'=v, o^(G)oTl,(G)o,i(C) 

Toutes ces coïncidences viennent de la proposition 11. 
Donc on obtient le diagramme : 

G0r2 0 2 G , 
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tels qu'en dimension 2, Go et Gi sont des bicatégories, F2 et H2 sont des 
pseudo-2-foncteurs, r2 et O2 sont des pseudo-2-transformations naturelles. 

Pour s — ^ t e Go( 1 ) , posons 

r2(t) o F2(a) ^ > H2(a) o r2(s) et 92(t) o F2(a) ^ > H2(a) o G2(s) 

les 2-cellules de cohérences spécifiques aux pseudo-2-transformations natu­
relles r2 et 62 pour les cellules de cohérences spécifiques à r2 et Q2. Avec cela 
on a la proposition suivante : 

Proposition 14 (G, v) produit sur H*2 ŵ ze structure de pseudo-2-modification 
i.e. on a le carré commutatif suivant 

r2(r) o F2(A) > 62(t) o F2(a) 

^r(û) Wfl(û) 

^ ( « ) ° ^ ( t f , 2^r > ^ ( « ) ° ^ ) 

6 Exemples 
On commence par deux exemples assez simples d'étirements catégoriques 

cellulaires qui nous donneront des exemples d'algèbres (grâce aux foncteurs 
de comparaisons d'Eilenberg-Moore). Ensuite on donne un exemple plus sub­
til qui décrira une structure d'étirement catégorique sur la catégorie globulaire 
(*, oo)-EtC. Enfin on termine ces exemples en montrant que les morphismes 
de la catégorie Alg(7) se structurent en r°-algèbres. 

6.1 Deux exemples simples d'étirements catégoriques cel­
lulaires 

Exemple 1 Notons E = (M, C, /r, ¢) un étirement catégorique (on utilise 
la lettre E, qui était réservé au foncteur « étirements catégoriques libres », 
parce qu'il n'y a pas de risque de confusion). On va voir que les cellules 
de M mettent en lumière des étirements catégoriques cellulaires en toutes 
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dimension. Pour M et C, on notera de la même manière les applications 
sources, buts, et identités : 

M(n) = ¾ M(n - 1 ) et C(n) = ¾ C(n - 1 ) 

Si a G M(0), notons Aa : M >• M , le morphisme d'oo-graphe suivant : 
Vc G M(0),(àa)(c) := a, Vn ^ 1, Vc G M(n),(Aa)(c) := l°(a), et Vrc ^ 1, si 
y G M(n), on notera Ay la famille de n-cellules de M indexé par M(0) réduite 
à la cellule y elle même, i.e. Vc G M(0), (Ay)(c) := y. Bien sûr on peut faire 
les mêmes types de constructions pour les cellules de C(0) et pour les cellules 
de C(n) (n> 1), construction que l'on notera aussi avec la lettre A. 

Dans ces conditions on voit bien que (M, M, Aa) G (0, oo)-Mag, que 
(C, C, An(a)) G (0, oo)-Cat, et que finalement 

(£, £, (Aa, An(a))) e (0, oo)-EtC 

On a aussi que (M, A/, Ay) G (H, oo)-IMag, (C, C, A/r(y)) G (n, oo)-Cat et finale­
ment 

(Ê,£,(Ay,A;r(y)))G(n,oo)-EtC 

Exemple 2 L'autre exemple facile est le suivant : soit E - (M, C,7r,0) un 
étirement catégorique (on utilisera les mêmes notations que précédemment). 
On va voir qu'on peut associer à tous quadruplets 

(A, è, c, y) G M(0) x M(0) x M(0) x M(n) 

un étirement catégorique n-cellulaire. 
Les objets a et b permettent de construire un oo-magma Homw(«, b), et 

une oo-catégorie stricte Homc(7r(<z),;r(è)), de la façon suivante : si n G IN, on 
pose 

Homm(a,b)(n) = [a G M(n + l)/^;+1(a) = « et ^ + 1 (a) = b) 

Les applications sources, buts et identités de Homm(a, b) 

Homm(fl, Ô)(H + 1) g Homm(a, ô)(n) 
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sont définis par : dn
n
+x := sn

n\
2, c"n

+x := bn
n

+2
x, id^, := l"n

+
+

x
2 (bien sûr on parle de 

•Ci> b"nl] restreints à Homm(a,b)(n + 1) et 1 ^ restreint à Hom(a,b)m(n)). 
L'oo-graphe réflexif ainsi obtenu est muni des opérations (0j)o<p</i, telles 

que Gn
p := on+\, qui font de Homm(a, b) un « sous » oo-magma de M. De la 

même manière on définit le « sous » oo-magma Homm(a, c) de M (je mets 
des guillemets parce que à cause de la réindéxation, ce n'est pas vraiment un 
sous-magma de M), et les « sous » oo-catégories strictes Homf (n(a), n(b)) et 
Homc(7i(a), n(c)) de C. À ce stade on voit qu'on obtient les deux étirements 
catégoriques suivants : E0 = (Homm(a,b),Homc(n(a),7r(b)),n,0), et E\ = 
(Uomm(a, c), Homc(n(a), n(c)), /r, 0), tous deux sous étirements catégoriques 
de E (bien sur les 7r et 0 de ces étirements sont en fait les restrictions de ceux 
de E). Considérons h e M(l) telle que sx

0(h) = b et bx
0(h) = c ; on notera h* le 

morphisme d'oo-graphe suivant 

Homm(<2, b) —'-+• Homm(a, c) 

défini par : Vn > 0, Vx G Homm(a,b)(n),h*(x) := 1/,+ ,(/0 ojJ+1 x (attention les 
«-cellules de Homm(a, b) sont des (n + l)-cellules de M), et si a G M(n)(avec 
n > 2) est telle que s^(a) = b et b'^a) = c, alors on notera a* la famille de 
(n- l)-cellulesde Homm(a,c) suivante : a* = {aon

Q 1/,(/)// G Homm(a,b)(0)}. 
Remarquez que grâce aux lois d'échanges dans les oo-catégories strictes, 

si k G C(l) est telle que : sx
0(k) = n(b) et bx

0(k) = n(c), alors 

Homc(7r(a), n(b)) >• Homc(n(a), n(c)) 

(défini comme précédemment) est un oo-foncteur strict. Aussi lorsque a G 
C(fî)(avec n > 2) est telle que : s^(a) = n(b) et b^(a) = n(c), alors a* définit 
une oo-catégorie stricte (n - l)-cellulaire. Avec ces données on voit que 

(Homm(a, /?), Homm(<2, c), h* ) G (0, oo)-Mag 

et 

(Homc(n(a\n(b)),Homc(n(a),n(c)),n(hy) € (0,oo)-Cat 

et aussi que (£0, Ex, (h\ n(h)*)) G (0, oo)-EtC. 
De même, pour n > 2, 

(\\omm(a,b),Homm(a,c),a*) e(n- l,oo)-Mag 
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et 

(Homc(n(a),n(b)),Homc(n(a),n(c)),n(a)*) e(n- l,oo)-Cat 

et de même que (E0,E\,(a*,7r(a)*)) e(n- l,oo)-EtC. 

6.2 Etirement catégorique des étirements morphiques 

On rappelle que oo-Gr est monoïdal fermé, ce qui permet de construire 
différents « homs » qui nous intéressent. Dans un premier temps on définit 
les compositions en utilisant ces homs (qui sont des oo-graphes). Ensuite on 
utilise ces définitions pour définir les compositions dans l'oo-graphe réflexif 
formé à partir de la catégorie globulaire correspondante (en ne considérant que 
la partie objet de cette catégorie globulaire ; voir la remarque 4). On fait cela 
pour les trois catégories globulaires qui nous intéressent. Par exemple dans un 
premier temps on défini les compositions en utilisant les homs d'oo-magmas, 
et cela pour définir les compositions dans l'oo-graphe réflexif (*, oo)-Mag(noté 
comme sa catégorie globulaire). Et on refait la même chose pour (*, oo)-Cat 
et (*,oo)-EtC (respectivement provenant de la catégorie globulaire des oo-
catégories strictes cellulaires, et de la catégorie globulaire des étirements 
catégoriques cellulaires). Les applications sources, buts, et identité dans les 
homs seront respectivement notés avec les lettres d, c, et id, et dans les oo-
graphes réflexifs elles seront notés avec les lettres cr,/?, et *(pour rappeler que 
ces oo-graphes réflexifs proviennent de catégories globulaires). 

6.2.1 oo-magmas cellulaires 

Af0,Mi désigneront des oo-magmas. Soient x,y G HomM(M0,M\)(n) 
(n ^ l)alors si pour p G [0,n - 1], cn

p(x) = d"p(y) alors on pose 

Va G M0(0), (y O); x)(a) := y(a) o»p x(a) 

Si (M0, Mi,*),(M0, M|,)0 G (M, oo)-IKIag sont tels que, pourO < p < w, 

/?;((M0,M,,*)) := (M0,M,,c';U)) = (A#0, Af,,<Ç(y)) = c^((M0, Muy)) 

alors on posera 

(M0, M,,y)Qn
p(M0,Mux):= (M0, M,,y(D"px). 

Pour les raisons de positionnement habituelles, ces compositions font de 
(*, oo)-Mag un oo-magma. 
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6.2.2 oo-catégories strictes cellulaires 

Les opérations ®£ sont celles du § 3.4 (qui définissent la cartésianité 
d'oo-Cat). C0, C\ désigneront des oo-catégories strictes. Avec ces opérations, 
si (C0, Ci, x), (Co, Ci,y) G (n, oo)-Cat sont tels que, pour 0 < p < n, 

/?;((C0,C,,x)) := (C0,C,,c;(x)) = (C0,C,,<Ç(y)) = o"p((C09Ci,y)) 

alors on pose 

(C09Cl9y)&t
p(Co9Ci,x):=(C09Cuy&t

px) 

Bien sûr ces compositions font de (*, oo)-Cat un oo-magma, mais plus, 
elles font de (*, oo)-Cat une oo-catégorie stricte. 

6.2.3 Étirements catégoriques cellulaires 

E0 = (Mo,Co,7To,0oX£i = (Afi,Ci,;ri,0i) désigneront des étirements 
catégoriques. Soient x,y e HomE(E0,E\)(n) (n > 1), dans ce cas x et y 
sont respectivement donnés par les couples (xM,xc) et (yM,yc)> tels que 
xM,yM G HomM(M0,M1)(M) et xc,yc e Homv^)(CoX\)(n) (vérifiant les 
égalités n{xM = xcn0 et nxyM = ycnç>). Si pour p G [0,H - 1] on a cn

p(x) = 
dn

p(y), alors cn
p(xM) = dp(yM) et cn

p(xc) = dp(yc), et dans ce cas il est naturel 
de poser 

y ®n
p x := (yM Qn

p xM,yc ®"p xc\ 

et l'équation n\(yM 0£ xM) = (yc &l
p *c)no est bien vérifiée. Remarquer qu'on 

a pas hésité à écrire yc &p xc, parce que l'oo-graphe Hom^ ^}(C0, Ci) n'est 
que l'oubli de l'oo-catégorie stricte Hom^(Co, Ci). 

Si, pour 0 < p < n, (E0, E\,x) et (£0, E\,y) G (n, oo)-EtC sont tels que 

/Tp((E0,Eux)) := (EQ,Euc
n
p(x)) = (E0,Eud

n
p(y)) = o"p{{E0,Euy)) 

alors on posera 

(Ev,Euy)^(Eç>,Eux):=(Ev,Euy®n
px). 

Et on voit que (*, oo)-EtC devient un oo-magma avec ces compositions (pour 
les raisons positionnées habituelles). 
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On va montrer dans un premier temps que le morphisme d'oo-graphes 

(*, oo)-EtC - ^ (*, oo)-Cat 

défini par : VJÎ G INI, (n, oo)-EtC ^(n, oo)-Cat, qui envoie (E0 = 
(Mo,Co,/ro,0o),£i = (Mi,Ci,7Ti,0i),x = (xM,xc)) sur (C0,Ci,xc), est un 
morphisme d'oo-magmas : 

Soit, pour 0 < p < n, 

((E0, Eux), (E0, Ei,y)) G (n, oo)-EtC x(A,,oo)-Etc (n, oo)-EtC 

où (n,oo)-EtC x(/700)_Etc (n,oo)-EtC est le pullback de 

(n, oo)-EtC - ^ (p, oo)-EtC J?— (n, oo)-EtC 

alors 

ïl((E0, Euy) Hj (£0, Eux)) = n((E0, £,, y H£ x)) 

= n ( ( £ 0 , £ | , (>'M Op JCAf.yc ®£ *c))) 

= ( C o , C , , j c 0 ^ c ) 

= (Co, Ci, yc) ®n
p (C0, Ci, xc) 

= ll((Eo,Euy))®pn((Eo,Eux)). 

Pour (EQ, E\J X) G (AÏ, oo)-EtC (avec AÏ G llsl), on a 

= n((E0,Eu(idXM,idxc))) 

= (C0,C,,id.Vc) 

= * ( C 0 . C , , . Y ( ) 

= *n<(£ 0 ,E| ,Jr)) ' 

Maintenant on va montrer que le morphisme d'oo-magmas n a une loi 
crochet sous-jacente, qui en fait un étirement catégorique. 

Si, pour n > 1, deux étirements catégoriques n-cellulaires (EQ, E\,X) et 
(E0, E\,y) sont parallèles, cela signifie que x \\ y, donc xM || yM et xc II yc 
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(tout ceci est évident). Supposons que ces cellules parallèles vérifient en 
plus l'égalité : U((E0,Eux)) = n((E0,El9y)), i.e. (C 0 ,C, , JC C ) = (C0,C,,yc), 
alors xc = yc- Donc en particulier on a l'égalité n\xM = n\yM (puisque 
xc*o = K\*M etycjr0 = n\yM). Donc Sa G M0(0), on <xnx(xM(a)) = nx(yM(a)\ 
avec xM(à) \\ yM(à) (puisque xM \\ yM). Donc on peut considérer la «-cellule 

de Mi : xM(a) = ^ ''M > >7M(^) , et l'ensemble de ces «-cellules sera noté 
zM. Notons alors a>[(E0,Eux),(E0,Euy)] := (E0,Euz = (zM,zc)) (OÙ on a 
posé zc = idjrc), l'étirement catégorique (n + l)-cellulaire obtenu (on voit bien 
que zc^o = 71\ZM)-OÏ\ voit alors qu'on a les trois conséquences suivantes : 

1. crn
n
+xm(E0,Eux),(E0,Euy)]) = (E0,E0,x) 

2. ffl
+x(Q>[(E0,E[,x)AEo,Euy)]) = (E0,Euy) 

3 . n(Q[(E09 Eux)9(E0, E{9y)]) = ( C 0 , C , , i d X c ) = L(CO,CUXC) = 'n((E0,£i,*))-

Cela montre bien que (*,oo)-EtC ^(*,oo)-Cat est un étirement 
catégorique, donc une oo-catégorie non-stricte (grâce au foncteur de compa­
raison d'Eilenberg-Moore) : l'oo-catégorie non-stricte des étirements mor-
phiques. 

6.3 Structuration en 7°-algèbres des morphismes de Alg(7) 

On va montrer qu'à tous morphismes de Alg(T) on peut associer un objet 
de Alg(r°). Pour cela on va s'aider de deux lemmes : 

Lemme 1 Si Y est une catégorie ayant des coproduits alors le foncteur oubli 

canonique Y2 *~ Y2 > défini sur les objets par : (x >• y) 1 >• (x, y), et 
défini sur les flèches par : 

x±y 
h k 

h^(x,y)-^(x',y'), 

x r y 

a un adjoint à gauche : M H V. 
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M Preuve On va montrer que le foncteur M suivant convient : y2 — ^ Y2 , 
défini par 

(x, y) i ^ (x > x + y) (première coprojection) 

(x,y) x-^x + y 

(hjc) 

(x',y') x'^,x' +y' 

où les notations pour le cocouple )o~'0h, cr\k( provient du diagramme 

x + y x'+y' 

ou 

x—?±x + y 

o-\ 

y 

)o-'0h.cr\k( 

X' + / . 

En effet, si on considère l'unité définie par (x,y) G Y2(0) 

(x,y)^lv(M(x,y)) 

avec rj(x,y) = (1^, o~\ ), alors on va voir le caractère universel de rj. 
Soit le diagramme 

(x,y)^lv(M(x,y)) 

/=</ojir 

V(s) 
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(où s G Y2(0)), et posons 

h = (fo,)sfo,M)= x-^x + y 

/o )sM\{ 

Alors h est tel que 

n( x,y) 
(x,y) V(M(x,y)) (*) 

/=(/0,/1 ) X jS'VW 

Vis) 

Remarque 6 Le cocouple )sf0,f\( provient du diagramme 

x-^tx + y 
sfo )sfoM 

/ 1 

et le diagramme (*) est représenté plus explicitement par 

1 jr . . C] 

^x et v 
o 

/0 \ A /0 

a 

Montrons l'unicité de h. Soit 

M(x,y) 

\ 
\ 

/1 
o 

• x + y 

K/b,/i( 

x-?±x + y 

tel que 

U>0 —V(M(* , jO) 

/=(/0,/1 r 
W ) 

V(5) 
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-^ x et y o-\ •x + y 

o 
A ho 

Déjà h'0 = /o, trivialement. D'autre part h\ vérifie h\cr0 = sfo et h\cr\ = f\, 
donc l'unicité de )sf0,f\i montre que nécessairement h\ =)sfcf\i. 

Ainsi h' = h et donc M -\ V. m 

Remarque 7 Soit MV —£-^ 1 K2 la counité de cette adjonction, alors 

s(u) = a — 
o-o 

a + b 

où v est donné par 

-^a 

h 

b o-i a + b 

et a-^be F2(0). 

Lemme 2 5/ Cat *- Cat est un 2-foncteur strict, et X c
 T > Y est une 
F 

RG) 

adjonction, alors T(X) c
 T * T(K), reste wwe adjonction. 
r(F) 

Preuve Si F H G, donc on a les deux équations GsorjG = le, sF o Frj = \F, 
et donc r(G)r(c) o r(i/)r(G) = lr(G), et r(c)r(F) o r(F)r(i/) = lr(F), qui 
montre : T(F) H T(G), d'unité T(rç) et de counité r(e). • 
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Pour ce qui nous concerne, on appliquera plus spécifiquement le lemme 2 au 
(-)2

 G 
2-foncteur Cat >- Cat, qui est strict. Il s'ensuit que, si X c

 T * Y es t une 
F 

adjonction, alors x2 < T * Y2 reste une adjonction d'unité ly2 ^ G2F2 

F2 

e2 s l 

et de counité F2G2 *-1 x2 telle que pour a-* b e Y( 1 ) et c-» d G X( 1 ), 
rfis) et s2it) sont donnés respectivement par les carrés 

„„, .nia) 

G Fia) >• a 
GF(s) 

GF^m*b 

et 

FGic)^Uc 

FG(t) 

FW«Td 

Maintenant on a le matériel suffisant pour montrer qu'à tout morphisme 
de AlgCT) (qui sont des objets de Alg(!T)2), on peut associer une r°-algèbre. 
Pour cela on va construire un diagramme de foncteurs de la forme 

giT)2 - ^ Alg(r°-') - ^ Alg(7°) 

o 

(oo-Gr)2 

VoU* 

tel que T°'s désignera la monade de l'adjonction EtC2 < T> (oo-Gr) 2 décr i te 
E2oM 

ci-après : grâce au lemme 1 et au lemme 2, l'adjonction EtC c
 T> o o - G r , 

E 

64 



KACHOUR - DEFINITION ALGEBRIQUE DES CELLULES NON STRICTES 

induit le morphisme de Adj 

EtC (0, oo)-EtC 

u2 

(oo-Gr)2 

M 

("-Gtf-s—Cco-Gr) 2 

i.e. 

EtC2 

E2oM VoU2 

(0,oo)-EtC 

u E° o 

(où i désigne le plongement de la sous-catégorie pleine EtC2 dans la catégorie 
(0, oo)-EtC ; voir aussi la remarque 8 sur la composition des adjonctions). 

u 
En utilisant l'adjonction Adj c T * Mon du § 4.3, ce morphisme devient 

A 

(après descente dans Mon puis montée dans Adj) 

Aig(r°<*) - ^ Aig(r°) 

(E°-)T (u°-)T°'s Œ°)T{) 
(uy 

( ° ° - G r ) 2 = é ( - G r ) 2 

qui permet d'obtenir le premier triangle 

A i g ( r a * ) - ^ A i g ( r ° ) 

(oo-Gr)2 

Pour le deuxième triangle on procède de façon analogue. L'adjonction 
uT 

Alg(7) < T > oo - Gr induit (encore grâce aux lemmes 1 et 2) le diagramme 
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d'adjonction 

(UT)2 v ^ 

Alg(r)2 ZJl (oo-Gr)2 ZH (oo-Gr)2 

(£-7-)2 M 

Vo(UT)2 

i.e. l'adjonction Alg(r)2
 c

 T * (oo-Gr)2, et on montre facilement que cette 
(ETfoM 

adjonction produit la monade précédente 70,5. Et comme on sait que l'adjonc-
(U°-S)^S 

tion Alg(r0'5) C
T * (oo-Gr)2 est finale parmi les adjonctions produisant cette 

( £ 0 , ) ^ 

monade, on obtient donc un unique morphisme de Adj 

Alg(7)2 
lg(7^) 

(ETfoM Vo(UT)2 (E^f (U°<S)T°'S 

( ~ - C r > 2 identité - ( ° ° - G r ) 2 

qui produit le deuxième triangle 

A i g ( r ) 2 - ^ A i g ( r 0 ^ ) 

(oo-Gr)2n 

Remarque 8 Rappelons que le diagramme d'adjonctions 

D^J_A^^X 
F' F 

GoG' 
(avec les unités 77 et 77' et les counités s et s') produit l'adjonction D c

 T * X 
F'oF 

d'unité iGrj'F) O 7/ et de counité ef O iF'eG'). 
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