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UNE AUTRE ORIENTATION DANS LES CHAÎNES
ET LES N0152UDS ET LA DEFINITION DU

NOMBRE DE N0152UD
par Jean-Michel VAPPEREAU

CAHIERS DE TOPOLOGIE ET

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CATEGORIQUES
Volume XXXVI-2 (1995)

ABSTRACT : With a method of coloring knot and chain dia-
grams, our aim is to isolate the characteristic cuts of each of

the said diagrams. 
-

The study of the variation of the cut, in the case of chains
made of several components, leads us to formulate the rela-
tion :

which is the object of our principle theorem.
This relation is verified for any diagram, and establishes

a liaison between two types of orientations (the torsion and
the crossing sign).

The number of the average cut KS, wliich is articulated
from these results, can be intcnprctcd through Rcidemeister
and Gordian moves which are defined here. Tlicn wc form-

late another tertiary move, the Knot move which leads us
to introduce the knot number, invariant by alllbiant isotopy.
This number is added to the well known linking number,
which depends on the orientation of the crossing sign in the
study of knots and chains.

To conclude, in order to consider these two characteristics
numbers, we propose a new calculation of the linking number
in terms of torsion, thanks to the notion of the included non-
knot.

This new way of comparing links articulates a structural
rupture between the chains of three components and the
chains of four.
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1 La methode de lecture de l’un noeud.

Nous travaillons à. partir dos présentations (diagrams) de nceuds ou de
chaînes mis à plat en position générale (Fig. 1) quc nous dirons schémas
plats S.

1.1 Premier temps : la surface d’empan
Munis d’un binaire dc signcs, nous parcourons ct marquons l’ensemble
des zones en passant par unc travcrsée franche des portions d’arc et en
changeant de signe de 1’unc à. 1’a.ntrc. Cette traversée se fait en plein
milieu de chaque portion d’arc, en évitant les croisements et leur proxi-
mit6. Toutes les zones adjacentes de la mise à plat sont alors marqu6es
de signes contr a.ires, sachant qiie deux zones adjacentes sont separees
par une portion d’arc (Fig. 2). Nous convenons que 1’ensemble des
zones portant Ie lllÔU1C signe que la zone périphérique forme l’ensemble
des vides du schema plat (loiiii6. L’ensemble des pleins, respectant cette
convention, connectés par les demi-torsions définit la szcrface d’empan
de la presentation. Colorions cctto surface pour la. mettre en evidence :
le noeud ou la chaîne se prosontc alors comme iin da111ier deforme

(Fig. 3).

1.2 Deuxieme temps : caractere orientable

Chaque zone est bordéc par un certain nombre de portions d’arcs, ce
nombre d6fiiiit la valence de la zone. S’il existe au moins un vide de
valence impa.ire, la. surface cst unilatère. Nous la colorions par des
hachures (Fig. 4). Dans le cas (ontraire tous les vides sont de va-
lence paire, la surface cst bilatère. Nous la colorions avec deux trames
contrastées, une pour chaque face (Fig. 5 et 6).
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1.3 Troisieme temps : la coupure

Dans le cas où la surface cst unilatcre, nons pourrons la réorienter, la
rendre bilatere. Il est ii6cessa.ii-e et il suffit d’y effectuer une coupure.
Cette coupure peut toujours ctrc rendne connexe et se presenter comme
un cercle.

Pour la determiner, il faust se munir d’un nouveau hinaire de couleurs.
Prenons deux frames contrastées gris cla.ir et gris fonce :

Colorions en alter nance, au moyen de cc binaire de couleurs, les por-
tions d’arcs de cha.que rond en suivant les parcours successifs de ces
ronds et en deposant de la couleur du c6t6 de la surface non orientable
produite au deuxieme temps (Fig. 4). Lorsqu’il s’agit d’un noeud d’un
seul rond la determination de la coupure est ter111iné à la fin du par-
cours. Quand il s’agit d’une chaine, la procédure de coloriage des por-
tions d’arcs d’un meme rond revient sur son point de depart sans avoir
color6 1’ensemble de la surface. II nous faut recommencer autant de fois

qu’il est n6cessaire en fonction du nombre de ronds, en choisissant de
commencer par une portiol d’arc quclcollue et une des deux couleurs,
ceci pour chaque rond (Fig. 7).

A partir de ce coloriage certains pleins sont monochromes, car toutes
leurs portions d’arcs soiit de la meme couleur, d’autres sont bicolores
(Fig. 8). Les pleins monochromes peuvent 6tre coloriés de la couleur
des portions d’arcs qui les borclent. La coupure passera autour du ou
des vides dont toutes les portions d’arcs sont de même couleur. La

coupure passe par chacun des llcills bicolores de manière a separer les
deux couleurs (Fig. 9).

La coupure, en parcourant los pleins bicolores, joint les croisements
bicolores ; ce sont les croisements ()it se rcncontrent, dans la zone pleine,
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deux portions d’a.rcs de couleur différentes. On appelle pariti de la
coupure la parite du nombre de croisements par ou elle passe.

Ce coloriage definitif correspond de maniere stricte a une orientation
des ronds de chaine et de nocud. Pour vu d’une correspondance choisie
(Fig. 10), une orientation des ronds qui font bord de 1’6toffe peut etre
associ6e a un coloriage de 1’ctofFe (Fig. 11). Une autre maniere de noter
le code adopt6 peut entre employé usuellement dans le plan des dessins
(Fig. 12).

1.4 Multiplicite des coupures
Dans le cas d’une chaine faite de plusieurs ronds, nous avons vu que
la procedure s’interrompt et qu’il nous faut la reprendre de mani6re
arbitraire en choisissant une nouvelle portion d’arc et une couleur. Un
choix different peut 8tre effectné, parmi les deux couleurs, pour la por-
tion d’arc choisie a ce moment de la reprise clu coloriage. Ces diff6rents
coloriages ne produisent pas lc même résultat : il y a donc plusieurs
coupures possibles dans le cas d’une chaîne à plusieurs ronds. En voici
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un exemple a partir de notre cxemple : Dans Ie cas des chaines, il y a
donc plusieurs coupnres. Si lc nombre de ronds cst note 1", le nombre de
coloriage est (2") et le nombre de coupures cst (21’-1). Ces differentes
coupures ont la memc pa,ritc. La theorie des surfaccs intrinsèques nous
assure de ce fait puisqu’il s’agit toujonrs de la meme surface non ori-
entable et qu’elle est équivalente à un plan projectif ou a une bouteille
de Klein adjoint d’un certain nombre de tores d’après le theoreme prin-
cipal de la theorie des surfaces topologiques intrinsèques (Voir GRAMAIN,
[1], remarque 8 p. 42 et chap. V, et J.M. VAPPEREAU [2].

2 Variation de la coupure et enlacements2

2.1 Caracteristique et torsion

Il est courant, depuis les travaux de TAIT, comme dans la definition de
la vrille ( writlae) , de noter les croisements d’éléments de ronds or ientes
grace a deux signes +1 et -1

Ceci definit le signe d e croisement, (crossing sign) que nous appellerons
la caracteristique (7i) de chaque croisement, compte tenu de 1’ orientation
des ronds, not6e i .

Il existe une autre orientation des croiseiiients dans un schema plat
de noeud ou de chaine, en tenant compte cctte fois de la distinction

’Nous sommes repartis (rune remarquo de M. BERTHEUX, dans Ie cas des chaines
a deux ronds, selon laquelle la différence des nombres des coupurcs correspond aux
nombres d’enlacements.
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des pleins et des vides (1.1), qui cst indépendante de I ’orientation des
ronds.

Posons deux signes +1 et -1 pour les deux types de croisements
non orient6s par 1’orientation des ronds de fic;elle, ou il est decide de la
diff6rence des pleins et des vides.

Ces deux croisements orientés par les pleins et les vides ne sont plus
superposables dans le plan. Nous appellerons ce signes d’incidence +1
ou -1 la torsion (TS ) de chaque croisement3.

Cette distinction entre l’orientation des croisements par la torsion et
l’orientation des croisements par ln. caractéristiclue a ete peu d6velopp6e
par les mathématiciens jusqu’à une période récente.4

Ainsi chaque croisements pent recevoir une double orientation dans
une presentation de n0153ud ou de chaîne oii ont 6t6 distingu6s les pleins
et les vides, lorsqu’elle est orientec quant aux ronds. Il y a donc quatre
types de croisements (Fig. 14).

La surface qui sert a d6finii- la torsion, ainsi disposee a la hauteur
d’un croisement, nous permet de faire apparaitre le coloriage comme
convenant a rendre compte de I’orientation des ronds par des couleurs

dispos6es sur le cote de chaque element de ficelle. Cette correspondance
entre l’orientation des ronds Ct lc coloriages des zones est d6finie plus
haut. Nous désignons ccs quatre types de croisc111ents par un couple
(T, y), ou les nombres T et l sont pris dans la paire {+1, -1}. Le

premier note la torsion, le second la caractéristique. Notons 6galement
p, q, b et d les nombres respectifs de ccs quatre types de croisements
(+1,+1), (+1,-1), (-1, +1) et (-1, -1) dans un schema plat S orien-
t6 ou color6.

3En Etant solidaire dc 1’etoffc, nous considérons une torsion gauche et une torsion
droite.

4 Cette distinction est bien connue depuis REIDEMEISTER [3), mais reste insuf-
fisament d6velopp6c. Nous en voulons pour lreuve le fait que R.H. FOX [4] d6finit
l’orientation d’un croisement par la torsion mais il la confond dans un des exemples
qu’il donne (p. 158, 3ième exemple : n0153ud de Listing) avec l’orientation par la carac-
teristique. Depuis lors, il semble qiie la règlc tnangle-ctoile des systbmes dynamiques
ait mieux fait apparaitre la néceossité de cette distinction des pleins et des vides, mais
il reste que l’einploi conjoint. do ccs doux orientations n’a pas été envisage comme
nous le proposons ici.
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Pourvu de cette double orientation, pour une presentation S, ou les
pleins et les vides sont distingués, et d’orientation quant aux ronds ou
de coloriage i, posons :

.la somme des croiserricnts ol-ieiit6s par la torsion, soit le nombre de
croisements :

ou S indique le schéma pla.t clioisi.
9 la somme des croisemcnts orient6s par leur caracteristique, soit la
vrille (writhe):

ou i indique l’orientation choisie des ronds ou le coloriage pour la
presentation donnée.
Si Xi et Yi sont deux ronds de la présentation orientée par i, on

note crois(Xi, Yi) l’ensemble des croisements mutuels de Xi et Yi et on
pose le nombre d’enlacement (Iiiikiiig number) :

ou yi(x) est la caracteristique dii croisement x.
Il nous est plus pratiquc parfois de notcr ce nombre multiplicative-

ment XtY .
9 On definit le nombre de chaine Ei, comme la somme des nombres
d’enlacement rond a rond or ientes par les cara.cteristiques. Soit Pi
1’ensemble des paires non orientées {Xi, Yi} de ronds distincts Xi et
Y du schema plat orienté par ’l , soit :
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Dans une chainc, nous appellcrolls cl’oisernents iml)ropres les croise-
ments mutuels de deux ronds distincts et croisements propres les croise-

ments d’un rond avec lui-même.
Ainsi les n0153uds propres faits d’un scul rond ne presentent que des

croisements propres ct il n’est pas question à leur sujet de nombre d’en-
lacement. Nous dirons que leur nombre de chaile Ei est nul.

Le nombre de chaine E, est en fait la demi-somme des caracté-

ristiques des croisements impropres de 1’ensemble de la presentation
colorée.

2.2 De la variation de la coupure

Les croisements propres ct impropres réagissent de manières differentes
dans la variation de la coupure :

Proposition 1
i) A la ha2cteur d’un croisemertt impropre, si nous changeons l’orientation
d’un des ronds, la caractéristique chartge, et par conséquent le type du
croisement claange aussi.

ii) Les croisements propres nc changent pas de caractéristique, ni de
type de croisement, dans uira changement d’orientation du rond con-
sidéré

Dans le cas d’un croisements ilnpropre, il n’y a que deux caracteristiques
+1 ou -1, et ces termes se difterencient par definition lors du change-
ment de sens d’un seul des éléments de ficelle qui constitue le croisement
consid6r6. Ce cha,ngement n’affecte pas la torsion.

Ainsi, lorsqu’un seul element de ficelle change de sens, la caracté-
ristique change et par conséquent le type de croisement se modifie en
restant de melne torsion.

Les types de croisement s’echangent suivant :

Pour un croisement propre, lorsquc l’orientation du rond change, les
deux éléments changent de sens simultanément. La caracteristique ne
change pas, et la torsion non plus. Los types de croisement ne changent
pas.
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2.3 De l’accomplissement de la coupure
Definition 1 Pour 2tn schém,a plat d ’2Ln noeud ott d’2ine chaine orien-
tée par la torsion, dont les 1’o’nds sont non orientés, nous appellerons
la moyenne des nombres de la coupure le nombre 1(s obtenu pour une
orientation i quelconque des ronds de cette présentation :

Theoreme 2 (Principal)
i) Pour un schéma plat S dontnee d ’un n0153ud ou d’une chaîne et pour
une orientation i quelconque de cette présentation, nous pouvons écrire
la relation suivante : c,s - 2KS = vi - 2Ei = 71

i) Le nombre Iis est orient6 par la torsion et est indépendant des colo-
riages (des orientations) des ronds qui fOTrnent le noeud ou la chaine.

D6monstration D’apres la definition de ICS, la relation qui forme
la premi6re partie de ce théorème est une proposition aisee a 6tablir.
Il faut d6montrer l’indépendance de hS par rapport au coloriage (a
l’orientation i) pour etablir la deuxième partie du th6or6me principal.
Les nombres vi et Ei sont des invariants des isotopies r6guli6res (mouve-
ments de Reidelizeister M2 et T3, (3.2). Du fait de la definition de vi, par
les caractéristiques de l’ensemble de tous les croisements de la presenta-
tion, et de Ei, par les caractéristiques des seuls croisements impropres,
le nombre q est bien défini comme la somme des caracteristiques des
seuls croisements propres. Nous appellerons vrille propre ce nombre n
et nous pouvons noter au pa.ssage le resultant supplementaire suivant.

Lemme 3

(i) La vrille propre 77 - vi - 2Ei est un invariant des presentations
de noeuds ou de chaines, pour les isotopies régulières pratiquées sur la
sphere.
(ii) La vrille propre 71 est indépendante dcs coloriages des ronds qui
forment le n0153ud ou la chaîne.
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n est independant du schema plant S’, tant que cclle-ci ne change que
du fait des isotopies régulières. Mais afiii de démontrer notre th6or6me
nous avons recours a la secondc partic de notre lemme. Comme nous
1’avons montre plus haul (Proposition 1), les croisements propres ne

changent pas de caractcristiquc lorsquc nous changeons de coloriages.
Ainsi le nombre 71 eta,nt indépendant du coloriage et le nombre cs 6tant
lui-mêlne independa.nt de l’orientation i, par definition il ne d6pend que
de la torsion, nous pouvons conclure que le nombre hS =1 2 (cs - n) est
bien independant du coloriage et ne d6pelid que de la torsion, ce qu’il
nous fallait démontrer.

2.4 Le nombre de la coupure

Le nombres de la coupure kiS est la, somme des valeurs des croisements

orientes par la torsion par oii passe la coupure : kiS = q - b

Proposition 4 Le nombre de la coupure kiS vérifie la relation :

Cette relation se démontre facilen1ent :

Ainsi : cs - vi = 2q- 2b = 2(q - b) = 2kiS ; q et b correspondent
aux croisements par ou passe la coipure, pourvus ici de leur torsion,
d’ou la relation propos6e.

2.4.1 Variation arithmétique de la coupure

Ce nombre de la coupure, depend de la torsion et des coloriages.

Corollaire 5 Le nombres de la coupure kiS vérifie la relation 

Pour une orientation i d’une presentation donnée d’un noeud ou d’une
chaine, notre theoreme principal nous assure que Ie nombre de la coupure
kis vérifie la relation suivante : kiS = 1 2(cS - Vi) = hs - Ei

Ainsi pour un schema plat donne, la. variation de la coupure en
fonction des coloriagcs suit on son nombre Ei. Ainsi ce justifie que
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nous parlions a propos du uombre KS de la 1110yenne des nombres de
la coupure5.

La r6partition des nombres de la coupurc J,;, s est donc un transforme
de la r6partition des nombres de chaine Ei, elle consiste a inverser leurs
signes et a les translater dc lm longueur KS.

2.4.2 Les chainoeuds

L’ensemble de ces considerations et de ces rcsultats nous mene a adopter
le terme de Nceuds imlJrOlJreS pour les chaînes à coupures constantes,
c’est-à-dire ou le nombre de lv coupure est indépendant de i. Nous les
appellerons aussi chaîn0153uds (linknots).

La figure 15 est un exemple par ticulicrement remarquable avec le
noeud borro111ée11. Les chaîn0153ucls ne contiennent aucun enlacement.

Pour justifier notre faqon de dire, soulignons que les noeuds propres
sont a coupure constante, car du fait d’etre constitués d’un seul element
de corde, ils n’ont qu’une seule coupure. Par consequent il nous parait
remarquable que certaines chaines, faites de plusieurs ronds, presentent
une constance du nombre de la coupure qui les rend analogues aux
noeuds propres, renouvelant par la la distinction du un et du multiple.

2.5 De la repartition des enlacements

Nous voulons montrer, par la suite, que nous pouvons trailer des enlace-
ments dans les chaines oricntees seulement par la torsion, c’est-à-dire
indépendamment d’un coloriage choisi.

A une chaine de r ronds non colorée correspond 2’’ coloriages qui
donnent des resultats clifférents lors du ca,lcul des nombres d’enlace-
ment.

51:( = 1 2r-1 Fi kis = 2r’ 2r-1KS - 1 2r-1 Ei Ei. Or E2r-1i Ei = 0, car chaque
nombre d’enlacement y parait tin nombre pair de fois pourvu de signes opposes deux
a deux.
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Nous notons C l’ensemble (dc cardinal r) des composants et nous in-
dexons les nombres de chaine E; par les sous-ense111bles de C, i E P(C),
de telle maniere que pour une orientation quelconque fixee, not6e 0,
l’orientation i est obtenue en changeant le sens de parcours des’ com-
posants appartenant a i. Les non1bres de chaines ainsi obtenus sont

bien au nombre de 2’’. Les coloriagcs produisent deux a deux la m8me
coupure, avec la simple inversion globale des couleurs. Nous disposons
donc de la relation Ei = E7, oii I dcsigne Ie complementaire ensembliste
de i dans C.

Il y a donc 2"-’ nombres de chain a distinguer, éventuellement
diff6rents, qui sont des combinaisons linéaires a coefficients dans {+1, -1}
des nombr es d’enlacc111cnts de t,ous les couples de composants.

Par cons6quent il y a 2r-1 nombres dc coupure a distinguer.

2.5.1 Des chains oricntccs par la caractéristique

Nous appellerons répartition des nombres d’enlacement pour une orien-
tation donnée la distribution des nombres d’enlacement repartis entre
les couples de ronds.

Definition 2 Dettx chaînes (le présentations colorées respectives S’li et
S2j sont dites Renl-équivalentes, si et settlement s’il existe une bijection
f des composants de Sli vers ceitx de S2j, telle que pour chaque couple
de composants (X, 1’) on ait :

Dans ce cas, nous disons quelles ont même repartition des nom-
bres d’enlacement et leurs nombres de chaine respectifs sont egaux :
Ei = Ej

Cette relation est une relation d’équivalence entre chaines color6es.

Theoreme 6 DorLS le cccs où 5 Ii et 51) sont Renl-équivalents par une
bijection f, alors Sli ct S2j le sont aussi pour tout coloriage i’ de 51 et
j’ de S’2, j’ correspondant å i’ å travers La bijection f.

Il suffit de consta.ter quo nous passons Cl’llll coloriage a un autre en
inversant le sens de un oii plusieurs ronds et de rendre ce fait par un
signe négatif attbué à la lettre du rond qni change ainsi d’orientation :



165

et d’ajouter que ces transposition de signe sont respectees par la cor-
respondance f , cai- :

2.5.2 Des chaines non orientées pa.r la caractéristique

Pour une chaine donnée non orientée par la caractéristique, nous ap-
pelons répartition des nombres de chaîne, la distribution de ses nombres
de chaine répartis selon les orientations par des coloriages.

Définition 3 Deux cliaines de présentations respectives 81 et ,S’2, non
orientées par la caractéristique, setont dites RE-équivalentes, s’il existe
une bijection 9 entre les orientations de letii-s composants respectifs telle
que pour toute orientation i de 51 et g(i) de S2 :

Dans ce cas elles aur ont la ni8me répartition de leurs nombres de chaine.
Cette relation est une relation d’équivalence entre les chaines non

orientées par la caracteristique.

Corollaire 7 Deux chaîrtcs de schémas plats S1i et S2j, orientées par
la caractéristique et Renl-équivalentes, seront, RE-équivalentes en tant
que chaines non orientées par la caractéristique.

Ceci se déduit immédiatement dll théorème 6 énoncé plus haut, en
tant que 1’existence de la bijection 9 est assurée par la définition de
Renl et le jeu des changements de signe au travers des changements
d’orientation.

Théorème 8 Deux chai7tes de présentation S’li et S2j non oTient6es
par la caractéristique et RE-équivalentes, seront Renl-équivalentes en
tant que chaines orientées par la caractéristique po7ir chaque couple de
coloriages respectifs rnis en correspondance par g.

Nous pouvons en effet retrouver les C2 nombres d’enlacements des coln-
posants pris deux par deux. Afin d’exprimer ce résultat nous utiliserons
l’indexation des nombres de chaine que nous avons présenté plus haut,
il est facile de calculer le nombre d’enlacement :
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montr ant par consequent quo lm repartition des n0111bres de chaine
restitue bien la repartition dcs nombres d’enlacement.

Nous appellerons donc 1’6tat de l’enlacement aussi bien la repartition
des nombres d’enlaccmcnt quc In repartition des nombres de chaine.

2.5.3 De la variation dc la, coupure toujours

D’après les resultants précédents, les repartitoires des coupures de deux
schemas plats 5i ct S2 de deux chaines RE-équivalentes sont mutuelle-
ment translates.

Proposition 9 Deux chaînes non orientées par les caractéristiques
dans les présentations respectives S1 et S2 scront RE-équivalentes si
et se2clement s’il existe une bijection y entre leurs coloriages telle que
pour toute orientation ides Tonds de S1 et par cons6quent g(i) de S2:
kiS2 - kg(i)S2 = XS1, S2, où XS1S2 est une constante indépendante de i .

Ceci se deduit de la dcfilition de RE, dc 1’expression de la coupure
et de notre corollaire 5. Sach.llt que kiS1 = KS1 - Ei et que Ifs, est

independant de l’orielitatioli i, Ie nombre :

est bien constant lorsque i varie.

3 Arithmétique des processus du n0153ud

3.1 Une theorie des Enlacements

Dans cette théorie To des Enlacements, l’ensemble des mouvements
laisse invariant l’état de l’enlacement.

Nous nous déplaçons ici dans !’ensemble P des présentations de
chaines et de noeuds non colorees quant aux composants, dont nous
choisissons un coloriage quelconque lorsque les calculs l’exigent, et nous
tenons compte de l’ensemble des coloriages, pour la bonne definition des
non1bres d’enlacements. Nous disposons de l’ensemble Eo des mouve-
ments élémentaires qui sc repartissent selon un ensemble TEo de types:

TE0 = {B1,B*1,M2,T3,G,H,H*} 
Précisons les types de transformations qui respectent 1’6tat de l’en-

lacement au sein d’une diaine, c’est-à-dire qui préservent la relation
RE.
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3.1.1 D6finitions des types de mouvements de cette theorie

Nous disposons des mouvements de Reiderneister pour changer les pr6-
sentations par des boucles, des mailles et des triskels (Voir fig. 16).
L’homotopie régulière défait lcs noeuds propres et certaines chaines,
celles qui presentent des croisements propres, en agissant a la hauteur
de chaque croisement propre pa,r l’inversion du dessus-dessous (Voir
fig. 17) : Nous appellerols ces homotopies r6guli6res des mouvements
gordiens propres. Les mouvements gordiens impropres (alternés) d6font
certaines chaines, celles qui "font du noeud impropre", (ce qui va 8tre ex-
pliqu6 par la theorie que nous developpons ici) en agissant a la hauteur
d’un couple de croisements ilnpropres qui doivent mettre a contribution
les deux memes ronds, etre de meme torsion et de caractéristiques op-
pos6es. Cette dernière distinction se caractérise par la presence d’une
coupure pour l’un et 1’absencc de conpare pour 1’autre des croisements
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un croisement propre un croisement propre
FIG. 17

Deux croisements iUlproprcs de deux memes ronds
Fic.18

impropres pour un coloriage quelconque. Cet ensemble TEO des types
de transformations definit la topologic des noeuds et des chaines a gor-
diens d’ambiance près, soit la théorie des Enlacements. Une série de
mouvement gordien $ est une transformation du schema plat S en la
presentation S’,

d6finie par une série de mouvements Xi, (X1, X2,..., Xi, ... , Xn) avec
Xi E Eo.

Ainsi : $( 5) = Xn(...Xi(...X2 (X1(S)))) oii la barre port6e sur
la lettre désignant ce changcmcnt de presentation est Ih pour rappeler
combien ces mouvements font deliver la coupurc isolee dans nos dessins,
jusqu’à la faire disparaitre par instant. Nons parlerons a cette occa-
sion du mouvement de La coupure. Nous dcfinissons alors, grace à ces
changements de presentations, une relation R0(S1, S2), sur l’ensemble
des schemas plats de noeuds ou de chaînes.

Soit:
Cette relation est une relation d’équivalence. Nous la noterons par-

fois S1 =0 s2.
Nous appellerons Enlacements les classes d’équivalence définies par

cette relation.
La theorie To des Enlacements cst bien la theorie de ces classes

dequivalcnce et il est aisc de 111outrer, par un ca,lcul sur les carac-
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t6ristiques des croisements pour une orientation quelconque, lorsqu’il
s’agit de croisements impropres, que ces mouvements respectent les
nombres d’enlacements, et par cons6quent la relation RE.

Proposition 10 Pour deux présentations de clzaines ou de n0153uds 81
et S’2 : 

Les mouvements de Reiden1eister ne changent pas la somme des carac-
t6ristiques des croisements imlropres. Seul le mouvement Bl supprime
ou ajoute un croisement, mains il est propre. Les homotopies agissent
uniquement sur les croiscmelts proprcs, les nombres d’enlacements y
sont donc indiff6rents.

Les gordiens agissent exclusivement sur les croisements impropres, 
ils sont construits de telle maniere qu’ils ne changent pas le nombre
d’enlaCelllellt d’un couple de composants. Ces mouvements inversent la
torsion et la caracteristiquc de deux croisements auxquels participent
deux memes ronds, de meme torsion et de caractéristiques oppos6s.
Leur action sur les caracteristiques ne fa.it, par consequent, pas varier
la somme globale d’enlacemcrits, Ie nombre de chaine., car un signe +1
se transforme en -1, et un -1 en + 1.

3.1.2 Les gordiens de tor sion différente

Le mouvements gordiens non alterné (impropre) agit à la hauteur d’un
couple de croisements impropres qui doivent mettre a contribution les
deux memes ronds et 6tre de torsions oppos6es et de caractéristiques
oppos6es. Cette derniere distinctiol se ca.ra.cterise par le fait que les
croisements choisis de torsions différentes sont de meme type relative-
ment a la coupure. Soit qu’elle soit presente dans les deux croisements,
soit qu’elle en soit absente. Noiis les indexcrons par leur torsion t (Fi-
gure 19).

Proposition 11 Un mouvement gordiens non alterné est un composé
de Eo.

Dans le cas d’un couple de croisements aiiqiiel deux mên1es ronds par-
ticipent, nous pouvons toujours provoquer une maille d’entre ces deux
ronds, par le mouvement M2. Ceci produit deux nouveaux croisements
oppos6s l’un par rapport a l’autre (Figure 20).
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Mais il est n6cessaire ici de produire des croisements de type different
relativement a la coupure donne, ce qu’il est toujours possible de
r6aliser en choisissant convenablement les arcs qui produisent une nou-
velle maille et en ajoutant une boucle, éventuellement6 (Voir fig. 21).

Si nos croisements de depart out bien des nombres de torsion in-
verses, ils peuvent s’apparier avec les nouveaux croisements. Dans
ce cas nous pouvons pratiquer deux gordiens alternés precedemment
definis. Il suffit ensuite de réduire la maille par mouvement M2 pour
obtenir le résultat escompte.

3.1.3 Les diff6rents Enlacements

Theoreme 12 Si deux chaînes S1 et S2 sant RE-équivalentes, alors
elles sont Ro -6qtiivalentes : RE(S1, S2) =&#x3E; R0(S1 , S2)

D6monstration Définissons un mode do composition, noté #, en-
tre chaines de telle n1anière quc leurs nombres d’enlacement ou leurs
nombres de Challle s’additionnent. Cc mode de composition consiste à
mettre en continuité les surfaces d’empan par autant de plongements
de rubans bilateres qu’il y a de composants de chaines. Ces rubans
doivent respecter les bijections / ct, g dc nos relations Renl et RE et le
coloriage de chacune des surfaces compos6es.

Il peut etre necessaire de provoquer des torsions sur ces rubans
afin de convenir a cette dernière conditiol. Cette composition met, du
meme fait, en continuité les composants respcctifs de chaque chaîne,
en respectant leur ol-ielitatioii c;hoisic. L’emploi des rubans bilateres
nous assure que nous ne créons pas d’enlacements, car leur bord est
parcouru dans les deux sens. Par consequent, là. ou leur bord entre, il
ressort. Utilisons ce mode de composition à partir de deux chaines S1
et S2, Rr-equivs.lentes, dont nous choisissons iin exemple pour aider à
la lecture.

Appelons S’2 1 la presentation obtenue en inversant tous les croise-
ments de S’2 (Voir fig. 22 et 23).

Et nous fabriquons le compose : S1 #S2-1 #S2 comme (S1#S2-1)#S2
ou coinme S1#(S2-1#S2).

Ce compose differe de S1 par ln chaîn0153ud S-12#S2, et de 52 par la
chainoeud S1#S2-1. 

6 Dans nos figures, nous indiquons d’un point les croiscements où nous intervenons
par des 1110uven1cnts.
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Ces deux composes sont bien des chainoeuds, du fa,it que leur nombre
d’enlacement est nul pour toute orientation. En effet, la composition
par # additionne les nombres d’enlacement pour chaque orientation
respective, et 5B et S2 ont memo repartition des nombres d’enlacement,
ceux-ci étant simultanement opposes aux nombres d’enlacement de S2-1
par construction dc ccllc-ci . Il rcsto a nloutrcr :

Lemme 13 Une chaînoeud est toujpours réductible par une série de
mouvements de la théorie To à une chaîne triviale, faite de ronds dis-
persés.

Nous le démontrons, en faisalt la remarque selon laquelle, dans
une chainoeud, nous pouvons toujours empiler les ronds en agissant
par des gordiens aIternés et des gordiens non alternés a la hauteur des
croisements in1 propres.

Il suffit de constater dans une chainoeud où Ie nombre Ei est tou-
jours nul, par definition, qiie ses croisements impropres, peuvent 8tre
appariés, par couple d’clclllcllta, soit de même torsion et de coloriage
different, soit de torsion opposée et de meme coloriages. Ils presentent
done une symetrie entre eux, sans reste puisqu’il n’y a pas d’enlace-
ment. Verifions ce fait dans l’exeiiiple choisi en réduisant a une chaine
triviale la chainoeud 51 #S12 (Voir fig. 25).

R6duisons a une chaille triviale la chainoeud S12#S2 (Voir fig. 26).
Agissant ainsi lorsquc les ronds solt empilés, nous pouvons par des

mouvements de Reidemeister disperser les ronds qui peuvent encore
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former des noeuds propres, s’il y a lieu. Dans ce cas, il restera a d6f-aire
les noeuds propres par homotopies pour démontrer notre lemme. Grace
a 1’homotopie, nous disposons deja du rcsultat suivant :

Lemme 14 Les n0153uds propres forment une senle classe pour la rela-
tion Ro.

Tout noeuds propre peut etre réduit a. un empilement de boucles.
Ce maillage est equivalent, par des mouvements de Reidemeister, au ,
noeud propre trivial constitue par un plongeu1ent simple du cercle dans
1’espace. Ceci ach6ve notre demonstration. En effet :

Du fait de 1’6quivalence entre les relation Rjg ct R0, cette théorie rassem-
ble bien les 6tats d’enlacement RE-équivalents dans des classes d’equivalences
stables pour Ro.

3.2 Nouages
Nous allons maintenant, par rapport à cctte theorie des Enlaceinents,
proposer un autre calcul de l’enlacement ponncttant d’interpréter géo-
metriquement le nombre KS (voir 2.3).
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3.2.1 Chiifrage des mouvements

Reprenons 1’ensemble Eo des mouvements de differents types :

en une enumeration que nous disposons selon le tableau 1.
Nous définissons une application cp de cet ensemble dans 1’ensemble

numérique {-1,0,+1}, soi t : p : E0 -&#x3E; {-1, 0, +1}.
Cette application attrihue a. chaque mouvements une valeur numerique,

en fonction du nombre de torsion des croisements mis a contribution.
Ce chiffra.ge elementaire se trouve dans le tableau 2 qui accompagne le
precedent.

Etant donne un changement de presentation $, nous pourrons définir
1’ensemble a des chiffres de la série : a = {b, b*, t, g, h, h*}, de telle
manière que chacun d’eux SOlt la somme des valeurs des mouvements

de chaque type considéré dans TE0.
Aux mouvements A42 correspondent un chiffre nul. Ainsi :

Nous disposons ainsi d ’une application P qui faint correspondre a chaque
changement de présentation $ iin ensemble Q de chiffres : P($) = a.

3.2.2 Le nolnbre de nouage

Etant donn6s deux presentations S1 et S2 de noeud ou de chaine, equivalentes
par la relation R0, l’une est la transformée de I’autre par un changement
de presentation $ : S’1 = $(S2)

Nous pouvons décrirc la moyenne des nombres de coupure K(S1)
de l’une comme étant la 1110yenne des nombres de coupure K(S2) de
I’autre, augmentée du nornln’e de nouage AT a du changement de presen-
tation : K($(S2)) = h(S’2) + Na
Dualite Nous appellerols dualité l’inversion de la qualité des pleins et
des vides pour une presentation donnee. Nous appellerons presenta-
tion ditale d’une presentation donnée celle obtenue par le retournement
d’un quelconque des arcs périphériques autour de la figure. Nous ap-
pellerons surface d’empan eluale d’une presentation la surface d’empan
de la presentation dual. Aiiisi nous decrivons de la meme maniere la
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TABLEAU 1 E0
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TABLEAU 2 0: E0 -&#x3E; {-1,0,+1}
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moyenne des nombres de coupure duale K*(S1) de l’une en fonction
de la moyenne des nombres de coupure duale K*(S2) de l’autre, et du
nombre de nouage dual N*a du changement de presentation qui les fait
se correspondre :

Proposition 15 Etant donnés deux presentations 81 et S2 de n0153ud ou
de chaine, dont l’une est la transformée de l’autre par le changement
de présentation $ de chiffrage a, le nombre de nouage Nq et son dual

Na s ’écrivent :

Cette proposition se démontre pour chaquc cas élémentaire, à partir
de la definition de KS, soit de son expression en termes de nombres de
croisement de chaque type, de 1’effet des mouvcments éléluentaires sur
les types de croisements et compte tenu du chiffrage de ces m8mes
mouvements. Ainsi :

Compte tenu que les moyenncs des nombres de coupure K et K*
duaux 1’une de l’autre d’une même presentation sent bien définies, les
nombres de nouage de deux changements de presentations different
entre les deux memes presentations donnecs, sont égaux termes à ter-
mes.

Corollaire 16 ,S’oierzt deux présentations S1, S2 lices 1Jar deux change-
ments de présentations $ et $’, de chiffrages respectifs a et a’, alors
leurs nornhres de nouage respectifs sont égaux :

Nous concluons de ce chiffrage une consideration tr6s g6n6rale qui
dit qu’une presentation Sl d’un Eulacen1cnt représente une série $ de
mouvement pour une autre presentation S2 du meme Enlacement. For-
mulation que nous résumons dans l’expression:
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3.3 Theorie des Non-Noeuds de un a trois ronds

Nous appelons presentation era non-n0153ud la presentation d’un noeud ou
une chaine altern6e dont la surface d’empan minimale est bicolorable,
c’est-à-dire qui ne necessite pas de coupure. Ces presentations en non-
n0153uds sont toujours alterncs par definition. Nous pouvons parler d’une
theorie des Non-N0153uds a l’occasion (le la tli6orie des Enlacements dans
les cas colistitu6s de ull, deux oii trois ronds. Sous cette condition

pour r  3, chaque presentation de noeud et de chaine alternee et non
alter nee determine un Enlacement que nous appelons maintenant un
Non-N0153ud. 

Proposition 17 Pour o  3, chaq’lle classe, constituant ce que nous
avons appelé un enlacement, est un Non-N0153ud et possède une presen-
tation en non-n0153ud st,antlrcrvl.

Ce fait est démontré par Include forlnelle des repartitions d’enlace-
ments et du mouvemellt des signes négatifs qui 111arquent le changement
d’orientation des ronds aussi bien qtle inversion des croisements dans
le formalisme que nous avons introduit dans 1’ctude des relations Renj et
RE (2.6). C’est ainsi que nous distinguerons deux chaines olympiques
nécessairement inverses l’une de l’autre. Pour chaque 6tat d’enlacement
nous savons construire au moins un exemplaire d’une presentation en
non-n0153ud lui correspondant. Cet exemplaire offre dans chaque cas un
nombre minimum de croisements ct il cast pure111ent impropre. Nous ap-
pelons cette presentation en non-noeud représentant une classe donnee,
le non-n0153ud contenu So dans une quelconque presentation appartenant
a cette classe.

3.3.1 Construction des non-noeuds CIC un a trois ronds contenus dans
un noeuds ou une chaine

Un - Commençons par les ncruds constitués d’un seul rond. Il n’y a
qu’un seul non-n0153ud, c’cst le nopeud t1.ivial (Voir fig. 27). Deux - Dans
le cas des chaînes faites de deux ronds, a part la chaine triviale (Voir



179.

fig. 28). Les non-nceuds sont constitués par ln. série des non-nceuds

toriques de torsion positive (Voir fig. 29).
Trois - Dans le cas des chaincs faites de trois ronds, a part la chaine
triviale et les enlace111ents precedents accompagnés d’un rond libre, les
non-n0153uds sont constitués par les chaînettes a.lternées de torsion posi-
tive faites de trois ronds (Voir fig. 30). et par les deux s6ries des chaines
olympiques inverses l’une de l’autre, dont nous donnons les premiers ex-
emplaires : 

Ces deux series différentes se résument dans les figures index6es
par trois nombres entiers. Nous avons fix6 ici la. presentation standard
repr6sentant chaque non-noeud de notre theorie sous l’aspect d’une pre-
sentation en non-noeud. Nous obtenons bien tous les types modulo Ro
et RE.

3.3.2 Un autre calcul de l’enlacement

Pour une presentation donncc, r C 3, nous construisons l’état d’enla-
cement qui en fait parties sous l’aspect de son non-noeud standard. A la
repartition de ces enlacen1ents correspond iiiie repartition des nombres
de chaine qui nous permet de designer ce non-n0153ud standard. Nous
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savons dès lors trouver le non-noeud contenu S’o dans un noeud ou une
chaine.

La moyenne des nombres de coupure Ii o de la présentation standard
du non-n0153ud contenu So représentant la classe d’équivalence de la pre-
sentation donnée fournit un nouveau calcul de l’enlacement contenu

dans le n0153ud ou la chaîne, considéré indépendammnet du coloriage.

Proposition 18 Pour les non-noeuds standards, la moyenne des nom-
bres de la coupure calculée da7Ls le dual K* (S0) = K0* est l’opposée de
la moyenne des 1lombres de la coupure K0 soit : ho = -K0

D6monstration Dans les non-n0153uds standards, la vrille pl-opre est
nulle, n = 0, Cal’ il n’y a, pas dC croisement propre. Ainsi d’après notre
théorème principal :

Or Co = -c*0 du fait dc 1’invcrsioll dcs torsions dans la duality d’oil
notre proposition.

Mais ce changenicnt dc singe n’a aucun effet sur la definition du
nombre d’enlacement independant du coloriage ainsi calcul6. Nous

adoptons, par construction, lc nombre correspondant aux pr6senta-
tions données ci-dessus. Sculcs les séries olympiques presentent des
nombres positifs et négatifs d’enlacement pour ce nouveau comptage et
la determination du nombre d’enlacement independant du coloriage y
est plus d6licat : il nécessite de detaillcr lv repartition des nombres de
chaines.

3.3.3 Inter pretation de Ils

Nous parlerons du nombre dc noaage Ns et du nombre de nouage dual
N*S d’une presentation S d’11In noeud oii d’une chaine, pour r  3,
comme les n0111brcs de nouage duaux l’iiii de I’autre d’un quelconque
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changement de presentation qui transforme le non-noeud S’o contenu
dans ce noeud ou cette chaine en cette presentation S :

Nous pouvons ainsi interpreter la 1110yClllle des nombres de la coupure
d’une presentation et son nombre dual, par les formules :

ou (7 = lb, b*, t, g, lz,, h*} est le chiffrage d’iiii quelconque change111ent de
presentation qui transformc 50 en S’.

3.3.4 Partie nouage, partie Lacan et partie enlacement

Si nous revenons maintement aux figures 7 à 13, et aux définitions du
2.4, dans une presentation quelconque d ’iiii nccud ou d’une chaine orien-
tée par un coloriage, nous pouvons associer aux parties ou passe la
coupure le nombre de la coupllre kiS et aux parties ou ne passe pas la
coupure le nombre de la coupure danes Ie dual kjs.

Nous connaissons par le corollairc 5 (2.4) l’expression de ces nombres
qui rend colnpte du mouvement clc la. coupures au travers des diff6rents

coloriages d’une meme presentation :

Or nous venons d’exprimer KS ct K*S en fonction des nombres de
nouage, duaux l’uii de I’aiiti-c, et du nombre d’enlacement ind6pendant
ducoloriage:

Ainsi les deux parties peuvent ctrc exprimées en fonction des nombres
de nouage et du nombre d’enlacement K0 quo nous avons adopt6 :

Mais, ce qui est vérifié par Ie nombre de la coupure d’une presentation
quelconque, l’est aussi dans un non-noeud standard, soit, si à loccasion
de difFerents coloriages i, nous appelons kio et kio les nombres de la

coupure et de la coupurc duale de ces non-noeuds :
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Ceci nous donne par consequent 1 ’expression des parties respectives de
notre dessin en fonction des nouages et de coupures 6ventuelles du non-

noeuds contenu :

Comme nous avons choisi les non-n0153uds de telle mani6re qu’ils aient
une presentation sans coupure, il existe bien un coloriage = 0 pour
lequel ki0 = k00 = 0, et par conséquent7: kôo = -co.

Par cons6quent, nous sommes assures qu’il cxiste un coloriage i = 0,
tel que, ponr unc presentation quelconquc, à sa partie ou passe la
coupure soit associe : k0S = A7,s,.

Nous l’appellerons la partie nouage de la presentation donn6e, c’est
sa partie coupure dans le coloriage i = 0.

La partie ou ne passe pas la coupure, correspondante a la partie
nouage, vaut :

Nous appellerons partie non-nouage de la presentation donn6e, la partie
ou ne passe pas la coupurc dans lc eoloriage i = 0, nous lui associons
le nombre de croisement -k*0S.

La partie non-nouage contient donc one partie correspondant au
nombre de nouage dual -N*S dnc nous appelons la partie Lacan, en
reference a ce que nous appelons n0153uds de Lacan (Fig. 6), et une partie
correspondant au nombre do croisement Co du non-noeud contenu dans
la chaine que nous appellerons partie enlacement.

Dans les cas altcrnes, lc nouage non nul revele le nceud que nous
voulons encore préciser par la suite, cii tant qu’il nous assure de l’effectuation
de mouvements gordiens ct d’homtopies. Nous resumons ce fait dans
la formule qui dit que Ie ncrud cst uii acc11plissement de coupure
dans nos dessins, qui sont a lire dans la mesure oii nous retrouvons la
trace particulièrement isolable dans les ca,s alter nes du nouage et du
non-noeud contenu lorsque i-  3. Nous generaliserons par la suite ces
resultats a la theorie des Enlacements de quatre ronds et plus.

7Ceci reclame une rcmarquc simple, Ie dual (run non n0153ud est dit un pur nceud,
si nous cntcndons par lv iiii noeud ou uno chaîne tcl que la coupure passe par tous
les croisements.
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3.4 Calcul en theorie des Noeuds

En d6finissant un nouveau mouvement, nous l’appellerons le mouve-
ment Nceud, nous pouvons forn111lcr une théorie cles N0153uds TC. Celle-ci
se refere a une autre theorie des enlacements où le mouvements noeud

a 6t6 slbstitue aux gordiens et aux homotopies, nous appellerons cette
nouvelle théorie, la tlzeorie des chaînes intrinsèque Too.

3.4.1 Le mouvement Nocud

Commençons par d6finir ce nouveau mouvement N3 qui s’effectue sur
les triskels altern6s (Voir fig. 33). CC mouvement équivaut a ajouter
une chamoeud borroméenne a un triskels alterné.

Cette presentation du mouvement Noeud justifie que nous l’appelions
aussi mouvement chaîn0153ud borrorraeennc our mo2cvement borrom6en ; le
role qu’il va jouer en th6orie des Noeucls ctablit la fonction de struc-
ture qui est accor dee dans le champ freudien par Lacan a la chainoeud
borroméenne.

Ce mouvelnent Noeud est un compose clc mouvements elementaires
dans notre pr6c6dente theorie des Enlacements. La serie qui le repr6sente
contient toujours un mouvement T; ét. llll gordien, parmi des mailles.

Nous allons chiffrer ccs nouvcaux mouvements de telle manière que
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leur nombre, ?t, puisse etre cxpl’iie dans le nombre de nouage par la
formule 3n = 2g + t.

Il faut remarquer quc si un mouvement Noeud se substitue a un

gordien specifique, comme dans la figure 35, nous parlerons a cette oc-
casion de gordien proche, accompagne dun mouvement T3. N’importe
quel gordien n’est pas necéssairement susceptible d’être rendu par un
seul mouvements Noeud, mais il cst certainement rendu par plusieurs
comme nous allons le montrcr maintenant.

3.4.2 La theorie des Ilccnds, cxtrinscquc a la theorie des chaînes in-
trinscqucs 

Afin d’6crire une theorie TC des Nocuds et de construire le nombre de
noeud, pour un noeud ou uiic cliaine quelconque, nous proc6derons au
clénouage de cet object dans une theorie Too dcs chaines intrins6ques,
oil les mouvements Noeuds positifs remplacent les mouvements gor-
diens et les homotopies de la théorie des Enlacements precedente, et
oil nous maintenons le recours aux mouvements de Reidelneister. Ap-
pelons Eoo l’ensemble de ces mouvements, et notons % une série de tels
mouvements. Nous définissons alors, grace a ces changements de pr6-
sentations, une relation RN (S1, S2), sur l’ensemble des presentations de
noeuds ou de chaines. 

Soit :

Cette rela,tion est une relation d’équivalence. Nous la noterons parfois
51 =N 52.

Nous appellerons Chaînes intrinsèques les classes d’equivalence définies
par cette relation. Il est aisé de montrer par iin calcul sur les carac-

teristiques d’une orientation quclconque, lorsqu’il s’agit de croisements
impropres, que ces mouvements respectent la repartition des nombres
de chaines, et par consequent la relation RE :

Proposition 19 Po2cr deux présentations de chaines ou de n0153uds 51
et S’2 :

Théorème 20 Si deux chaînes 5, et 5’2 sont RE-équivalentes, alors
elles sont RN-équivalentes: RE (S1, S2) =&#x3E; RN(Sl,S2).
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Nous savons déjà, a propos de la. relation R0 en place de RN, pour
l’avoir rencontree avec 1’usage de Ia composition # dans notre th6orie
des Enlacements que la demonstration de ce th6or6me necessite de
d6montrer deux lemmes que nous regroupons ici en un theoreme.

Th6or6me 21
Une claainceud (respectivement, i171 noeud propre) est toujours r6duc-

tible par une série de mouvements de La théoTie Too des chains in-
trinsèques à tine chaine triviale (respectivement un rond trivial).

Donnons une démonstration de ce théorème dont il est remarquable
qu’il suffise qu’il porte sur les chaînoeuds et lcs noeuds propres. Grace
aux mouvements M2, T3 et N3, nous pouvons extraire un quelconque
rond d’une chainoeud. Le mouvenlent A13 perniet de passer les obstacles
representes par les triskels alternes. En effectuant ces melnes types de
mouvements, nous pouvons extraire un par un chacun des ronds d’une
chainoeud, puisqu’elle ne contient pas d’enlacement. Le th6or6me est
delnontre du fait qu’aux mailles ct aux triskels non alternés s’appliquent
des mouvements A42 et T3, et qu’ii, l’occasion des triskels altern6s nous
pouvons recourir au mouvement N3. Il n’y a pas de maille alternee sans
une autre maille alternee de torsion inverse qui la compense, et nous
ne rencontrons pas d’autres cas de figures.

Montrons cela en reprcnant ln. partie du montage S-12#S2 d6jh ren-
contr6e (3.1.3) (Voir fig. 36).

Dans cette theorie des chaillcs, chiffrolls l’ensemble de nos mou-
vements noeuds disposes dans le tableau 3. Cc chiffrage élémentaire
se trouve resume dans le tableau 4. Etant donne un change111ent de
presentation $ defini par la scric (X1, ... , X,,), avec Xi appartenant a
1’ensemble de nos mouvements Eoo, nous pouvons cléfinir 1’ensemble 0’
des chiffres de la s6rie o, {b, b*, t, n}. Il est a.lors facile de calculer la

proposition suivante :

Proposition 22 Si deux clzazraes Sj et S’2 sont li6es par la s6rie des
mouvements S de chiffre a telles que: $(S1) = S2, alors les moyennes
des nombres de cou»iire de ces deux chaînes verifient :

Definition 4 Nous appelerons nombres de nouage duaux l’un de 1 ’autre
les deux expressions :
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Nous d6faisons succes- Nous effectuons un mom- et nous nous appr6tons
sivement deux mailles vement T,3, à effectuer un mouvement

dans le haut du dessin. N3.

Le mouvement N3 etant En effectuant un T3 et pour pouvoir dessiner
effectué vers le bas, nous en supprimant unc maillc lc rond en graisse plus
alons d6faire deux nou- il ne rcst.era. plms qu’a épaisse.
velles mailles. clcfaire une Inaillc,

FIG. 36
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TABLEAUX 3 N HT TABLEAU 4 0: N-&#x3E; 1+11
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Notre theorie TC des N0153uds cst alors extrinseque a cette theorie
Too des chaines intrinsèques : Tc cst la theorie Tc classique des Nceuds
et des chaines (mouvements de Reidenleister) ou nous définissons par
un calcul un nouvel invariant grace à cc rapprochement avec la theorie
Too des Chaînes intrinseques.

Le calcul consiste a denouer les presentations de maniere intrins6que
a la theorie Too des Chaînes afin d’obtenir une analyse de leur nombre
de nouage, dont nous ne retcnons que le nombre de mouvements noeud

note n, pour chaque Seric de mouvement.

3.4.3 Le nombre de noeud

Nous commençons par déterminer, dans un n0153ud ou une chaine quel-
conque S’, la répartition des nombrcs de chaine Ei grace aux nombres
d’enlacement aiscs a calculer par les coloriages. Les noeuds propres ont
un nombre de chaine nul, le non-noeud S0 qu’ils contiennent est trivial.
Dans le cas des chaines de deux et trois ronds, ceci nous permet de
determiner quel est le non-noeud So contenu dans la chaine. Dans le
cas des chaines de quatre ronds ct plus, la. repartition des nombres de
chaine Ei nous permet de determiner la presentation minimale altern6e
,So contenue dans la chaine. Cctte presentation minilnale alternée peut
etle un non-noeud, ou bien une chaine présentant une coupure. Cette
coupure fait la difference de traitement a partir de quatre ronds. Le

nombre de noeud sera determine par rapport au cas exemplaire choisi
comme representant 1 ’éta.t d’enlacement.

La presentation S rclrcscnte différentes series de movements %
pour la presentation S’o, dont les nombres de nouage duaux sont ex-
primes dans cette nouvelle theorie des chaines intrins6ques par :

pour une quelconquc de ses sérics représenté par S pour So.

Définition 5 N ous appelerons le nombre de n0153ud d’une présenta-
tion donnée le nombre a (les nombres de mouvements nceiuds
obtenu pour toutes les séries $ qui mènent dc la répartition S’o des
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enlacements contenues dans cette présentation, à cette presentation S
elle-meme :

Le lecteur peut verifier que ce nombr e est invariant pour les isotopies
d’ambiance, puisqu’il ne depend ni des mouvements B, et T3 et qu’il
est indiff6rent aux mouvements M2.

Ainsi, le fait que S’ represente un mouvement $ pour S’o produit le
nombre de noeud a. Nous rendons cela par 1’expression :

3.4.4 La theorie du Noeud

Si nous nous referons a une theor ie des Chaînes qui consiste a effectuer
des mouvements noeuds positifs, chiffres dans le tableau 4, et leurs

inverses, chiffr6s néga.tiveU1ent, nous pouvons calculer des nombres de
noeud relatifs, mais la condition qui impose de choisir la s6rie dont le
nombre de noeud est minimum, produit un quotient brutal modulo deux
de ce nombre de noeud.

Le nombre de noeud se reduit a 0 ou 1.
Dans la theorie du Noeud qui s’y rapporte, il n’y a, dans un noeud

propre ou une chaine quelconque, qu’un noeud ou pas de noeud. Dans
cette theorie il n’y a qu’un noeud.

3.5 Decomposition de T3
Pour conclure, nous renouons avec la theor ie classique des noeuds en
apportant une precision dans l’analyse du troisieme mouvement de Rei-
demeister (Voir fig. 37).

En effet, celui-ci se decompose en uiie série contenant un mouve-
ment gordien proche de la theorie des enlacements et un mouvement
chainoeud borrom6enne, da.ns la theorie des chaines presentee plus haut.

Nous proposons ce resultat a la reflexion mathématicienne, en re-
gard du traitement qu’ellc cléveloppe dcja du mouvement T3 en terme
de solutions des equations de YANG-BAXTER [5].
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