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UN MODELE DE FILTRES POUR
L’ANALYSE REELLE SYNTHETIQUE

par IOLE DE FREITAS DRUCK

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
CA T~‘GORI QUES

VOL. XXXIV-2 (1993)

Résumé. Dans cet article on fait la construction d’un modèle pour l’ARS
- le topos de Grothendieck ~, appelé le topos des filtres. La description
de Î est faite d’une façon plus élémentaire que celle de la plupart des
modèles de la GDS développés dans la littérature [4], [13], [15], [10]. Pour
définir i il n’est pas nécessaire d’employer ni la théorie des Anneaux
Coo, ni les idéaux de fonctions Coo, ni les algèbres de Weil. Cette sim-
plification est possible grâce à l’absence d’infinitésimaux nilpotents dans
l’ARS. Le modèle $ est construit directement à partir de sous-espaces
X des espaces euclidiens Rn et des filtres d’ensembles localement fermés
sur X. L’article poursuit avec la vérification de la validité, dans le topos
i, de quelques axiomes algébriques de l’ARS, de l’axiome de Fermat, des
axiomes d’intégration, du théorème de la fonction inverse, et de l’existence
d’infinitésimaux inversibles et de nombres naturels infiniment grands. Fi-
nalement deux autres propriétés valables dans 4 sont détaillées. On
montre que tout énoncé a de l’arithmétique est vrai dans le modèle des
filtres si et seulement si 0’ est vrai dans le modèle N. D’autre part, deux
notions de représentation interne à 4 pour les fonctions a . R ~ R
sont données et on montre que toute fonction a : R 2013~ R admet une

représentante interne dans le modèle qui est même universelle dans un
sens qu’on précise dans l’article.

Introduction.

La théorie axiomatique qu’on appelle ici Analyse Réelle Synthétique (ARS) est
une variante de l’Analyse Infinitésimale Lisse (AIL) décrite dans Moerdijk-Reyes
[15]. L’ARS est obtenue en remplaçant l’axiome de Kock-Lawvere par celui de
Fermat à l’intérieur de l’AIL. Il est connu que la logique sous-jacente de cette
dernière théorie (et donc de la première théorie aussi) est la logique des topoi,

* Ce travail a été réalisé avec l’aide financière des Institutions Publiques Brésilien-
nes suivantes: Universidade de Sâo Paulo, Conselho Nacional de Pesquisas et
Fundaçâo de Amparo à Pesquisa do Estado de Sâo Paulo.
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c’est-à-dire, les deux théories sont non-classiques. À la manière de la Géométrie
Différentielle Synthétique (GDS), l’aspect synthétique vient du fait que plusieurs
démarches de l’analyse, notamment la notion de limite avec les techniques £-6, sont
algébrisées dans ce contexte et donc sont beaucoup plus faciles à manipuler. Mais,
au contraire de la GDS, des notions géométriques telles que, par example, les champs
de vecteurs ou les formes différentielles, n’ont pas, dans l’ARS, un développement
plus simple ou naturel. Cela est dû au fait que ni les infinitésimaux nilpotents ni
l’axiome de Kock-Lawvere ne sont disponibles dans la théorie. Cependant l’ARS
dispose des infinitésimaux inversibles et de l’axiome de Fermat:

qui nous permet de définir, pour chaque f E RR sa dérivée, en utilisant l’identité:

L’ARS est une théorie adéquate pour le développement de l’analyse des fonc-
tions (7°~. L’existence d’infinitésimaux inversibles rend cette théorie un peu plus
proche de l’Analyse non Standard (AnS) que de la GDS, mais les deux premières
restent quand même des théories beaucoup éloignées: l’ARS est une théorie intu-
itioniste et l’AnS est une théorie classique.

Cet article est une partie de ma thèse de Ph.D., présentée à l’Université de
Montréal en août 1986 et sous la direction de recherche du professeur Dr. Gonzalo
E. Reyes. Je voudrais remercier le professeur Reyes de m’avoir suggéré les idées de
base pour la construction du modèle ainsi que par la façon dont il a suivi, de
près, le développement de mon travail de thèse.

Le plan de cet article est le suivant:
§ 1 - Le topos $

A - Description du site
B - Description du topos i comme modèle de l’ARS.

§ 2 - Vérification de quelques axiomes de l’ARS dans li%
A - Des axiomes algébriques
B - L’axiome de Fermat

C - Les axiomes d’intégration
D - Le théorème de la fonction inverse

E - L’existence d’infinitésimaux inversibles ou l’existence de nombres naturels
infiniment grands.

§ 3 - D’autres propriétés valables dans à
A - Coïncidence de la théorie de N avec la théorie de N
B - Représentation des fonctions a : R - R quelconques dans
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~ 1 - Le topos «i

~ est le topos des faisceaux sur le site des filtres $.

A - Description du site ~

Pour un X C Rri localement fermé, soit Pe~ (X ) l’ensemble des parties
localement fermées de X (cf [3]).

1.1. Définition: Un sous-ensenble ~ C Pe f (X ) sera dit un fil tre d’ensembles

localement fermés sur X ou un if-filtre sur X ou simplement un filtre sur X si 4&#x3E;

satisfait les trois propriétés suivantes:

(i) X E 4&#x3E;;
(ii) BlFl,F2 E ~(Fl n F2 e ~);
(iii) BlF1 E Pe f (X ) dF2 E W(F2 C Fl ~ Fi E ~) . (Voir la notion de z-filtres dans

(6~ ) ~

2.2. Définition (de la catégorie des filtres ~).
(a) Les objets de + sont les paires (X, 4», où X C Rn(n E N) est un sous-espace

localement fermé et 4&#x3E; est un filtre d’ensembles localement fermés sur X.

(b) Les morphismes de 4, sont les classes d’équivalence [f]d) : (X, ~) 2013~ (Y, ’11)
pour les fonctions Coo f : dom f C X 2013~ Y telles que:
(i) dorn f E ~,
(ii) dG E ~( f -1 (G) E 1»,
(iii) pour g : domg C X -~ Y, g E Coo, domg E D et VG E T(g-1(G) E 4»

on a que ( f ~~ _ [g], (ou que f ~~ g et dans ce cas on dit que f est
équivalente à g modulo4» ssi di = 1, ... , m (fx E X ~ fi (x) = g=(x)~ E 1»,
où Y R , f = (fl, ..., f".~) et g = (91~ ...,9m).

(c) La composition de deux flèches (X, ~) ~~ (Y, B(1) et (Y’, W) ~ (Z, X) est

donnée par la classe d’équivalence de la fonction composée (ho f )~ avec, comme

domaine, f (dom h) E ~. Évidemment l’identité (X, ~D) 1d~-~ ~ (X, ~) est

représentée par la fonction identité sur X : id(X,~) _ (idX~~.

Observation: Dorénavant, pour simplifier la notation, on n’indiquera plus le filtre
comme indice des morphismes, sauf quand il y a,ura une confusion possible. Il sera
donc convenu que pour un morphisme ( f ~ : (,~’, ~ ) - (i-, W), le crochet représente
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une cla.ssc d’équivalence modulo 1&#x3E;. On aura tendance mente a. Ic plus écrire le
crochet, par la suite.

Les deux propositions suivantes sont de vérification facile:

1.3 - Proposition: $ possède toutes les limites finies.

Démonstration:

3F E gb, 3G E T tels que H J F x G} et les morphismes projections
sont déterminés par les fonctions première et deuxième projections entre les
ensembles sous-jacents: X x Y ~ X et X x Y -~ Y.

(b) Le produit fibré de deux morphismes: (X, ~) ~~ (Z, X) et (Y, ~) ~~ (Z, X)
est donné par (X, ~) x (Z~x) (Y, ~) _ (X x ZY, ~ x Z ~) avec les morphismes pro-
jections déterminés aussi par les fonctions projections, où X x Z Y = ~(x, y) E
dorra f x dorn g ~ f (x) = g(y)~ et ~ x Z ~ _ (~ x ~) ~x x ZY , où, pour un filtre
~ sur un ensemble localement fermé X et pour un sous-ensemble localement

fermé U C X, le filtre ~ lu est le suivant: 4&#x3E; lu= {F n U ) F e 4&#x3E;}. ·-

1.4. Proposition: Soit MOO la catégorie des variétés différeuti~.bles Coo ayant
une base dénombrable d’ouverts. Soit c le foncteur i : M~ 2013~ ~ tel que:

alors &#x26; est un Joncteur pI~°.iW°. û ~~~:e Ci üi pT~Sei ve les produits ll Ul’eJ Ll’~Lll~S VCr-

saux. a

La topologie de Grothendieck qui donne la structure de site à e est engendrée
par les projections et par les recrouvements ouverts finis des espaces Euclidiens Rn .
Précisément on a la définition suivante pour le système de recouvrements T qui
est une base pour la topologie en question.

1.5 - Définition: Les éléments de T sont (à isomorphisme près sur les objets
source et but) les familles de flèches d’un des deux types suivants, pour un objet
(X, ~) quelconque:

où
- r est un nombre naturel,
- Y # 0 et w # P~(Y),
- Vi = 1, ... , r, Ui C .~C x Y est un ouvert rel~.ti~’,
- 3H e (0 x ~) tel que Ui=1 Ui J H,
- Vi = l,...,1", ~:~7t2013~Xx Y sont les inclusions.
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Dans ce cas on dit que F est une famille couvrante pour (X, ~) et on écrit
F E T(X, ~).
(ii) Si X = 0 ou W = P,~(X ) alors 0 E r(.l’, I» et on dit que la famille vide

couvre les objets triviaux.

Observations:
- En prenant (Y, I» = 1 = (~*~, ~~*~}) (où * est un point d’un espace Rn)
dans (i) on obtient les familles nommées recouvrements ouverts finis de (X, ~).

- En prenant r = 1 et Ul = X x Y dans (i), on obtient les familles (d’un seul
élément) nommées projections (sur (X, 1»).

- On remarque que les recouvrements ouverts finis avec les projections engen-
drent la même topologie T de Grothendieck sur e.

1.6 Proposition. Le système de familles cou vran tes T satisfait le deux propriétés
suivantes:

(i) Les identités son t dans T .

(ii) T est stable pour les produits fibrés.

Démonstration:

(i) Évident.
(ii) Les produits fibrés pour les familles de T peuvent toujours se décomposer

de la manière suivante:

où V = (g x idY )-1 (Ui ) C Z x Y sont des ouverts relatifs, -fi i est l’inclusion de

v dans Z x Y et où les deux carrés, en plus du rectangle, sont des produits fibrés
dans ~, comme il est facile de vérifier. Il n’est pas difficile de voir que

1.7. Proposition: La topologie de Grothendieck engendrée par T est sous-
canonique, c’est-à-dire, tout pré-faisceau représentable est un fai.sceau.
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Démonstratiom: Il est connu (voir p.ex. Makkai-Iteyes [12]) que pour montrer
qu’un foncteur est un faisceau sur un site il suffit de montrer qu’il satisfait la pro-
priété des faisceaux pour une base de la topologie qui soit stable pour les produits
fibrés. Donc on peut employer seulement les famines de T pour démontrer la

proposition.
Il faut montrer que, pour tout objet (Z, ~) de 4, le foncteiir ~(~, (Z, X)) est

un faisceau. Cela veut dire que, pour toute famille couvrante

et pour toute famille compatible j[ai] E ~((Ui, (4) E ~) lu,), (Z, x»}~=1 "cette

famille se recolle uniquement dans un élément [a] de 1 ((./Y, 4», (Z, X))" . Précisé-
ment cela signifie qu’il existe un unique morphisme [ce] E I((X, 4», (Z, x)) tel

qu’on ait les diagrammes suivants commutatifs:

où sont des inclusions,

Du fait que F soit une famille couvra.nte on a que:

Soient . tels que Alors, pour j
fixé,



89

Us=1 Us~ ~ ui fl (F x G) x G E «D x ~) (u~ x~V), ce qui implique
(b) U~=1 U~i ~ D F x G x G ~ (~ X B11 x Q).

Si on appelle Fi~ - (~12 0 9~ i ) 1 (do~nas ) f1 (~r12 o gs~ )-1 (doma~ ) E Wij, la

commutativité du diagramme périphérique veut dire que les fonctions cooUi :
doma, 2013~ Z, i = 1, ... , r satisfont: V(.c, yl, y2) E Fij, ~(7ri2(~,(.E,ï/i,!/2))) =
a~(~12(9s~ (x~ YI, y2)))~ c’est-à-dire, ai(x, Y2) = a~(ac, yi) pour (x, Yl) E domas et

(x, y2) E dorna3 . En particulier, V(x, y) E dornai fl dorna~ , (ai (x, y) = a~ (~, y)).
Ainsi, par un argument de partition de l’unité, il existe une unique fonction Coo b :

Ui=1 doma; - Z telle que Vj = 1, ... , r b ~ do",a~ = aj. On montre que b détermine
un morphisme [b] E ~((X x Y, (~ x T», (Z, x)) : Vi = 1, ... , r, ai détermine un

morphisme alors domai E (~ x T) ~Ui ce qui implique que 3F’ E 1&#x3E;, 3G’ ~ ~ tels

que domai ~ (F’ x G,) fl Us d’où il suit, par (a), que U~idoma, D (F, H F) x
(G’ fl G) E (~ x ~). Donc dom b E (~ x ~). Il n’est pas difficile de vérifier que la
condition (ii) de la définition de morphisme est satisfaite pour b.

Ainsi on peut ajouter le morphisme [b] au diagramme initial avec la propriété
de commutativité suivante:

1

Maintenant, par une chasse au dit diagramme qui s’iinpose toute seule, on obtient
ensuite que 

-

ce qui implique

On avait déjà dit que ce qui implique que 3Fl E ~,

(en employant (b)). Tout cela ensemble nous donne que

En se souvenant que ’II =1 Pif (Y) comme condition sur les familles couvrantes,
on fixe yo E G2 e W et on obtient que

Cela, finalement, nous permet de définir l’unique morphisme [a] dont on affirme
l’existence dans la proposition. Soit
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On ITlOnt,I’C que et déteriiiiiie un iiiorl)llisill(, (c~~ E ~~(( ,1~, ~ ), (;1, y)). 1)’;tl)ol.(l ()Il

ce qui implique

d’où

et comme Fi n F2 E ~ alors a-1(H) E ~.
Il est maintenant clair que de [b] = [a o 7r¡] découle que le morphisme [a] ici

défini, rend commutatifs les diagrammes correspondants.
L’unicité de [a] provient de l’unicité de la propriété correspondante au niveau

de la catégorie des ensembles avec fonctions Coo dans un diagramme analogue
au premier pour les fonctions qui représentent les morphismes intervienant dans
celui-là avec comme domaines, les ensembles maximaux de façon à. ce que toutes les

fonctions composées soient définies.

B - Description du topos $ Comme Modèle de L’ARS

1.8 - Définition. Le topos des filtres e est le topos des faisceaux sur le site 4 tel

qu’il a été décrit avant:

Immédiatement la proposition ( 1.7) nous donne la.

1.9 - Proposition. Le foncteur de Yoneda Y : ~ - à e.st plein, fidèle et préserve
les limites de ~. ·

Des propositions 1.9 et 1.4 il découle aussi immédiatement le

1.10 - Corollaire. Y o i : : M~ 2013)- $ est plein, fidèle et préserve les produits fibrés
transversaux..

On donne ensuite une liste pour interprétation des constantes du langage de
l’ARS dans ~. On montrera dans le §2 que, avec ces Illt~Cl’~~I’et~at1011S, ~ est, un
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modèle de (quelques axiomes de) PARS. Le corollvirc 1.10 dirn. alors que i est ilil

modèle bien adapté (dans le sens de Dubuc [4]).

1.11 - Interprétation des types du Langage.
- 1 correspond à l’objet final de 4 qui est le foncteur représentable par

(1-}, Il-}}), l’objet final de CI . 
_

- R correspond à R = e(., (R, {R})) = R.

Observation: Toute fonction C°° f telle que doinf C X , im f C R et

dom f E ~, détermine un élément f ~ E R(~C, ~) puisque f -1 (R) = dom f E ~.
- N correspond à N = CI(., (N, {N}) = N.

Observation: ~f~ E N(X, ~) ~ f est une fonction partielle localeipent constante
avec dom f E ~ et im f C N.

- (0,1~ correspond à [07l] = e (., ((0,1~, {[0,1]})).
- (0, 1) correspond à (0,1)=~(-,((OJ),{(0,1)})).
- S2 correspond à l’objet classifiant de ~, qui n’est pas représenta.ble: S2(X, ~) _

{sous-faisceaux de 1&#x3E;(., (X, ~ ) ) } .
- P(R) correspond à SZR, exponentielle dans è, donnée par S~~(~1’, ~) _ {sous-
faisceaux de ~(-, (X x R, (~ x ~R})))}.

- O(R) correspond aux sous-faisceaux de P(R) définis par la formule qui donne

la topologie de l’ordre pour R.
- Rn correspond au foncteur Rn = ~(" ( Rri , ~ R’z } ) ) ( n E N ) .
- RR correspond au foncteur RR qui n’est pas représentable RR(.Y, ~) -
CI((X x R, 16’b x {R})), (R, {R})).

Observation: Autrement dit,

ce qui nous permet de considérer les fonctions réelles au stade (X, 1&#x3E; ) comme des

classes d’équivalence (modulo (W x {R})) des "vraies" fonctions réelles C" avec

paramètres dans un élément du filtre ~. De plus, si [a]q&#x3E; E R(.Y, 1», alors [a]p
est une classe d’équivalence Inodulo 1&#x3E; de la fonction Coo a : A --; R, avec A E (D

(un réel paramétrisé partiellement dans ~~’ par un élément de ~). L’élén~ient de

R(X, ~) qui interprète [/]4&#x3E;X{R})([a]I» est ( f (u)yh où f (a ) est la fonction C"

définie par:
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- Puisque la structure de site sur 4 est sous-canonique, tout objet (X, ~) C- 4
peut être ajouté comme symbole de type Xce du langage - à être pensé comme
les éléments de n4&#x3E;. Évidemment X4» est interprété par X~ _ 4li(., (X, (D».

Observation: On fixe tout de suite trois exceptions de notations pour des types
de ce genre. On va noter 

. 

1

- X au lieu de X~X} le type correspondant à l’objet (X, ~X }) (sauf pour R
et N); .

- R ~ R au lieu de RK, le type correspondant à l’objet (R, E) (I~’ est le filtre
des sous-ensembles localement fermés de R dont le complément est borné);

- N ~ N au lieu de Njp, le type correspondant à l’objet (N,.~17) (F est le filtre
de Fréchet). 

’

1.12 - Interprétation des Constantes Individuelles.
- 0 est interprété par 0 E R(l) = 4«~*1, ~*}), (IZ., {I-1.})) "--’ R qui est la

"fonction" f*} - R, * - 0, c’est-à-dire, 0 est interprété par le nombre réel
0. Pour un (X, 4» E ob(16) quelconque, 0 au sta.de (X, CP) est donné par la

composition ( X ~ ~ ) 1*1 1 ---°-~ (R, {R}) et il est clair que cela correspond à la.
fonction identiquement nulle 0 : X -~ R.

- De la même façon, la constante 1 est interprétée à chaque sta.de (.Z’, 1» e oG(~)
par la fonction constante - 1 E R, 1 : X - R.

- + et - sont interprétés point par point par l’addition et le produit usuels des
nombres réels. C’est-à-dire, par exemple dans le cas de +: au stade (X, 1», -~-

est interprété par l’élément de RRXR(X, 1» donné pa.r la classe d’équivalence
modulo (W x {R} x {R}) de la fonction

Ce qui donne, pour a, b E R(X, 1» représentants des classes d’équiva,lence
modulo 1&#x3E;,

et de même pour le produit

sont des réprésentants modulo 4&#x3E; du "résultat" de ces opéra.tions sur a et b au

stade (X, 4».
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- pour donner l’interprétation des relations d’ordre on considère d’abord deux
sous-types de R : R+ et R&#x3E;_o. R+ = {x E R ~ 0  x} et R&#x3E;o =

{x e R ) 0  x}. On voit facilement que R+ correspond à R+ =

4 ( ., «0, 00), {(0,oo)})) = ii+ et

R&#x3E; o correspond à R&#x3E; o = ~(., ( (0, oo), { (0, oo)}) = ÎÎ&#x3E; 0
et , E SZ~xR(1 ) correspond aux sous-fonctcurs de R x I? donnés par:

Cela signifie qu’au stade (X, ~) E ob(~) et pour a, b E R(X, ~),
(X, ~)~~- x  y[a, b] (qu’on écrira plutôt (X, D)11- a  b) si et seulement si

(b-a) E R+(X, ~) _ 4«X, 1», (R+, ~R+~)) si et seulement si (b-a)-1((0, 00 )) E
~, si et seulement si ~x e doma fl domb ~ (b - a)(x) &#x3E; 0} E ~.

De la même façon on a : (X, ~)~~- a  b si et seulement si

{x E doma n domb (b - a)(x) &#x3E; 0} e ~.
- pour la relation E (ET, T type quelconque) l’interprétation est donnée en
employant les notions catégoriques correspondantes et en faisa.nt retomber sur
la "vraie" relation d’appartenance au niveau des ensembles. Ainsi, par exemple
pour ER, si

(X, 1» E ob(4), a E R(X, ~) et U E SZR’(~1’, 1» = {sous-faisceaux de ~k(-, (X x
R, (0 x {R})))}, on a que (X, a E U si et seulement si U E U(.1’, 1&#x3E; ) où

â : doma 2013~XxR; x 1-+ (x, a (x».

Observation: Chaque "vrai" sous-ensemble U C R’~ détermine un faisceau U E
Ç1R(l) tel que, pour (X, W) E ob(~)

§2 - Vérification de Quelques Axiomes de l’ARS dans i.

A - Des Axiomes Algébriques.

Le fait que (R, -f-, ~, 0, 1) soit un anneau coiniiiiitatif avec unité découle directe-

ment des mêmes propriétés pour (R,+, ,0,1) en tant que structure algébrique
ensembliste. On donne un exemple:
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Vérification: Il suffit de montrer que

pour les opérations usuelles daus I~., où la distributivité est. valide.

On montre ensuite que R est un anneau local, dans le sens que

Vérification:

parce que, si f est un morphisme,

Mais alors ~ = P~ f (.Y) et la famille vide couvre

(b) Pour vérifier que

quelconques, a représenté par la fonction

couvrante pour laquelle il est vrai que

et

ce qui prouve (i).

Le prochain axiome considéré dit que R est un anneau local ordonné.
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(Fi C dorrca fl domb E 1&#x3E; et F2 C domb n domc E 1», I&#x3E; éta.nt un filtre, Fi n F2 E 1&#x3E;
et ‘dx E Fi n F2 il est vrai que a(x)  c(x) par la transitivité de l’ordre ""
dans R, ce qui implique que F3 = ~x e X ~ a(.~)  c(z)) J Fi n F2, d’où F3 e ~.

De façon analogue on montre la compa.tibilité de l’ordre avec l’opération d’addi-
tion.

La dernière propriété algébrique qu’on va traiter ici est celle qui dit que le seul
réel nilpotent dans il est le zéro:

localement constantes, telles que Vi = 1,...,?’,

ce qui veut dire que Vi = l, ... , r

Mais, pour tout (XI Y) E Fi, il est évident que ~(.~) = 0 (?~(.r,~/) e N) et

que, si a(.r) = 0 et (.c,!/) e ~o??~?~, alors (~,~) e ~. Oll a montre ainsi que

Donc, dans le stade auxiliaire

Encore une fois la fonctorialité du forcing pour le morphisme
nous donne
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.ce qui est équivalent à Mais

~, si et seulement si
si et seulement si i

Mais alors le .caractère local du forcing .implique que (

Observation:

B - L’Axiome de Fermat

Pour vérifier cet axiome on rappelle d’a.bord un résultat d’a.na.lyse classique,
conséquence du théorème fondamental du calcul.

Lemme d’Hadamard (externe): Pour tout ouvert V C Rn , pour tout U C R
intervalle ouvert et pour toute f E C°°(V x U), il existe une unique fonction g E
COO (V x U x U) telle que Vt, t’ E U, Yx E V

Démonstration:

2.5 - ~ satisfait l’Axio111e de Ferinat, c’est-à-dire.

Vérification: Un élément f e R[°~1)(.Z’, V) correspond ~1 lllle fonction C°~’ f :
A x [0,1] ~---~ R avec .46~. Cela veut, dire qu’il exist,e un ouvert U ~ [0, 1~
(U peut être un intervalle ouvert), qu’il existe H ~ A, H c- (D (qu’on peut choisir
ouvert) et qu’il existe une fonction Cf 00 F : H x U R telle que F ~~ x [o, i)= .f ~
Si H ~ A on change la notation pour considérer f = If IHx[o,l), ce qui peut être
fait sans aucune perte de généralité. Il est clair qu’on peut choisir F de fa.çon telle
que
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(où + et - signifient les dérivées à droit,c ct, a gauche respectivement).
Du Lemme d’Hadamard découle l’existence d’une unique fonction GF E

C°° (H, U x U) telle que
d~; e 7/, V l, l’E U ( l~’ ( ~: , t ) - 111(X, 11) = (1 - 1’)G’j,,(r, t. , ~’ ) ) ~
L’extension F de f n’est pas unique, mais U11 montre que pour un intervalle

ouvert U J [0, 1] et deux fonctions F, F’ E C ((II x 11, B,) telles que F II x [o,1 ]_
F’ IHx[O,l]= f alors GF !~fx[o,i]2= GFI ~Hx[o,i]2 et on a,ppelle g cette unique
fonction : g = GF ~ H x [o, i]2 ~

En effet, il est clair que

Mais GF et GF~ sont des fonctions continues, donc l’égalité des valeurs des
fonctions passe à la limite et doit aussi valoir pour les paires (t, t ) e [0,1]~, c’est-

à-dire

GF ~Hx[o,lJ~- GF~ IHX[0,1]2.
Donc la fonction g définie ci-dessus détermine un élément (appelé aussi g)

de R[o~ 1) x [o,1J (X, 4D). Il nous reste à montrer que
(x, ~t- vx e [0, 1] dy e [0, 1] (f(z) - f (y) - (2E - ~(~ ’J))
.~* (en employant des "éléments génériques" cf. [15]).

~ 

où ~r2, ~r3 E R((X, 1» x (~0, 1~, ([0, 1])) x ([0,1], f [0, 1]))) sont la deuxième et la

troisième projection respectivement.
Mais (**) ~
t(x, t, t’) E H x [0,1]21 f(x~ t) - f(x, t’) = (t - t’)~J(.~, t, ~’)~ E (1&#x3E; x 1[o@ 1]2}).
Or, d’après la définition de g ce dernier ensemble est H x [0, 1]~ qui appartient

évidemment au filtre voulu.

L’unicité du morphisme g satisfaisant. (**) découle de l’unicité de g simple-
ment en tant que fonction sur H x [0, lp qui est un élément du filtre.

On a vérifié l’axiome de Fermat pour l’intervalle [0, 1]. Ce n’est pas une re-
striction parce qu’on a aussi la proposition suivante:

2.6 - Proposition: Synthétiquement on a que: df 6 ~ B! ~ ~ R~~ ‘dx E R
V~/ 6 ~ (/(-c) - /(~/) = (.c 2013 ï/)~(.c, 2/)), qui est l’axiome de Fermat pour R.

Démonstration: Intuitivement, Vn E N on peut contra.cter f )j_~ ,~j à. une
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fonction de domaine [0,1]. Cela. veut dire, précisément, jii ’il existe une fonction

ce qui est évident. Maintenant l’axiome de Fermât nous donne, pour cha.que fonction
f,, comme ci-haut, une unique fonction gn E R[O,1)X[O,l] telle que ‘d(t, s) E
[0,1] x [0,1] (fn (t) - fn (S) _ (t - S)9ri (t ~ s) ) ~

Aussi il est clair que

et l’unicité dans 2.5 nous donne par des calculs purement algébriques,

Or, puisque R est Archimédien pour n, c’est-à-dire, ~ 1= ‘dx E R3n E N
(x  n), on a aussi 

’

(ii) d(x,y)ERxR~nEN(-nxlBx~ln-raynÿn).
Tout cela nous permet de définir, pour f e RR quelconque, la fonction g

dont l’existence est affirmée dans la proposition,

pour un ~2 donné pa.r (ii). Cela définit, bien une fonction puisque la propriété (i)
affirine que pour tout (.c,?/) E R x R la valeur cle fi m, dépend pas du choix de
72 E N. Aussi cette fonction g vérifie l’axiome de Fermât pour chaque / E R~Xf~
fixée. En effet: soient x, y E R et ~2 E’N tels que -ii  .c;l~.i:  ~~l~-~~  ?/A?/  n.

Alors

et l’unicité de la fonction g découle de l’unicité pour la fonction g,,. N

On a vu que la grande utilité de l’axiome de Fermât est de fournir, pour
toute fonction f E RR sa dérivée f’ E RR donnée par: dx e R( f’ (x) _
g(x, x)), où g est l’unique fonction dont l’existence est affirn1ée dans l’énoncé de
la dernière proposition. On remarque ici que, dans la vérification de 2.5 pour une
f E R~°nl(.Y, 1», c’est-à-dire, f E C"(H x (U, 1~) avec H E 1&#x3E;, la représentante
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internes cle f’ E Ii’~°~1~(.~’, 1» est la. clitss(~ d’(~qtlival(~I}(’(B d(~t.(Bl’Il)in(~(’ la roll(.t,1011
.1 - --

puisqu’on avait:

et pour 1 = ~’, on obtient

C - Les Axiomes D’Intégration

Les axiomes d’intégration, qui sont les suivants, affirment l’existence de primi-
tives et la positivité de l’intégrale:

2.7 - Ô P Vf E R~°~11~!g E ~’~(0) = 0 /~ ‘dx E [0,1](~(~’) = /(~’))).
Ici on introduit la notation suivante. L’unique fonction g donnée par 2.7 sera

écrite comme:

Dans cette notation on a:

Au lieu de vérifier 2.7 on montre d’abord (en employant seulement la logique in-
tuitionniste) que l’existence de primitives est équiva.lente à l’existence des intégrales
définies dans l’ARS.

2.10 - Proposition: Synthétiquement iI y a équivalence entre (i) et (ii) ci-dessous:

Notation: L’unique F dans (ii) sera écrite comme
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Démonstration: (--&#x3E;, On pose: Vf E R~°~1~(F( f ) = g( 1 )), on fi est l’unique
fonction donnée par 2.7 g(x) = fô f (t)dt. Puisque si g(x) = f (x) - f (0) alors

g(0) = 0 et que ‘dx E (0, 1~ (g (x) = f’(x)), l’unicité en 2.7 dit que F( f’) _
y(1) = f (1) - f (0). La linéarité de l’opération 1% vient. aussi de l’unicité dans 2.7

puisqu’il est facile de voir que

ce qui, pour le cas particulier de ~ = 1, nous donne la linéarité voulue.

, . _~ .. _~ .. _ ...

(où F est calculée sur la fonction dont la variable est t) . Alors ~/(0) = 0.
Pour montrer que dx E [0, l](~y(.c) = f (x)) il faut employer la définition

de la dérivée donnée par 2.5. D’abord on vérifie la propriété de "dérivation sous
l’intégrale définie" , dans le sens suivant:

(par les règles de dérivation). En effet:
-1 -1

Par unicité dans 2.5 la dérivée de Il doit être

Maintenant, ce qui implique

(par les règles de dérivation)
(par linéarité)
(par les règles de dérivation)
(par la 2e propriété de F). ·

Comme dans le cas de l’axiome de Fermat (2.5) qui est aussi vrai dans la forme
générale pour R (2.6), on a aussi l’existence d’intégrale indéfinie pour les fonctions
f E RR :
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2.11 - Proposition: Syuthéti~t~crnent, l’émnc~ suivant, est, vrai dans l’ARS:

Démonstration: La preuve ici est complètement analogue à celle donnée dans la
partie (E--~ de la proposition 2.6. Ayant l’axiome de Fer mat pour RR et ainsi la

dérivée de toute fonction f E R R @ pour une telle fonction f on peut considérer
la fonction g f E RR telle que dx E R

et on montre, comme dans le cas de R[O,l], que g f est l’unique fonction satisfaisant

9(~) = 0 A ‘dx E R(g’(x) = /(.c)). *

On pa.sse maintenant à la vérification dans de l’existence des intégrales
définies.

2.12 - i 1= (ii) (où (ii) est l’énoncé dans 2.10 (ii))
On remarque que 2.12 + 2.10 # /Î9 # (i) dans 2.10).

Vérification de 2.12:

Il nous faut définir une fonctionnelle F satisfaisant (*). Et puisque

il nous faut définir, pour chaque stade (~’, 4» et de façon à obtenir une transforma-
tion naturelle, une "vraie" fonctionnelle, qu’on va appeler toujours F, qui associe, à
chaque f E R~°nl (X, ~) un élément
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ciétei-iiiiiie un élélncnt. de R.(.1’, d~) bien dÔfilli. ce qu(, l’oii vérifie rna.int.enant.: pour
f, fa morphismes tels que: .

ce qui implique que Mais évidemment

Il n’est pas difficile de voir que la fonctionnelle F ainsi définie détermine à

chaque stade une transformation naturelle. De plus, il est évident que F est une

fonctionnelle linéaire et satisfait le théorème fondamental du calcul à tout stade.

L’unicité vient de l’unicité de l’intégrale définie usuelle..

Ensuite on vérifie 2.8 et 2.9:

Vérification de la Positivité de l’Intégrale

Ces deux relations de forcing se vérifient aisément. Elles découlent des faits
suivants: pour f E R~°~11(X, ~), correspondant à une fonction f E COO(H x [0, 1])
pour H E ~, il est clair que

et

puisque l’intégrale de Riemann usuelle sur Rn satisfa.it la positivité.

D - Le théorème de la fonction inverse
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On montre maintenant un résultat assez surprenant: synthétiquement il est

possible de déduire le théorème de la fonction inverse (T.F.Inv.) à partir de la
positivité de l’intégrale (2.8 et 2.9) et du théorème de la valeur intermédiaire pour
les fonctions croissantes (T.V.Int.C.). Voici les énoncés de ces théorèmes:

2.13 - Proposition: En supposant (T. V.In t. C.) on déduit les résultats suivants à
l’intérieur de l’ARS.

(i) Le lemme d’Hadamard (interne):

(ii) Toute f e R R est bornée dans un intervalle ferme: 
" 

*

- , , - , i

(iii) Toute fonction f E RR est continue:

Démonstration: (i~: Soient f E RR, x, y E R et soit g E 7~’~ définie par

g(t) = x -f- t(y - x). Par 2.12 et par les règles de dérivation on a

(ii): On montre d’abord le cas où a = 0 et b = 1. Soit f E RR. Par 2.7,
dx E [0, 1~( f (x) = fô f’(t)dt + f (0)). Il est facile de voir que Vy E R(l -f- 4  y)
(parce que (1 - ~)2 ~ 0), ce qui implique que Vt e ~0, x~ ( f’(t )  1 + ~~ 4 t et

par positivité, linéarité de l’intégrale et additivité des bornes d’intégration (pour
l’intégrale définie) on a:
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Mais aussi (parce que (1 + ~)2 ~ 0) et de façon
.analogue on a

Tout cela ensemble nous donne:

Il suffit de prendre c E R+ tel que c &#x3E; c -1- f (0) et -c  -c -f- f (0). Le cas
général s’obtient à partir de ce dernier par "transposition" de l’intervalle (0,1~ :

Soit f E RR et a, b E R. On passe à la fonction auxiliaire

Alors ~c E R tel que Vx E [0, 1](-c  g(x)  c) . Mais, si y E [a, b] alors

il existe un unique x E (0, 1~ tel que y = a + a~(b - a), d’où Vy E [a, b]3x E
[0, 1](f (y) = 9(x)), ce qui donne Vy E [a, b~(-c  f (y)  c).

~111~: Soient f E RR continue et x E f -1 (V ) . Puisque la topologie sur R
est celle déterminée par , il existe E Ei R+ tel que ( f (x) - E, f (x) + E) C V .
Par (i), VI E R

et pour le x fixé on peut considérer 9x E RR définie par 9x(t) = fol f’(x +
tu)du (Vt e R). Par (ii) 3cx E R+ VI E [-1, 1] (-c~.  g~ (t)  c x ) ; avec (*) cela
implique que

Soit 6x E R+ défini par bx = fl- . Alors évidemment Vy E (x - 6x, x + 6x)
( f(y) e ( f(z) - s, f(z) + e c V), d’où f -1 (Î~) est ouvert.

(iv): On obtient ce résultat du T.V.Int.C. (autour de zéro) aussi par "transpo-
sition", de façon analogue à celle employée dans la preuve de (ii).

(v): Soient f E RR et x E R tels que f’(x) soit inversible. Alors f’(x) &#x3E; 0 V

f’(x)  0. Mais si f’(x) &#x3E; 0 et f’ est continue, a.lors il existe un intervalle
ouvert I contenant x tel que f’ II&#x3E; 0. Soient a, b E R tels que x E (a, b) et

[ a, b] C I. Vy, z e la, b] (i) nous donne: f (y) - Î(~) _ (y - z) fo f’(y - t(y - z)) dt
et comme Vt E [0, 1](y - t(y - z) E [a, b] - Vt E (U, 1~ ( f’(y - t(y - z)) &#x3E; 0)
la positivité de l’intégrale nous donne que ~(x, y) _ ,~~ f’(y - t(y - z))c~t &#x3E; 0,
cela implique que f (y) - f (z) _ (y - z).~(.x., y), avec k( a;, y) &#x3E; 0, d’où f est

croissante dans [a, 6] : (Vy, z G [a, b~(y  z - f (y)  f (z )) et f est injective dans
~a~b~v(dy~~z’Ef(~a~b~)(y~=z’ny~=f(J)nz’=f(z)~il=’’).
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Soient U = (a, b) E O(R) et V = ( f (a), f (b)). Alors par définition, de
x E U et f croissante il suit que f (x) E V . L’injectivité étant déjà démontrée
pour f lu, il reste à vérifier la surjectivité. Soit, 1 e 1~, puisque f (a)  f(b) et

que f’ ~~a,~~ ] 0, par (iv) il existe ~ E (a, b) = l.~ t,e·1 111(B f (?I) = 1..

2.14 - i F (T.V.Int.C.).
On remarque que 2.14 + 2.13 =&#x3E; i 1= (T.F.Inv.).

Vérification de 2.14:

11F (T.V.Int.C.) ssi Y(X,~) E ob(~)d f E Rl°~11(X, ~) représentée par la
fonction f E COO (H x ~0, 1J) avec H E 1&#x3E;, et drra E 4 «Y, ~), (X, 1») représenté
par la fonction m E Coo (G, X) avec G E B11, si

Mais (*) O FI = (y e Gflr~z"1(H) ~ Î(~n.(’J)~ U)..~~(~~r(c~), 1 )  01 c- W et, (**) o
(en raisonnant avec des éléments génériques) ( 1’, W ) x ([0, 1 J, {[O, 1 ] ) ) ] F 0  ,~’’ o ~n. o
1TI(1T2) (lui est équivalent à. 111 = {(y, L) E (G’fl~n- ~(ll )) x (U, 1~ ~ 10  âi (~~e(y), t)~ E
(B11 x [0, 1]). Mais (~ x ([0, 1])) = IH D F x [0, 1] ( F E BII} = {F x [0, 1] F E ~}
ce qui implique H1 - F2 x (o, 1~ avec F2 E B11, d’où dy E FI fl F2 ~ ~ et

Vt E [0, 1~(fCrn(y)~ 0)~Î(m(y)~ 1)  0 et ’91 (m(y), t) &#x3E; 0).
Cela veut dire que dy E FI fl F2 f (~n(y), ~) . [0, 1] -~ R est une fonction

C°° strictement croissante et qui change de signe dans son domaine. Alors par le
théorème de la valeur intermédiaire usuel Vy E FI fl F2 3ty E (0, 1 )( f (rn( y), ty ) =
0), ce qui définit une fonction a : Fi n F2 -; (o,1); y H ty, pour laquelle
f(m(y), a(y)) IFlnF2= 0. En utilisant le théorème de la. fonction implicite usuel et
une partition de l’unité, on montrera:

(i) (Fl n F2, IF, n F2})I~- 3y E (0, 1)(f - m(y) = 0);
puisque FI f1 F2 E T l’identité idFlnF2 détermine un morphisme (idFl ~F~ ~ :
(Y, ~) --~ (Fi n F2, IF, n F2}). La fonctorialité du forcing pour ce morphisme
donne ainsi que (i) implique

(Y, IF) Il- 3y E (0, 1)(f o m(y) = 0)
comme voulu.

Soit g : Fl n FZ x (o, 1~ -~ R la fonction CI définie par g(y, t) = f (m(y), t).
Pour cette fonction on a que dy E Fl n F~( â (y, a(y» &#x3E; 0 et g(y, a(y)) = 0).
Par le théorème de la fonction implicite, dyo E Fi n Fj il existe un ouvert Uy. de
Rm (où Y C Rn), yo E Uy., et il existe une fonction C,fOOayo : Uy - R telle

que ayo (yo) = a(yo) et 
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une partition de l’unité subordonnée à
la fonction G’°" déflnie par

D’après l’unicité dans le théorème de la fonction implicite, pour
Aiissi

(pour un nornbre fini de Yi E Fi n F2, disons i = 1, ... , ~~). Mais alors

On a ainsi montré (iii):
(iii) vy E U3yo E F’1 n F2 (,û(y) _ ayo(Y»’
Donc, la restriction 8 IF1nF2 représente iin élément de

pour lequel, d’après (ii) et (iii), il est vrai que

ce qui nous donne immédiatement (i). ·

E - Existence d~Éléments Infinitésimaux Inversibles et de Nombres Na-
turels Innnhnent Grandis

Ici ou fait Ic’1 vérification dans i cl’un des deux ~IXIUtl~eS équivalents suivants:
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où N est le type qui représeute l’in tersectiorr des ~~SC)U.S-~IISP.lIII)IC’.S" de N satis-

faisan t 1 ’ifi d u c tiofi complète:

Avant de passer à la vérification de 2.15 (i), on donne une caractérisation pour
l’interprétation du type N dans ~.

2.16 - Leinnie: N est interprété. dans i par le sous-faisceau N de N tel que

d(x_~ ~) E ob(4) N(X, 1» = f f.fl E ~(CX~ 1», (N, IN») I ~F E ~(f IF est bornée))
et N agit sur les morphi.sme de la même façon que N.

Démonstration: Par définition du type N et de son interprétation, si

alors N = {11 e N nN(~~.)~ et son int.epretat.ion N est donnée par:

pour un (X, 16) E oô(16)

Ponsons, pour l’instan t,

On montre que:

(a) B, agissant sur les morphismes de la même façon que N, est un faisceau
(donc, sous-faisceau de N),

. r , r , r , , , r...... , rr

(X, ~)~s=1 une famille couvrante du site 4, et {~t= E B(t~=, (~ x B11) ~t~,)~i=1 une

famille compatible. Puisque N est un faisceau (en tant que fondeur représentable
par (N, {N})) il existe un unique 7t e N(X, 1» t,el que Vi = 1, ... , r ii o xi lu. ’"
iii(mod«D x B11) lu.. De plus, cette unique fonction n est obt.enue (cf. la preuve de la
proposition 1.7) d’une unique fonction 77 E N(v" x Y, (~I&#x3E; x ~)) telle que n = 1107rt
et 3F E (D, ~C e W pour lesquels Vy, yo E C% Y 1.: E X(~r.(~:, ~) _ fi(x, ~o)) ~

Soient (Vi = 1, ... , r)Gi E (I&#x3E; x B11) lu. tels que (u E Ui ~i o 7rl lu. (u) =
rii (~)~ E C_J= et ni lu, est bornée. Alors, Yi = l,..., 1", il existe Fi E ~ et HiE ’l1
tels que G= ~ (Fi x Hi) n [fi et il est clair que, pour F = n==1 Fi E 4&#x3E;, ii ~F est

bornée.

(b~: Soit ii E C’°° (clor~~.ri, N), clon~rt E 1&#x3E;.
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(~~ On suppose que (X,4»II- aN[n]. Dans la partie (a) on a montré que
Donc en particulier pour

alors on aura

, . , , ,

O 3F E ~ tel que r~ ~F est bornée, comme il était souha.ité.
Il suffit donc de vérifier (i).
Il est évident que (X, ~)~)2013 0 E B o *. On montre que

ce qui revient à l’équivalence (cf. page 14, sur l’interprétat,ion du E ) :

qui se réduit à l’équivalence:

et cette dernière équivalence est trivialement valide.
[«] On suppose que 3F E ~ tel que n IF est bornée. n e G’°° (domn, N) ~ n

est localement constante # H = domn D UKEN Xk, union disjointe d’ouverts
relatifs de X tels que Vk e N (n (Xk - ~ ) . Puisque n 1 F est bornée, il existe

ki , ... , kr E N qui sont les seuls indices pour lesquels H n Fn Xk, ~ 0 ( = 1, ... , 1~).
Posons, pour i 6 {1,..., 1~}, Ui = X~;, .

(union disjointe) et ainsi la famille 1
(X, ~)}s=1 1 est une famille couvrante du site. Si on montre que Vi = 1, ... , l’

(Uz, ~ lu’)l~ aN(n lu,] alors le caractère local du forcing implique (X, 4»I~ aN[,]
comme souhaité. A partir des faits suivants: A, = L1Z n F n H E 4&#x3E; (U, et que

n ~A,- ki e N, il est facile de montrer que

Puisque idA, représente un morphisme il est aussi
vrai que
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On passe à la

Vérification de 2.15 - (i) (Existence de nombres naturels infiniment grands) Pour
montrer que

on prend, comme famille couvrante pour 1, la projection 1&#x26; . A .

0 est le filtre de Fréchet sur N. Puisque
une famille couvrante. On montre maintenant que

ce qui est équivalent à:

ou, de façon équivalente,

Mais, 111 lg est bornée pour un G E ~, d’oll

Puisque f est un morphisme dans 16 on déduit que Il est clair que
-

On fixe les notations suivantes pour les types introduits ci-dessus:

Dans cette notation, 2.15 (i) et (ii) disent que N~N et I sont habités. Le type
N~N est interprété dans 4 par le faisceau représentable par (N,.1") E ob(~).

Le type 0 est interprété par le faisceau représentable par ( N, &#x26; a ) e ob(16 ) ,
où I&#x3E; ~ est le ~f-filtre sur R engendré par l’ensemble {( - ~, ~) 1 11 E N* } .

§3 - D’Autres Propriétés Valables dans i
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A - Coïncidence de la théorie de N avec la théorie de N

Soit 0N l’ensemble des formules de l’aritlmétique, c’est-à-clirt, cr e 0N si ses

variables sont toutes de type N et ses constantes sont des éléments de l’ensemble

~0,1, , +, .}.

3.1 - Théorèine: Soit u e 0N un énoncé. Alors

où, à droite, le signe de validité est considéré daiis le sens usuel de la théorie des
modèles classique.

Pour la preuve de cette proposition on a besoin de deux lemmes.

3.2 - Lemme: Pour toute forlnule ~ 

l’ensemble

est un ouvert relatif de X .

Démonstration: Un élément ni E N(~, ~) est représenté par une fonction
C°° ni : Ui --&#x3E; N où Ui E )) peut être supposé ouvert dans n . D’où y~ _ ~ , .... s
les fonctions ni sont localement constantes sur U= et donc Ui - U~ E N Uij est

l’union disjointe d’ouverts relatifs tels que ni ~~,~= j E N. De plus on a, par
définition

3 3

Donc, si x e V alors il existe une fonction j : ~ 1, ... , s ~ - N telle que x e

(~=1 Ui~~i) qui est un ouvert relatif de vX . Or Vï = 1,..., s, ni ~U,~~~~- j(i) donc

3.3 - Lemme: Pour toute formule

il y a équivalence entre (i) et (ii) ci-des.sous:
,

Démonstration: La démonstration est faite en employant une induction sur la
longueur des formules.
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1. Si a est atomique, alors a - Tl = r2 ou a = rl  r2 pour des termes ri

et T2 de type N. Dans ce cas (i) a (ii) découle immédiatement de la validité de
ces formules au stade (X, 4».

2. Si a - al A a2 et en supposant que pour al et pour a~2 l’équivalence (i) O
(ii) est vraie, alors on montre facilement cette même équivalence pour a.

&#x3E; il existe une famille couvrante

’’’II. , , .., ,. - ... ,,

Maintenant l’hypothèse d’induction nous donne: Vi = 1, ... , r, si Vi -
~(~~ y) E Ui 1 N 1= al V a2[ni o xi lu, (x~ y), ... , ~is o xi lu, (x~ y)~Î~ alors

Vs E (ob x T) lu,, ce qui implique que Vi = 1, ... , r 3Fi E ~, ~Gs e W tels

que V &#x3E; (Fi x G,; ) fl Ui . Soient F = F’ fl (~i=1 do~nn~ E ~ et G E G’ f1 ni-1 Gi E
~ (G # 0). On montre que F C V = ~x E X ~ 1 N 1= al V a2(nl(x), ... , nj(z)])
et donc on aura V E ~, ce qu’on voulait avoir. En effet, soit y E G :j; 0 fixé et

soit x E F quelconque. Alors (x, y) E F x G c F’ x G’ ~ 3i e- 7"} tel que

(x, y) E Ui . Mais aussi (.r,~) E (n;=1 Fi) x (I li-1 Gi ) et donc (x, y) e Vi .
Cela veut dire que N # al V a2[ni 0 ~rl(,r;, y), ... , ns o 7rl(X, y)], ce qui est

équivalent à N p al V a2(nl(x), ... , ns(x)].
On voit ainsi que E F # z E 1,7.

D’après le lemme 3.2, Ul et U2 sont des ouverts relatifs de X et Ul UU2 = V E 1&#x3E;.

Donc la famille d’inclusions {(Ui, ~ ~,2013~ ) (X, ~)}É=l,l est, une famille couvrante

du site pour laquelle, évidemment, il est vrai que UZ E ~u, (i = 1, 2). Donc, par
l’hypothèse d’induction si i = 1, 2, alors

4. Si a z 3v E N al (x 1, ... , xs, v) on raisonne de façon analogue à celle
appliquée précédemment pour montrer l’équivalence (i) o (ii).

Voici une esquisse de la preuve:
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il exista une l’arnille couvrante

Par l’hypothèse d’induction on a: Vi = 1, ..., r v = {(~.2/) E Ui 1 N 1=
-,[ni - 7r 1 (W 1 (x, y),..., 12s o 7r 1 1 u. (x, y), ~’~z(x~ y)]j E (cI&#x3E; x BIf) 1 u..

Utilisant la même notation que dans le cas précédent, on montre:

Alors l’identité [idv] détermine un morphisme dans 4

Donc, pour avoir le résultat souhaité, il suffit de montrer
(**) (V~ ~ ~v )~~ w E N al (nl Iv,..., ns lvl.
Pour cela on définit, à l’aide de la description de V donnée par (*) une fonction

localement constante 
.1~

telle que
...

Puisque clo~~i~n. ~ 1

nous permettent de déduire (**).
Pour définir la fonction 171. on reprend la nota-tion utilisée dans la. démonstration

dulemme3.2,oùonavait:

Soit P C N~ 1 ~ ~ ~ ~ e } l’ensemble d’indices fonctionnels j pour lesquels
~ 0. Donc,
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puisque

Aussi, et cette réunion d’ouverts relatifs est

disjointe. Cela nous permet de définir la. fonction in souhaitée par:

Il est bien évident que pour cette ÎOllctloll iii,, (***) est vrai. 
’

5. Si a = Vv E N al(~.’1, ..., Xs, v), la partie (i) ~ (ii) du lemme découle
facilement des définitions pertinentes. Montrons 

(ii) # (i): On suppose que

quelconques. Alors
Maintenant il

Donc W e W et par l’hypothèse d’induction

Cela signifie que

6. Finalement,-on fait la preuve de (i) 4~ (ii) pour a - al - a2.

(i) =&#x3E; (ii): On montre la contraposée de cette implication. Supposons que

et montrons que

d01nnj E (D. Alors, par définition, pour
,~, t., ..... r

Et, de V2 £ V on déduit facilement que
est non trivial. Puisque

fin que V, la fonction identité idX détermine un morphisme:
Considérons maintenant le morphisme composé g suivant:
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Par 1 ’hypothèse d’induction

, puisqu’on ava.it dé,jà. éta.bli que

Tout cela nous donne:

comme souhaité.

Supposons maintenant que
_.,__, 1 r Il 1 ,

Soient i

Par l’hypothèse d’induction,
, . - . -

,- . , . - ,~ ,

Il n’est pas difficile de montrer que

Donc l’hypothèse d’induction nous donne
i~ . ~ v m r ,

C’est-à-dire, on a montré que

Observation: Le cas des formules du type se déduit

des ca.s exaininés, puisque -

Démonstration du Théorème 3.1

Soit 0’ E XN un énoncé.

Par le lemme 3.3,

3.4. Corollaire: $ satisfait l’arithmétique de Peano pour N.

B - Répresentation des fonctions a : R - R quelconques dans ~.
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Lc modelé ~, qui c5t un "univers lisse", admet la possibilité de traitement
des fonctions a : R --· R arbitraires via deux notions de représentantes internes
à Î pour de telles fonctions. Cela nous permet, d’me certaine fa.~on, d’éla.rgir le
champ d’action de l’AItS. On donne ici la motivation pour les deux définitions qui
précisent ces notions de représentation interne, ainsi que l’énoncé des principales
propriétés des représentantes internes. Pour les démonstrations de ces propriétés,
on a besoin de développer des notions de convergence de suites de fonctions réelles
C°° suivant les filtres sur N. Cette théorie de convergence est l’objet de [5].
Toutes les propositions qui apparaissent ici sur les représentantes internes sont des
corollaires des propositions analogues dans la dernière reférence.

On sait déjà que toute fonction a E C°°(R) est aussi un élément de 7~(1).
C’est-à-dire, toute fonction C°°a : R 2013~ R correspond (biunivoquement) à une
section globale de RR dans le topos 4. Évidemment, si a n’est pas C°° , elle
ne détermine aucune fonction interne dans $, pas même une fonction f au stade

(X, ~) E ob(e).
Mais on veut que la représentante f de la fonction a au stade (X, ~) soit,

à chaque point t où cela, a. un sens, telle que f (t) soit infiniment proche de a(t)
- et pour signifier cela on écrit f (t) ^-_’ a(t).

Précisément, si 0 est le type des élélnents réels infiniment petits:

on dit, pour t, t’ E R(X, ~D), que:

Ainsi, la propriété intuitive qu’une fonction f E R~(.~’, ~) devrait a.voir,
pour être une représentante interne d’une fonction a : R 2013~ R, est de satisfaire
une des deux "relations de forcing" suivantes, qui, telles qu’écrites ci-dessous, n’ont
évidemment pas de sens. Mais elles nous donnent les idées intuitives nous permet-
tant de poursuivre. On voudrait alors donner un sens aux affirmations suivantes:

1. (X,~)1}-"V~~,(/(~~~))et
2. (X,~H-"V~R(/(~~))

où Racc = It E R ( ~n E N(-n  t l~t  n)~ est le type des réels accessibles et R
est l’ensemble des "vrais" nombres réels.

Les deux définitions suivantes donnent un sens, respectivement, aux "relations
de forcing" antérieures, précisa.nt ainsi les idées exposées précédemment.

Soient 0’: R. - R une fonction quelconque et, ~f~ e R~(,1, 1» a.rbitraire.
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3.5 - Définition: On dit que (f~ est une représentante accessible de a dans i
(au stade (X, 1»), ou que a est l’ombre accessible de ( f ~ (au stade (.Y, 4») et on
écrit a = oa ( f ), si et seuleinent si

3.6 - Définition: On dit que ~f) est une représentante ponctuelle de a dans e
(au stade (X, 4~)), ou que a est l’ombre ponctuelle de [f] (au stade (X, I») et
on écrit a = oP ( f ), si et seulement si

Quelques remarques au sujet de ces définitions s’imposent:

A: Il est clair que ces définitions sont indépendantes du choix du représentant
pour [f] E RR (X , ~) . C’est-à-dire, si [g] E RR (.1’, ~ ) satisfait [fi]q&#x3E; = [/]1&#x3E; alors:

(dans les deux sens fixés par les définitions ci-dessus).

B: Il est clair que, s’il existe une ombre a pour une ( f ~ e RR(X, ~), alors

elle est unique, dans les deux sens donnés, et aussi que les représentantes pour une
fonction a : R 2013~ R donnée, s’il en existe, ne sont pas uniques. Aussi

La réciproque n’est pas vraie.

C: Lorsque nécessaire, on écrira [a = o( f )~(X,~) pour indiquer le stade où la
propriété de la définition employée est valide.

D: Si (a - o(f)](x,4» dans n’importe lequel des deux sens, pour un stade
pointé, c’est-à-dire, pour ~ filtre principal non trivial, alors a E COO(R) et

a elle-même est alors sa propre représentante interne, la meilleure possible. Par

conséquent, il n’y a pa.s d’intérêt pour l’étude des ombres à des stades pointés.
On donne ensuite les énoncés de quelques propriétés sur les olnbres.

3.7 - Proposition: Pour une Î011C~101J l1 : R, --~ ~., II y a équivalence entre les
211011CPS 5111Vc’i.ll ~S:
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(i) o eat une fonction de classe 1 de ~3~~,ire.

(ii) a est une fonction ro 2 Borel-mesura6le.

(iii) Il existe une f ~ E RR(N, ~’) telle que [a = op ( f )~(N,~-~ .
(iv) V(X,~) E ob(~) avec (D satisfaisant (~FE~ F = ~, il existe (g~ E

RR(X, ~) telle que (a = op (g)~(x,~,) .
Cette proposition et la remarque D ci-dessus nous disent que la notion d’ombre

ponctuelle nous permet d’identifier d’une façon naturelle, par rapport à ~, deux
classes de fonctions parmi les fonctions a : R 2013~ R:

1. Les fonctions a : R ~ R qui sont (7°~, pour lesquelles il est vrai que
‘d(X, ~) E ob(e) il existe [g] E RR(X, ~) telle que [a = op(g)](x,q».

2. Les fonctions a : R 2013~ R de classe 1 de Baire, pour lesquelles il est vrai
que d(X, ~) E ob(~) sans points adhérents, il existe [g] E RR(X, ~) telle

que la = op (g)~(x,~) ou, de façon équivalente, il existe [g] E RR (N, F)
telle que la = op(g)~(N,~).

Le théorème suivant dit que toute fonction a : R - R admet une représentante
ponctuelle dans ~D.

3.8 - Théorème: Il existe une fonction f E COO(N x R) telle que pour toute

a : R - R il existe ~Q C 7~(N) filtre tel que [0’ = o~,( f )~(N,aa ).

Ce résultat est en fait plus fort que ce qu’on espérait, puisqu’il a.ffirme l’existence
d’une même fonction f E COO(N x R) représentant (modulo D,) toute fonction

a : R - R. Autrement dit, pour chaque a : R --; R, la. fonction f considérée

comme un élément f~ E RR(N, ~Q) est telle que a est, l’ombre ponctuelle de f
(au stade (N, ~D,».

La notion d’ombre ou de représenta.nte ponctuelle dans ~, ne nous permet
cependant pas d’identifier les bonnes propriétés éventuelles d’une fonction 0’ : R -

R, par rapport à la différentiabilité ou à l’intégrabilité (sauf dans le cas a E C°°).
Pour avoir des représentantes internes qui préservent ces propriétés, il faut utiliser
la représentation accessible. On a ainsi les propositions suivantes:

3.9 - Proposition: a : R 2013~ R est de classe C"~(rn E N) de différentiabilité si et
seulement si il existe [f] E RR(N, .~) telle que [a = o~( f ))Nt~) et Vi = 0, ... , m
il existe une fonction ai : R --~ R telle que [ai = Oa ( f ~z))~(N,~), et dans ce cas il
est vrai que Vi = l, ... , 111 ai = a~~~ = al’J .

3.10 - Proposition: Pour 1117e fonction ~1~ : R, - ~,, s’il existe f ~ E RR( N, .~’)
telle que [a = o~.( f )~(N, f~, alors
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Les deux notions d’ornbres introduites ici ne sont, pas t,-quiva,lentes.
L’exemple suivant nous montre que

3.11 - Exemple: Soit a : R --; R

t F-+ 0
et soit f E R~(N, 0) correspondant à la fonction Coo

où

Alors [a = op ( f )~(N,,~) Inais [a ~ oa (,f )~tN, f ~ .
La relation précise entre ces deux notions d’ombres est, donnée à. travers une

autre notion introduite par la 1

3.12 - Définition: Soient, (X, 4» e ob(~) et..r E R’~( ,1’, ~).
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On dit que f est 0-continue si

C~Y~ ~)U- Vt E R~~~ T/1~ E o(.f(t + 1) - f (t) E A),
ce qui nous permet d’énoncer le dernier résultat:

3.13 - Proposition: Pour des fonction a : R -~ R et f E nR(X,4», (X, 4» E
ob(~), il y a équivalence entre (i) et (ü) ci-dessous.

1) a = O.(f).
(ii) a = op( f ), a est continue et f est 0-contintie.

Remarque: Tous les résultats du § 3-B s’étendent aux fonctions a : R~ 2013~Ret

à leurs représentantes internes f E RR" (.Y, 16) (avec des définitions analogues).
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