CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

IOLE DE FREITAS DRUCK
Un modele de filtres pour I’analyse réelle synthétique

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome
34,1n°2 (1993), p. 83-120

<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1993__34 2_83_0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 1993, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1993__34_2_83_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE VOL. XXXIV-2 (1993)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

UN MODELE DE FILTRES POUR

L'ANALYSE REELLE SYNTHETIQUE
par IOLE DE FREITAS DRUCK

Résumé. Dans cet article on fait la construction d’un modéle pour ’ARS
- le topos de Grothendieck &, appelé le topos des filtres. La description
de & est faite d’une fagon plus élémentaire que celle de la plupart des
modéles de la GDS développés dans la littérature [4], [13], [15], [10]. Pour
définir & il n’est pas nécessaire d’employer ni la théorie des Anneaux
C®, ni les idéaux de fonctions C°, ni les algébres de Weil. Cette sim-
plification est possible grace a ’absence d’infinitésimaux nilpotents dans
IARS. Le modéle & est construit directement & partir de sous-espaces
X des espaces euclidiens R” et des filtres d’ensembles localement fermés
sur X. L’article poursuit avec la vérification de la validité, dans le topos
&, de quelques axiomes algébriques de I’ARS, de 1’axiome de Fermat, des
axiomes d’intégration, du théoréme de la fonction inverse, et de I’existence
d’infinitésimaux inversibles et de nombres naturels infiniment grands. Fi-
nalement deux autres propriétés valables dans & sont détaillées. On
montre que tout énoncé o de I’arithmétique est vrai dans le modéle des
filtres si et seulement si o est vrai dans le modéle N. D’autre part, deux
notions de représentation interne & & pour les fonctions a : R — R
sont données et on montre que toute fonction @ : R — R admet une
représentante interne dans le modéle qui est méme universelle dans un

sens qu’on précise dans ’article.

Introduction.

La théorie axiomatique qu’on appelle ici Analyse Réelle Synthétique (ARS) est
une variante de I’Analyse Infinitésimale Lisse (AIL) décrite dans Moerdijk-Reyes
[15]. L’ARS est obtenue en remplagant ’axiome de Kock-Lawvere par celui de
Fermat & l'intérieur de IAIL. Il est connu que la logique sous-jacente de cette
derniére théorie (et donc de la premiére théorie aussi) est la logique des topoi,

* Ce travail a été réalisé avec’aide financiére des Institutions Publiques Brésilien-
nes suivantes: Universidade de Sado Paulo, Conselho Nacional de Pesquisas et
Fundagdo de Amparo 4 Pesquisa do Estado de Sao Paulo.
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c’est-a-dire, les deux théories sont non-classiques. A la maniére de la Géométrie
Différentielle Synthétique (GDS), I’aspect synthétique vient du fait que plusieurs
démarches de ’analyse, notamment la notion de limite avec les techniques €—§, sont
algébrisées dans ce contexte et donc sont beaucoup plus faciles & manipuler. Mais,
au contraire de la GDS, des notions géométriques telles que, par example, les champs
de vecteurs ou les formes différentielles, n’ont pas, dans I’ARS, un développement
plus simple ou naturel. Cela est dii au fait que ni les infinitésimaux nilpotents ni
I’axiome de Kock-Lawvere ne sont disponibles dans la théorie. Cependant ’ARS
dispose des infinitésimaux inversibles et de ’axiome de Fermat:

“Vf € RF3g € RF*RVz € RVy € R(f(z) - f(y) = (z - ¥)9(z,v))”
qui nous permet de définir, pour chaque f € RF sa dérivée, en utilisant I’identité:
“Vz € R(f'(z) = g(z,2))".

L’ARS est une théorie adéquate pour le développement de 1’analyse des fonc-
tions C™. L’existence d’infinitésimaux inversibles rend cette théorie un peu plus
proche de ’Analyse non Standard (AnS) que de la GDS, mais les deux premiéres
restent quand méme des théories beaucoup éloignées: I’ARS est une théorie intu-
itioniste et I’AnS est une théorie classique.

Cet article est une partie de ma thése de Ph.D., présentée a I’Université de
Montréal en acut 1986 et sous la direction de recherche du professeur Dr. Gonzalo
E. Reyes. Je voudrais remercier le professeur Reyes de m’avoir suggéré les idées de
base pour la construction du modéle & ainsi que par la fagon dont il a suivi, de
prés, le développement de mon travail de thése.

Le plan de cet article est le suivant:

§ 1 - Le topos 3
A - Description du site ®
B - Description du topos & comme modéle de ’ARS.
§ 2 - Vérification de quelques axiomes de ’ARS dans &
A - Des axiomes algébriques
B - L’axiome de Fermat
C - Les axiomes d’intégration
D - Le théoréme de la fonction inverse
E - L’existence d’infinitésimaux inversibles ou ’existence de nombres naturels
infiniment grands.
§ 3 - D’autres propriétés valables dans &
A - Coincidence de la théorie de N avec la théorie de N
B - Représentation des fonctions a : R — R quelconques dans &
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§ 1 - Le topos o
& est le topos des faisceaux sur le site des filtres ®.
A - Description du site @

Pour un X C R™ localement fermé, soit Py;(X) I’ensemble des parties
localement fermées de X (cf [3]).

1.1. Définition: Un sous-ensenble & C Py (X) sera dit un filtre d’ensembles
localement fermés sur X ou un £f-filtre sur X ou simplement un filtre sur X si ®
satisfait les trois propriétés suivantes:
(1) X e
(ii) VFy, F, € ®(F1 N Fy € ®);
(i) VFy € Pyy(X) VFy € ®(Fy C Fy = Fy € ®). (Voir la notion de z-filtres dans
()2

2.2. Définition (de la catégorie des filtres ®).

(a) Les objets de @ sont les paires (X, ®), ol X C R™*(n € N) est un sous-espace
localement fermé et ® est un filtre d’ensembles localement fermés sur X.

(b) Les morphismes de ® sont les classes d’équivalence [fle : (X,®) — (Y, ¥)
pour les fonctions C®° f :domf C X — Y telles que:

(i) domf € ¥,

(i) VG € ¥(f~}(G) € ®),

(iii) pour g :domgC X — Y, g€ C>®, domge ® et VG € ¥(9-}(G) € ®)
on a que [fle =[gle (ou que f ~g g et dans ce cas on dit que f est
équivalente 4 g modulo®)ssi Vi=1,...,m ({z € X | fi(z) = gi(z)} € ),
oo YCR™, f=(f1,---,fm) et g=(91,---,9m)-

(¢) La composition de deux fleches (X, ®) Wls, (Y,¥) et (Y,¥) (s, (Z,x) est
donnée par la classe d’équivalence de la fonction composée [ho f]e avec,comme
domaine, f~!(dom h) € ®. Evidemment I'identité (X,®) Hx o) (X, ®) est
représentée par la fonction identité sur X :id(x,¢) = [idx]e.

Observation: Dorénavant, pour simplifier la notation, on n’indiquera plus le filtre

comme indice des morphismes, sauf quand il y aura une confusion possible. Il sera
donc convenu que pour un morphisme [f] : (X, ®) — (Y, ¥), le crochet représente
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une classe d’équivalence modulo ®. On aura tendance méme a ne plus écrire le
crochet, par la suite.
Les dcux propositions suivantes sont de vérification facile:

1.3 - Proposition: ® posséde toutes les limites finies.

Démonstration:

(a) (X,®) x (Y, ¥) = (X xY,(2xV¥)) ot (PxV¥)={H€ Py(XxY) |
IF € $,3G € ¥ tels que H DO F x G} et les morphismes projections
sont déterminés par les fonctions premiére et deuxiéme projections entre les
ensembles sous-jacents: X x Y =5 X et X x Y =%

(b) Le produit fibré de deux morphismes: (X, ®) n, (Z,x) et (Y,V¥) 1, (Z,x)
est donné par (X, ®)x(z,)(Y,¥) = (X xzY, &xz¥) avecles morphismes pro-
jections déterminés aussi par les fonctions projections, ot X xzY = {(z,y) €
dom fxdom g | f(z) = g(y)} et ®xz¥ = (®xV¥) |xx,y, ol, pour un filtre
® sur un ensemble localement fermé X et pour un sous-ensemble localement
fermé U C X, le filtre @ |y est le suivant: @ [y={F NU | F € &}. | 8

1.4. Proposition: Soit M la catégorie des variétés diflérentiables C* ayant
une base dénombrable d’ouverts. Soit ¢ le foncteur ¢: M® — & tel que:
(a) YM € ob(M*®), (M)=(M,{M}) (M CR™ pour un certain n),
(b) VF € M=(M,N), o(f) = [flary € BM, (M}), (N, {N}));

alors ¢ est un foncteur plein et fidéle qui préserve les produits fibrés transver-
saux. u

La topologie de Grothendieck qui donne la structure de site 3 ® est engendrée
par les projections et par les recrouvements ouverts finis des espaces Euclidiens R".
Précisément on a la définition suivante pour le systéme de recouvrements 7 qui
est une base pour la topologie en question.

1.5 - Définition: Les éléments de 7 sont (& isomorphisme prés sur les objets
source et but) les familles de fléches d’un des deux types suivants, pour un objet
(X, ®) quelconque:

) F={molf]| U @x¥) |v,) L (x xv,(@xv)) T (x,0);i=1,...,r)

ou
- r est un nombre naturel,

Y #0 et ¥ # Py(Y),
-Vi=1,...,r, U; CX xY estun ouvert relatif,
JH € (¢ x ¥) tel que Ui, U; D H,
-Vi=1,...,r, fi : Ui = X xY sont les inclusions.

'
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Dans ce cas on dit que F est une famille couvrante pour (X, ®) et on écrit
F e r(X, ).
(i) Si X =0 ou ® = P(X) alors § € 7(X,®) et on dit que la famille vide
couvre les objets triviaux.

Observations:
- En prenant (Y,®) = 1 = ({*},{{*}}) (ol * est un point d’un espace R")
dans (i) on obtient les familles nommeées recouvrements ouverts finis de (X, ®).
- Enprenant r =1 et U; =X xY dans (i), on obtient les familles (d’un seul
élément) nommées projections (sur (X, ®)).
- On remarque que les recouvrements ouverts finis avec les projections engen-
drent la méme topologie 7 de Grothendieck sur &.

1.6 Proposition. Le systéme de familles couvrantes T satisfait le deux propriétés
suivantes:

(i) Les identités sont dans T.
(ii) T est stable pour les produits fibrés.

Démonstration:

(i) Evident.

(ii) Les produits fibrés pour les familles de T peuvent toujours se décomposer
de la maniére suivante:

Vi xx®) v L @xy,ax¥) = (2
l[yxidvlv.'] l[gxidv] l[y]

Ui (@x¥) lvi 2L xxv,(@x¥) I (X,9)

ot V; = (9 xidy)~(U;) C Z xY sont des ouverts relatifs, f; est I'inclusion de
Vi dans Z xY et ou les deux carrés, en plus du rectangle, sont des produits fibrés
dans @, comme il est facile de vérifier. Il n’est pas difficile de voir que

{mio fiYici € 7(X, @) = {m o fi}io, € 7(Z. %) u

1.7. Proposition: La topologie de Grothendieck engendrée par r est sous-
canonique, c’est-a-dire, tout pré-faisceau représentable est un faisceau.
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Démonstration: 1l est connu (voir p.ex. Makkai-Reyes [12]) que pour montrer
qu’un foncteur est un faisceau sur un site il suffit de montrer qu’il satisfait la pro-
priété des faisceaux pour une base de la topologie qui soit stable pour les produits
fibrés. Donc on peut employer seulement les familles de 7 pour démontrer la
proposition.

Il faut montrer que, pour tout objet (Z,x) de @, le foncteur &(-,(Z,x)) est
un faisceau. Cela veut dire que, pour toute famille couvrante

F={(U:,(@x¥) |v,) L (X x v, (@ x ¥)) 28 (X, ®)}1,

et pour toute famille compatible {[a;] € ®((U;,(® € ¥) |v,),(Z,x))}i=; “cette
famille se recolle uniquement dans un élément [a] de ®((X,®),(Z,x))”. Précisé-
ment cela signifie qu’il existe un unique morphisme [a] € ®((X,®),(Z,x)) tel
qu’on ait les diagrammes suivants commutatifs:

(Ui, ®s5) sl (U x ¥, (@ x ¥) |y, x¥) 22 (U;, (@ x ) |u,) -
l[i.,] (pf.) l[f;xidv] (p.f) l[fj]

Ui x Y, (® x B) |y, xO)Z(X x ¥ x v,0 x ¥ x ¥) 222 (X x Y, (® x ¥))
l"m (p.f.) l"la (]).f.) l’l’l

Un@xl) L o xxvexw) = (X9 [
|
\ 13'q)
[ai] r (Z,x) —
ou fi, fj xidy et gij i=1,...,r,j=1,...,r) sont des inclusions,

fiddy :UixY — X xY xY
(z,91,92) — (2,92, 41)

Ui; = Uj x Yﬂ(-f-i.idy)(U,- xY)={(z,y1,92) | (z, 1) €U; et (z,42) € Ui}
Pij = (2 x ¥ x¥)|y,
y'j,.:U,«j-——>U,-xY

(zxyl)yz)H (xvaayl)

Du fait que F soit une famille couvrante on a que:
(a) Ujo,U; DH e (®x V).

Soient F€® et GE€ V¥ telsque HD F x (. Alors, pour je {l,...,r}
fixe,
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U2y Ui DU; N(F x G) x G € ((® x ¥) |y; x¥), ce qui implique
(b) Ui, Ui, U;j DF xGxGe(®x¥xVU).

Si on appelle F;; = (m2 0g;;)” (doma;i) N (2 0 gij)~(doma;) € ¥y, la
commutativité du diagramme périphérique veut dire que les fonctions C®q; :
doma; — Z,i = 1,...,r satisfont: V(z,y1,y2) € Fy, a;(vrn(jj,-(z,yl,yg))) =
aj(m2(gij (z, y1,¥2))), c'est-d-dire, ai(z,y2) = aj(z,y) pour (z,y1) € doma; et
(z,y2) € doma;. En particulier, V(z,y) € doma; Ndoma;, (ai(z,y) = aj(z,y)).
Ainsi, par un argument de partition de ’unité, il existe une unique fonction C* b :
U=y doma; — Z telleque Vj=1,...,rb |doma,5 aj. On montre que b détermine
un morphisme [b] € 8((X x Y,(® x ¥)),(Z,x)) : Vi=1,...,r, a; détermine un
morphisme alors doma; € (@ x ¥) |y; ce qui implique que 3F' € ®,3G' € ¥ tels
que doma; D (F' x G')NU; d’ou il suit, par (a), que Uf_,doma; D (F'NF) x
(G'NG) € (® x ¥). Donc dom b € (® x ¥). Il n’est pas difficile de vérifier que la
condition (ii) de la définition de morphisme est satisfaite pour b.

Ainsi on peut ajouter le morphisme [b] au diagramme initial avec la propriété
de commutativité suivante:

Vi=1,...,r [bof;]=a].

Maintenant, par une chasse au dit diagramme qui s’impose toute seule, on obtient
ensuite que
[bomao fioidy og;;] = [bomao fj xidy o gij]

ce qui implique
VZ,] € {1a .. .,1"} v(zvylxy2) € F"] (b(zl yl) = b(x,yg))

On avait déja dit que Fj; € (? x ¥ x V) |y
3G1,G2 € ¥ tels que

., ¢ce qui implique que 3IF; € @,

Uiz Uiz Fij D Fi x G x Gy

(en employant (b)). Tout cela ensemble nous donne que
V(z$yl)y2) € Fl X Gl X G2 ai,j € {1,-«~»T}((¢'3,yxay2) € Ft] et b(x)yl) =

b(z, y2)).
En se souvenant que ¥ # P;;(Y) comme condition sur les familles couvrantes,
on fixe y, € G2 € ¥ et on obtient que

Vee FiVye g (b(z,y) = b(z,¥)).

Cela, finalement, nous permet de définir I’'unique morphisme [a] dont on affirme
I’existence dans la proposition. Soit

a:F, — 7
z — bz, y,)
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On montre que a détermine un morphisme  [a] € ®((N, V), (7, x)). D’abord on
aque F} € & et a € C®(F;Z). Soit H € x, on avait déja établi que
[} € ®((X x Y,(® x ¥)),(Z,x)), donc b~'(H) D Fy x G3 pour un Fr € ® et
un G3 € ¥. Mais a~}(H) = {z € X | b(z,y,) € H}, pourun y, € G, € ¥. On
prend y, € GaNG3 € V. Alors

VzeFiNF, ((:c,yo)eFlﬂngGzﬂGachxF‘3)

ce qui implique

Ve e FiNF, (b(z,y,) € H)
d’ou

Vee iNF, (z € a”Y(H)),
et comme FyNF, € ® alors a~}(H) € ®.

Il est maintenant clair que de [b] = [ao m;] découle que le morphisme [a] ici
défini, rend commutatifs les diagrammes correspondants.

L’unicité de [a] provient de I'unicité de la propriété correspondante au niveau
de la catégorie des ensembles avec fonctions C* dans un diagramme analogue
au premier pour les fonctions qui représentent les morphismes intervienant dans
celui-1a avec comme domaines, les ensembles maximaux de fagon a ce que toutes les
fonctions composées soient définies.

B - Description du topos & Comme Modéle de L’ARS

1.8 - Définition. Le topos des filtres & est le topos des faisceaux sur le site & tel
qu’il a été décrit avant: _
® = Faisc(®) C Ens®”’

Immédiatement la proposition (1.7) nous donne la

1.9 - Proposition. Le foncteur de Yoneda Y : & — & est plein, fidéle et préserve
les limites de ®. u

Des propositions 1.9 et 1.4 il découle aussi immédiatement le

1.10 - Corollaire. Y o1: M® — & est plein, fidéle et préserve les produits fibrés
transversaux. u

On donne ensuite une liste pour ’interprétation des constantes du langage de
I‘ARS dans &. On montrera dans le §2 que, avec ces interprétations, ® est un
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modele de (quelques axiomes de) ’ARS. Le corollaire 1.10 dira alors que @ est un
modele bien adapté (dans le sens de Dubuc [4]).

1.11 - Interprétation des types du Langage.
- 1 correspond & l’objet final de & qui est le foncteur représentable par
({#}, {{#}}), l'objet final de .
- R correspond & R = &(-,(R,{R}))=R.

Observation: Toute fonction C™ f telle que domf C X, imf C R et
domf € ®, détermine un élément [f] € R(X,®) puisque f~!(R)=domf € ®.
- N correspond & N = &(-,(N,{N})=N.

Observation: [f] € N(X,®) <> f est une fonction partielle localement constante
avec domf e ® et imf CN.
- [0,1] correspond & [0,1] = (-, ([0,1],{[0,1]}))-
- (0,1) correspond & (0,1) = &(-,((0,1),{(0,1)}))-
- Q correspond & ’objet classifiant de &, qui n’est pas représentable: Q(X, ®) =
{sous-faisceaux de ®(-, (X, ®))}.
- P(R) correspond & QF, exponentielle dans &, donnée par QE(X,®) = {sous-
faisceaux de ®(-, (X x R,(® x {R})))}.
- O(R) correspond aux sous-faisceaux de P(R) définis par la formule qui donne
la topologie de I’ordre pour R.
- R™ correspond au foncteur R"™ = &(-,(R",{R"})) (n € N).
- RR correspond au foncteur RE qui n’est pas représentable RF(X,®) =
B((X x R, (& x {R}), (R, {R}).

Observation: Autrement dit,
RR(X,®) = {[flexirp | FEC®, f: AXR—R, ACX et A€ ¥}

ce qui nous permet de considérer les fonctions réelles au stade (X, ®) comme des
classes d’équivalence (modulo (® x {R})) des “vraies” fonctions réclles C* avec
paramétres dans un élément du filtre ®. De plus, si [aJo € R(X,®), alors [a]e
est une classe d’équivalence modulo @ de la fonction C®° ¢: 4 — R avec A€ P
(un réel paramétrisé partiellement dans X par un élément de ®). L’élénient de
R(X,®) quiinterpréte [flox(r})([a]a) est [f(a)le ou f(a) est la fonction c
définie par:
f(a) : m(domf)Ndoma — R

z— f(z,a(x)).
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- Puisque la structure de site sur ® est sous-canonique, tout objet (X,®) € ®
peut étre ajouté comme symbole de type Xg du langage - a étre pensé comme
les éléments de N®. Evidemment Xg est interprété par Xe = ®(-, (X, ®)).

Observation: On fixe tout de suite trois exceptlons de notations pour des types
de ce genre. On va noter
- X aulieude X(x) le type correspondant a l'objet (X,{X}) (sauf pour R
et N);
- R\R aulieude Rg, letype correspondant a ’objet (R, K) (K est le filtre
des sous-ensembles localement fermés de R dont le complément est borné);
- N\N au lieude N;.-, le type correspondant a 'objet (N, F) (F est le filtre
de Fréchet).

1.12 - Interprétation des Constantes Individuelles.

- 0 est interprété par 0 € R(1) = ®(({*},{*}),(R,{R})) = R qui est la
“fonction” {*} — R, *— 0, c’est-d-dire, 0 est interprété par le nombre réel
0. Pour un (X,®) € ob(®) quelconque, 0 au stade (X,®) est donné par la
composition (X, ®) — )0, (R,{R}) et il est clair que cela correspond a la
fonction identiquement nulle 0: X — R.

- Dela méme fagon, la constante 1 est interprétée a chaque stade (X, ®) ob(@)
par la fonction constante =1 € R,1: X — R.

- + et - sont interprétés point par point par ’addition et le produit usuels des
nombres réels. C’est-a-dire, par exemple dans le cas de +: au stade (X, ®), +
est interprété par 1’élément de REXF(X,®) donné par la classe d’équivalence
modulo (® x {R} x {R}) de la fonction

+: XxRxR—R
(2,t1,t2) — t; +1a.
Ce qui donne, pour a,b € R(X,®) représentants des classes d’équivalence

modulo ¢,
a+b:domandomb— R

ro—a(a)+b(r)

et de méme pour le produit

a.b:domandomb— R
z — a(z).b(z)

sont des réprésentants modulo @ du “résultat” de ces opérations sur a et b au
stade (X, ®).
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- pour donner l'interprétation des relations d’ordre on considére d’abord deux
sous-types de R : R* et Ryo. R* = {z € R|0 <z} et Ry =
{z € R]0 < z}. On voit facilement que Rt correspond & Rt =
%(-,((0,00), {(0,00)})) = R" et
Rso correspond & Ryo = &®(-,([0,00), {[0,00)}) = R0
et <,<€ Q*E(1) correspond aux sous-foncteurs de R x R donnés par:
<={(@,y) eRx R|y-z€R*},
<={(2,y) € Rx R|y—2 € Ryo}.

Cela signifie qu’au stade (X,®) € ob(®) et pour «,b € R(X,®),
(X,®)| = < yla,d] (qu’on écrira plutét (X, ®)||- ¢ < b) si et seulement si
(b—a) € RT(X,®) = ®((X,®), (R*,{R*})) sietseulementsi (b—a)~1((0,00)) €
®, si et seulement si {z € domanNdomb | (b— a)(z) > 0} € .

De la méme fagon on a: (X, )||- a <b siet seulement si

{z € domandomb | (b— a)(z) >0} € .

- pour la relation € (€r,T type quelconque) I'interprétation est donnée en
employant les notions catégoriques correspondantes et en faisant retomber sur
la “vraie” relation d’appartenance au niveau des ensembles. Ainsi, par exemple
pour €g, si
(X, ®) € 0b(®), a € R(X,®) et U € QR(X,®) = {sous-faisceaux de (-, (X x

R,(® x {R})))}, on a que (X,®)| a € U siet seulement si @ € U(X,®), ol
@:doma— X x R; z+— (z,a(z)).

Observation: Chaque “vrai” sous-ensemble U C R™ détermine un faisceau U €

QF(1) tel que, pour (X,®) € ob(®)
U(Xa ®) = {[f] € 2((X,®),(R,{R})) | {z € domf | f(z) € U} € ®}.

§2 - Vérification de Quelques Axiomes de ’ARS dans 3.

A - Des Axiomes Algébriques.

Le fait que (R, +,-,0,1) soit un anneau commutatif avec unité découle directe-
ment des mémes propriétés pour (R, +,-,0,1) en tant que structure algébrique
ensembliste. On donne un exemple:

21-8=Vz€ERYYyERVzER(x.(y+:)=2y+2.2)
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Vérification: Il suffit de montrer que
Va,b,c € R(1) = 8(1,(R, {R})) = C°({*},R) = R il est vrai que
1 a(b+c)=ab+a.c,

ce qui est équivalent & dire que
Va,b,c€ R(a.(b+c)=ab+a.c)

pour les opérations usuelles dans R, ou la distributivité est valide. |
On montre ensuite que R est un anneau local, dans le sens que
22-3E-(0=1)AVz€ Ry € R(z.y=1)Ady e R((1 - 2).y = 1)).

Vérification:

(a) 1] -(0 = 1) parce que, si f est un morphisme, (X,®) EA 1, tel que
(X, ®)|- 0=1, cela veut dire que
{z€domf|0(z)=1(z)}={z€X|0=1}=0€ .

Mais alors ® = Py;(X) et la famille vide couvre (X, ®).

(b) Pour vérifier que
1||- Ve € R(Fy € R(z.y=1)vIy € R((1 —z).y = 1),

soient (X,®) € ob(®) et a € R(X,®) quelconques, a représenté par la fonction

C® a:doma C X — R (avec doma € ).

On montre que
(i) (X,®)||- 3yeR(ay=1)vIy€ R((1—a).y=1). Soient U,V C X les
ouverts définis par:
U={z€X|a(z) # 0} = a"\(R")
Y={zeX|-3<a(z)<i}=a"!(-11)
Alors UUV = X € & et donc {U el x, vond X1} est une famille
couvrante pour laquelle il est vrai que

U, |u)lF ab=1 ou b:U—R

et
V,®|v)lF ac=1 ot ¢:V—R
1
1 —a(z)

T -
ce qui prouve (i).

Le prochain axiome considéré dit que R est un anneau local ordonné.
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23-8F0<1AVZERVYERVzER[z<yAy<z—2<2)A(z<y—
r+z<y+2)

Vérification: 1||- 0 < | parce que V(X,®) € ob(®). {re XN |0< 1} =X €.
D’autre part, V(X,®) € ob(®), si

Fi={zeX|az)<bz)}€® et R={zecX|bz)<c(z)}ed

(Fy C domandomb € @ et Fy C dombNdomc € @), ® étant un filtre, F1NF € P
et Vz € Fi N Fy il est vrai que a(z) < ¢(z) par la transitivité de l'ordre “<”
dans R, ce qui implique que F3 = {z € X | a(z) < ¢(z)} D F1 N Fy, d'ou F3 € ®.
De fagon analogue on montre la compatibilité de I’ordre avec I’opération d’addi-
tion.
La derniére propriété algébrique qu’on va traiter ici est celle qui dit que le seul
réel nilpotent dans & est le zéro:

2.4- & =Vz € R(3n € N(2" = 0) — z = 0).

Vérification: 1| Ve € R(3n € N(z" = 0) — 2 = 0) ssi V(X,®) € ob(®) et
Va € R(X,®)(a: doma C X — R,C*®), si
() (X,®)|F IneN(a®=0) alors (i) (X,®)| a=0.

Mais (i) est équivalent &: il existe une famille couvrante {(U;, (® x ¥) |v,) incly
(XxY,(®xV¥) 5 (X, @)}, et Vi=1,...,r ilexiste n; € N(U;, (¢ x ¥) |v,),
c’est-a-dire, domn; € (® x ¥) |y, et n;:domn; C Ui — N sont des fonctions
localement constantes, telles que Vi=1,...,r,

(Ui, (2 x ¥) lu)lF (aom u,)" =0,
ce qui veut dire que Vi=1,...,r
F; = {(z,y) € (doma x Y)Ndomn; C U, | a(z)""¥) =0} € (& x ¥) |y, .

Mais, pour tout (z,y) € F;, il est évident que «a(x) = 0 (n,(z,y) € N) et
que, si a(z) =0 et (z,y) € domn;, alors (z,y) € F,. On a montré ainsi que

Fi = {(z,y) € doma x Y | a(z) = 0} N domn;.

Donc, dans le stade auxiliaire (N;(® x ¥) |n,) ol N; = domn; on a
(Ni, (2 x ¥) |n)|F (aom) |n,=0 puisque I, CN; et N; €(®x ¥) |y, cequi
implique F; € (& x ¥) |n,.

Encore une fois la fonctorialité du forcing pour le morphisme [idy,] :
(Ui, (2 x¥) |y,) = (Ni, (@ x ¥) |n,) nous donne (Uj, (2x¥) |v,)|F (aom) |u,= 0
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ce qui est équivalent & I/ = {(z,y) € domax ¥ NU; | a(x) =0} € (Ix¥) |y,. Mais
=GiNH;, ou Gi={(x,y) €Vi|a(z) >0} et H;={(x,y) € Ui |a(z) <0}

! € (®x W) |y, sietseulementsi Gi, Hi € (®x¥) |y,. Donc (Ui, (®x¥) |u,)|
(aomy |v,) = 0 si et seulement si (U, (¢ x¥) |u,)|F (eomy |u,) < OAO0 < (aom |u,).
Mais alors le caractére local du forcing implique que (X, @) a <OA0<a. W

Obse'rvation:
@®EVzER(z=0~2<0A0< ).

B - L’Axiome de Fermat

Pour vérifier cet axiome on rappelle d’abord un résultat d’analyse classique,
conséquence du théoréme fondamental du calcul.

Lemme d’Hadamard (externe): Pour tout ouvert V C R", pour tout U C R
intervalle ouvert et pour toute f € C®(V x U), il existe une unique fonction g €
C®(V xU x U) telle que Vt,t' € U VT € V

f(@,1) - f(z,t) = (t.1)9(z, 1, 1),

Démonstration: ¢g(z,¢,t') = 01 5}[(1 '+ u(t —1"))du. |
2.5 - & satisfait I’Axiome de Fermat, c’est-a-dire,
® |=Vf € RNl € ROIXO vz € [0,1]¥y € [0, 1] (f(2) ~ f(y) = (2~ v)9(z,v))
ce qui est équivalent a: V(X,®) € ob(®),Vf € RIOU(Y, D).
*) (X, ®)|- 3g € ROz € [0,1)Vy € [0,1] (f(z) - f(y) =

(= y)g(z,y)).

Vérification: Un élément f € RIOU(X,®) correspond & une fonction C®f :
Ax[0,1]] — R avec A € . Cela veut dire qu'il existe un ouvert U D [0, 1]
(U peut étre un intervalle ouvert), qu’il existe H D A, H € ® (qu’on peut choisir
ouvert) et qu’il existe une fonction C®F : H x U — R telle que F |ax[0,1)= f-
Si H # A on change la notation pour considérer f = F |gx[o1], ce qui peut étre
fait sans aucune perte de généralité. Il est clair qu’on peut choisir F de fagon telle
que

VerVneN( e 0)—(&" )+ (2,0) et d@t( ,1):(%)_(35,1))
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(ol + et - signifient les dérivées & droite ct & gauche respectivement).

Du Lemme d’Hadamard découle I’existence d’une unique fonction Gg €
C®(H,U x U) telle que

Ve e I, Vi, U e U(L'(x,t) — F'(x,t') = (L = )G p (o, 1, 1)),

L’extension F de f n’est pas unique, mais on montre que pour un intervalle
ouvert U D [0,1] et deux fonctions F, F' € C®(Il xI/,R) telles que F |fx[o,11=
F' |gxo,)= f alors GF |ax[0,12= GF |ux[o1]> et on appelle g cette unique
fonction: g = GF |Hx[o,1)2-

En effet, il est clair que

Ve € H, Vt,t' € [0,1}((t = t')Gr(x,1,') = (t = ")GFpi(z,t, 1))
=>Vz € H, Vt,t' € [0,1](t #¢t = Gr(z,t,1') = Gpi(z,t,t')).

Mais Gr et Gp: sont des fonctions continues, donc I’égalité des valeurs des
fonctions passe a la limite et doit aussi valoir pour les paires (t,1) € [0,1]%, c’est-
a-dire

GF |uxiop= G |Hxo,1p-

Donc la fonction g définie ci-dessus détermine un élément (appelé aussi g)
de RIGUx[01](X ®). Il nous reste & montrer que

(X, D)l ¥z € [0,1] Yy € [0,1] (f(2) ~ f(v) = (= = 9)g(,9))

< (en employant des “léments génériques” cf. [15]).
(**) (X’ Q)) X (([01 1]1 {[Oa 1]}) X ([01 1]7 {[0’ 1]})“— f(ma) - f(7r3) =

(my — m3)g(ma, 73)

“ou mp,m3 € R((X,®) x ([0,1],{[0,1]}) x ({0,1], {[0,1]})) sont la deuxiéme et la
troisiéme projection respectivement.

Mais (**) <

{(z,t,t) € H x (0,117 | f(z,t) = f(z,1') = (t = t")y(x, t,1)} € (@ x {[0,1]}).

Or, d’aprés la définition de g ce dernier ensembleest H x[0,1]? qui appartient
évidemment au filtre voulu.

L’unicité du morphisme ¢ satisfaisant (¥**) découle de I'unicité de ¢ simple-
ment en tant que fonction sur H x [0,1]* qui est un élément du filtre. |

On a vérifié I’axiome de Fermat pour Iintervalle [0, 1]. Ce n’est pas une re-
striction parce qu’on a aussi la proposition suivante:

2.6 - Proposition: Synthétiquement on a que: VYfe RFE 3 ge REXR Yz e R
Yy € R (f(z) — f(y) = (z — y)9(z,y)), qui est I’axiome de Fermat pour R.

Démonstration: Intuitivement, Vn € N on peut contracter f |_,,] & une
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fonction de domaine [0, 1]. Cela veut dire, précisément, qu’il existe une fonction

F:N x RR — Rlo1]
(m, ) = fu = [t [(n(2t = .1))]
ce qui est évident. Maintenant I’axiome de Fermat nous donne, pour chaque fonction

fn comme ci-haut, une unique fonction g,, € RI%!X[01] telle que Y(t,s) €

(0,1] x [0,1] (fa(t) = fa(s) = (t = s)gn(t, s)).

Aussi il est clair que

%))

VfE€RRVnENVo € R(-n<zAr<n— f(a)= f,,(l';

et ’unicité dans 2.5 nous donne par des calculs purement algébriques,
(i) Yf € RRVn € VVmGN(m>n—+‘v’:ce RVyE R(-n <z Az <nA-n<
y/\y<n""—gm( 2m’ zm)z gn(%?w%)) _
Or, puisque R est Archimédien pour n, ¢ est a-dire, ® =V € RIne N
(z < n), on a aussi
(ii) YV(z,y) E Rx RAne N(-n<zAz<nA-n<yAy<n).
Tout cela nous permet de définir, pour f € R® quelconque, la fonction ¢
dont ’existence est affirmée dans la proposition,

1 r4+n y+n

V(z,y) € Rx R (9(z,y) = '2?’”('37‘ T))

pour un n donné par (ii). Cela définit bien une fonction puisque la propriété (i)
affirme que pour tout (z,y) € R x R la valeur de ¢ ne dépend pas du choix de
n € N. Aussi cette fonction g vérifie 'axiome de Fermat pour chaque f € RREx/
fixée. En effet: soient 2,y € R et n € N telsque —n < 2Ax < nA—-n < yAy < n.
Alors

_ .I+II _ y+n, o r+n y+an t+n y+n,
f(z) = f(y) = fu( ) fa( mn ) = ( m n )4 ( " on )=
B 1 z+n y+n,
=(z y)%gn(—2n—7—2F) = (¢ - yy(z,y)
et I'unicité de la fonction g découle de I'unicité pour la fonction g,. [

On a vu que la grande utilité de ’axiome de Fermat est de fournir, pour
toute fonction f € RE sa dérivée f' € RF donnée par: Vz € R(f'(z) =
g(z,z)), ol g est unique fonction dont I’existence est affirmée dans I’énoncé de
la derniére proposition. On remarque ici que, dans la vérification de 2.5 pour une
f € ROU(X,®), clest-a-dire, f € C®(H x [0,1]) avec H € ®, la représentante
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interne de ' € RI%U(X, ®) est la classe d’équivalence déterminée par la fonction
%{ € C®(H x [0,1]), puisqu’on avait:

1 .
9(z,¢,1) =/ ?)—{(T, v+ u(t,t'))du
0

et pour ¢ =1, on obtient

g(T, t,t) = %j;(f,t).

C - Les Axiomes D’Intégration

Les axiomes d’intégration, qui sont les suivants, affirment I’existence de primi-
tives et la positivité de 'intégrale:

2.7 - & =VYf € RI®1U3g € RI%(g(0) = 0 AVz € [0,1](¢'(z) = f(2))).
Ici on introduit la notation suivante. L’unique fonction ¢ donnée par 2.7 sera
écrite comme:

g(a:):/0 f(t)dt.

Dans cette notation on a:
2.8 - & |= (Vz € [0, 1)(f(z) > 0)) — (f, f(t)dt > 0).

2.9 - & |= (V2 € [0,1]f(x) > 0)) — (fy f()dt > 0).
Au lieu de vérifier 2.7 on montre d’abord (en employant seulement la logique in-
tuitionniste) que ’existence de primitives est équivalente a I’existence des intégrales

définies dans ’ARS.
2.10 - Proposition: Synthétiquement il y a équivalence entre (i) et (ii) ci-dessous:
(i) Vf € RI%3lg € RIOU(g(0) = 0 AVz € [0, 1](¢'(x) = f(x))).
(ii) 3'F € RE®"Vr,s,€ RVf € RO vh € RO
(F(rf +sh) =rF(f) +sF(h) AF(f') = f(1) = £(0))

Notation: L’unique F dans (ii) sera écrite comme

1
P = [ s
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Démonstration: [—] On pose: Vf € RIU(F(f) = g(1)), ou g est l'unique
fonction donnée par 2.7 g(z) = [; f(t)dt. Puisque si g(z) = f(x) — f(0) alors
g(0) = 0 et que Vz € [0,1] (§(z) = f'(z)), lunicité en 2.7 dit que F(f') =
g(1) = f(1) — £(0). La linéarité de P’opération F vient aussi de 'unicité dans 2.7
puisqu’il est facile de voir que

/0 (rf + sh)(t)dt = r/o ft)dt + s/(; h(t)dt

ce qui, pour le cas particulier de = = 1, nous donne la linéarité voulue.
[<] Yf € R%1 on pose g; € RI®1 telle que Yz € [0,1]

05(2) = f7 f0)dt o [ f(at)dt = = F(5(at)
(o F' est calculée sur la fonction dont la variable est t). Alors g;(0) = 0.
Pour montrer que Vz € [0,1](¢5(z) = f(z)) il faut employer la définition
de la dérivée donnée par 2.5. D’abord on vérifie la propriété de “dérivation sous
Pintégrale définie”, dans le sens suivant:

Si Vz €[0,1], h(z) = fol f(zt)dt, alors

1 1
h’(x):ad;h(:c)z /0 %f(u)dt: /n tf (at)dt

(par les régles de dérivation). En effet:
h(z) = h(y) = [, fet)dt — [, f(yt)dt (par définition)
= [1(f(at) - f(yt))dt (par linéarité)
= [y (et = y)gs(zt,yt)dt  (par 2.5 3lg;1.q.1'(2) = g5(z,2))
=(z—-vy) fol tgs(xt,yt))dt (par linéarité).
Par unicité dans 2.5 la dérivée de h doit étre

1 1
h’(m):/o tgf(a:t,a:t)dt=/0 tf' (xt)dt.

Maintenant, g;(z) =2 fOI f(zt)dt, ce qui implique
95(2) = &z [y f(at)dt]
= fol f(zt)dt + zfol tf'(xt)dt (par les régles de dérivation)

= fol(f(:ct) + xtf'(xt))dt (par linéarité)
= [y L(t.f(xt))dt (par les régles de dérivation)
= [t.f(zt))iZ} = f(x) (par la 2e propriété de F). W

Comme dans le cas de ’axiome de Fermat (2.5) qui est aussi vrai dans la forme
générale pour R (2.6), on a aussi ’existence d’intégrale indéfinie pour les fonctions
f € RE.
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2.11 - Proposition: Synthétiquement I’énoncé suivant est vrai dans ’ARS:

Vf € RR3lg € RR(g(0) = 0 AVz € R(¢'(2) = f(z)))-

Démonstration: La preuve ici est complétement analogue a celle donnée dans la
partie [—] de la proposition 2.6. Ayant I’axiome de Fermat pour R® et ainsi la
dérivée de toute fonction f € RE, pour une telle fonction f on peut considérer
la fonction g; € R® telle que Vz € R

1
gs(z) = x/o f(zt)dt

et on montre, commie dans le cas de R(®!] que ¢ s est 'unique fonction satisfaisant
9(0) = 0AVz € R(g'(z) = f(=)). u

On passe maintenant a la vérification dans @ de ’existence des intégrales
définies.

2.12 - & |= (i) (ot (ii) est I’énoncé dans 2.10 (ii))
On remarque que 2.12 + 2.10 = & = (i) dans 2.10).

Vérification de 2.12:

1| 3F € R vr € RVs € R VS € RO vh € RO
(F(rf+sh)y=rF(f)+sF(h)AF(f) = f(1) - £(0))

< ilexiste F € R(Rlo'l])(l) telle que

1|~ Vr € RVs € RVf € RI®U Vh € ROW(F(rf,h) = rF(f) + sF(A) AF(f') =
f(1) = £(0))
& (x) VY(X,®) € ob(®), Vr,s,€ R(X,®) Vf, h € RIOU(X, )
(X, @) F(rf+sh) =rF(f)+sF(h) et (X, @)l F(f)+f(1)- £(0).

Il nous faut définir une fonctionnelle F' satisfaisant (*). Et puisque
RE(1) = Nat(1, RE™") = Nat(RI1, R),
il nous faut définir, pour chaque stade (X, ®) et de fagon & obtenir une transforma-
tion naturelle, une “vraie” fonctionnelle, qu’on va appeler toujours F| qui associe, a

chaque f € RI®1(X,®) un élément F(g) de R(X,®). Pour f& C®(H x[0,1])
avec H € ®, on pose F(f)(x) = fol f(z,t)dt € C*°(H), et donc F(f)(z)
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détermine un élément de R(X,®) bien défini, ce que I'on vérilie maintenant: pour
f,h morphismes tels que:

[~ h(mod(® x {0,1]})) < dom f, domh € (¢ x {[0, 1]})
et G={(z,t) € domfNndomh| f(z,t) = h(z,t)} € (¥ x {[0,1]})

ce qui implique que 3G; € ® tel que G = G; x [0,1]. Mais évidemment
1 1
Ve Gy | / f(z,t)dt = / h(z,t)dt) d'ot F(f) ~ F(h)(mod®).
0 0

Il n’est pas difficile de voir que la fonctionnelle F' ainsi définie détermine a
chaque stade une transformation naturelle. De plus, il est évident que F est une
fonctionnelle linéaire et satisfait le théoréme fondamental du calcul & tout stade.
L’unicité vient de ’unicité de Pintégrale définie usuelle. |

Ensuite on vérifie 2.8 et 2.9:

Vérification de la Positivité de I'Intégrale
1
1l Vf e ROYWz € [0,1)(f(z) > 0) — / flz)dz > 0),
0
1
1 vfe RS e RNV € [0,1](f(z) 2 0) — / f(z)dz > 0).
0

Ces deux relations de forcing se vérifient aisément. Elles découlent des faits
suivants: pour f € RI®U(X, ®), correspondant a une fonction f € C®(H x [0, 1])
pour H € @, il est clair que

{(z,t) € Hx[0,1]] f(z,t) >0} € (® x {[0,1]}) = {z € H |/01 f(z,t)dt > 0} € &

et
(@0 € Hx 0111020 e@x 0, = (s | [ Sz.0dt>0) e

puisque 'intégrale de Riemann usuelle sur R”™ satisfait la positivité. |

D - Le théoréme de la fonction inverse

- 102 -



I. de FREITAS DRUCK — UN MODELE DE FILTRES POUR I'ARS

On montre maintenant un résultat assez surprenant: synthétiquement il est
possible de déduire le théoréme de la fonction inverse (T.F.Inv.) & partir de la
positivité de I'intégrale (2.8 et 2.9) et du théoréme de la valeur intermédiaire pour
les fonctions croissantes (T.V.Int.C.). Voici les énoncés de ces théorémes:

(T.F.Inv.):Vf € RR[Vz € R(3a € R(a.f'(z) = 1) — 3U € O(R)3V € O(R)
(€ UAf(z)EVANLEVIYEU(S(y) =1)A
(Vz € U Yo' € U(f(z) = f(z') — = = 2))).
(T.V.Int.C.): Vf € RION((£(0).f(1) < 0 AVz € [0,1)(0 < f'(z)) — Fy € (0;,1)
(f(y) = 0)).

2.13 - Proposition: En supposant (T.V.Int.C.) on déduit les résultats suivants a
Pintérieur de ’ARS.
(i) Le lemme d’Hadamard (interne):
Vf € RRVz € RVy € R (f(y) - f(z) = (y—2) [, f'(z +t(y — 2))dt).
(ii) Toute f € RE est bornée dans un intervalle fermé:
Vi€ RREVae RVbe R3c€ R*Vae Ra<a Az <b— —c < f(a)A
f(z) < o).
(iii) Toute fonction f € R® est continue:
Vfe REVV € O(R) (f~1(V) € O(R)).
(iv) Le T.V.Int.C. généralisé a R:
Vi€RRVae RVbe R{(a<bAVz€ER(a<zAz<b— f'(z)>0)) —
[f(a) < f(D)AVE € R(f(a) <tAt < f(a) — 3y € R(a < yAy < bAf(y) = 1))]}.
(v) (T.V.Inv.)

Démonstration:  (i): Soient f € RR 2,y € R et soit g € RI®! définie par
g(t) =z +t(y — ). Par 2.12 et par les régles de dérivation on a

f(y) = (=) = f(9(1) - 9(0)) = /Ol[f(g(t))]'dt

1
= (y-2) / F(@ +1(y - z))dt.

(i1): On montre d’abord le cas ol a =0 et b= 1. Soit f € RE. Par 2.7,
Yz € [0,1)(f(z) = [ f/(t)dt + £(0)). 1l est facile de voir que Vy € R(1 + 94—2 <vy)
(parce que (1 — %)% > 0), ce qui implique que Vit € [0, z](f'(t) < 1+ f—4@ et
par positivité, linéarité de l'intégrale et additivité des bornes d’intégration (pour
I'intégrale définie) on a:

C N A ! 20,
/Of(t)dtg/g(1+_4_)dt</0(1+ 1)t =2>0.
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Mais aussi Vy € R (-1 — "141 < y) (parce que (14 %)® > 0) et de fagon

.analogue on a .
12 (8 £3
—a=_/ (14 f—‘fﬁ)dt</ Fydt.
0

Tout cela ensemble nous donne:
Vz € [0,1)(—c+ f(O) < f(z) <t + f(0)).

1l suffit de prendre c € R* tel que ¢>c+ f(0) et —c < —c+ f(0). Le cas
général s’obtient & partir de ce dernier par “transposition” de I’intervalle [0, 1]:
Soit f € RE et a,b€ R. On passe & la fonction auxiliaire

9(z) = f(a +z(b - a)).

Alors Jc € R tel que Vz € [0,1](—c < g(z) < ¢). Mais, si y € [a,b] alors
il existe un unique z € [0,1] tel que y = a +z(b—a), dou Vy € [a,b]3z €
[0,1](f(y) = g(z)), ce qui donne Vy € [a,b](—c < f(y) < ¢).

(iii): Soient f € RE continue et z € f~!(V). Puisque la topologie sur R
est celle déterminée par <, il existe ¢ € Rt tel que (f(z)—¢, f(z)+e)C V.
Par (i), VtER

1
) fe+1t)— f(z) = l/o S+ tu)du

et pour le z fixé on peut considérer g, € RF définie par g.(¢) = fol fl(z +
tu)du (V¢ € R). Par (ii) Jc, € RY Vi € [-1,1] (—cz < g2(t) < ¢z); avec (*) cela
implique que

—c;t < f(z +t) — f(z) < tes.

Soit 6, € Rt défini par &, = CL Alors évidemment Vy € (z — éz,2 + 6z)
(f(y) € (f(z) —¢&, f(z) +eC V), dou f~1(V) est ouvert.

(iv): On obtient ce résultat du T.V.Int.C. (autour de zéro) aussi par “transpo-
sition”, de fagon analogue & celle employée dans la preuve de (ii).

(v): Soient f € RE et z € R tels que f’(z) soit inversible. Alors f/(z) > 0V
f'(z) < 0. Maissi f'(z) >0 et f' est continue, alors il existe un interva]le
ouvert I contenant z tel que f’|;> 0. Soient a,b € R tels que = € (a,b) e
[a,0) C I.Vy,z € [a,b] (i) nous donne: f(y) — f(2) = (y — 2) fo fly—t(y- *))dt
et comme Vit € [0,1)(y - t(y — 2) € [a,b] — VI € [0 1] (f’(y— ty—z)) > 0)
la positivité de I’intégrale nous donne que k(z,y) = fo (y — t(y — 2))dt > 0,
cela implique que f(y) ~ f(2) = (y — 2).k(2,y), avec k(z,y) >0, dol f est
croissante dans [a,b]: (Vy,z € [a,b)(y < z — f(y) < f(z)) et f est injective dans
[a,8): (V. 2" € f([a,)(y = ' Ay = fy) A" = f(z) —y = 2).
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Soient U = (a,b) € O(R) et V = (f(a),f(b)). Alors par définition, de
z €U et f croissante il suit que f(z) € V. L’injectivité étant déja démontrée
pour f |y, il reste & vérifier la surjectivité. Soit. t € V, puisque f(a) < f(b) et
que f'|[a,51> 0, par (iv) il existe y € (a,0) = U tel que f(y) = L. ]

2.14 - & | (T.V.Int.C.).
On remarque que 2.14 + 2.13 = ® = (T.F.Inv.).

Vérification de 2.14:

1} (T.V.Int.C)ssi V(X,®) € ob(B)Vf € RI®I(X,®) représentée par la
fonction f € C®(H x[0,1]) avec H € ®, et Ym € ®((Y, ¥), (X, ®)) représenté
par la fonction m € C®°(G,X) avec G€ V¥, si

*) (¥, 9) fom(0).fom(1) <0

et

**) (W)l Yz € [0,1(0< £ om(x)),

alors

(V. W)l 3y € (0,1)(f o m(y) =0).

Mais (*) & F1 = {y € GNm~Y(H) | f(m(y),0).f(m(y),1) <0} € ¥ et (**) &
(en raisonnant avec des éléments génériques) (Y, ¥) x ([0, 1], {[0, 1]})]F 0 < f'omo
my(my) quiest équivalentd Hy = {(y,¢) € (G~ (1)) x[0,1] ] 0 < %{—(m(y),t)} €
(¥x[0,1]}). Mais (¥ x{[0,1]})={H D Fx[0,1]| Fe¥}={Fx[0,1]| F € ¥}
ce qui implique H; = F; x [0,1] avec F, € ¥, dod Vy € FiINF, € ¥ et
vt € [0,1](f(m(y),0).f(m(y),1) <0 et %é(m(y),t) >0).

Cela veut dire que Vy € FyNF; f(m(y), ) : [0,1] — R est une fonction
C strictement croissante et qui change de signe dans son domaine. Alors par le
théoréme de la valeur intermédiaire usuel Yy € FiNFy 3ty € (0, 1)(f(m(y), ty) =
0), ce qui définit une fonction o« : Fy N F, — (0,1);y — t,, pour laquelle
f(m(y), a(y)) |F,nF,= 0. En utilisant le théoréme de la fonction implicite usuel et
une partition de I’unité, on montrera:

(i) (Fin Fo, {FiN FaY)- 3y € (0,1)(f o my) = 0);
puisque Fy N Fy € ¥ lidentité idp,np, détermine un morphisme [idp,nF,] :
(Y,¥) — (Fy N Fp,{F1 N F2}). La fonctorialit¢ du forcing pour ce morphisme
donne ainsi que (i) implique

(¥, 9)l- 3y € (0,1)(f o m(y) = 0)
comme voulu.

Soit ¢ : F1NFyx[0,1] — R lafonction C> définie par g(y,t) = f(m(y),t).
Pour cette fonction on a que Vy € Fi N Fg(%‘t’-(y,a(y)) >0 et g(y,a(y)) = 0).
Par le théoréme de la fonction implicite, Yy, € F) N Fy il existe un ouvert Uy, de
R™ (o0 Y CR™), y, € Uy,, et il existe une fonction Cay, : U,, — R telle
que ay,(y) = a(y.) et
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(i) Yy € Uy, N F1 0 F (9(y, oy, (y)) = 0).

Soit U =Uy,ernr, Uy,- Alors FiNF CU CR™.

Soit {Py,}y,eF,nr, une partition de I'unité subordonnée & {Uy, | vo €
FiNnF,}. Soit B:U — R lafonction C* définie par

Bw)= D pr.(¥)ay.(v).

YoEFINF,

D’aprés 'unicité dans le théoréme de la fonction implicite, pour y,,y1 € FiNFy,
si y €Uy, NUy,, alors ay,(y) = ay,(y). Aussi

VWeUy € NF (YeUy, et By) = D py(v)ay, ()
Py, (¥)#0

(pour un nombre fini de y; € F; N F2, disons ¢ =1,...,7). Mais alors
y€ (VU = Vi1 (e, (y) = ay,(v)
i=0
= B(y) = g, (¥) D £y, (¥) = ay,(y) € (0, 1).
i=1

On a ainsi montré (iii):

(iii) Vy € Udy, € FiNFy (B(y) = ay,(y))- -

Donc, larestriction B |r,nr, représente un élément de (0, I)(F1NFy, {FiNF,})
pour lequel, d’aprés (ii) et (iii), il est vrai que

(Fl N Fy, {F1 n Fz})”“ fo ”l(ﬁ |F.nF,)

ce qui nous donne immédiaternent (i). |

E - Existence d’Eléments Infinitésimaux Inversibles et de Nombres Na-
turels Infiniment Grands

Ici on fait la vérification dans ® d’un des deux axiomes équivalents suivants:

2.15- (i) Ine NVmeN (m<n),

(i) Iz € RAye R(z.y=1AVREN (—-nil <zAz< ;l—Jl:l—)
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ot N est le type qui représente lintersection des “sous-ensembles” de N satis-
faisant I’induction compléte:

N={neN|VSeP(N)0e SAVYmeN(me S« m+1€S)—-meS}.

Avant de passer a la vérification de 2.15 (i), on donne une caractérisation pour
Pinterprétation du type N dans &®.

2.16 - Lemme: N est interprété dans & par le sous-faisceau N de N tel que
Y(z, ®) € ob(®) N(X,®) = {[f] € 8((X,®),(N,{N})) | 3F € ®(f |F est bornée)}

et N agit sur les morphisme de la méme fagon que N.

Démonstration: Par définition du type N et de son interprétation, si

an(n) =VS € P(N)(0E SAVYmeEN (meS—-m+1€S5)—-neS),

alors N ={n€ N |an(n)} et son inteprétation N est donnée par:
pour un (X, ®) € ob(®)

N(X,®) = {n € N(X,®) | (X,®)|l- an[n]}.
Ponsons, pour ’instant,
B(X,®) = {n € N(X,®) | 3IF € ®(f |r est bornée)}.

On montre que:
(a) B, agissant sur les morphismes de la méme fagon que N, est un faisceau
(donc, sous-faisceau de N),

(b) Y(X,®) € ob(B)(N(X, ®) = B(X, ®)), c’est-a-dire, pour n € C®(domn, N),

domn € ®, (X,®)| an[n] © 3IF € ®(n |r est bornée).

(a): Soient (X,®) € ob(®),{(Ui,(® x ¥) |1.2% (X x V,(® x ¥)) =4
(X,®)};_; une famille couvrante du site ® et {n; € B(U;,(® x ¥) |v,)}i=; une
famille compatible. Puisque N est un faisceau (en tant que foncteur représentable
par (N,{N})) il existe un unique n € N(X,®) tel que Vi=1,...,r nom |y,~
n;(mod(®x ¥) |u,. De plus, cette unique fonction n est obtenue (cf. la preuve de la
proposition 1.7) d’une unique fonction 7 € N(X xY,(® x ¥)) telle que 71 = nom
et 3F € ®, 3G € ¥ pour lesquels Vy,y, € G Vo € X(0(z,y) = 5(z, y,)).

Soient (Vi =1,...,7)G; € (¢ x ¥) |y, tels que {v € U; [nom |u, (u) =
ni(u)} € Gi et n; |g, est bornée. Alors, Vi=1,...,7r ilexiste F; € ® et H; € ¥
tels que G; D (F; x H;) NU; et il est clair que, pour F=_, F; € ®, n|r est
bornée.

(b): Soit n € C*®(domn,N),domn € &.
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[=] On suppose que (X,®)||- an[n]. Dans la partie (a) on a montré que
B € P(N)(1). Donc en particulier pour Box € P(N)(X,®) ou Y(Y,¥) € ob(ob),
[f] € Box(Y,¥) C ®((Y,¥),(X x {N},(® x {N}))) © 3G € ¥ (f; |g) est bornée).
Si on montre que
(i) (X,®)}- 0€eBoxAVYmeN(meEBox—om+1€ Box)
alors on aura
(X,®)|F n€Box«< (M:X - X xN) € Box(X,d)
z — (z,n(z))
& IF € P tel que n|p est bornée, comme il était souhaité.
11 suffit donc de vérifier (i).
1l est évident que (X, ®)| 0 € Bo*. On montre que

(X,®) x (N,{N})|]|- m2€ Boxom & (X,®) x (N,{N})|}- "2+ 1€ Boxom
ce qui revient & I’équivalence (cf. page 14, sur I'interprétation du €):

(T2 XxN->XxNxN)eBoxom (X x N(® x {N})))
" (g,n) = (z,n,n)
S(m+1: XxN->XxNxN)e Bosom (X x N,(® x {N}))
(z,n) — (z,n,n+ 1)

qui se réduit a I’équivalence:
JF € (® x {N})(m2 |F est bornée) <> 3IF € (& x {N})(m2+ 1 |r est bornée)

et cette derniére équivalence est trivialement valide.

[«=] On suppose que 3F € & tel que n | est bornée. n € C*®(domn,N) = n
est localement constante = H = domn D |Jp¢n Xk, union disjointe d’ouverts
relatifs de X tels que Vk € N (n |x,= k). Puisque n |r est bornée, il existe
k1,..., k. € N quisont les seuls indices pour lesquels HNFNXy, #0(i=1,...,7).

Posons, pour i €{l,...,7}, U; = Xj,.

Alors |JI_, Ui D HNF € ® (union disjointe) et ainsi la famille {(U;, ® IU,'-"fL
(X,®)};=, est une famille couvrante du site. Si on montre que Vi = 1,...,»
(Ui, @ lu)lF an[n |u,] alors le caractére local du forcing implique (X, ®)|F an(n]
comme souhaité. A partir des faits suivants: A, = U NFNH € ® |y, et que
n |4, = ki € N, il est facile de montrer que

(Ai, {Ai})]- VSE€P(N)(O€eSAYmeEN (meS—m+1€S) —n|4,6€DS9).
. . , . g . .
Puisque id4, représente un morphisme (U;,® |u,) dz,] (A:, {A:}), il est aussi

vral que

(Ui, @ |u,)ll- VSeP(N)(0e SAVYmEN (meS —m+1€S5)—njyeS) B
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On passe 4 la

Vérification de 2.15 - (i) (Existence de nombres naturels infiniment grands) Pour
montrer que
1} IneNVmeN (m<n)

on prend, comme famille couvrante pour 1, la projection {1 x (N, F) LEN 1}, ou
F est le filtre de Fréchet sur N. Puisque N # 0 et que F # P(N), {m} est
une famille couvrante. On montre maintenant que

(N, F)|FF Ym € N (m < idn),
ce qui est équivalent a:
V(X,®) € ob(®),Yf € B((X,®), (N, F)),¥m € N(X,®), (X,®)| m<idnof,
ou, de fagon équivalente,
A={z € X |m(z) <idno f(z)= f(z)} € .
Mais, m | est bornée pour un G € @, d’ou
F={peN|Vge G(m(q) <p} €F.

Puisque f est un morphisme dans ® on déduit que f~'(F) € ®. Il est clair que
ADGNf~1(f)€®. Donc A€ . u

On fixe les notations suivantes pour les types introduits ci—-dessus:

N\N ={ne N |VmeN (m<n)},

1 1
A:{teRaneN(—n_‘_l<t<n+1)},

I={teA|IyeR (y=1)}

Dans cette notation, 2.15 (i) et (ii) disent que N\N et Isont habités. Le type
N\N est interprété dans & par le faisceau représentable par (N, F) € ob(®).

Le type A est interprété par le faisceau représentable par (N, ®a) € ob(®),
ol ®a est le ff-filtre sur R engendré par 'ensemble {(—1,1)|n € N*}.

n'n

§3 - D’Autres Propriétés Valables dans &
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A - Coincidence de la théorie de N avec la théorie de N

Soit. Fn I’ensemble des formules de ’arithinétique, ¢’est-a-dire, & € Fy si ses
variables sont toutes de type N et ses constantes sont des éléments de I’ensemble
{Ov 17 <v +1 }

3.1 - Théoréme: Soit ¢ € Fy un énoncé. Alors

dEoceoNEo

ol, a droite, le signe de validité est considéré dans le sens usuel de la théorie des
modéles classique.

Pour la preuve de cette proposition on a besoin de deux lemmes.

3.2 - Lemme: Pour toute formule a(z;,...,z,) € Fn,V(X,®) € ob(®),
Vn; € N(X,®) (i=1,...,s), 'ensemble

V={zeX|an(z),...,n(z)]} ={z € X | Nk ao[ni(2),...,ns()]}
est un ouvert relatif de X.
Démonstration: Un élément n; € N(z,®) est représenté par une fonction
C® n;:U; - N ou U; € ® peut étre supposé ouvert dans X. Dot Vi=1,...,s

les fonctions n; sont localement constantes sur U; et donc U; = UjeN Uij est
'union disjointe d’ouverts relatifs tels que n; |y,,= j € N. De plus on a, par

définition s ,
VcC n Ui = U (m U,']'(,')).
i=1 JEN{1,. .o} i=1
Donc, si z € V alors il existe une fonction j : {1,...,s} — N telle que z €
i1 Uijiy qui est un ouvert relatif de X. Or Vi=1,...,s, n; Jy,,,,= j(¢) donc
.’BEV:}U,']'(,')CV. |

3.3 - Lemme: Pour toute formule a(z,,...,z,) € Fn, Y(X,®) € ob(®), Vn; €
N(X,®) (¢ =1,...,s) il y a équivalence entre (i) et (ii) ci-dessous:

(1) (X, )| ani,...,n,,

(it) {x € X | N E a[ni(z),...,ns(z)]} € ®.

Démonstration: La démonstration est faite en employant une induction sur la
longueur des formules.
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1. Si a est atomique, alors a =7 =7 ou a =7 < 72 pour des termes T
et 7 de type N. Dans ce cas (i) < (i) découle immédiatement de la validité de
ces formules au stade (X, ®).

2. Si a = a; A o et en supposant que pour a; et pour as I’équivalence (i) &
(i1) est vraie, alors on montre facilement cette méme équivalence pour a.

3. Sia=o;Vaset que V(X' @) € ob(®), Vni € N(X',®') (i=1,...,5)

(X', )| ai[ny,...,ni] e {z € X |N E a[ni(z),...,nl(z)]} € ¥’
et

(X, PN ailn),.. . ] {z € XN |=azni(x),...,n,(2)]} € ¥
on montre que (i) < (ii) pour a.

(1) = (i): (X,®)|} a[ni,...,n,] & il existe une famille couvrante

{0 (@ x 1) |y, (X x ¥,( x 1)) ™ (X, @)},
telle que U:=1U.' DF' xG', ou Fled, GGeV et Vi=1,...,r

Ui, (@ x ¥) |p)IF eilniom |u,,-..,nsom |u,]
ou (Ui, (®x V) |v)lF azfniom u,...,ns0m |u,].

Maintenant ’hypothése d’induction nous donne: Vi = 1,...,r, si V; =
{(z,y) € Ui | N E oy Vag[niom v, (z,9),...,n50m |u, (z,9)]}, alors
Vi € (® x ¥) |y,, ce qui implique que Vi =1,...,» 3F; € ®, 3G; € ¥ tels
que V; D (F; xGi)NU;. Soient F = F'N(i_,domn; €® et Ge€ G'NN;.,G: €
®(G#£0). Onmontreque FCV ={z€ X |NE o Vazni(z),...,n(z)]}
et donc on aura V € @, ce qu’on voulait avoir. En effet, soit y € G # 0 fixé et
soit = € F quelconque. Alors (z,y) € FxGC F'xG' = Ji€ {1,...,7} tel que
(z,y) € U;. Mais aussi (z,y) € (Ni; Fi) x (Ni=; Gi) et donc (z,y) € V.

Cela veut dire que N = a; V as[n; o mi(x,y),...,ns o m1(z,y)], ce qui est
équivalent & N | a1 V az[ni(z),...,ns(z)].

On voit ainsi que 2z € "=z € V.

(ii) = (i): On suppose que V = {z € X | N |= a1 V az[ni(z),...,ns(2)]} € ®.

Soient U = {z € X |N |= ai[ni(z),...,n(z)]}
et Uy={z€ X |N[Eazni(z),...,ns(2)]}.

D’aprés le lemme 3.2, U; et U, sont des ouverts relatifsde X et U 1UU, = V € .

Donc la famille d’inclusions {(U;, ® Iuli—n—c—li (X,®)}i=12 est une famille couvrante
du site pour laquelle, évidemment, il est vrai que U; € ®y, (i = 1,2). Donc, par
I’hypothése d’induction si i = 1,2, alors

Ui, @ |v,) E ailni lu,, -, )] =2 (X, @) E a1 Va[ny, ... 0.
4. Sia = Jv € N ay(z1,...,Zs,v) on raisonne de fagon analogue a celle

appliquée précédemment pour montrer 1’équivalence (i) < (ii).
Voici une esquisse de la preuve:
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() = (i): (X,®)|F af[ni,...,n,] & il existe une famille couvrante
{(Us, (@ x ¥) [0,) 25 (X x Y, (@ x ¥)) 25 (X, 0)}ie,
et Vi=1,...,7r3m; € N(Ui,(® x ¥) |u,) tels que
W, (@ x ¥) |u)lF arfmrom lu,,...,neom |u,,mil.

Par ’hypothése d’induction on a: Vi = 1,...,7 V; = {(z,y) € U; | N

al[nl o™ |U1 (x)y)y Lo, Ng0m IU. (‘1:) y),m,-(a:,y)]} € (Q X \I’) |U|'
Utilisant la méme notation que dans le cas précédent, on montre:

IFC F'n h F;n h domn; N h 71 (domm;)

i=1 i=1 i=1

telque FEP® et FC{z€ X |N [ 3Ive€ N ai[ni(z),...,n,(z)]}.

(ii) = (i): On suppose que )

*) V={z€ X |NE JveEN aj[ni(z),...,ns(z)]} € ®.

Alors ’identité [idy] détermine un morphisme dans & : (X, ®) LA IM)
Donc, pour avoir le résultat souhaité, il suffit de montrer

(**) (V,® |v)I|F v e N ai[ni |v,...,ns |v].

Pour cela on définit, 4 1’aide de la description de V donnée par (*) une fonction
localement constante s

m:VnN ﬂdomni — N
1=1

telle que

(**)YW ={z eV |NEa[n(z),...,ndz),mz)]} € P |v.

Puisque domm € &y, m € N(V, Py ). De plus, (***) et 'hypothese d’induction
nous permettent de déduire (**).

Pour définir la fonction m on reprend la notation utilisée dans la démonstration
du lemme 3.2, ou on avait:

VC U (ﬂ Uijiy)-

JENI{1,....6} i=1

Soit P C N{L--s} J’ensemble d’indices fonctionnels j pour lesquels Niz1 Uijy
# 0. Donc,

s
Vj € P3n; € NVz € (| Uijoy (N E ar[ni(a), ..., ny(2),n5]),

i=1
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puisque (nl(x), ey n,(a.)) |n:_l Uij(i) = (](1), . ,](S))
Aussi, V = UjeP(n:=1 Uijiy N'V) et cette réunion d’ouverts relatifs est
disjointe. Cela nous permet de définir la fonction m souhaitée par:

m |n:=1 U”(,)nVE n] (V] S P)

Il est bien évident que pour cette fonction m, (¥**) est vrai.

5. Si o = Vv € N a(z,...,%s,v), la partie (i) = (ii) du lemme découle
facilement des définitions pertinentes. Montrons ;
(ii) = (i): On suppose que

V={ze X|NEWEN (a1[ni(z),...,ns(z)])}

= ﬂ {z € X |N E ai[ni(z),...,ns(z),m]} € ®.
meN
Soient (Y, ¥) € ob(®),g9 € B((Y,¥),(X,®)) et b€ N(Y,¥) quelconques. Alors
97HV) = NMmen 97 '{z € X | N = ay[n4(2),...,n,(2),m]}) € ¥. Maintenant il
est facile de voir que

N V)C{yeY INEai[niog(y),...,n, 09(y),b(y)]} = W.

Donc W € ¥ et par ’hypothése d’induction
(Y’ \I,)”— al[nl 0g,...,MNs Og,b].
Cela signifie que (X, ®)||— Vv € N(a1)[n1,. .., ns).

6. Finalement,.on fait la preuve de (i) & (ii) pour o = a1 — as.
(i) = (ii): On montre la contraposée de cette implication. Supposons que

V={zeX|NEa — asni(z),...,n(z)]} ¢ ®

et montrons que (X, P oy — aqlny, ..., nyl.

Soient V; = {z € X | N | a;[ni(2),...,ns(2)]} (1 =1,2) et G =
ﬂj’.:ldomnj € ®. Alors, par définition, pour ¢ = 1,2, il est vrai que V; C G et
V =(G\V1)U V.

Or,de V ¢ @ ils’ensuit que Vo ¢ &, VF € & (VINF £ ) et (G\Va)NV; £ 0.
Et, de Vo ¢ ® on déduit facilement que VF € &, (G\V2) N F # (. Donc le filtre
U généré par & et (G\Va) est non trivial. Puisque ¥ = (® U {G\V2}) est plus

fin que @, la fonction identité idx détermine un morphisme: (X, ¥) bdx) (X, ).

Considérons maintenant le morphisme composé g suivant:

Vi, ¥y B xe B9 (x e,

| lg] |

- 13 -
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Par ’hypothése d’induction
VeV |v=MW,Y|vwlF ailn lv,,....ng |v,]

et (G\)NVi €V |v,= st (Vi, V¥ |v)ll= aslni vy s |vy] alors €W |y,.
Mais @ ¢ ¥ |y,, puisqu’on avait déja établi quc VF € ¥(Vi N F #0),
(G\V2) NVi #0 et que ¥ # Pey(X). Donc (Vi, ¥ v )= az[ny |v,,...,n, |v,].
Tout cela nous donne:
(X,‘I’)w— a; — 012[111, ceey n,]
comme souhaité.
(ii) = (i): Supposons maintenant que
V={z€X|NEa; — az[ni(z),...,n,(z)]} € P
Soient (Y, ®) € ob(®) et g € B((Y, ¥), X, ®)) tels que

(Y, 9| aifniog,...,ns0g].
Par ’hypothése d’induction,

Wi={yeY|NEaniog(y),....n;0g9(y)]} € V.
Il n’est pas difficile de montrer que

Wo={yeY |NEazniog(y),...,nsog(¥)]} dDWing }(V)eW.
Donc ’hypothése d’induction nous donne

(Y,9)||- az[niog,...,nsog].
C’est-a-dire, on a montré que (X,®)| oy — azny,...,n,).

Observation: Le cas des formules du type a = ~a; el a = a) — as se déduit
des cas examinés, puisque —a) = a; —L el oy —as = a; —asAas—a;. B

Démonstration du Théoréme 3.1

Soit ¢ € Fy un énoncé.
@k o & 1|- o.
Par le lemme 3.3,
0o & V={ze{x}|NEo}e{{*}})
Ainsi,si N | o, alors V = {*} et 1|} o;si N|- o,alors V=0 et
1) o. ]

3.4. Corollaire: & satisfait I’arithmétique de Peano pour N. |

B - Répresentation des fonctions « : R — R quelconques dans &.
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Le modéle &, qui est un “univers lisse”, admet la possibilité de traitement
des fonctions « : R — R arbitraires via deux notions de représentantes internes
4 & pour de telles fonctions. Cela nous permet, d’une certaine fagon, d’élargir le
champ d’action de I’ARS. On donne ici la motivation pour les deux définitions qui
précisent ces notions de représentation interne, ainsi que 1’énoncé des principales
propriétés des représentantes internes. Pour les démonstrations de ces propriétés,
on a besoin de développer des notions de convergence de suites de fonctions réelles
C® suivant les filtres sur N. Cette théorie de convergence est I’objet de [5].
Toutes les propositions qui apparaissent ici sur les représentantes internes sont des
corollaires des propositions analogues dans la derniére reférence.

On sait déja que toute fonction o € C*®(R) est aussi un élément de RF(1).
C’est-a-dire, toute fonction C®a : R — R correspond (biunivoquement) a une
section globale de RF dans le topos &. Evidemment, si a n’est pas C, elle
ne détermine aucune fonction interne dans &, pas méme une fonction f au stade
(X, ®) € ob(®).

Mais on veut que la représentante f de la fonction a au stade (X,®) soit,
a chaque point ¢ ou cela a un sens, telle que f(t) soit infiniment proche de «f(t)
- et pour signifier cela on écrit  f(t) = a(?).

Précisément, si A est le type des éléments réels infiniment petits:

1

)

on dit, pour t,t' € R(X, ®), que:

X, @) t=v Bi_vearx,e).

Ainsi, la propriété intuitive qu’une fonction f € RF(X,®) devrait avoir,
pour étre une représentante interne d’une fonction o« : R — R, est de satisfaire
une des deux “relations de forcing” suivantes, qui, telles qu’écrites ci-dessous, n’ont
évidemment pas de sens. Mais elles nous donnent les idées intuitives nous permet-
tant de poursuivre. On voudrait alors donner un sens aux affirmations suivantes:

1. (X, ®)“f "Vt € Race(f(t) = a(t)) et

2. (X, @)l ” Vt € R(f(t) = a(t))

ol Rgee ={t € R|3In € N(—n < tAt <n)} estle type des réels accessibleset R
est ’ensemble des “vrais” nombres réels.

Les deux définitions suivantes donnent un sens, respectivement, aux “relations
de forcing” antérieures, précisant ainsi les idées exposées précédeinment.

Soient o« : R — R une fonction quelconque et [f] € RR(X,®) arbitraire.
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3.5 - Définition: On dit que [f] est une représentante accessible de a dans 3
(au stade (X,®)), ou que « est 'ombre accessible de [f] (au stade (X, ®)) et on
écrit a = o,4(f), si et seulement si

Vm € N* VK C R compact 3Fp, x € ® Vz € Fpp x Vt € K(|f(z,t) — a(t) |< %)

3.6 - Définition: On dit que [f] est une représentante ponctuelle de o dans &
(au stade (X, ®)), ou que « est ’'ombre ponctuelle de [f] (au stade (X,®)) et
on écrit o = 0p(f), si et seulement si

‘ 1
VmeN*Vte R IF,; € BV € Fip o(|f(2,t) — a(t)] < E)'
Quelques remarques au sujet de ces définitions s’imposent:

A: Il est clair que ces définitions sont indépendantes du choix du représentant
pour [f] € RE(X,®). Clest-a-dire,si [g9] € RR(X,®) satisfait [g]e = [fle alors:

a=o(f) & a=o0g)

(dans les deux sens fixés par les définitions ci-dessus).

B: Il est clair que, s’il existe une ombre a pour une [f] € RR(X,®), alors
elle est unique, dans les deux sens donnés, et aussi que les représentantes pour une
fonction o : R — R donnée, s’il en existe, ne sont pas uniques. Aussi

a = 04(f) = a = o0p(f).

La réciproque n’est pas vraie.

C: Lorsque nécessaire, on écrira [a = o(f)](x,4) pour indiquer le stade ou la
propriété de la définition employée est valide.

D: Si [a = o(f)](x,e) dans n’importe lequel des deux sens, pour un stade
pointé, c’est-a-dire, pour @ filtre principal non trivial, alors o € C®(R) et
o elle-méme est alors sa propre représentante interne, la meilleure possible. Par
conséquent, il n’y a pas d’intérét pour I’étude des ombres a des stades pointés.

On donne ensuite les énoncés de quelques propriétés sur les ombres.

3.7 - Proposition: Pour une fonction o : R — R, il v a équivalence entre les
€noncés suivants:
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(1) a est une fonction de classe 1 de Baire.
(1) a est une fonction Z:g Borel-mesurable.
(iii) II existe une [f] € RR(N,F) telle que [o = op(f)(N,7)-
(iv) V(X,®) € ob(®) avec ® satisfaisant (\pey I = 0, il existe [g] €
RE(X,®) telle que [o = 0,(9))(x,2)-

Cette proposition et la remarque D ci-dessus nous disent que la notion d’ombre
ponctuelle nous permet d’identifier d’une fagon naturelle, par rapport &4 &, deux
classes de fonctions parmi les fonctions a: R — R:

1. Les fonctions « : R — R qui sont C%, pour lesquelles il est vrai que
V(X, ®) € ob(®) il existe [g] € RE(X,®) telle que [a = 0p(9)](x,2)-

2. Les fonctions o : R — R de classe 1 de Baire, pour lesquelles il est vrai
que Y(X,®) € ob(®) sans points adhérents, il existe [g] € RR(X, ®) telle
que [a = 0p(g)l(x,8) ou, de fagon équivalente, il existe [g] € RE(N,F)
telle que [a = 0p(9)](nN,7)-

Le théoréme suivant dit que toute fonction a : R — R admet une représentante
ponctuelle dans &.

3.8 - Théoréme: Il existe une fonction f € C°(N x R) telle que pour toute
a:R — R il existe ®, C P(N) filtre tel que [0 = 0,(f))(n,2.)-

Ce résultat est en fait plus fort que ce qu’on espérait, puisqu’il affirme ’existence
d’une méme fonction f € C®(N x R) représentant (modulo ®,) toute fonction
a : R — R. Autrement dit, pour chaque «a : R — R, la fonction f considérée
comme un élément [f] € RE(N,®,) est telle que a est Pombre ponctuelle de f
(au stade (N, ®,)).

La notion d’ombre ou de représentante ponctuelle dans &, ne nous permet
cependant pas d’identifier les bonnes propriétés éventuelles d’une fonction o : R —
R, par rapport a la différentiabilité ou a l'intégrabilité (sauf dans le cas a € C*).
Pour avoir des représentantes internes qui préservent ces propriétés, il faut utiliser
la représentation accessible. On a ainsi les propositions suivantes:

3.9 - Proposition: a: R — R est de classe C™(m € N) de différentiabilité si et
seulement si il existe [f] € RR(N,F) telle que [a = o4(f)]n,7) et Vi=0,...,m
il existe une fonction a; : R — R telle que [a; = 0a(f)))(n,7), et dans ce cas il

est vraique Yi=1,...,ma; = o) = o),

3.10 - Proposition: Pour une fonction « : R — R, s’il existe [f] € RE(N,F)
telle que [0 = o4(f)(n,F), alors

[/0 f(r)dr = 0(/0 f(T)d?’)](N‘]:).
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Les deux notions d’ombres introduites ici ne sont pas équivalentes.

L’exemple suivant nous montre que

a = 0,(f) # a=o4(f)

3.11 - Exemple: Soit a: R — R

t—0

et soit f € RE(N,F) correspondant & la fonction C*

f:NxR—R

(n,1) = g(n(n + 1)(t =~ )

ou
0 sift] > 1
1 3 3 1
— DU — sl = < <
7P (3 - groq)  Sgshls]
9(t) =
—tepBody) sio<p<l
2P Tgz) =3
1 sit =0
g(t) 1
t
-1 1

Alors [a = 0,(f))(N,7) mais [a # 0q(f)l(n,x)-

La relation précise entre ces deux notions d’ombres est donnée a travers une

autre notion introduite par la

3.12 - Définition: Soient (X,®) € ob(®) et [ € RN, D).
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On dit que f est A-continue si
(X,®)|F Vt € Ruycc Vr € A(f(t + 1) — f(1) € A),

ce qui nous permet d’énoncer le dernier résultat:

3.13 - Proposition: Pour des fonction o :R — R et f € R¥(X,®), (X,®) €
ob(®), il y a équivalence entre (i) et (ii) ci-dessous.
(1) a = o4(f).

(i) a = 0p(f), a est continueet f est A-continue.

Remarque: Tous les résultats du § 3-B s’étendent aux fonctions a: R* — R et
a leurs représentantes internes f € RR"(X,®) (avec des définitions analogues).
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