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CAHIERS DE TOPOLOGIE VOL. XXX-4 (1989)
EF GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

L'UNITE DE LA THEORIE DES MODELES ET DE
L'ALGEBRE HOMOLOGIQUE
par René GUITART1

ABSTRACT. Exact squares and satellites, figurative alge-
bras and dialectics, sketches and homotopy types have
been studied by the author in preceding papers. The pre-
sent paper emphasizes that they are but different aspects
of a unique geometrical theory of algorithms. Their unifi-
cation relies on the ubiquity of bimodules which intervene
both in (abelian or non-abelian) cohomology, theories (as
figurations) and algorithms. It requires some new notions:
the bimodule of bimodules, variable calculus in figura-
tions, natural extensions, and a universal presentation of
bicategories of bimodules.

0. INTRODUCTION.

Les articles que jai publiés ces derniéres années portent
sur, d'une part les carrés exacts et la satellisation, d'autre part
sur les algébres figuratives et dialectiques, et enfin sur les es-
quisses et les types d’homotopie de théories. En réalité ces tra-
vaux 'sont divers aspects d'une seule et méme "théorie géométri-
que des algorithmes”. Le but de cette Note n'est pas de fournir
une vue d'ensemble de ces questions, ce qui serait prématuré,
mais seulement d'indiquer un fil conducteur, & savoir l'ubiquité
des bimodules qui expriment aussi bien les notions de cohomo-
logies (abéliennes ou non) et d'espaces, que de théories (comme
figurations) et d'algorithmes.

Et chemin faisant on introduit ici quatre points nouveaux:
le bimodule des bimodules, le calcul des variables dans les
figurations, la notion d'extension naturelle, et une présentation
universelle des bicatégories de bimodules.

Ainsi le théme

Logique = Algébre Homologique

élaboré dans "Qu'est-ce que la Logique dans une catégorie?” (ces
"Cahiers"”, Volume XXIII, 1982) est éclairé de nouvelles facons.

1 Summer Meeting on Category Theory, Louvain-la-Neuve, July
1987
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1. SUR LA COHOMOLOGIE NON-ABELIENNE.

1.1. Considérons qu'il existe des objets géométriques idéaux, di-
sons des types d’homotopie, et que l'on veut décrire le calcul
combinatoire - avec des présentations effectives - du collage de
ces objets. Pour la partie 1-dimensionnelle de ces objets le
Théoréme de Van Kampen pour le groupoide fondamental permet
effectivement les recollements. Pour les dimensions supérieures,
une approche géométrique élémentaire directe est possible, com-
me le montrent les travaux sur les n-groupoides (Brown, Hig-
gins, Loday), ou, d'un point de vue différent, les travaux sur les
n-catégories et torseurs (Duskin, Glenn, Bourn), ou d'un point
de vue encore différent les travaux sur les limites homotopiques
et la cohérence (Bousfield, Kan, Vogt, Cordier).

Si l'on considére seulement la contrepartie abélienne des
tvpes d’homotopie, c’'est-a-dire le calcul des types de cohomolo-
gie classique, on a, en chaque dimension, une méthode de recol-
lement (excision, suite exacte de Mayer-Vietoris), les outils al-
gébriques étant ici l'algébre homologique dans les catégories
abéliennes, avec comme ingrédients les suites exactes, les fonc-
teurs satellites, les injectifs, les catégories dérivées.

Actuellement la nature des bons modéles algébriques pour
les types d’homotopie est encore discutée, et probablement non
unique, divers topos (ensembles simpliciaux, cubiques, cycliques)
pouvant jouer le rdle d'univers. A noter aussi, dans une veine
distincte, des objets comme les A, -structures (Stasheff, Prouté).
On désire donc a la fois des bons modéles - ou une théorie
axiomatique de ces modeéles, et, avec cela, le calcul de leur
recollement comme extension géométrique compléte au niveau de
ces objets du calcul abélien connu.

1.2. Revoyons le calcul usuel des foncteurs dérivés (a la facon
de Grothendieck et de Quillen). Si F:C-C' est un foncteur entre
catégories de modéles au sens de Quillen, W et W' les classes
des équivalences d’homotopie faibles de C et C', p: C->CIW™1 et
p':C'=»C'IW 1 les foncteurs canoniques de passage aux catégo-
ries de fractions, alors le dérivé a gauche de F est un foncteur
LF muni d'une transformation naturelle u: LF-p- p'-F universelle.

Soit A une catégorie abélienne, ccA la catégorie des com-
plexes de chaines dans A, et cchA le quotient de ccA par la re-
lation d’homotopie: c'est une catégorie de modéles au sens de
Quillen avec W=Q;¢ la classe des quasi-isomorphismes, i.e. des
morphismes qui sont des isomorphismes en cohomologie. Soit

D(A) = cchA [Q;3 1.
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L'UNITE DE LA THEORIE DES MODELES...

Alors le dérivé a gauche de U:A-B sera LcchU:D(A)-D(B),
noté D(U). Pour un type de diagramme I et lj_m:Al-)A, D(ljm)
définit le "recollement cohomologique” (son calcul nécessite - et
traduit - l'usage de Q;g, soit la cohomologie), qui se comporte
mieux que lim vis-a-vis des types d’homotopie, et est un candi-

dat au rdle d'opérateur de recollement géométrique.

Grothendieck dans son manuscrit "Pursuing stacks” cher-
che a affermir ce type d'idée sur le recollement. Il y a ici une
alternative fondamentale a souligner: il est loisible de chercher
a déterminer les lim (= limites inductives) et en particulier les
sommes fibrées dans Cat qui, par le foncteur Nerf, passent aux
ensembles simpliciaux, ou aux types d’homotopie (en suivant par
exemple Dwyer et Thomason). ou bien de chercher & déformer
iim en un nouvel opérateur de recollement naturellement “plus
géométrique”. comme holim ou D(lim).

1.3. On adopte le programme suivant:

A - Construire une théorie purement algébrique des foncteurs
satellites et dérivés pour des catégories non-abéliennes
comme Cat.

B - Construire des catégories de présentations algébriques des
objets géométriques.

C - Etablir dans le langage élaboré en A la description du
recollement géométrique des présentations données en B.

Je ne sais actuellement donner une réponse substantielle qu'a la
question A, et je vais l'exprimer en 1.4, 1.5, 1.6. Le §1.7 ne don-

nera qu'une petite remarque relative a la question B, et rien ne
sera dit ici de la question C. On revient sur B en 2.4.

1.4. La théorie A est développée par Guitart & Vanden Bril dans
[7]1 sur la base de la définition que voici:

Soit E un bimodule de A vers B, pour A et B des catégories,
c'est-a-dire un foncteur E: A°PxB- Ens, et soit F: B->C un fonc-
teur; alors le satellite de F par rapport a E est un foncteur
G:A~C muni d'un e: F®E — G universel. Si P:K -»B et Q: K=A
sont des foncteurs et si E=P®QY avec

P(K,B) = Hompg(P(K),B) et Q%(A,K)=Hom,4(A,Q(K)),
alors F-P-G-Q est universel.

Si A=B est une catégorie additive et si K est la catégorie
ayant pour objets les

A B C
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dans A avec imu=kerv, et pour morphismes les diagrammes

ker u A Y B L4 C coker v
ker u’ A 4 B’ 4 (o coker v’

et si - . .
P(u,v)=A, Q(u,v) = C et P®Q = EXT",

alors les EXT (C,A) sont des monoides abéliens. Ainsi on voit
que EXT™(C,0) est le monoide des sous-objets de C, avec com-
me addition l'intersection. En fait le groupe abélien des éléments
inversibles du monoide EXT~(C,A) est EXT(C,A).

Pour F: A-C, le satellite de F par rapport a EXT est le
premier satellite (au sens classique) de F, a gauche, noté LF.

Les moyens de calculer EXT et les satellites (par résolu-
tions injectives, contractiles, acycliques, cbnes) sont simplement
les divers

A—P g9

A

tels que P®Q%=EXT. Ainsi si K est EXApi(ccAb) la sous-caté-
gorie pleine de EXA constituée des (¥) ol keru =cokerv = O et
oiu BeM, on a P®Q°=EXT si M est la classe des injectifs, des
contractiles, des acycliques ou des cones.

Dans le cas de Cat voici un bimodule de Cat a Cat pou-
vant remplacer EXT dans le yoga homologique. Il s'agit de
BIM = J®K" avec BIM la 2-catégorie ayant pour objets les bimo-
dules E: Y°PxX- Ens, et pour morphismes les (U,V:a) olt

U:Y- Y, V:X- X', a: E= F-(U°PxV),
avec
J K
Cat «————— BIM ———— > (Cat
les deux foncteurs tels que J(E) soit le milieu d'une factorisation
minimale de E sous la forme E=i%®; avec

_X—-_—-——.l_——)J(E)Q___j__Y*

et que K(E) soit le milieu d'une factorisation maximale de E sous
la forme E= p® g% avec

X—2=~ x®p —2—yY.
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L'UNITE DE LA THEORIE DES MODELES...

On appelle BIM le bimodule des bimodules.

1.5. Avec le processus d'algébraisation-abélianisation

. i
EnsA©P Libre ABAOP 2(-1)"d;

ccAb

il est possible d'établir un bon lien entre les lim ordinaires et le
recollement cohomologique, sous la forme du Théoréme de
Mayer-Vietoris. L'outil central dans la preuve est la subdivision
barycentrique, c'est-a-dire le foncteur

Sd: EnsA°P - EnsA°P défini par Sd=Nerf-G

avec i @ c*Yon et g = G-Yon universels, ¢ adjoint a gauche a
Nerf, Yon: A= EnsA°P | j: A- Cat et g: A— Cat donnés par

Yon(n) = Hom(-,n), itn) = [nl, g(n) =(A/n)°P .

Dans l'approche évoquée en 1.4 de la description des sa-
tellites (i.e. des recollements), le probléme de la désabélianisa-
tion de l'algébre homologique revient & comparer les différents
endo-bimodules que l'on sait construire aux divers étages de la
tour suivante, ol E:Y - X désigne un bimodule de Y a X.

{EXT

Ab 1 Ab
o &
Calt | BIM C£t
Nerfl lNerf
EnsA°P EnsA°P
LibreJ lLibre
AbA°P AbL°P
Zl JZ
ccAb } EXT cc Ab

On remarquera que l'algébre homologique abélienne classi-

que dans une catégorie abélienne de la forme ABXEP=X permet-
tra & l'étage X fixé de comparer entre eux les bimodules de X a
X, et donnera donc des informations sur les diverses théories
non-abéliennes possibles pour les objets de X.
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1.6. Le point de vue de 1.5 est donc qu'une théorie algébrique de
satellisation est juste un bimodule, la théorie principale abélien-
ne étant donnée par EXT, et la théorie principale non-abélienne
étant celle donnée par BIM le bimodule dont les éléments sont
les bimodules décrit a la fin de 1.4. Le calcul effectif des satel-
lites repose sur le jeu des carrés exacts de foncteurs, et la
description de BIM est en fait liée aussi & la notion de carré
exact. Ce double rdéle interne et externe de l'exactitude est déja
a remarquer dans la théorie abélienne, ou les suites exactes

permettent de manipuler et de définir EXT.

1.7. Les bimodules envisagés ci-dessus comme théories de satel-
lisation, i.e. de recollement, peuvent aussi, si lI'on songe a la
question B du §1.3, étre envisagés comme modeéles algébriques
d'"espaces topologiques”. Ainsi un bimodule E de P vers O (i. e.
un foncteur O°PxP- Ens) s'interpréte comme un espace, un
espace topologique usuel étant un ensemble P de points et un
ensemble ordonné d'ouverts O, liés par

{ {J} si xeO
%] si xg0

On forme une catégorie SPA des "espaces” et “applications
continues” en prenant pour objets les bimodules et pour mor-
phismes de E vers E' les couples (f,g) ou f: P-» P et g: OO
sont des foncteurs tels que gP®E=E®F.

E(O,x) =

On observe donc qu'ici la topologie et l'algébre fusionnent
et deviennent indiscernables, leur rapport tendant a devenir tau-
tologique, puisque l'espace comme notion de continuité et dépla-
cements et l'algébre (cohomologique) comme méthode de recol-
lement sont présentés de fagons identiques, comme bimodules.

2. FIGURATIONS, EXTENSIONS NATURELLES, ESQUISSES ET
ALGORITHMES.

2.1. Une figuration est une donnée u:D-P d'une transformation
naturelle ol

D: F°PxS -Ens et P:F°PxS- Ens
sont des foncteurs, avec F et S deux catégories fixées.

Une u-algébre est un couple (S,A) olt S¢S, et ou A:
P(-,S)->D(-,S) est une transformation naturelle telle que, pour
tout FeFg,

Ap uE;s) = ldpEs)-
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Un calcul de lois pour u est une figuration i: Homg- L, avec L:
F°PxF- Ens un foncteur, telle que P~D®L et que u soit induite
par i. Si un tel calcul existe, alors une u-algébre consiste en un
"support” S et pour chaque "loi" ce¢L(F,F) une réalisation
A(c)g: D(F',S)~> D(F,S) de c sur S.

Soit V:F®P-Ens affectant a chaque figure F un ensemble
V(F) de variables susceptibles de désigner F, et V®L=T le fonc-
teur des termes. Si S¢S, est fixé, une assignation de valeurs
dans S aux variables est une transformation naturelle v:
V-D(—,S).

Si (S,A) est une u-algeébre, alors, avec V®i = j, les deux
données

x=v®L: T=V®L— P(-,S) = D(-,S)®L et A: P(-,S) - D(-,S)

déterminent w =A-x:T - D(-,S), interprétation des termes dans
S, telle que w:-j = v. Inversement si pour tout V et tout v est
donné un w tel que w-j = v, alors est déterminée une u-algeébre
(S,A) obtenue pour V=D(-,S) et v =Idy,.

En général si la donnée de l'opérateur v = w pour un V
fixé suffit a déterminer chaque A, on dit que (i,V) est un calcul
de lois et variables pour la figuration u.

Du point de vue des algébres figuratives les variables
"sont” simplement les figures, et le calcul de lois et variables
est inutile & la description des modéles (ou algébres) des figu-
rations. Son utilité traditionnelle est de commencer a analyser
les propriétés syntaxiques de la figuration; mais nous préfére-
rons l'analyse en termes d'extensions naturelles et d'extensions
universelles, qui livre aisément les propriétés de complétude des
catégories de modeéles. Il s'agit seulement d'analyser les fonc-
teurs D(F,-) comme limites inductives de foncteurs représenta-
bles, et alors les algeébres de figurations s'identifient a des
modéles d'esquisses. Une figuration, ol les arités ou figures
sont sorties de la catégorie des supports, est la description
d'une théorie comme une comparaison u entre deux bimodules P
et D, soit un morphisme particulier de la catégorie BIM intro-
duite au §1.4.

Que les arités (objets de F) soient elles-mémes des espa-
ces, cela permet d'internaliser dans la géométrie de ces espaces
une partie (par exemple du premier ordre) de la syntaxe de la
théorie, la partie visible restante étant algébrique, i.e. décrite
par des compatibilités équationnelles (A-u =1). Ceci suggére que,
a co6té des exemples déja utilisés pour F (e.g. Cat, Graph. Top),
il y a certainement une catégorie de figures plus fondamentale
semblable & BIM du §1.4 ou a SPA du 81.7. Sur les figurations
et les esquisses, voir [81].
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2.2. Soit F:A-»B et G:A-C deux foncteurs, soit L:C-B un
foncteur, k:F-L-G une transformation narturelle; pour tout
foncteur M:C—-B, on suppose donnée pour chaque v:F-M-G
naturelle une transformation naturelle

em(v):L>M telle que (ep(V)G)-k = v;

on suppose enfin que ep; est naturelle, c'est-a-dire que pour
tout h: M=N et v: F>M:G, on a

eN(hGV) = h- EM(v)-

On dit alors que (L,k,e) est une extension naturelle de F le
long de G, au-dessus de B.

S'il existe une extension universelle E de F le long de G
déterminée par un u:F-E-G, alors les extensions naturelles de F
le long de G s'identifient aux données (L,p,q) avec p:E-L et
g:L-> E des transformations naturelles telles que ¢q-:p = Idg.
Avec p-q = f on a donc que L est le noyau (ou bien aussi le
conoyau) de la paire (f,Idg), et qu'une extension naturelle est, a
isomorphisme preés, déterminée par la donnée d'un idempotent
f:L-L dont le (co)noyau soit une extension universelle. Par con-
séquent, si B est cocompléte et A et C petites, le calcul des
extensions naturelles se réduit a celui des extensions universel-
les, et celui-ci se réduit au seul calcul des cénes universels (cas
B=1) ou limites. Mais ces réductions ne fonctionnent pas si B
n'est pas cocompléte, par exemple si B est la catégorie d’homo-
topie Hotop.

2.3. Une esquisse est constituée d'une catégorie B, d'une famil-
le P de cbnes projectifs distingués au-dessus de B, d'une famille
Y de cdnes inductifs au-dessus de B: et si (B,P,Y)=S est une
esquisse, une rédalisation ou un modéle de S dans une catégorie
X est un foncteur R:B->X tel que, pour tout pe¢P (resp. y ¢Y)
le céone Rp (resp. Ry) soit dans X un codne limite projective
(resp. inductive).

Les transformations naturelles entre réalisations de S dans
X sont les morphismes d'une catégorie Mod(S,X).

Si X est compléte et cocompléte (e.g. si X=FEns ou si
X=Top), on peut penser que les esquisses sont une bonne
syntaxe pour décrire et étudier les modeles dans X de théories
algébriques ou du premier ordre par exemple. Mais si X n'est
pas cocompléte, et en particulier si dans X les idempotents ne
se scindent pas) (ce qui, il est vrai, ne peut se produire si X=
Mod(S, Ens)), la spécification d'extensions naturelles serait pro-
bablement meilleure.
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Une catégorie X est équivalente a une catégorie de la for-
me Mod(S, Ens) avec S une esquisse petite oll les cbnes projec-
tifs sont d'indexation <a (a un ordinal régulier) et oli les cOnes
inductifs sont discrets, ssi: X est localement petite et possede
les lim d'indexations petites et a-filtrantes, X posséde une
sous-catégorie G pleine, petite et dense constituée d'objets
a-présentables de X et possédant les familles lolim (localement
lim) d'indexations <«, et l'inclusion G—X commute aux lolim.

Ce résultat, qui utilise I'étude du cas algébrique (i.e. sans
cdnes inductifs) de Gabriel-Ulmer [14] et la thése de Diers sur
les catégories localisables [1], est publié dans Guitart & Lair [6]
(la partie directe est le Théoréeme 1.1 page 16, la réciproque est
I'application 5.2 page 58, qui repose sur les remarques 5.1 et
donc sur les Corollaires 4.2 page 55 et Théoreme 4.2 page 53). 1l
repose donc sur le Théoréme d'existence de diagramme locale-
ment libre donné en [6], formulation catégorique du résultat de
Lowenheim-Skolem; ce théoréme affirme que, si S=(B,P.Y) est
une esquisse petite quelconque et si K est un foncteur de B
dans Ens, alors, par une succession (en général transfinie) de
choix, K engendre un petit diagramme dans Mod(S,Ens) noté
(LiK)i€I tel que

Hom _g(K,R) = lii:in Homy,  4(s.Ens (LiK:R)

pour toute réalisation R de S.

2.4. Le Théoréme d'existence de diagramme localement libre est
utilisé en [9] pour décrire un type d’homotopie gS associé a une
esquisse S. Ce gS est discret si les cénes inductifs de S sont
discrets, et sinon il décrit l'ambiguité dans le processus de
choix en jeu dans la construction du diagramme localement libre
de modeéles de S engendré par &: B—Ens. Les invariants cohomo-
logiques de gS sont donc des mesures algébriques de cette
ambiguité, et comme cette ambiguité reléeve du caractére non-al-
gébrique de S, ces invariants mesurent l'impossibilité d'éliminer
les 7,V et 3 de la théorie décrite par S.

On voit donc ici un usage plausible de 1'homologie (abé-
lienne ou non) dans l'étude des théories, usage qui commencera
a devenir effectif lorsque la description des anneaux de cohomo-
logie H*(gS,A) sera formulée directement en termes algébriques
élémentaires a partir de S seule, en évitant toute la construction
par récurrence transfinie de gS a l'intérieur de B(Mod(S, Ens)).

D'autre part, si lI'on pense a S comme a une présentation
algébrique du type d’homotopie ¢t si l'on a gS= ¢, on peut reve-
nir & la question B du 81.3 et fournir la catégorie algébrique
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des esquisses, soit ESQ, comme catégorie des présentations al-
gébriques des objets géométriques.

Entre la "solution” ESQ et la "solution” SPA (donnée au
§1.7) la différence de nature est la suivante: les objets de ESQ
sont des "espaces combinatoires”, tandis que les objets de SPA
sont des "espaces topologiques généraux".

2.5. Un schéma de programme consiste en une liste de types
d'objets et d'opérations, soit un graphe orienté, d'abord; puis la
donnée de certaines opérations composées, ce qui par généra-
teurs et relations engendre une catégorie; puis la donnée de
cbnes projectifs dans cette catégorie (ce qui décrit les liens
géométriques entre les divers types d'objets); enfin la donnée de
cones inductifs dans cette catégorie (ce qui décrit les tests qui,
dans le programme, doivent intervenir entre les opérations).
Autrement dit, c’'est une esquisse S dans laquelle deux parties
sont distinguées: l'espace I "liste” des fonctions de l'ordinateur
que l'on va utiliser, et lI'esquisse O "liste” des fonctions a cal-
culer.

Un schéma de programme est ainsi un couple (U,V) de
morphismes d'esquisses avec

I C S v 0.

Soit alors IN:I- Ens une réalisation de I décrivant les va-
leurs concrétes dans l'ordinateur des symboles opératoires indi-
qués sur le "clavier” I, ainsi que les valeurs des paramétres ini-
tiaux du programme. Supposons, ce qui n'est pas toujours le
cas, que IN posséde une extension universelle R:S = Ens (i.e. un
modéle R de S équippé d'une transformation naturelle u:IN-R-I
universelle); alors R-V=:OUT décrit les valeurs concrétes des
fonctions que l'on voulait calculer.

En fait un véritable programme (par exemple sous la for-
me d'un schéma de Herbrand) est un tel couple (U,V) ayant des
propriétés supplémentaires. D'abord I, S et O sont des esquisses
finies. Ensuite U et V sont injectifs, et les objets de S sont
tous déterminés en un nombre fini d'étapes a partir de ceux de
U(I) par spécifications de cénes inductifs ou projectifs; par suite
U a la propriété que, & un isomorphisme prés, toute réalisation
R:S->Ens est déterminée par R-U. et si IN admet une extension
universelle R, alors u est un isomorphisme. Enfin si le program-
me est détermiriste les cénes inductifs nouveaux par rapport a I
dans S sont tous discrets, et en fait Ens est a remplacer par

Ensg, catégorie des ensembles finis.
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Mais indépendamment de ces “précisions”, on peut affirmer
qu'un programme, quitte a agrandir O pour y faire figurer les
cbénes de S, calcule ainsi: a partir de la donnée IN, on prend
E=U%®V et K le satellite de IN par rapport a E (au sens du
§1.4), qui est un foncteur de O vers Ens (avec O=(0,P,Y));
d'aprés le Théoréme d'existence de diagramme localement libre
(rappelé au §2.3), K engendre (L)K;);;. Et sous les “précisions”
ci~avant on aura I={1} ou I1=0, selon que le programme termine
ou pas, avec dans le premier cas L{K=0UT.

L'action du programme, ce qu'il calcule, fait d'abord inter-
venir le bimodule U°®V, objet de SPA; et la géométrie combi-
natoire du programme est donnée par S, objet de ESQ, présen-
tation de gS. On pense donc a unifier les deux “solutions” SPA
et ESQ au probléme B du §1.3 en la catégorie PRO dont les
objets sont les programmes au sens ci-dessus. On peut considé-
rer ces objets comme des présentations de bimodules internes a
ESQ, la composition E®F de ces bimodules, correspondant a la
succession des programmes E puis F, déterminant sur PROg une
structure de bicatégorie.

2.6. Dans l'état actuel de l'art, je ne prétends pas que PRO est
bien définitivement ce que l'on veut. Néanmoins il semble acquis
que la catégorie voulue doit avoir comme objets les morphismes
d'une certaine bicatégorie algébrique au-dessus de la bicatégorie
cospan( ESQ) dont les objets sont les esquisses, et les morphis-
mes sont les cospans

I u S v &)

dans ESQ (que l'on compose par sommes fibrées). En vue de
modélisations futures en ce sens, qui auraient (vu ce que nous
avons exposé dans cette Note) l'avantage de rendre consubstan-
tiels les programmes, les théories, les espaces et les calculs de
satellites non abéliens, je terminerai par une description précise
de la construction des bicatégories algébriques.

Soit E=(E,®,....) une catégorie monoidale (e.g. Ens = Ens,
x,...)) et T=(T,a,m,D) une monade monoidale cohérente sur E
telle que la catégorie ET des T-algébres soit & conoyaux (e.g.
sur Ens une théorie commutative avec rang). Alors il existe sur
ET un bifoncteur ®, classifiant les T-bimorphismes, et faisant
de ET une catégorie monoidale. De plus, si E est symétrique
fermée & noyaux et T symétrique, alors (ET,®,....) est symétri-
que fermée. Ce résultat est établi dans Guitart [S]; en recopiant
la preuve, on montre, sous les "mémes” conditions, ce que voici.
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Soit Moncat et Bicat les 2-catégories des catégories mo-
noidales et des bicatégories. Alors une monade monoidale cohé-
rente sur E est une monade T dans la 2-catégorie Moncat, et si
ET est a conoyaux, alors (ET,®,....) ci-avant est l'objet (dans
Moncat) des algébres de T, noté simplement ET. Si maintenant
T est une monade dans la 2-catégorie Bicat, on note ET I'objet
(dans Bicat) des algébres de T, avec E la bicatégorie support de
la monade T.

Explicitement, une monade T dans Bicat consiste en:

- Une bicatégorie E, ol la composition est notée ®,

- Pour chaque X<¢Eg, un objet TX¢E,,

- Pour chaque f:X-Y<¢E, une transformation Ty y f: TX->TY
dans E,

- Pour chaque 2-cellule t: f=g: X-Y, une 2-cellule

TX,Y t: Txyf"} Txyyg: X - TY,
- Pour chaque f:X-Y et g:Y-Z, un

Df,g: TY,Zg®TX,Yf - Tx’z(g® I

ces données devant satisfaire a des conditions de cohérence.
L'exemple typique est le suivant: soit E=Span(Cat) la bi-
catégorie dont les objets sont les catégories, les morphismes les
spans
X M K N Y

(que I'on compose par produits fibrés), et ou les 2-cellules sont
les

X K > Y

Il | H

X K Y

On équipe E de T définie par
T(M,N) = la bifibration universellement engendrée par (M,N).

La bicatégorie ET construite dans ce cas est la bicatégorie des
bimodules entre catégories. On obtient de méme la bicatégorie
des bimodules entre anneaux. etc.

On dit que la bicatégorie B est algébrique sur E s'il existe
une monade T dans Bicat sur E avec ET=B.
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