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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XXVII-4 (1986)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

SUR LE GROUPE FONDAMENTAL D'UN FEUILLETAGE
DEFINI PAR UNE SUSPENSION
par Paul VER EECKE

ABSTRACT , This paper is devoted to the fundamental group
n(F) of a foliation F - already studied in its general features
[6, 7] - but here in the particular case where F is a suspension
defined by §&: n(W) - Diff I. It is natural to ask how =n(F) may
be described from 6. In fact, m(F) is nothing else than the
fundamental group n(I, Im§) of the manifold scheme defined by
Im§ on I [4]. In order to see this, the essential point, proved
in Lemmas and Proposition (2.2), is that the fundamental group
nV, G) of a transitive groupoid G of diffeomorphisms of a set
V of manifolds reduces to n(V, G N Diff V), for any V ¢ V.

INTRODUCTION,

L'article présent concerne 1le groupe fondamental =n(F) d'un
feuilletage, déja étudié ailleurs dans ses aspects généraux [6, 71,
mais ici dans le cas particulier ou F est défini par une suspension
§: w(W) -+ Diff I. I1 est naturel de se demander comment =n(F) est dé-
crit & partir de §. En fait, n(F) n'est rien d'autre que le groupe fon-
damental n(Z, Imé) du schéma de variété (4] défini par Imé sur I. Le
point essentiel, démontré dans les lemmes et la Proposition (2.2),
réside dans le fait que le groupe fondamental wm(V,G) d'un groupoide
transitif G de difféomorphismes d'un ensemble V de variétés, les ob-
Jets de G, n'est autre chose que n(V, G) N Diff V) pour tout V e V.

1. LE GROUPDIDE FONDAMENTAL ASSOCIE A UN
GROUFOIDE DE DIFFEOMORPHISMES,

1.1. Etant donné un ensemble V de variétés C=, séparées et difféomor-
phes, on posera

Diff V = Uy,uev Diff(V, W,
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P, VER EECKE

ou Diff(V, W), avec Diff V = Diff(V, V), est l'ensemble des difféomor-
phismes de V sur V. La loi de composition évidente

Diff(U, V> x Diff(V, W> - Diff(U, W)

munit Diff V d'une structure de groupoide transitif sur V.

On appellera groupoide de difféomorphismes sur V tout sous-
groupoide G de Diff V transitif sur V. On observe que G opére au sens
de [1] sur V° = L,wV, muni de sa projection canonique sur V. Pour V, V
dans V, on posera

Gw = G 0 Diff(V, V), avec Gy = Gwv.

On supposera que V admet un domaine fondamental [4] pour G,
c'est-a-dire un ouvert connexe U C V° tel que V* = GU, ce qui équivaut
a V= Gy, avec V € V défini par V 2 U.

Pour V, V ¢ V, on désignera par T(V, V) l'ensemble des germes
locaux inversibles de morphismes de V dans VW, muni de l'application
source-but (a, B): TV, W) -+ VxVW, et par J(Gw) le sous-ensemble de
MV, W) formé des j.(f), avec f € Gw, x € V. On posera:

HolV, G = Uv,ucv JGw)
et Holy, v (V, G) = { g ¢ Hol(V, G | a(g) € U, B € U' 1},

pour U, U' contenus dans V". Soit 8(V), ou plus simplement S, 1l'ensem-
ble des ouverts connexes et simplement connexes de V°.
On appellera chaine d'holonomie de (¥, G) tout systéme

r= (Zn, foy evy Bn-1, zn),
avec L. €8, 1=0,..., n
et #1 € Holeizssy (W, GO, 1 = 0,,.., n-1.

On dira que I, et I, sont l'origine et l'extrémité de I'. On désignera
par ITo—ln(V, G) l'ensemble des chaines d'holonomie de (V, G) d'origine
I et d'extrémité T. Du fait que (V, G) admet un systéme fondamental,
on observe aisément comme en [6] que Hol:r(V, G) n'est pas vide. Sur

HolV, & = Ui, res Holie (V, &
on a une loi de composition partielle associative évidente (', I'') -
I' « I'' définie lorsque l'origine de I'' est 1l'extrémité de T.

Pour ¢ € Holir(V, G) avec I, T € S, on désignera par Cur () la
composante connexe de g dans l'ouvert Hol:x(V, G) de M, W) muni de
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sa topologie usuelle d'espace étalé sur V par a: TV, W) 4 V, avec V
et V dans V tels que V 3 %, V D T.

Etant donné une l-chaine I' = (&,, fo, L:) et une 2-chaine T' =
o, 1, L1, #2, Lz) dans Holro:2(V, G, on définit la relation T' << T
par la condition suivante:

i1 existe fi1 € Guovi, fz € Guivz tels que
f] = jxl (fy), f2 = sz(fz), fo = jxo(fzofl), jxn (f1) € C:on.(;h),
Jy1 (£2) € Criz2(g2),
avec Yy = fi xe), V. ] Ly, x: = algy, 1= 0,1,2.

Plus généralement, on définit la relation I' << T' par la condi-
tion suivante:

il existe une 1l-chaine [z, une 2-chaine ['z (et éventuelle-
ment des chaines Iy, T's) telles que

' =Tq¢ ¢T2 ¢T3, T'=Ty ¢T'2 ¢T3 et Tz << I': au sens .ci-dessus.

On dira que T, I'* ¢ Hol:r(V, G) sont contigies et on notera I' + I
si T << T* ouT' <K T, On a alors sur Holm:(V, G) une relation d'équi-
valence I' ¥ I'* définie par la condition suivante:

il existe I'; € Hol:+(V, &), i = 0,..., n telles que
' =T + Ty + ... +,Fn-; + I'n=TY

D'ol une relation d'équivalence sur Hol(v, ® qui n'est autre que celle
compatible avec la loi de composition de Hol(V, G) et engendrée par T
< T', ou T est une l-chaine.

On peut aussi définir dans Holrrz(V, G) une relation
Toy #, L2) < o, g1, L1, #2, LD
par la condition:

il existe des germes g'' € Holion:(V, G), g'z € Holmz2(V, G)
composables et tels que

(¢D) gag'a = g, Cror1{(f1) = Creni {('1), Crizz2{g2) = Criz2(g'2).

RENARQUE., Les relations ' < T* et T <K T' ou ' est une l-chaine, en-
gendrent dans Hol(V, G) la méme relation d'équivalence compatible
avec la loi de composition.
Il s'agit, d'une part, d'observer que
Co, #, Iz2) <L (Lo, g1, Iy, #2, L2)

entraine évidemment
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(o, #, L2) < o, F1, L1, g2, I2)
et, d'autre part, de montrer que cette derniére relation entraine
2> (Zo, #, 20 ~ (Lo, #1, L1, g2, I2).

Or, avec #'v, ¢'» vérifiant (1), on a en particulier
(To, #, I2) ~ (o, g'1, L) o (v, g'2, I2).
Compte tenu de ce que, d'autre part,
oy Fr, L1y f2, 20 7 o, #, L) o (T, g2, I2),

il n'est donc que de vérifier

3 (Xo, £, L)~ (20, ¢.‘I, AP et
(€] Gy B2, L2) 7 (L, g'2, I2).

Or on a (@) (et, de fagon analogue (4)) parce que Crori{(f1) = Crozi{(g'1)
entraine l'existence de f; € Gvovi, I = 0,..., n, avec Vo J %o, V. I L.,
et d'ouverts connexes Q. C Lo N fy-1(+), i= 0,..., n, tels que
g1 = J.a (f1) avec x1 € v,
{ jx(fx) | x € Qx} 0 { jx((fp”) | x € qu} £ 0

pour i = 0,.., n-1, et g'v = j,i (fa) avec y: € Qa.

1.2. On désignera par 7ir(G, V) le quotient de Hol:;(V, G) par I' ~ T,
et on dira que I' € Holir(V, G) est un représentant de son image [I]
par l'application canonique Holir(V, G) 5 mr(V, G). Par passage au
quotient, on induit de Hol(V, G) sur

(¥, G) = U, vres mer(V, &
une loi de composition partiellement définie (A, B) » A « B. Comme en
{61 on observe que 7(V, G) se trouve ainsi muni d'une structure de
groupoide transitif sur S. L'unité correspondant a4 I € S n'est autre
que [, x° I)], indépendant de x e I, avec X = j.(l:). Le groupe
structural du groupoide transitif w(V, G) est le groupe fondamental du
schéma de variété (V°, Hol(V, G)) [4]. Pour x, y € V°, on a sur
Tay (¥, G) = Uz, vresyxez, yer Mz (V, G)

la relation d'équivalence suivante:
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ona A~ Bavec A € nr(V, G, B e mr(V, &, si

[&, x5, 9] « B = A » [T, y°, T"] dans W:r(V, G.

On désignera par m.,(V, G) le quotient de . (V, G) par cette relation
d'équivalence. Pour I, T € S et x ¢ I, y € T fixés, la restriction
ki, 0z, ) & TV, G) de l'application canonique

Ty (¥, G 9 TauylV, G

est une bijection, dite canonique. Par ces bijections, la loi du grou-
poide ®(V, G) induit sur

T, G = Us, yev- Tup(V, &

une loi de composition (A, B) - A + B munissant n(V, G) d'une struc-
ture de groupoide transitif sur V°, ayant le méme groupe structural
que TV, G).

On dira que n(V, G) et son groupe structural, noté aussi n(V,G),
sont le groupoide fondamental et le groupe fondamental de (V, G).
Dans le cas ou V est réduit & une seule variété, c'est-a-dire dans le
cas (V, G) d'une variété V munie d'un groupe G C Diff V, on désignera
le groupoide fondamental et le groupe fondamental par =n(V, G). On
observe que le groupe w(V, G) ne dépend que de la classe de conjugai-
son de G dans V. Dans le cas plus particulier ou G = 1lv, ce qui en-
traine que V est connexe, le groupoide n(V, 1ly) n'est autre que le
groupoide fondamental du feuilletage discret sur V,.canoniquement
isomorphe au groupoide de Poincaré n(V) [6]; ce qui justifie la nota-
tion adoptée.

1.3. Etant donné (V, G) et (V%, G') comme ci-dessus, on écrira

VY, G < (7, ® lorsque V' C Vet G'C G.

Pour I, T € SV, on a alors Hol:r(V', GY C Holir(V, G), entrainant par
passage au quotient des applications canoniques

e (V' G 4 TV, G et TV, GY 4 TV, ®
pour x € I, y € T. On a dés lors des foncteurs canoniques évidents

TV, GYH 9 TV, 6 et W', GY 4 ¥, 6.
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Pour tout V € V, on a en particulier un foncteur n(V, G = n(V, &,
dont on montrera en (2.2) qu'il est pleinement fidéle.

1.4, Soit G un groupe de difféomorphismes de la variété connexe V.
L'identification canonique n(V) + =n(V, 1) du (1.2) et le foncteur
canonique ¥V, 1) + V, G) de (1.3) définissent un foncteur y:
n(V) » n(V, G) dit canonique et qui peut d'ailleurs étre défini aussi
comme suit.

Comme dans [7], on montre d'abord que n(V, G) est un groupoide
de Lie galoisien {3] sur V, dont la topologie est engendrée par les

{ kx, o, )T | xe X, yeT),
ou e Holie(V, G et I, TesS.

Le foncteur x ci-dessus n'est autre que le foncteur canonique [7] du
groupoide de Lie galoisien n(V, G).

2, LE PLONGEMENT =V, G» -» n(V, G&.

2.1, Pour (V, G) comme ci-dessus, soit V, W € V et Gw le sous—-grou-
poide plein de G sur {V, V}. Pour I, T ¢ S({V, ¥V)), on posera

Hol':+(V, & = Holer (4V,W), Guu).

Comme dans le cas général, on sait que Hol':(V, G # 0.
Pour T, I'* ¢ Hol':+(V, @, on écrira I ~z;r T', et on dira aussi que

I “ T dans Hol%(V, G), si T ~ I'" dans Hol:r ({V,¥}, Guw). Cecl revient
a dire qu'il existe 'y € Hol'w(V, 6, { = 0,..., n, tels que

F=To+Ty . + Th-y + Ta =T
Dans le cas particulier V = V¥, on a

Hol:r(V, G = Holir(V, Gu.

2.2, Soit T ¢ Hol(V, G avec I' = (Lo, fo,.esy fn-ry La) €t X: = algy), 1 =

0,...,. n-1, Vi € V, 1 = 0,..., n-1 définis par L; C V,;. On dira que

(fo,uvey La-1) € Guovi X...X Gun-ivn
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est associé aT si on a ju:(fi) = gy, 1 =

0,..., n-1. Soit alors z, € Vg,
z'y € Vo, 1 = 0,..., n-1 définis par

Zo = Xo,

(fi-10...0%0) (23) =
et

= x; pour I=1,
z'y =

vy D1
(fo-10...0%0) (21).

Pour 1 = 0,..., n—1, on définit alors T (fo,..., Lfu-1) €

Hol'torn(V, G) par
[yfoyiesy Fa-t) = (Lo, 27, o', 217 ,viy Zi-i", (fizjo.0fo) 7V (L),
Jzi (Fn-toiii0fo), (fa-joiiofies) List), Zhe1 iy En-1€En-), Z'%-17, Ln).
LENNE 1. Soit T €

Hol(V, G) avec T = (o, fo,..., fn-1, La). Alors:
1) Quel que soit (fo,..., fa-1) associé 4T, on a

r ~ry (fa,..., Lo-1) (resp. ' “torn I";('fo,‘.., fa-1)
siT € Hol%e:a(V, @) pour i

0,..., n-1,
11) Quels que soient (fo,..., fo-1) et (f%,..., f'n-)) associés a T,
on a

Fulfo,issy fa-1) “gorn Ta (floy.., f%i) pour j,1 = 0,..., n-1
DENONSTRATION. On démontrera d'abord:

(69 [ % To (fo,..., fa-1)

'(FESP. ' “toxn Fo (fo,eciy, fa-1)
par récurrence sur n, et ensuite

)

ri (fO,-u, fn-l) ~1:o:n r1+1 (fo,-u, fn-l)
pour 1 = 0,..., n-2.

Or (1) étant trivial pour n

1, supposons cette relation vérifiée
pour n-1 2 1, et vérifions-la pour n. On a

I'= (o, fo, 1) o T, avec T' = 1, Fry0ee, Fn-1, La)

et, en vertu de l'hypothése de récurrence,

re - r'o (f],“., Ln-1) (I'ESP. 'Y "zvzn T (fy,‘.., fo-).
I1 vient donc

3

'™ o, fo, L1) o [ ('fy,..., Fn-1)
(resp. dans Hol'tera(V, G.
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Puisque
' (f1,000y Lo-0) = Cay Jut (Lamtyeiey £1), (Fn-tyen., £2)(E2),
2%y Ta-1Ca-1), 21", L)
entraine
[ (fo,eiy fn-1) “nriza-1 Gry Jrocxor (Ta-1o.i0fy), (La-ro..0fy) (T4,
Z':“, (fo-10...0f2) (zz),..., f,.-y(Z,.-y), Z'n—y", ):,,),

il vient, compte tenu de (3),
I~ Coy Jeo(fe)y 1) o 1y Jrocxos (fa-ioiicoft), (La-r0.00f)AL0),
Z'y', veny f,.-,(i,.-:), Z'n-lﬁ, ) + To (fa,..., Fo-1)
(resp. T “rorn o (£fo,..., fa-1)),

c'est-a-dire (1). En vue de démontrer (2), on observe d'abord que l'on
peut écrire

Fylfo,eusy £a) = T' o T" o T et Tis o,y L) =T o ™ o v,
avec I'', T, T, T"' € Hol'tezn(V, G) définis par
F''= (Lo, 20", Lo=" C1), Z1°,0isy Zi-1"y, (Fi-ro.0fod™ 1 (T1)),
I = ((fi-100000L) Y (1), Jei (Fn-10.00050), (La-toviofisr) Tied),
Z%+1%y, (Fa-tyensy L192) Eis2)),
" = ((Frer00.0fo)™" (T, 2z, (Froii0fod™ Tiu),
jg“y(fm-yo...ofo), (fn-lo...ofx-tz)(ztoz)),
[ = ((fa-10.000f142) (Tya2), Z%42 )00y Ta-1@n-1), Z'%-1", Lad.
I1 suffit donc d‘'observer ™ “rozn l:", ce qui résulte de
" “torn ((Ficroiofd™ Y (L), 2:°, (Luoi.i0fod) ' (Tyw1),
ju(f,.-,o...af:), (f,.-,o...of“,)(z.-u), Z'g-o-y“, (Fr-t10.0.0Fi42) (Te2))

~r0t" r".

ii) Il suffit de vérifier 1'énoncé dans le cas particulier ou il
existe k tel que f, = f'; pour I # k. Mais on a alors

Te(foy.cy Fa-1) = Tu(f%, ..., £la-t),

ce qui, compte tenu de (2), entraine 1'énoncé.

LENNE 2. Soit T, T'* € Hol%e:(V, G tels que T << T' et soit

(foyeny L= et  (fo,iiy LFuimr, £, £, fiv1,..., La-0)
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associés respectivement a ', I'' avec fi = f"iof's. On a alors
rk(fo,..., fn—y) ~:ox I (fo,..., f1—1, f'j,, f"x, fx*I,..., fa-1)
quels que soient k = 0,..., n-1, 1 = 0,..., n.

Soit T = @, jxo(fo), L4 goee jxn—l (fa-1, L) et T'' = o, Jro £,
Fret=1 (Fae1dy Tay Jura (F0)y L4y Juomt (F"9) \Lawty Jot Crard yoisy Jun=1 (Fa-1)y Lad.

Compte tenu de (2) du lemme précédent, on peut supposer k.= 1 = 1 et
il n'est que d'observer qu'on a

TiCfoyiusy LFa-1) = (o, 2o°, Lo ' Er)dyueny Zi-1"y (ficro0fo)™ (Ly),
Jet (Fn10.000f0), (Fa-ioiiofiar) Busrr)y Z'+1"00sy La-1Ln=1)y, Z%-1", In)
“rozn Lo, 20", Lo ' (1), Z1%yuusy Zi-1®, (fi-joi0fo)™V (T4)),

Jrt (Fnmrovi0fo)y (Farori o) (E'y), Z%%, (facroviiofier) Ciw1)yensy Z'%-1"y La)
= Tilfoyisy Lioty £'yy %, fivr,iy La-1),

avec zy, z'y, J = 0,..., n—-1 définis par
Zo = Xo, (£i-10..0050) (24) = xy, j > 0,
(fn-lo...ofo) (ZJ) = Z',j
et z:, z's par

(f1~1o...ofo) (Ez) = X"x, (fn—lo...ofx+lof"1) (X"x) = 21.

On peut dés lors démontrer le résultat annoncé en (1.3).

FPROPOSITION. Soit G un groupoide de difféomorphismes sur V. Four tout
V € V, le foncteur canonique m(V, Gv) - n(V,G) est pleinement fidéle.

Pour des sous-variétés connexes et simplement connexes I, T de
V, 11 s'agit de vérifier que l'application canonique

Ter(V, Gv) 9 v (V, &

est bijective. La surjectivité résulte de ce que, pour T ¢ Hol:r(V, G)
et (fo,..., fn) associé A T, on a

To (fo,..., £2) € Holsr(V, Gv) et T ~ To (fo,..., £

d'aprés le Lemme 1. Vérifions 1'injectivité, c'est-a-dire que, pour
I, I' € Holer (V, Gv), on a
(6 D) ' "z« T* si T ~T' dans Hol(V, G.

153



P, VER EECKE

I1 existe alors 'y € Holir(V, G, i = 0,..., n tels que
F=Te+Ty + ... +Tp=T"\

Pour £ = O0,.., n-1, on a d'aprés le Lemme 2 des systémes f:, f':
respectivement associés a i, s tels que

()] Fify “ev Tiarfy!
ou on a pC)Sé Fify = (rx)ofx, Fisif's = (Trendof's.

Avec ces notations on a, d'aprés ii du Lemme 1

3 Tinif's “v Tyarfins pour 1= 0,..., n-2,
D'aprés i du Lemme 1, on a aussi

4> To “zr Tofo, Tn "zr Taf's-s.
Compte tenu de (4), (2), (3), il vient alors

rO ~tT rofo NIT r1 f'o “ET rtfl ~tT r2 MI.'T-'

u~tT rn—lf'n—z‘ ~!T rn—lfn—l ~IT rnfln-l NIT rn,
c'est-a-dire (1).

COROLLAIRE., Pour tout V € V, le groupe fondamental de (V, G) est celui
de V, Gy.

3, FIBRES FEUILLETES,

3.1, La construction du groupoide fondamental d'un groupe de difféo-

morphismes d'une variété connexe est analogue & la construction rap-

pelée briévement ci-dessus du groupoide fondamental d'un feuilletage F

sur une variété connexe V [6, 7]. Soit Hol(F) le groupoide d'holonomie

de (V, F). On désignera par x~ l'unité correspondant a x € V de ce

groupoide de Lie [7] sur V. Pour des ouverts U, U' de V, on posera
Holv,vw (F) = { g € Hol(F) | a(g) € U, B(g) e U' }.

Sauf confusion, soit S l'ensemble des sous-variétés de V connexes et

simplement connexes, transverses a F.
On appellera chaine d'holonomie de (V, F) tout systéme
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r = (20, o,y Fn-1, Ln) avec ILji € S, g1 € Holzicis1 (FD;

On dira que Io et I. sont l'origine et l'extrémité de T.
Désignons par Hol:r(F) 1l'ensemble, non vide [6], des chaines
d'holonomie d'origine I et d'extrémité T. On a sur

Hol(F) = U;,res Holer (F)

une loi de composition associative partielle (', T') 2 [ o T

Soit ' ~ I' la relation d'équivalence sur Hol(F) compatible avec
sa loi de composition et engendrée par (Io, 4, L) < (o, #1, L1, f2, L2)
définie comme suit:

il existe g'1, #'2 € Hol(F) composables avec g'1g'2 = 4 et ou
#1, ¢'1 (resp. gz, #'2) appartiennent & la méme composante connexe du
sous—-espace Holrorni (F) (resp. Holri:zz(F))) de Hol(F).

Ceci revient encore a dire que 6:(g:1), 6:(g") (resp. 62(g2), B82(g'2))
appartiennent & la méme composante connexe de l'image par l'injection
naturelle 61: Holzor:i (F) 9 Mo, I:) (resp. 0z2: Holmi:2(F) - M., I2)), ou
Mo, 1) (resp. MZy, I2)) est muni de sa topologie naturelle d'espace
etalé sur Lo (resp. sur I,) par l'application source.

On désignera _par e (F), ou I, T € S, le quotient par I‘ ~ T de
l'ensemble saturé Hol:r(F) C Hol(F), et par [l l'image de ' par l'ap-
plication canonique Holir(F) -+ mr(F). Par passage au quotient on a
sur

n(F) = U:,‘us 1?:1 (®

une loi de composition (A, B) - A + B induite de celle de Hol(F) et
munissant W(F) d'une structure de groupoide transitif sur S.

Soit enfin n.(F), ou x, y € V, le quotient de

Ul:,Tcs,xﬂ:,ytT ’TET(F)
par la relation d‘'équivalence A ~ B définie par
Ao [T, y°, TH]1 = (I, x", Y] ¢ B, avec A € M1 (F), B € Tr'r ().

Muni de la loi de composition (A, B) » A + B induite de celle de
7(F) par passage au quotient, m(F) = U. v 7. (F) est un groupoide
transitif sur V, qu'on appelle [7] le groupoide fondamental de F; et

dont le groupe structural, noté aussi n(F), et identique a celui du
groupoide transitif w(F), sera appelé groupe fondamental de F.
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On a sur =n(F) une structure naturelle de groupoide de Lie
galoisien sur V, et un foncteur plein, dit canonique, yr: (V) 24 n (@
(cf. [7TD.

3.2. Le groupoide fondamental n(F) admet la description suivante dans
le cas ou V admet un feuilletage F* transverse a F.

On désignera par Hol(F, F*) le sous-ensemble de Hol(F) formé
des chaines d'holonomie (o, fo,..., Fn-1, Ln) avec L; € S* ou S* est le
sous-ensemble de S formé d'ouverts de feuilles de F*.

On verrait aisément comme en (6] que l'existence en tout point
de V d'un systéme fondamental de voisinages bitriviaux [5], ou, autre-
ment dit, bidistingués (2], relatifs a F, F*, entraine, quels que
solent I, T € S*, que

Hol:r (F, F*) = Hol(F, F*) N Hol:r (F)

est non vide et que la restriction a Hol:+(F, F*) de l'application
canonique Holzr(F) 4 Wi (F) est surjective.

Dans le cas ou les feuilles de F* sont les fibres d'une surmer-
sion £f: V 2 WV, on écrira I—{El(F, H au lieu de Hol(F, F*).

3.3. Soit en particulier un fibré feuilleté (2, 5], c'est-a-dire la
donnée d'une surmersion de variétés connexes p: V - W et d'un feuille-
tage F tel que p/F soit un revétement pour toute feuille F de F. On
sait que (V, p, V) est alors une fibration, ‘dont les fibres, qu'on
supposera connexes, sont transverses & F. Pour W = {p7'(x) | x € W},
on a un foncteur \: nw(W) - Diff ¥ défini comme suit (51

Pour w € (W), M) p' &x) » p ' (y) est tel que \w) ()
est l'extrémité du relévement d'origine z relatif & p/F. d'un chemin ¥
tel que [¥] = w.

On sait [5] que Hol(F) s'identifie canoniquement & l'ensemble des
germes des difféomorphismes ¢ € Gr, ou Gr désigne le groupoide tran-
sitif X (n(W)) des difféomorphismes de V. Pour des ouverts connexes et
simplement connexes I, T de V' = L.y p' (x), on observe que Hol:r (V,
Ge), défini comme en (1.1), n'est autre chose que Holir(F, p). D'ou,
compte tenu de (3.2) et de la Remarque de (1.1), un isomorphisme ca-
nonique

o)) n(F) + w¥, G,
Pour x € V fixé, soit Gr,« l'image de 1l'homomorphisme
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At (W) o Diff p! (x).

L'inclusion p=' (x> C V induit, p: V 4 W étant une fibration, un fonc-
teur fidéle n(p~' (x)) -+ n(V), relativement auquel on peut énoncer avec
les notations de (1.4) et (3.2):

PROPOSITION. Soit (V, p, W) un fibré feuilleté par F et a fibres con-
nexes, FPour tout x € V, 11 existe un foncteur canonique pleinement

fidéle n (p~' (x, Gr,.) » w(F) tel que

T (p~7 (%)) X— m(p~" x, Gr, .

@)

LD 5 (B

soit commutatif.

En effet, compte tenu de (1) et de la Proposition de (2.2),
x(p~7'(x), Gr,x) s'identifie canoniquement & un sous-groupoide plein de
n(F), et la commutativité de (2) résulte alors directement de la défi-
nition des fleéches horizontales.

Compte tenu des identifications dans (2) de n(p~'(x)) et de
x(p~' (X2, Gr,x» avec des sous-groupoides de n(V) et de n(F), on peut
enfin énoncer:

COROLLAIRE. Le groupe fondamental n(F) du feuilletage F du fibré
feuilleté (V, p, W) a fibres connexes n'est autre, quel que soit x e V,
que le groupe fondamental n (p~'(x), Gr,x) et, pour z € p~'(x), 1'homo-
morphisme canonique y: m=(p~' (x)) = w:(p~'(x), Ge,x) est la restriction
de l'épimorphisme canonique xr: mz(V) - mw:(F).

3.4. Soit (¥W°, p, W) un revétement universel de la variété connexe V,
muni d'un point base X" € W°, soit I une variété connexe et soit §:
Txo(W) 2 Diff I avec Xo = p(x0™), un homomorphisme. On a une action

ps, xo-t (w0, (X%, y)2 3 (lwd='x7 §w)y)

du groupe discret m..(W) sur la variété W°xI, ol p(w) désigne 1l'unique
automorphisme de (W, p, V) tel que pw)x,” soit l'extrémité du rele-
vement d'origine xo” d'un chemin ¥ tel que [¥] = w. On sait [2, 5] que
la variété quotient Wxs,xo- I de W'xI par ps, x.- est définie et admet
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un et un seul feuilletage Fs,«o~ tel que 67 (Fs x-), 00 6: VW'xI
9 Vx5, x I est la surmersion canonique, ait pour feuilles les W'x{y},
y € L. On a un fibré (W'xs x- I, gq, W), o0 g est induit de popru-,
feuilleté par Fs «o- et de fibre type I. On dit [2, 5] que Fs .- est la
suspension de § & travers le revétement universel (V°, p, ¥) muni de
Xo". Il est naturel de chercher a décrire le groupe fondamental
% (Fs,x0-) & partir de 6. Or le plongement B..-: y 2 8 (xo", y) de L dans
V7xs,xs I induit un foncteur fideéle Buo-dx: W) 2 T(W'xs, % L) et on
peut énoncer:

PROPOSITIOR. Soit F la suspension de 6: mxo(W) -+ Diff L a travers le
revétement universel (V°, p, W) muni de xo-. Il existe un foncteur
pleinement fidéle de n(Z, Imé) -+ n(F) qui rend

@) — X 51, Iné)

(9] exo‘

(VW xs, xo- L) + 1t (F)

commutatif,

En effet, le fibré (V'xs .- I, q, W) feuilleté par F induit,
d'apreés (3.3), un foncteur \: m(W) - Diff W et on observe [5] que B..-
induit, pour tout @ € m.(W), un carré commutatif de difféomorphismes

exo"
I - g~ (x0)
§(w) X w)
on"
T y g (Xo)

D'ou un isomorphisme =n(E, Imé) + m (g™’ (X0), Gr,xo), qui, compte tenu de
la Proposition de (3.3), entraine l'énoncé.

Les identifications dans (1) de n (@) et =n(Z, Imé) avec des sous-
groupoides de (VW xs, «* L) et n(F) permettent enfin d'énoncer:

COROLLAIRE. Le groupe fondamental de la suspension F de 6:
Txo(W)) -+ Diff I 4 travers (V*, p, W) n'est autre que le groupe fonda-
mental n(Z, Imé) et, pour y € L, l'homomorphisme canonique x: m,(L) -
xy (&, Imé)est la restriction de 1'épimorphisme canonique

XF: Ty (W xs, xo- L) 3w, (F.

158



SUR LE GROUPE FONDAMENTAL D'UN FEUILLETAGE DEFINI PAR UNE SUSFENSION

BIBLIOGRAFPHIE,

C, EHRESMANN, Gattungen von lokalen Strukturen, Jahres, o, Oewtschen Math, 60-
2 (1957), 49-77, Reproduit dans “Charles Ehresmann, Oeuvres complédtes et com-
mentdes" 11-1, Amiens 1983, 125-153,

G, HECTOR & VU, HIRSCH, Introduction to the Geometry of Foliations, Vieweg,
Part A (1981), Part B (1983),

J, PRADINES, How to define the differentiable graph of a singular foliation?
Cahiers Top, et Géom, Diff, XXVI-4 (1985), 339-380,

V, van EST, Rapport sur les S-atlas, Astsrisque 116 (1984),

P, VER EECKE, Introduction & la théorie des variétés feuilletées, Esquisses
Nath, 31, Amiens, 1982,

P, VER EECKE, Sur le groupe fondamental d'un feuilletage, Cahiers Top, &t
Géom, Diff, XXV-4 (1984), 381-428,

P, VER EECKE, Sur le classifiant du groupoide d'holonomie et sur le groupoide
fondamental d'un feuilletage, Nederl, Akad, Wetensch, Proc, Ser, A, 89 (2),
(1986), 179-200,

U,F.R, de Mathématiques et Info,
33 rue Saint-Leu
80039 AMIENS Cedex, FRANCE,

159



P. VER EECKE

ADDENDUM

Un groupe de difféomorphismes G d'une variété connexe V opére
sur le groupoide de Poincaré n(V) par 1l'application (£, @) 3 fuw de
Gxm(V) dans n(V). Ceci permet [1'] de définir le groupoide produit
semi-direct n(V)x“G sur V, ou

MVIx"G) ey = Ugea ﬂxg—lly)(v) X {g)
et ou la loi de composition

mMWMIx"Glxy x MVIX"G)yz 3 (MVIXG)
est définie par
(wy, g2 ¢ W, g') = (Ee~"0", glog).

Le foncteur canonique x: n(V) = mw(V, G) est la restriction d'un fonc-
teur plein canonique x~: w(V)x"G - n(V, G) compte tenu de l'identifi-
cation évidente w -+ (w, V) de n(V) avec un sous-groupoide distingué
de m(V)x™G.

Si tout g € G est génériquement libre, c'est-a-dire que j«(g) =
Jx(lv) entraine g = 1lv, alors x~ est un isomorphisme et w(V) s'iden-
tifie & un sous-groupoide distingué de n(V, G). Ceci a éte remarque
par van Est [2'] dans le cas particulier ou V est simplement connexe.

[Plus généralement d'ailleurs on peut raisonnablement conjecturer
que le noyau de y est caractérisé comme suit: pour que yx~(¥) = ¥y~ (",
i1 faut et i1 suffit qu'il existe ¥1,..., ¥n € W(VIX"G et 6o,..., §n € G~
tels que

¥ = Y10..0yn, ¥ = SoeYre810...080-70Ynebn,

ou compte tenu de V C n(V), G~ est l'ensemble des (x, g) ¢ VxG tels
que Jx (@) = fellv).]
Le Corollaire de (3.4) admet alors le complément suivant:

S1 chaque 6§(w), w € Mxo(W), est génériquement libre, alors le
groupe de Poincaré m(l) est un sous-groupe distingué de m(F).
Les démonstrations détaillées de ces résultats complémentaires
seront publiées ultérieurement.
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