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SUR LE GROUPE FONDAMENTAL D’UN FEUILLETAGE
DÉFINI PAR UNE SUSPENSION

par Paul VER EECKE

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
CATÉGORIQUES

vol. XXVII-4 (1986)

ABSTRACT , This paper is devoted to the fundamental group
n (F) of a foliation F - already studied in its general features
16, 7] - but here in the particular case where F is a suspension
defined by 6 : rr (W) e Diff E. It is natural to ask how x(F) may
be described from ô. In fact, rr (F) is nothing else than the

fundamental group rr (E, Imô) of the manifold scheme defined by
Imô on E 141. In order to see this, the essential point, proved
in Lemmas and Proposition (2.2), is that the fundamental group
rr (V, G) of a transitive groupoid G of diffeomorphisms of a set
V of manifolds reduces to rr (V, G n Diff V), for any V e V.

INTRODUCTION.

L’article présent concerne, le groupe fondamental rr (F) d’un

feuilletage, déjà étudié ailleurs dans ses aspects généraux 16, 7],
mais ici dans le cas particulier où F est défini par une suspension
ô: rr (W) -) Diff S. Il est naturel de se demander comment rr (F) est dé-

crit à partir de ô. En fait, rr (F) n’est rien d’autre que le groupe fon-
damental rr (E, Im6) du schéma de variété 141 défini par Im6 sur E. Le

point essentiel, démontré dans les lemmes et la Proposition (2.2),
réside dans le fait que le groupe fondamental rr (V,G) d’un groupoïde
transitif G de difféomorphismes d’un ensemble V de variétés, les ob-

jets de G, n’est autre chose que rr (V, G) n Diff V) pour tout V e V.

1 . LE GROUPOÏDE FONDAMENTAL ASSOCIÉ A UN
GROUPOIDE DE DIFFÉOMORPHISMES.

1.1. Etant donné un ensemble V de variétés C°°, séparées et difféomor-
phes, on posera
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où Diff (V, W), avec Diff V = Diff (V, V), est l’ensemble des difféomor-

phismes de V sur W. La loi de composition évidente

munit Diff V d’une structure de groupoïde transitif sur V.

On appellera groupoide de difféomorphismes sur V tout sous-

groupoïde G de Diff V transitif sur V. On observe que G opère au sens
de [1] sur V" = Evev V, muni de sa projection canonique sur V. Pour V, W
dans V, on posera

avec

On supposera que V admet un domaine fondamental [4] J pour G,
c’est-à-dire un ouvert connexe U C V" tel que VA = GU, ce qui équivaut
à V = Gv, avec V e V défini par V J U.

Pour V, W e V, on désignera par TT (V, V) l’ensemble des germes
locaux inversibles de morphismes de V dans W, muni de l’application
source-but (a, j3) : TT (V, V) fl VxW, et par J( Gvw) le sous-ensemble de

TT (V, W ) formé des jx (f), avec f E Gvw , x E V. On posera:

et

pour U, U’ contenus dans VA. Soit S (V), ou plus simplement S, l’ensem-
ble des ouverts connexes et simplement connexes de VA.

On appellera chaîne d’holonômie de (V, G) tout système

avec

et

On dira que S. et £n sont l’origine et l’extrémité de F. On désignera
par HolET (V, G) l’ensemble des chaînes d’holonomie de (V, G) d’origine
E et d’extrémité T. Du fait que (V, G) admet un système fondamental,
on observe aisément comme en 161 que HolET (V, G) n’est pas vide. Sur

on a une loi de composition partielle associative évidente (F, F’) -&#x3E; 

r e r’ définie lorsque l’origine de r’ est l’extrémité de T’.

Pour 0 e HoltT (V, G) avec E, T E S, on désignera par CET (0) la

composante connexe de 0 dans l’ouvert HolET (V, G) de TT(V, W ) muni de
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sa topologie usuelle d’espace étalé sur V par a: TT (V, W) -4 V, avec V

et V dans V tels que V J Z, W J T.

Etant donné une 1-chaîne r = (Zo, yo, E1 ) et une 2-chaîne r’ =

(Zo, 0 ., Si, 02, L2) dans HolEoE2 (V, G), on définit la relation r   r,

par la condition suivante:

il existe îr e Gvovi, f2 e Gviv2 tels que

avec

Plus généralement, on définit la relation r « r’ par la condi-

tion suivante:

il existe une 1-chaîne f2, une 2-chaîne r’2 (et éventuelle-

ment des chaînes ri, rs) telles que

et au sens .ci-dessus.

On dira que r, r’ E HolET (V, G) sont contigües et on notera F - r’

si r « r’ ou l’’ « r. On a’ alors sur HoIET (V, G) une relation d’équi-
valence r - r’ définie par la condition suivante:

il existe riE HolxT (V, G), 1 = 0,..., n telles que

D’où une relation d’équivalence sur Hol(V, G) qui n’est autre que celle

compatible avec la loi de composition de Hol(V, G) et engendrée par F

« r’ , où r est une 1-chaîne.

On peut aussi définir dans HolEoE2 (V, G) une relation

par la condition:

il existe des germes "1 e Holrozi (V, G), O’ 2 e Holtl 2:2 (V. G)

composables et tels que

REMARQUE. Les relations F  r’ et r « I" où r est une 1-chaîne, en-

gendrent dans Hol(V, G) la même relation d’équivalence compatible
avec la loi de composition.

Il s’agit, d’une part, d’observer que

entraîne évidemment
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et, d’autre part, de montrer que cette dernière relation entraîne

Or, avec O’1, O’2 vérifiant (1), on a en particulier

Compte tenu de ce que, d’autre part, 

(Eo, O1 L1, O2, EZ) - (Lo, ;, L1) . (E1, O2, E2) 

il n’est donc que de vérifier

et

Or on a (3) (et, de façon analogue (4)) parce que Ctot (01 ) = CtOIl (O’, )
entraîne l’existence de fi E Gvovi, i = 0,..., n, avec Vo J Eo, V, J E,
et d’ouverts connexes Qi C La n fi-1(Ei), i = 0 , ... , n, tels que

avec

pour et avec

1.2. On désignera par rrET (G, V) le quotient de HolET (V, G) par r ~ r’,
et on dira que r E HolET (V G) est un représentant de son image [FI

par l’application canonique Hol (V, G) A ni, (V, G). Par passage au

quotient, on induit de Hol (V, G) sur

une loi de composition partiellement définie (A, B) -&#x3E; A . * B. Comme en

161 on observe que 1r (V, G) se trouve ainsi muni d’une structure de

groupoïde transitif sur S. L’unité correspondant à Z E S n’est autre

que [(E, x", Z)1, indépendant de x e E , avec x" = j x (1E). Le groupe
structural du groupoïde transitif 5(V, G) est le groupe fondamental du
schéma de variété (VA, Hol(V, G)) [4]. Pour y e VA, on a sur

la relation d’équivalence suivante:
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on a avec , si

dans

On désignera par 7Txy(V, G) le quotient de rrxy(V, G) par cette relation
d’équivalence. Pour E, T E S et x E E, y E T fixés, la restriction

k z , x&#x3E; E , y) à 5zT (V, G) de l’application canonique

est une bijection, dite canonique. Par ces bijections, la loi du grou-
poïde n(V, G) induit sur

une loi de composition (A, B) A A . o B munissant rr (V, G) d’une struc-

ture de groupoïde transitif sur V", ayant le même groupe structural

que 7r(V, G).
On dira que rr (V, G) et son groupe structural, noté aussi K(V,G),

sont le groupoïde fondamental et le groupe fondamental de (V, G).

Dans le cas où V est réduit à une seule variété, c’est-à-dire dans le

cas (V, G) d’une variété V munie d’un groupe G C Diff V, on désignera
le groupoïde fondamental et le groupe fondamental par rr (V, G). On

observe que le groupe n (V, G) ne dépend que de la classe de conjugai-
son de G dans V. Dans le cas plus particulier où G = 1v, ce qui en-
traîne que V est connexe, le groupoïde nCV, lv) n’est autre que le

groupoïde fondamental du feuilletage discret sur V, canoniquement
isomorphe au groupoïde de Poincaré x(V) [6]; ce qui justif ie la nota-

tion adoptée.

1.3. Etant donné (V, G) et (V’, G’) comme ci-dessus, on écrira

lorsque

Pour E, T E S(V’), on a alors Hol1:T (V’, G’) C HolET (V’, G) , entraînant par
passage au quotient des applications canoniques

et

pour x e E, y e T. On a dès lors des foncteurs canoniques évidents

et
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Pour tout V E V, on a en particulier un foncteur rr (V, Gv) -i n CY, G),
dont on montrera en (2.2) qu’il est pleinement fidèle.

1.4. Soit G un groupe de difféomorphismes de la variété connexe V.

L’identification canonique rr (V) -:- rr (V, lv) du (1.2) et le foncteur

canonique nCV, lv) e (rr (V, G) de (1.3) définissent un foncteur x:
x(V) -i rr (V, G) dit canonique et qui peut d’ailleurs être défini aussi
comme suit.

Comme dans [7], on montre d’abord que x(V, G) est un. groupoïde
de Lie galoisien (3] sur V, dont la topologie est engendrée par les

où et

Le foncteur X ci-dessus n’est autre que le foncteur canonique [7] du

groupoïde de Lie galoisien rr (V, G).

2. LE PLONGERENT rr (V, Gv) -&#x3E; n(V, G).

2.1. Pour (V, G) comme ci-dessus, soit V, W e V et Gvw le sous-grou-

poïde plein de G sur {V, W}. Pour E, T e S({V, W», on posera

Comme dans le cas général, on sait que Hol’zT (V, G) e 0.
Pour r, r’ e Hol’ ET (V, G), on écrira r AI tT r’, et on dira aussi que

" r’ dans HolET (V, G), si r - l’’ dans HolET ({V ,W}, Gvw). Ceci revient
à dire qu’il existe r, E Hol ’2:T (V, G), i - 0,..., n, tels que

Dans le cas particulier V = Wt on a

2.2. Soit r e Hol CQ, G) avec F = (Zo, Oo,...,, yn-i, Ln) et x, = a(Oi), 1 =

0,..., n-1, V 1 E V, 1 = 0,..., n-1 définis par Ei C Vi. On dira que
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est associé à r si on a jxi (fi)= Oi, i = 0,..., n-1. Soit alors z, E Vo,
z’i E Vn, 1 = 0,..., n-1 définis par

pour
et

Pour i = 0,..., n-1, on définit alors fi (fo,..., fn-i) E HOl’EoEn (V, G) par

LEMME 1. Soit r E Hol (V,G) avec r = (Eo, Oo,..., On-1 En) . Alors:
i) Quel q ue soi t Cîo, ... , fn - 1) associ é à r , on a

si r E HolliEoEn (V, G)) pour i - 0,..., n-1.
ii) Quels que soient (fo,..., fn-’) et c’î ô,.,., fn-y) associés à r,

on a

pour

DÉMONSTRATION. On démontrera d’abord:

par récurrence sur n, et ensuite

pour

Or (1) étant trivial pour n = 1, supposons cette relation vérifiée

pour n-1 ) 1, et vérifions-la pour n. On a

avec

et, en vertu de l’hypothèse de récurrence,

Il vient donc
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Puisque

entraîne

il vient, compte tenu de (3),

c’est-à-dire (1). En vue de démontrer (2) on observe d’abord que l’on

peut écrire

avec définis par

Il suffit donc d’observer ce qui résulte de

ii) Il suffit de vérifier l’énoncé dans le cas particulier où il

existe k tel que fi. = f’i pour 1 - k. Mais on a alors

ce qui, compte tenu de (2), entraîne l’énoncé.

LEMME 2. Soit r, r’ E Hol’EoE (V, G) tels que r « 1" et soit



153

associés respectivement à r, r’ avec fi = f"iof’i. On a alors

quels que soient

Compte tenu de (2) du lemme précédent, on peut supposer k .= 1 = 1 et
il n’est que d’observer qu’on a

avec zj, zj, j = 0,..., n-1 déf inis par

et

On peut dès lors démontrer le résultat annoncé en (1.3).

PROPOSITION. Soit G un groupoi-de de difféomorphismes sur V. Pour tout
V E V, le foncteur canonique rr (V’, Gv) e x(V,G) est pleinemen t fidèle.

Pour des sous-variétés connexes et simplement connexes E, T de

V, il s’agit de vérifier que l’application canonique

est bijective. La surjectivité résulte de ce que, pour r E HolET (V, G)

et (fo,..., fn) associé à r, on a

et

d’après le Lemme 1. Vérifions l’injectivité, c’est-à-dire que, pour
r, r’ E HolET (V, Gv), on a

dans
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Il existe alors n tels que

Pour 1 = 0,..., n-1, on a d’après le Lemme 2 des systèmes fi, f’i

respectivement associés à r t, ri..,, tels que

où on a posé 1

Avec ces notations on a, d’après ii du Lemme 1

pour

D’après i du Lemme 1, on a aussi

Compte tenu de (4), (2), (3), il vient alors

c’est-à-dire (1).

COROLLAIRE. Pour tout V e V, le groupe fondamental de (V, G) est celui

de (V, Gv).

3. FIBRÉS FEUILLETÉS.

3.1. La construction du groupoïde fondamental d’un groupe de difféo-

morphismes d’une variété connexe est analogue à la construction rap-

pelée brièvement ci-dessus du groupoïde fondamental d’un feuilletage F
sur une variété connexe V [6, 7]. Soit Hol (F) le groupoïde d’holonomie
de (V, F). On désignera par y" l’unité correspondant à x e V de ce

groupoïde de Lie [7] sur V. Pour des ouverts U, U’ de V, on posera
Holu, u’ (F) = {O e Hol (F) 1 a(O) E U, B (O) E U’ }.

Sauf confusion, soit S l’ensemble des sous-variétés de V connexes et

simplement connexes, transverses à F.
On appellera chaîne d’holonomie de (V, F) tout système
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avec

On dira que Zo et E" sont l’origine et l’extrémité de r.

Désignons par Ho11T (F) l’ensemble, non vide [6], des chaînes

d’holonomie d’origine E et d’extrémité T. On a sur

une loi de composition associative partielle (r, r’) e r. r’ .

Soit r 
" 

r’ la relation d’équivalence sur Hol (F) compatible avec
sa loi de composition et engendrée par (Eo, O, L2)  (Zos 0, E n 02) E2)

définie comme suit:

il existe 0’1, O’2 E Hol(F) composables avec 0’l 0’2=O et où
Oi, O’ , y (resp. O2, O’2) appartiennent à la même composante connexe du

sous-espace Holtotl (F) (resp. HolE1 E2 (F))) de Hol (F) .

Ceci revient encore à dire que 8, (;, ), 8, (O’1) (resp. 82 (O2), E2(0’2)) 

appartiennent à la même composante connexe de l’image par l’injection
naturelle 8, : HolEoE1 (F) -&#x3E; TT Eo, E1) (resp. 02: Holm2(F) -) TT (E1, Ez » , où

TT (Eo, Xi) (resp. TT (E1, EZ)) est muni de sa topologie naturelle d’espace
étalé sur Eo (resp. sur E, ) par l’application source.

On désignera par rr ET (F), où S, T E S, le quotient par r 
" 

I" de

l’ensemble saturé HolET (F) C Hol (F), et par Il] l’image de r par l’ap-
plication canonique HoltT (F) -+ rr ET (F). Par passage au quotient on a

sur

une loi de composition (A, B) -&#x3E; A . o B induite de celle de Hol (F) et

munissant rr (F) d’une structure de groupoïde transitif sur S.
Soit enfin rrxy (F), où x, y e V, le quotient de

par la relation d’équivalence A " B définie par

Muni de la loi de composition (A, B) A A . B induite de celle de
rr (F) par passage au quotient, rr (F) = Ux, yev 1tKy(F) est un groupoïde
transitif sur V, qu’on appelle 171 le groupoïde fondamental de F; et

dont le groupe structural, noté aussi rr (F), et identique à celui du

groupoïde transitif rr (F), sera appelé groupe fondamental de F.
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On a sur rr (F) une structure naturelle de groupoïde de Lie

galoisien sur V, et un foncteur plein, dit canonique, XF: n (V) e rr (F)

(cf. [7D.

3.2. Le groupoïde fondamental x(F) admet la description suivante dans
le cas où V admet un feuilletage F** transverse à F.

On désignera par Hol (F, r) le sous-ensemble de Hol(F) formé

des chaînes d’holonomie (Eo, Oo,..., On-1, Zn) avec Xi E S* où S44a est le

sous-ensemble de S formé d’ouverts de feuilles de F’* .

On verrait aisément comme en (6] que l’existence en tout point
de V d’un système fondamental de voisinages bitriviaux 151, ou, autre-

ment dit, bidistingués 121, relatifs à F, F**, entraîne, quels que
soient E, TES., que

est non vide et que la restriction à Holr,., (F, F") de l’application
canonique HolET (F) -&#x3E; rrET (F) est surjective.

Dans le cas où les feuilles de P- sont les f ibres d’une surmer-

sion .f: V e V, on écrira Hol (F, 1) au lieu de Hol (F, F**).

3.3. Soit en particulier un fibré feuilleté 12, 51, c’est-à-dire la

donnée d’une surmersion de variétés connexes p: V -&#x3E; V et d’un feuille-

tage F tel que p/F soit un revêtement pour toute feuille F de F. On

sait que (V, p, V) est alors une fibration, dont les fibres, qu’on
supposera connexes, sont transverses à F. Pour V = 1p--’ (x) 1 x e W},
on a un foncteur X: rr (W) -&#x3E; Diff V défini comme suit [5]:

Pour w e rr xy (W), x(u): p-1 (x) -&#x3E; p-’ (y) est tel que k (w) (z)
est l’extrémité du relèvement d’origine z relatif à p/Fz d’un chemin
tel que [Y] = w.

On sait 151 que Hol(F) s’identifie canoniquement à l’ensemble des
germes des difféomorphismes O e GF, où GF désigne le groupoïde tran-
sitif k(rr(W)) des difféomorphismes de V. Pour des ouverts connexes et
simplement connexes E, T de W^ = ExeW p-1 (x), on observe que HolET (W,
GF), défini comme en (1.1), n’est autre chose que HolET (F, p). D’où,
compte tenu de (3.2) et de la Remarque de (1.1), un isomorphisme ca--

nonique

Pour x E V fixé, soit GF, x l’image de l’homomorphisme
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L’inclusion p-1 (x) C V induit, p: V -&#x3E; W étant une fibration, un fonc-
teur fidèle rr (p-1 (x)) A rr (V), relativement auquel on peut énoncer avec
les notations de (1.4) et (3.2):

PROPOSITION. Soit (V, p, W ) un fibré feuilleté par F et à fibres con-

nexes. Pour tout x E W, il existe un foncteur canonique pleinement
fidèle rr (p-1 7 (x), CF 1 K) -i n (F) tel que

soit commutatif.

En effet, compte tenu de (1) et de la Proposition de (2.2),
n (p-1 1 (x), GF, x) s’identifie canoniquement à un sous-groupoïde plein de
rr (F) , et la commut;ativité de (2) résulte alors directement de la défi-

nition des flèches horizontales.

Compte tenu des identifications dans (2) de n (p-1 (x)) et de

n (p-1 (x), GF, x, avec des sous-groupoïdes de rr (V) et de rr (F), on peut
enfin énoncer:

COROLLALRE. Le groupe fondamental rr (F) du feuilletage F du fibré

feuilleté (V, p, W ) à fibres connexes n ’es t autre, quel que soit x E V,
que le groupe fondamental n (p-1 (x), GF, x) et, pour z E p-1 (x), l’homo-
morphisme canonique X : rr z (p-1 (X)) -&#x3E; rrz= (p-1 (x), GF, x.) est la restriction

de l’épimorphisme canonique XF: rrz(V) -&#x3E; rrz (F).

3.4. Soit (W’, p, W) un revêtement universel de la variété connexe W,
muni d’un point base xo" E W", soit E une variété connexe et soit ô:

rr xo (W) -&#x3E; Diff E avec Xo = p (xo^), un homomorphisme. On a une action

du groupe discret rr xoo (W) sur la variété W"xE, où u(w) désigne l’unique
automorphisme de (W’, p, W) tel que u(w)xo^ soit l’extrémité du relè-

vement d’origine xo" d’un chemin Y tel que [y] = o. On sait [2, 5] que
la variété quotient W^x6,xo- E de W"xl par p6, xo^ est définie et admet
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un et un seul feuilletage F6, xo^ tel que 8-1 (F6, xo), où 0: W^ xE

4 W^ x6, xo^ E est la surmersion canonique, ait pour feuilles les W^ x{y},
y E E. On a un fibré (W^x6,xo^ E, q, V), où q est induit de poprw-,
feuilleté par F6, xo^ et de fibre type E. On dit [2, 5] que F6, xo^ est la

suspension de 6 à travers le revêtement universel (W., p, W) muni de

xo". Il est naturel de chercher à décrire le groupe fondamental

rr (F6, xo^) à partir de ô. Or le plongement 8xo-: y -&#x3E; 8 (xo., y) de E dans

W^ x6, xo^ E induit un foncteur fidèle (8xo^)*: 1C (1:) -) rr (W^ x6 , xo 1) et on

peut énoncer:

PROPOSITION. Soit F la suspension de ô: rr xo (W) -&#x3E; Diff E à travers le

revêtement universel (WA, p, W) muni de xo-. Il existe un foncteur

pleinement fidèle de rr(E, Im6 -&#x3E; rr (F) qui rend

commutatif.

En effet, le fibré (W^ x6,xo- E, q, W) feuilleté par F induit,

d’après (3.3), un foncteur X: 1t(W) -&#x3E; Diff W et on observe [5] 3 que 8",.,,-

induit, pour tout w E rr xo (W), un carré commutatif de difféomorphismes

D’où un isomorphisme rr (E, In6)  n (q-1 (xo), GF, xo), qui, compte tenu de
la Proposition de (3.3), entraîne l’énoncé.

Les identifications dans (1) de rr (E) et rr (E, Im6) avec des sous-

groupoïdes de rr (W^x6, xo E) et x(F) permettent enfin d’énoncer:

COROLLAIRE. Le groupe fondamental de la suspension F de 6:

rr [xo(W)) e Diff E à travers (W^, p, W) n’est autre que le groupe fonda-

mental n(E, ImS) et, pour y E E, 1’homomorphisme canonique X: rr y (E) -&#x3E;
rr y (E, Imô) est la restriction de l’épimorphisme canonique
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ADDENDUM

P, VER EECKE

Un groupe de difféomorphismes G d’une variété connexe V opère
sur le groupoïde de Poincaré n(V) par l’application Cî, w) -&#x3E; f*w de

G x rr (V) dans rr (V). Ceci permet 1111 J de définir le groupoïde produit
semi-direct n (V)x"G sur V, où

et où la loi de composition

est définie par

Le foncteur canonique X: rr (V) -&#x3E; rr (V, G) est la restriction d’un fonc-

teur plein canonique X-: rr (V)~G -&#x3E; rr (V, G) compte tenu de l’identifi-

cation évidente w -&#x3E; (u, V) de rr (V) avec un sous-groupoïde distingué
de rr (V)x-G.

Si tout g E G est génériquement libre, c’est-à-dire que jx (g) =

jx (1v) entraîne g - lv, alors X- est un isomorphisme et rr (V) s’iden-

tifie à un sous-groupoïde distingué de rr(V, G). Ceci a été remarqué
par van Est 1211 dans le cas particulier où V est simplement connexe.

[Plus généralement d’ailleurs on peut raisonnablement conjecturer
que le noyau de k-est caractérisé comme suit: pour que x’- (’¥) = X (Y’),
il faut et il suffit qu’il existe ’¥1,..., in E 1t(V)x-G et ôo,..., ô" E G-

tels que

où compte tenu de V C rr (V), G~ est l’ensemble des (x, g) E VxG tels

que jx (g) = jx (1v).]
Le Corollaire de (3.4) admet alors le complément suivant:

Si chaque 6(w), o e rr xo (W), est générique11lent libre, alors le

groupe de Poincaré rr (E) est un sous-groupe distingué de rr (F).
Les démonstrations détaillées de ces résultats complémentaires

seront publiées ultérieurement.
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