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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XXVII-2 (1986)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

SUR LES SELECTIONS INJECTIVES DU TYPE FINI
par Edmond BONAN

A la mémoire de Charles Ehresmann

ABSTRACT. The Wedding Lemma is extended to infinite sets.
Extension du Lemme des Mariages [1] aux ensembles infinis.

Proposition. .
Soit E et F deux ensembles, G une partie de F, et ¢
une application de E dans l'ensemble des parties finies de F telle que:

(i) pour toute partie A de E,

Card(®(A)) 2Card(A), ot d(A) = U (d (x), xe A);
(ii) pour toute partie finie B de G ,
Card(B) € Card(d™'(B)) < +® ou ¢7XB) ={x, a(x)NB = @} .

Il existe alors une sélection injective f, subordonnée a ¢ telle que
f(E) contienne G. '

Preuve.

1° Soit A l'ensemble ordonné par lI'inclusion des parties X de E
munies d'une sélection injective fx: X >F, subordonnée a &, ou de plus
fx(X) contient G. Soit T une partie totalement ordonnée de A : posons
Z=U(X, XeT) Pour chaque X € T, soit fx un prolongement arbi-
traire de fx a Z tout entier, subordonné a ¢. Le filet (Fx, X e T, D)
prenant ses valeurs dans l'espace produit topologique, compact par
le théoréme de Tychonoff, de la collection (¥z), z ¢ Z), admet une
valeur d'adhérence, disons fz : Z »F, subordonnée a & . Montrons que
fz est injective: pour deux éléments distincts y et y' de Z, il existe
une partie Y e T les contenant, et il existe de plus une partie X con-
tenant Y, X e T, telle que

Fz (y) = Fx(y) = Fx(y) (resp. y').
Mais puisque fx est injective,

fz (y) = fz(y).
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E. BONAN 2

Montrons maintenant que f- (Z) contient G : pour un élément vy de G,
il existe une partie Y € T contenant l'ensemble fini non vide

zZ 0 Q—I\Y) =J
et il existe de plus une partie X contenant Y, X € T telle que

Yy - F _

fz(J/ = fX(J) = fx (J.

Ce dernier contenant Y, puisque fx(X) contient G. Nous venons de trouver

le majorant Z de T dans A qui est donc inductif.

2° Pour une sélection injective f: X > F subordonnée a ¢ et un
élément z de E, n'appartenant pas a X, nous allons établir l'existence
d'une sélection injective g: XU{Z} > F, subordonnée a ®. Nous poserons

(o) ' =0, (F'eo)2)=1{4,
(10" (2) =u((F o) %z), & 21,

Pour l'entier &, tant que &f™ CD)Q‘(Z) est contenu dans fX), nous pouvons

PUTI +1 .

deffmr (! ‘Dg‘ (2) : desilgnons, le cas échéant, par h le plus petit
entier pour lequel ®(F'®)5(z) n'est pas contenu dans f(X). Nous
prendrons h infini sinon. La suite

(" o*z), 150 <h
est strictement croissante: en effet, pour 1 £ 2<h,
Card((F* 01" 42) ) = Card(2 ¢ 0 2)).

. - 2 .
Mais & (f™' @ )'(2) contient 9(z) avec z ¢ (F' c1>)Q(Z) donc la propriété (i)
se traduit ici par

Card(o(F efz) ) = Card(o((F of (2) U {2 2 cardF' ) (2) + 1.
Ainsi

Card((F* 8 4(2) ) > Card(F' 0 ¥ (2)).

a) Supposons h fini: il existe d'abord un élément o appartenant a
o (F! ®(2) mais pas a o(F o V1 (y)

¢ nous pouvons définir successive-
ment, en commengant par

xpe (F N o0)bXz), o€ (xp),
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SUR LES SELECTIONS INJECTIVES DE TYPE FINI 3

puis si h > 0, continuer, pour tout entier i, 0 £ i <h, par
xie (FLO) N O (1), Flxz ) € (xy),

en terminant de toute fagon par xo = 2.

La nouvelle fonction g: X U {z} > F, définie par
g(z) = a et si h >0, pour tout entier i, 02 i< h par g(x;) = f(xj1),
coincidant en outre avec f sur
X\ U(x;, 0< i <h)

est une sélection injective subordonnée a . Si f(X) contient G, il
en est de méme pour g (X U{z }).

b) Supposons maintenant h infini: il existe pour chaque entier n
une construction notée O, du type précédent, soit pour tout entier i
tel que 0§ £ n,

0, € (FLoY D\ (P o)Fl(z)

et si 0 i<n,
f(On(i + 1)e 0O (1) .

N

Prolongeons © 5, & l'espace N tout entier par ®n en prenant cependant
pour tout entier j, j > n, Op(j) dans

(Froyd\F o)) .

La suite (Bp, n 21) prend ses valeurs dans I'espace produit topologique
compact de la collection

(o N (2, 0 20,

elle admet donc une valeur d'adhérence, disons ©: pour tout entier i,
il existe un entier n 2 i+1 tel que

@(i) = ,én (i) :@n(i) (resp. (i+1)),
donc
f(0(i+1)) € (0 (i)
avec toujours 0(0) = z. La nouvelle fonction

g : X Ulz} > F  définie par  g(0 (i) = f(O(i+1))

pour tout i 2 0, coincidant avec f sur X\ U(O (i), i >0), est une
sélection injective subordonnée a ¢. Si f(X) contient G, g(XUIz}) aussi.
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39 a) Prenons d'abord G = @ : il existe par le Lemme de Zorn une
sélection injective f: E > F subordonnée a &, car I'élément maximal
de A est sGrement E.

b) Lorsque G n'est pas vide, l'application 7' de G dans l'en-
semble des parties finies de E vérifie les conditions qui permettent,
grace a 3-a, d'exhiber une sélection injective e: G > E subordonnée
a ¢!, et par suite €' :e{G) >F est déja une sélection injective
subordonnée a ¢ telle que e '(e(G)) = G. Maintenant par le Lemme de
Zorn, e(G) est contenu dans un élément maximal de A, qui est sGrement
E : il existe donc une sélection injective f: E ->F subordonnée a 9,
et en outre f(E) contient G.
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