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Vol. XXII-1 (1981)

DUALITE D'ECKMANN-HILTON A TRAVERS LES MODELES DE
CHEN - QUILLEN - SULLIVAN
par Daniel TANRE*)

RESUME.

La connexion homologique formelle de Chen est reliée aux modéles
d'Adams-Hilton, de Quillen, de Sullivan, i travers les foncteurs Le C
de Quillen. La suite spectrale d'Eilenberg-Moore d'un espace est exprimée
a partir de la suite spectrale de Curtis, obtenue en filtrant le modele de
Quillen par la suite centrale' descendante. Dualement, la suite spectrale
de Quillen est déduite de la suite spectrale obtenue en filtrant le modeéle

de Sullivan par la longueurs des mots.

. RAPPELS ET NOTATIONS.

Les espaces topologiques considérés sont supposés simplement
connexes, de type fini, localisés en zéro. Tous les espaces vectoriels gra-
dués envisagés sont de dimension finie en chaque degré, sur un corps k de
caractéristique zéro, a graduation positive.

Soit V un espace vectoriel gradué sur un corps k de caractéristique
zéro, avec ¥V, =0 ; on note:

L(V) 1'algebre de Lie libre engendrée par V,

T(V) l'algebre graduée associative libre engendrée par V,
AV 1'algebre graduée commutative libre engendrée par V,
#V 1'espace vectoriel dual,

sV  I'espace vectoriel suspensionde V: (sV) =V, ;.
Si v est un élément homogene de V, |v| désigne son degré et v
I'expression (-1) lvly.

*) E.R.A.-C.N.R.S. n° 07590.
53



D. TANRE 2

Définissons maintenant les éléments du diagramme ci-dessous:

HDGC < L ~ HDGCO
vV
‘/ gl B P U
\ e
A ADGC<~—2+— CDGCO " LDG . ADG
\\ ‘\~ e _ A .- -
R AN PR AN €+ 15
- Top- -

Top; est la catégorie des espaces topologiques l-connexes de type fini;
les foncteurs de source Top; , ne donnant généralement pas des éléments
algébriques de type fini, sont indiqués en pointillés ;

A est le foncteur construit par Quillen [DQ], Ap; le foncteur formes
de Sullivan [DS], f le complexe des intégrales itérées [KTC], Cx(Q-) le
complexe des chaines singuliéres de I'espace des lacets.

Les catégories utilisées ont pour classe d'objets:

ADGC, les algebres différentielles graduées commutatives l-connexes,
avec différentielle homogene de degré + 1 ;

LDG , les algebres de Lie différentielles graduées connexes, avec di-
férentielle homogene de degré -1 ;

CDGCO, les coalgebres différentielles graduées cocommutatives, avec
différentielle homogene de degré -1 ;

HDGC, les algebres de Hopf différentielles graduées commutatives,
avec différentielle homogene de degré +1 ;

HDGCO, les algebres de Hopf différentielles graduées cocommuta-
tives, avec différentielle homogene de degré -1 ;

ADG, les algebres différentielles graduées avec différentielle homo-
gene de degré - 1.

# est un foncteur de dualisation. Le lecteur se reportera au texte indiqué
pour la définition de:

la cobar construction F , [JFA]; l'algebre enveloppante U, [DQ]; le
foncteur primitif $, [DQ] ; la bar construction B, [H-S]. Les foncteurs

C et £ sont construits par Quillen [DQ] ; & est le composé # CPx.

5%



DUALITE D'ECKMANN-HILTON... 3

Pour toute ADGC (4, d, ), Sullivan [DS] construit une ADGC (ap-
pelée minimale) libre, a différentielle décomposable (A V, d) et un quasi-
isomorphisme p de (AV,d) vers (A,d, ). Le couple ((AV,d),p) sera
appelé modéle de Sullivan de (A,d, ). Le modele de Sullivan d'un espace
X est le modele associé a Ap; (X) ; il sera noté Su(X).

Baues et Lemaire [ B-L] définissent également une notion d'algebre
minimale dans LDG et ADG ; nous les appellerons modéle de Quillen d'une
algébre de Lie différentielle et modéle d’Adams-Hilton d'une algébre dif-
férentielle. Par extension, si (A, d, ) est une ADGC a modele de Sullivan
(AV,d) l-connexe de type fini, le modele de Quillen de (A, d,) estle
modele de Quillen de £#(AV,d). Le modele de Quillen d'un espace X
est I'algebre minimale associée 3 A(X) ; elle coincide avec celle asso-
ciée a L£#Su( X), d'apres un résultat de J.M. Lemaire [JML]. Enfin,
Adams et Hilton [A-H] ont construit a partir d*un espace l-connexe X,
une ADG libre dont l'algebre d'homologie est l'algebre de Pontryagin de
'espace des lacets QX ; appelons modele d'Adams-Hilton de X le mo-
dele minimal de cette algebre tensorisée par k. Les générateurs, augmen-
tés d'un degré, correspondent aux cellules et la différentielle est donnée
par les applications d'attachement. Baues et Lemaire [B-L] ont montré
que l'algebre enveloppante du modéle de Quillen de X est le modele d'A-
dams-Hilton [B-L] ; ce résultat permet d'obtenir des interprétations cellu-

laires de divers modeles algébriques.

1. MODELE DE QUILLEN ET CONNEXION DE CHEN.

Le modele de Quillen d'un wedge de spheéres l-connexes, }/S"i N
d'homologie H , est (L(s"LH),0). L'algebre #C(L(s’1H),0) est libre
a différentielle décomposable; c'est le modele de Sullivan de \l./S"" . Elle
est canoniquement munie d'une graduation correspondant a la suite centrale
descendante de 1'algebre de Lie libre (on vérifie dtailleurs aisément qu'elle
coincide avec celle du modele bigradué d'Halperin-Stasheff [H-S]); nous
appellerons filtration-colonne la filtration qui s'en déduit.

Nous commengons par établir un théoréme d'unicité pour les modeles
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D. TANRE 4

libres & différentielle linéaire + quadratique, qui nous permettra de relier

les modeles algébriques de Quillen et de Chen:

THEOREME 1. Soit (A,d, ) une ADGC admettant un modéle de Sullivan
I-connexe de type fini. Soit (AZ, d; +d, ) une algébre libre surl'espace
vectoriel Z , munie d'une différentielle D = d; +d,, ou d; est linéaire et
d, quadratique. Soit p:(AZ,D) » (A,d, ) un homomomphisme d'ADGC
vérifiant:

(i) p':(NZ,dy) » (H(A,dy ),0) estle modéle minimal du wedge
de sphéres d'homologie H(A,dy ), o p'(z) estla classe de p(z) si
z est un dy-cocycle et p' est nulle ailleurs.

(ii) d; baisse la filtration-colonne de (A Z, d, ) d'au moins une unité.
Alors (MZ, d1 t+d,) estl'algébre des cochaines sur le modéle de Quillen
de (A,dy ).

Introduisons maintenant la connexion homologique formelle (c.h.f.)
de Chen.

Soit M une variété C*, simplement connexe, paracompacte. Pour
la fin de ce paragraphe, le corps de référence est le corps R des réels.

On choisit une base (%;);,,; de l'espace vectoriel d'homologie
H«(M;R) et on note T(V) l'algebre graduée associative libre engendrée
par la famille (X;); ;, ot le degré de X; est celui de Z, baissé d'une
unité. Soit (A p(M),d) l'algébre de de Rham de M munie de la différen-
tielle extérieure d ; on note par Ap o (M)[ V] le produit tensoriel sur R,

App(M)®T(V).Siw =2wi1...i Xil...Xl-s appartient 3 App (M) [V],

s

Jw désigne 'expression Eﬁiil i XiI ... X; ; la différentielle extérieure
iy s

de w est définie par:

i eee
ls 1 s

dw=2dwi1“ . X X.

Rappelons qu'une dérivation de T (V) (resp. L(V)) est un endo-

morphisme linéaire o, de degré -1, tel que:

d(uv)=(du)v+a(dv) (resp. dlu,vl=[dus,v]+[7,dv]).
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DUALITE D'ECKMANN-HILTON... 5

Une dérivation d de T(V ) s'étenda Ap (M )[ V] par:
aw = Ewil"'is a(XZI .o Xis).

DEFINITION [KTC]. Une connexion homologique formelle (c.h.f.) sur M
est une paire (w,d) formée:
1o d'un élément
de ADR(M)[V] vérifiant :
l-a. w; est une forme fermée ;
1-b. les classes ([ wi])iel définissent une base duale de (Ei)id ;
l-c. sip; estle degré de w;, on a:
14
w, | =1+ % (p;-1);
| ll"'lrl j=1(pzi ) ;

20 d'une dérivation d de T(V ) vérifiant:

dw+dw-Jwaw = 0.

Nous nous placerons ici dans un cas particulier de cette situation.

DEFINITION. Une connexion homologique formelle de Lie sur M est une
paire (w, d) telle que:

lo w appartient 3 App(M) @ L(V ) et, considéré comme élément de
App(M)[V], w vérifie les conditions 1-a, 1-b, 1-c ci-dessus;

20 d est une dérivation de LV ) telle que:

6w+dw--§-[]w,w] = 0.

REMARQUE. Cette restriction ne nuit pas 4 la généralité, car la c.h.f.
construite par Chen dans le cadre d'une décomposition de Ap (M), ana-

logue 4 la décomposition de Hodge, est une c.h.f. de Lie.

Si(w,d) estune c.h.f., Chen montre que 0 est une différentielle
(32 =0); nous retrouvons ce résultat en remarquant que, dans le Théo-

réme 1, I'hypothese d? = 0 est redondante.

Soit (X, )1k une base d'espace vectoriel de 1'algebre de Lie
L(V) ; une c.h.f. de Lie sera notée w = IEwIXI.
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D. TANRE 6

THEOREME 2. Si (w,0d) estune c. h.f. de Lie, dlors:
10 la dérivation 9 est une différentielle;
2 U'homomorphisme d'algébres ¢: As# L(V )~ App(M) défini par:
b(l) = IEwI <l, sX;>, si les#L(V),
est un homomorphisme d'ADGC de #C(L(V),d) dans (App(M),d) in-

duisant un isomomphisme en cohomologie.

COROLLAIRE. Si (w,d) est une c.h.f. de Lie, (L(V),d) estleR-mo-
déle de Quillen de M et (T(V ),d) le R-modele d'Adams-Hilton.

REMARQUE. Le transport d'une c.h.f. s'interpréte également dans ce ca-
dre. Si

a: #(T(V),d) » BAd(#(T(V),3))
est le morphisme définissant le couple de foncteurs adjoints (B, &), le

transport d'une c.h.f. de Lie est le composé:

$(T(V),0)—%m BA(#T(V),3)) —BLE) L BrA (M), d).

lll. SUITES SPECTRALES D'EILENBERG-MOORE ET DE QUILLEN.

Soit (A, d, ) une ADGC l-connexe, de type fini; la suite spectrale
d'Filenberg-Moore (ssEM) de (4, d, ) est, par définition, celle obtenue

en filtrant B(A,d, ) par la longueur des barres.
THEOREME 3. L'image par #U de la suite spectrale d'algébres de Lie,

obtenue en filtrant le modéle de Quillen de (A,d, ) par la longueur des

crochets est isomomphe & la ssEM de (A, d, ).

Fn suivant Allday [CA], nous appellerons suite spectrale de Quil-
len la suite spectrale de coalgebres obtenue avec la filtration des primitifs
sur l'image par € du modele de Quillen.

THEOREME 4. L'image par le foncteur # de CDGCOdans ADGC de la
suite spectrale de Quillen est isomorphe & la suite spectrale d'algébres

obtenue en filtrant le modéle de Sullivan par la longueur des mots.

La dualité entre les modeles de Sullivan et de Quillen apparaitna-
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DUALITE D'ECKMANN-HILTON... 7
turellement A travers ces deux résultats, Les produits de Massey d'ordre
supérieur apparaissent comme des différentielles dans la ssEM; ils déter-
minent, dans une certaine mesure, la différentielle du modele de Quillen.
De méme, les produits de Whitehead d'ordre supérieur déterminent la dif-

férentielle du modele de Sullivan.

Les produits de Whitehead (resp. Massey) d'ordre supérieur peu-
vent s'exprimer & 1'aide d'un produit universel; la nature de ce dernier ren-
force cette dualité: le produit de Whitehead universel (structure d'ordre
supérieur de l'homotopie) est déterminé par un espace formel (i.e. dont
le type d'homotopie est entiérement caractérisé par l'algébre de cohomolo-
gie), en l'occurence le fat wedge; le produit de Massey universel ( struc-
ture d'ordre supérieur de la cohomologie) est déterminé par un espace co-
formel (i.e. dont le type d'homotopie est entiérement caractérisé par l'al-

gebre de Lie d'homotopie ).

Les démonstrations et développements de ces divers points feront

I'objet d'une publication ultérieure,
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