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LE TOPOS ETALE REELD’UN ANNEAU

par Michel COSTE et Marie-Françoise COSTE-ROY

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

3e COLLOQUE SUR LES CATEGORIES

DEDIE A CHARLES EHRESMANN

Vol. XXII-1 (1981)

Notre but est de motiver l’introduction de ce topos [1] qui fournit

un analogue réel au topos étale [2].

Il s’agit ici du «petit» topos étale réel (le spectre étale réel) asso-

cié à un anneau fixé, qui généralise dans un sens que nous précisons ici

une variété algébrique affine réelle (non singulière) munie de son faisceau

de fonctions de Nash et non du « gros » topos étale réel ( le topos classifiant

des anneaux réels clos locaux).

1. LE CAS DES VARIETES.

Soit V une variété affine réelle (définie par un nombre fini d’équa-

tions Pl , ,..., Pm à coefficients dans un corps réel clos k ) et

L’ordre total sur k définit sur v(k) une topologie naturelle appe-
lée topologie euclidienne.

Nous allons définir deux topologies de Grothendieck:

a) La topologie semi-algébrique sur v(k) définie par les ouverts se-

mi-algébriques et les recouvrements finis.

Rappelons qu’un ouvert semi-algébrique est un ensemble semi-al-

gébrique (combinaison booléenne d’ensembles de la forme

qui est ouvert pour la topologie euclidienne. Les ouverts semi-algébriques
sont aussi les ensembles obtenus par combinaison positive (unions et in-

tersections finies) à partir des

( voir par exemple [1] ).
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b) La topologie étale réelle sur Y(k):
On considère le site formé des morphismes étales des variétés de but

V avec pour recouvrements les familles W i - W de morphismes étales tel-
les que Wi(k) -+ JP( k ) forme une famille surjective. ,

Le topos étale réel de V(k) est le topos de faisceaux pour cette

topologie.

THEOR EME 1. Le topos de faisceaux pour la topologie semi-algébrique sur

V(k) est spatial. Il coincide avec le topos étale réel de V(k).

Le topos de faisceaux pour la topologie semi-algébrique sur V(k)
est cohérent. Il a donc suffisamment de points et est engendré par des sous-

objets de 1 .

La description de l’espace topologique et la preuve de la fin du

théorème se formuleront agréablement dans le contexte des anneaux gé-

néraux.

NB. Ce théorème clarifie la situation et répond à des questions posées par
Brumfiel [3], Knebusch et Delfs.

2. LE SPECTRE REEL D’UN ANNEAU ( COMMUTATIF ET UNITAIRE) A .

Nous cherchons à définir une notion satisfaisante de points réels

de l’anneau A .

Partons d’un morphisme de A dans un corps réel clos K . A ce mor-

phisme correspond un idéal premier réel f -1 (0) (un idéal 1 est réel si

et un ordre total sur le corps résiduel k(f-1(0)) induit par l’ordre total

de K .

Réciproquement à un tel couple (P,) formé d’un idéal premier

réel p et d’un ordre total sur le corps résiduel correspond un morphisme

où K désigne la clôture réelle de k(P) totalement ordonné par  .

Ch peut encore décrire les parties de A formées des éléments qui
deviendront négatifs ou nuls dans K.
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Un précone premier sur A est la donnée d’une partie a de A vé-

rifiant les axiomes :

La donnée d’un précone premier a de A est équivalente à la don-

née d’un idéal premier réel (P = a n-a ) et d’un ordre total sur le corps
résiduel (les éléments négatifs ou nuls sont ceux qui proviennent de a ).

NB. D’un point de vue intuitionniste la «bonne notion» à axiomatiser serait

celle des éléments qui deviennent strictement positifs. Notre choix est par
contre plus conforme à la tradition des idéaux premiers...

Le spectre réel de A , noté SpecR A , est l’espace topologique dont
les points sont les précones premiers de A et dont les ouverts sont en-

gendrés par les ouverts élémentaires

L e spectre réel de A est un espace spectral et cette notion est

fonctorielle: si f est un morphisme de A dans B, SpecR f est une appli-
cation continue de SpeCR B dans Sp ecR A .

Dans le cas où A - k[ V] ( l’anneau de coordonnées d’une variété

algébrique affine réelle V dans un corps réel clos k ) on a les résultats

suivants : V(k) muni de la topologie euclidienne est un sous-espace dense
de SpecR k[V] par l’application i qui à â E V(k) associe

De plus i induit une bijection entre les ouverts semi-algébriques de J’(k )
et les ouverts quasi-compacts de SpecR k [ VI [4].

Une conséquence immédiate de ces résultats est que le topos des

faisceaux pour la topologie semi-algébrique sur V(k) est le topos des

faisceaux sur le spectre réel de k[ V].

Alors que V (k) , dans le cas Où k FR, a de mauvaises propriétés
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topologiques, SpecRk [V] est par contre très satisfaisant ; il est en par-

culier localement connexe et il a un nombre fini de composantes , connexes

[4].

L’introduction du spectre réel fournit donc l’espace topologique du

Théorème 1. Nous allons donner une définition générale du topos étale réel
d’un anneau pour prouver le dernier morceau du Théorème 1.

3. L E TOPOS ETALE REEL DE A.

Considérons le site dont les objets sont les A-algèbres étales et
dont les recouvrements sont les familles fi : C - Ci avec fi étale et

famille surjective sur SpecR C.

Dans le cas où A = k [ ] la définition coïncide avec celle de 1, b)

grâce aux résultats de 2 .
Le topos étale réel de A est le topos des faisceaux pour cette to-

pologie.

PROPOSITION. Les points du topos étale réel de A sont les localisations

strictes réelles de A .

Une localisation stricte réelle de A est une A-algèbre ind-étale,

hensélienne, de corps résiduel réel clos. Les localisations strictes réelles

correspondent bijectivement aux précones premiers: à une localisation

stricte réelle de A on associe les éléments de A dont l’image dans le

corps résiduel de la localisation stricte réelle est négative ou nulle. Ré-

ciproquement au précone premier a on associe l’anneau Aa ainsi cons-

truit : on localise A en 8p = a n -a , puis on factorise le morphisme f de

A8p dans K , la clôture réelle de k(8p) pour l’ordre induit par a , de te Ile

sorte que l’anneau obtenu soit hensélien de corps résiduel K , et initial

parmi les factorisations de f à travers un anneau hensélien de corps rési-
duel K .

L a preuve de la proposition est très semblable à celle du fait que
les points du topos étale d’un anneau A sont les localisations strictes de
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A (les A-algèbres ind-étales, henséliennes, locales, de corps résiduel sé-

parablement clos [2]) [1].

THEOREME 2. Le topos étale réel de A est le topos des faisceaux sur

specr A .

Montrons d’abord que le topos étale réel est spatial. On sait [1]

qu’un topos cohérent est spatial si et seulement si la catégorie de ses

points est un ensemble ordonné.

D’après la proposition précédente, les points du topos étale réel

de A sont les localisations strictes réelles de A . Il suffit donc de montrer

qu’il y a au plus un morphisme de A-algèbres entre deux localisations stric-
tes réellés [5].

Les points du topos correspondent bijectivement aux précones pre-
miers. Enfin les deux topologies coincident puisque, si f est étale, SpecR f
est ouverte et que Da est l’image d’un morphisme étale

COROLLAIRE [5]. Si f: A -+ B est étale, SpecR B est étalé sur SpecR A.

4. L E FAISCEAU STRUCTURAL SUR SpecR A .
Il y a sur Sp ecR A un faisceau d’anneaux sont les fibres sont les

localisations strictes réelles de A qui est la «localisation stricte réelle

générique » de A .

Au point a la fibre de ce faisceau est donc la A-algèbre Aa.
L e faisceau se décrit complètement comme suit : soit U un ouvert

de SpecR A ; considérons le système filtrant des (C, q5 ) avec C une A-

algèbre étale et q5 une section de l’homéomorphisme local de SpecR C dans

SpecR A , avec pour morphismes de transition de (C, o) dans (D, /u) les

morphismes de A-algèbres

0speCRA’ le faisceau structural cherché, est le faisceau associé
au préfaisceau qui à U associe la limite inductive A(U) du système fil-

trant ci-dessus.
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( La preuve de ce résultat sera prochainement rédigée en détails.)

Dans le cas d’une variété algébrique affine réelle sans points sin-

guliers, on retrouve l’image directe du faisceau de fonctions de Nash sur 

V ( R ) ( ou fonctions analytiques-algébriques : analytiques et vérifiant lo-

calement une équation polynomiale à coefficients polynomiaux) grâce à la

description donnée par Artin et Mazur [6].
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