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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XV -4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

LA COMONADE DE LA KELLEYFICATION CONVEXE

par Eduardo DUBUC 1) et Horacio PORTA (%)

1. Cette note reprend [15]. On se propose ici de fournir des dé-
monstrations catégoriques de quelques résultats de [15], de clarifier leurs
relations réciproques et aussi de précéder le tout d'un bref commentaire

historique.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe sé-
paré et considérons la topologie sur E engendrée par toutes les semi-
normes définies sur E et dont les restrictions aux sous-ensembles com-
pacts de E sont continues. Evidemment, cette topologie est aussi loca-
lement convexe et séparée. On notera [E 1'espace E muni de cette nou-
velle topologie.

Dans [15] on a considéré les espaces E pour lesquels E=(E
(sous le nom d'«espaces compactement déterminés»).

Des notions semblables ont été considérées par plusieurs auteurs,

et il nous semble intéressant d'en donner ici la chronique abrégée:

1950: GROTHENDIECK démontre son théoréme de complétion pour les

espaces localement convexes généraux (v. [8]).

1954 : PTAK (v. [16]) introduit la notion de «presque intérieur», au
sujet du théoréme du graphe fermé (pour les développements

ultérieurs voir [10]).

1955: COLLINS (v. [1] ) introduit la topologie «faible-bornée-conve-

*
xe» (Anglais: «convex bounded weak topology»): si E est le
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dual faible d'un espace de Banach, alors la topologie faible-
bornée-convexe coincide avec la topologie fE . KELLEY
(dans un exercice de son livre [11] ) définit les «k-espaces»,

que l'on a appelé aussi «espaces de Kelley».
DAY étudie la topologie faible-bornée dans son livre [2].

SPANIER (v. [18]) introduit les «groupes faibles», ou les

opérations sont continues seulement sur les ensembles compacts.

DUDLEY étudie la notion de «continuité pour les suites» en

vue de I'analyse fonctionnelle (v. [4]).

STEENROD (v. [19]) démontre que les espaces de Kelley
forment une catégorie «convenable» d'espaces topologiques
[i.e. si (xy)=F(xy) est une fonction continue & deux va-
riables, la fonction & une variable x+~(y+ F(x,y)) prend ses
valeurs dans l'espace des fonctions continues, et est aussi
continue. Vice-versa, si X+ Fx est une telle fonction, la fonc-
tion & deux variables (xy)~F _(y) est continue ] trés appro-
priée pour 1'étude des CW-complexes, des espaces fonctionnels,
etc..., et considére le foncteur de Kelleyfication. Voici le pre-
mier travail sur les espaces de Kelley congu du point de vue ca-
tégorique.

NOBLE (thése) fait une étude systématique du foncteur de Kel-
leyfication. Il considére aussi (dernier chapitre) les «k-grou-
pes», c'est-a-dire les groupes topologiques qui se comportent
dans la catégorie des groupes topologiques séparés comme les
espaces de Kelley dans la catégorie des espaces topologiques

séparés.

WHEELER (thése) étudie de fagon exhaustive les topologies

faible-bornée et faible-bornée-convexe.

DUBUC et PORTA (v. (3] ) considérent le foncteur de Kelley-
fication pour les algébres topologiques et l'utilisent pour dé-

velopper une théorie de Gelfand catégorique.
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LA COMONADE DE KELLEYFICATION CONVEXE 3

1972: PorTA (v. [15], qui n'est d'ailleurs qu'une suite de (31)
considére les espaces compactement engendrés per se et leurs
relations avec d'autres familles traditionnelles (espaces bor-
nologiques, etc...).

SEIP (v. [17]) étudie les propriétés catégoriques et le calcul

différentiel dans les espaces compactement engendrés.

1973 : FROLICHER et JARCHOW ( [7], voir aussi leur Note [6],
de 1972) étudient le foncteur de Kelleyfication Ew~ EE etle
foncteur de convexification Ew~ cE pour faire la théorie de dua-
lité. Il arrive que f=ck, de sorte que certains résultats de

L7] se trouvent aussi dans [15] .

Nous pensons qu'il faut citer aussi trois directions de recherche

qui sont fort liées & la ndtre:

- celle de WAELBROECK et ses collaborateurs;

- celle de plusieurs mathématiciens qui s'occupent de la «topologie
stricte»: BUCK, GILES, RUBEL, RYFF, SENTILES, SHIELDS;

- celle du groupe de Lyon, les «compactologues» BUCHWALTER,
PUPIER, ROUX, etc....

Enfin, nous voulons remarquer que les mots allemands «kompact
erzeugter Raum» utilisés par Seip, par Frdlicher et Jarchow pour désigner
les espaces E=[E sont dangereusement proches de «weakly compact-
ly generated space», utilisé dés 1970 pour une notion tout a fait différente
introduite par LINDENSTRAUSS (v. [12] ). C'est pour cela que nous
avons choisi «espace compactement déterminé» dans [15] . Néanmoins,
pour des raisons historiques, nous proposons maintenant l'usage des
mots «espace de Collins» pour désigner les espaces E tels que E=(E,

et nous les emploierons par la suite.

2. Soit V la catégorie des espaces localement convexes, séparés,

réels et des applications linéaires continues. Soit RT= [0,+®] la

/ .
demi-droite non-négative. Pour chaque E’~E dans V, l'application

p.f:E' ~ RT est une semi-norme quelle que soit la semi-norme p: E - RT.
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4 E. DUBUC ET H. PORTA

Il est facile de voir que p.[ est continue sur les sous-ensembles com-
pacts dés que p l'est; donc, LE'=CE est toujours continue. Ceci mon-
tre que [ définit un foncteur Vg'V (avec £f=/f). De plus, il est clair
que pour E €V nous aurons ({E~PE et LE-E canoniquement, avec
I'application identité (on utilise le signe "~ pour les isomorphismes
dans V). Ceci veut dire (v. [5] ou [13] ) que ¢ est une comonade idem=-
potente sur V, que I'on appellera la comonade de la Kelleyfication con-
vexe. Les E €V pour lesquels on a E~(E sont exactement les coalgé-

bres de £ (v. [13]).
Nous proposons la

2.1. DEFINITION. Un espace de Collins est une coalgébre de la comona-
de de Kelleyfication convexe.
Donc, un espace de Collins est la méme chose qu'un espace com-

pactement déterminé.

Les espaces de Collins forment une sous-catégorie pleine

yi_i_y,

u
il y a une coreflection V- v (u:EwlE qui est un adjoint & droite de
de 7. On conclut donc (v. [13]):

2.2. PROPOSITION (cf. Prop. 1.6 dans [15] ). Les colimites des espa-
ces de Collins sont des espaces de Collins. C'est-a-dire, v est fer-

mée pour les colimites : dées que E € VD, nous avons
i(coﬁmEa)Zco_lim(iEa).
2.3. COROLLAIRE (cf. Cor. de 1.6 dans [15]). Les espaces (LF)

sont des espaces de Collins.

~

Contrairement 4 ce que l'on pourrait conjecturer d'aprés la Prop.
2.2, le foncteur { ne commute pas avec les colimites. Nous avons posé
ce probléme (dans 1.7 de [15] ) et Melle Suzanne Dierolf I'a résolu. Nous
remercions Melle Dierolf, qui nous a donné la permission de reproduire

ici son exemple.

2.4. EXEMPLE (de S. Dierolf). Soit E un espace vectoriel réel de di-
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LA COMONADE DE LA KELLEYFICATION CONVEXE 5

mension infinie, E* et E™ le dual et le bidual algébriques de E. Soit
{ez}aéA une base pour E* et {e**} _, le systéme biorthogonal cano-
. . . *)— :
nique de { e’;}, c'est-a-dire on définit e ** par e*:(ZSﬁeﬁ)—sa. Soit
ek

%

pour j=1,2,...Puisque EC E™ comme d'habitude, on peut considérer

{ Aps0y ey @y } un sous-ensemble infini de A, et posons x].= e

les sous-espaces suivants:
Eg=E ., E;=E+[x,...x ],

ou l'on désigne par ["1 b oo .xi] le sous-espace engendré par x;,x,,

et X,
7

Maintenant, nous munissons E* de la topologie faible o ( E*, E*)
(pour laquelle e*-~0 équivaut & e™(e*)=0 pour chaque e*e E¥*). 1l
est clair que nous aurons X 0.

Si nous prenons les topologies relatives sur les E']-, on obtien-
dra un systéme Ej~E;~E,~....

Il suivra de quelques remarques ci-dessous que [(colimE;)#

- ]

COLZ;MKEI' . Pour cela nous utiliserons trois résultats bien connus (voir

[9]):
A) E est dense dans E** pour o( E*, E* ).

B) Si K est un sous-ensemble de E* compact pour o (E*, E*) et
si K est contenu dans (E + sous-espace de dimension finie), alors le
sous-espace engendré par K est de dimension finie aussi.

C) Soit V un espace vectoriel muni de sa topologie localement con-
vexe la plus fine. Si KC V est compact, alors le sous-espace engendré
par K est de dimension finie. o

On tire de A que co_{imEl. Z'Lj Ej avec la topologie relative
de E™. Donc, colim E]. contient des ComI)acts ( tel {xl ) %y, .ru{o})
dont 'enveloppe linéaire est de dimension infinie.

Maintenant, d'aprés B, chaque sous-ensemble compact d'un Ei
est de dimension finie, et par conséquent les EE]. sont munis des topo-
logies localement convexes les plus fines. Il s'ensuit que co_limEE]. est

aussi muni de la topologie localement convexe la plus fine. Donc (v. C )
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6 E. DUBUC ET H. PORTA

cet espace ne contient que des compacts de dimension finie. Mais alors,
comme colimlE. et colimE. n'ont pas la méme famille de compacts, il
est nécessaire que l'on ait LcolimE;#colimlE, , ce qu'il fallait démon-

trer.

Cependant, il y a des cas intéressants ott ! commute avec certai-

nes colimites. D'abord il résulte des définitions que:

2.5. PROPOSITION. Etant donné un systéme E , dans V pour lequel tout
compact KC colimE , est l'image d'un compact K, CE , pour un indice

o convenable, on aura LcolimE = colimlE .
— a — a

Nous remarquons aussi que dans V et v les coproduits finis
(c'est-a-dire, les sommes directes) coincident avec les produits finis.
Comme d'habitude, du fait que #:E—~fE est un adjoint & droite nous
déduisons qu'il préserve toutes les limites (voir (13], V.5, Th. 1).

Donc

2.6. PROPOSITION. £ (2 E )=30E  pour A fini.
acA a') aed & p f

Puisque {=iu.
Les Propositions 2.5 et 2.6 ont les corollaires suivants:

2.7. COROLLAIRE (cf. Prop. 1.8 de [15]). Si E =colimE, est une
colimite stricte dans V (ce qui veut dire que E, est un sous-espace fer-

mé de En+1 ), alors KcoﬁmEn:coﬁmen.

C'est clair, puisque d'aprés [9], 1v.1.3, Prop. 3, tout compact
KCE estl'image d'un K, CE, .

2.8. COROLLAIRE (cf. Prop. 1.9 de [15]). Si E , a €A, est une famil-

le arbitraire d'espaces localement convexes, alors [ (ZE )=ZZEa.
aeA % aeA

On obtient ceci de 2.5 et 2.6 en posant
>E =colim>E , CA fini,
acala= oo ]
et en utilisant le fait bien connu que tout compact KC EAE“ est contenu
aE
dans I'un des zEa.
aef

Nous considérons maintenant le cas dual, c'est-a-dire, les limites
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LA COMONADE DE LA KELLEYFICATION CONVEXE 7

projectives (= limites, tout court). D'abord, { ne commute pas avec les
limites générales, ce qu'on peut voir de plusieurs fagons:

(1) dans 2.2 de [15] nous avons donné un exemple;

(2) pour chaque espace localement compact X, soit E=C(X)
I'espace des fonctions continues avec la convergence uniforme sur les
compacts de X. On a E=1limC(K), KCX compact. Mais, C(K) étant
un espace de Banach, c'est aussi un espace de Collins et l'on arriverait

a
EC(X)ZEZ@C(K)ZlilnEC(K):Lz'lnC(K)zC(X).

Alors il suffit de choisir des X localement compacts pour lesquels C(X)
n'est pas de Collins;

(3) en généralisant (2), tout espace localement convexe complet
est la limite projective d'une famille d'espaces de Banach, etil s'ensui-
vrait que tous les espaces complets seraient de Collins. Mais il est fa-
cile de trouver des contre-exemples.

On va considérer maintenant des cas particuliers intéressants.

Nous avons déja remarqué que
u:V-Vv, 4.EwlE,
étant un adjoint & droite, commute avec toutes les limites projectives.
Donc, comme fE=(i.u)E, pour démontrer que ! commute avec les li-

mites d'une classe particuliére, il faut et il suffit de le démontrer pouri

ou, ce qui revient au méme, que V(D est fermée pour ces limites.

2.9.PROPOSITION (cf. Prop. 1.10 de [15] et Satz 5.6 de [7]). Les

produits arbitraires d'espaces de Collins sont des espaces de Collins.
Donc, d'aprés la remarque avant 2.9, nous avons:
2.10. COROLLAIRE (Cf. Prop. 1.10 de [15]). Si E , est une famille

arbitraire d'espaces localement convexes, alors ((I] E)= I LE .
a a

DEMONSTRATION DE 2.9. Soit E_, a €A, une famille d'espaces de
Collins, EZHEa, et soit p:E-R+ (R+= [0,+®] ) une semi-norme
- a

sur E, continue sur les compacts de E. Considérons maintenant la pro-

3%9



8 E. DUBUC ET H. PORTA

priété suivante d'un sous-ensemble B de A:

«si x= {xa}E E et si x,=0 sauf pour un ensemble fini d'indices a

tous appartenant & B, alors p(x)=0».

Il est clair que l'ensemble vide jouit de cette propriété. Il est facile de
voir que, si M désigne la réunion des BC A qui ont cette propriété, alors
elle est aussi vraie pour M. Donc, M est le plus grand sous-ensemble de
A ayant la propriété ci-dessus.

On va démontrer que N=A\ M est fini. Soit S€N. Si pour cha-
que x={x,} avec x,=0 lorsque a#f, on avait p(x}=0, alors on
pourrait agrandir M en ajoutant 3. Donc, il y a des x= {xa} avec x, =0
lorsque a# /[ et pour lesquels p(x)#0. Si 1'on suppose que N est in-
fini, il existera une suite x (™= {xf,‘")} avec

x;")=0 sauf pour a=/0, €N
et telle que p(x("))#O. En multipliant par des constantes convenables,

(71)_.0

on peut méme supposer que p(x("))zl. Mais il est clair que x
si nous choisissons les ,Bn tous différents, et, {x(")} étant une suite,

I'ensemble {x(1), x(2) s limx(")} est compact. Donc
0=p(0)=p(limx(™)=limp(x(™)=1,

contradiction. On conclut que N est fini.

Soit maintenant x={x_ } € E et soit
K:I;I {O,xa}cfaIEa=E,
ou {0, xa} est la paire formée par 0 et x,. Pour /] C A fini, les éléments
xp = {x'a} définis par
xt=x,si a€] et x; =0 si af]
convergent vers x. Mais il est clair que «x, Xy appartiennent a l'ensem-
ble compact K. Donc p(x)=limp(x] ). Comme p(x])=p(xN) si JCN,

nous avons p(x)=p(xy) pour tout x.

Cela signifie que p se factorise comme suit:

NE, b RT
acA v

\HE o

aeN *
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LA COMONADE DE LA KELLEYFICATION CONVEXE 9

et N étant fini, p’ est nécessairement continu en vue de la Proposition

2.6. Alors p est continu et E est un espace de Collins.

(1]
[2]
(5]

(4]
(5]
(6]
[7]
[s]

[s]
[10]

[11]
[12]

[13]
[14]
[15]
[16]
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