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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XV-1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES

par Gérard WEIDENFELD et Michele WEIDENFELD

Soit (@ une petite catégorie (resp. préadditive) munie d'une fa-
mille de cénes inductifs. Un faisceau est un foncteur (resp. additif) con-
travariant de (@ vers Ens (resp. Ab) qui transforme ces cénes en limi-
tes projectives. On associe de fagon universelle un faisceau (additif)
a tout @*module, ce qui résoud le probléme de complétion suivant: trou-
ver une catégorie préadditive @ et un foncteur additif (- @ transfor-
mant les cénes de @ en limites inductives dans G et universel pour cet-
te propriété.

Si le faisceau associé a tout P*-module s'obtient par un produit
tensoriel, la catégorie des faisceaux est équivalente a la catégorie des
~
(f~modules. Dans le cadre de la théorie de la localisation cette situation
caractérise les localisations exactes. Plus généralement elle correspond
aux épimorphismes de catégories préadditives Q-Q tels que les limites
inductives créées dans é soient Ab-absolues, c'est-a-dire préservées
par tout foncteur additif. Un conoyau scindé est un exemple de limite
Ab-absolue; ceci suggére de généraliser la notion d'anneau régulier au
sens de Von Neumann aux petites catégories préadditives. On associe
alors de fagon «universelle» une catégorie réguliére a toute petite caté-
gorie préadditive.

Dans une troisiéme partie, on montre que, moyennant des hypo-
théses de connexité, 1'étude de la complétion d'une petite catégorie (non
préadditive ) se déduit du cas additif via le foncteur «Algébre libre». En
particulier il existe une bijection entre les complétions absolues d'une
petite catégorie @ et les catégories de faisceaux sur @ telles que le

foncteur «faisceau associé» soit équivalent 4 une extension de Kan.
Notations.

-Si @ est une catégorie, @o désigne la classe de ses objets, ®* 1a

83



2 G. WEIDENFELD et M. WEIDENFELD

catégorie duale, et, si (@ est petite, Ens&* la catégorie des foncteurs
contravariants de @ dans Ens.

- Si ( est une petite catégorie préadditive, Ab@* est la catégorie des
foncteurs additifs contravariants de (@ dans Ab.

- Pour tout A élément de (,, on note (.,A) le foncteur contrava-
riant représentable associé 2 A, A valeurs dans Ab si @ est préadditi-
ve.

- Un céne inductif sur @ est la donnée d'un triplet (", 7, 4) oa [
est un foncteur d'une petite catégorie | vers ( et ¥ une transformation
naturelle de I vers le foncteur constant sur A. Si @ est préadditive,
un tel céne induit au moyen du foncteur de Yonéda Y un coéne inductif
(1:,’}—’, (.,A)) dans Aba*. On note alors Up la limite canonique l_zng:
et op:Up—~(.,A) est l'unique morphisme factorisant (Coy. (., 4)).

- Soient (@ et B des petites catégories préadditives et ®:.@~B un
foncteur additif; alors le foncteur «restriction» (I)*:Ab%t Ab@*(fb*(F)z
F®) admet pour adjoint & gauche l'extension de Kan additive ®* et pour
tout A de @, , ona ®*(.,A)=(.,®A).

U. E.R. de Mathématiques
33 rue Saint-Leu
80039 AMIENS

8%



FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES 3

1. Faisceaux de groupes abéliens sur une petite catégorie préadditive.

DEFINITION 1. Soit K={(I",7,4)} un ensemble de cénes inductifs
sur une petite catégorie (resp. préadditive) (. On appelle K-faisceau
a valeurs dans Ens (resp. dans Ab) un objet F de Ens&* (resp. de
Aba*) tel que, pour tout (T,v,A)ekK, on ait (F(A),F(}/))=@FF-

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité, on écrira simplement faisceau.

PROPOSITION 1. F S(Ens&*)o (resp. Fe(Aba*)o) est un faisceau

si, et seulement si, pour tout (I',v,A)eK, le morphisme

Hom Ensa*(gr' F) (resp. HomAb@*(O‘P, F))

est un isomorphisme.

On notera 3‘&(, ou plus simplement ¥, la sous-catégorie pleine
* *
de Ens@ (resp. Ab™ ) dont les objets sont les K-faisceaux a valeur dans

Ens (resp. Ab) et par j le foncteur d'inclusion.
PROPOSITION 2. j admet un adjoint.

DEMO NSTRATION. Pour le cas non additif on peut trouver une démons-
tration dans [2].

- Supposons d'abord que @ soit préadditive et ait des sommes finies.
Soit 2 la catégorie discréte a deux objets et X' l'ensemble des cénes
(I'",v',A®A), ot A est un objet de @, ot I’ est le foncteur de 2
vers @ tel que ["(1)=A et ["(2)=A et ot ' réalise A®A comme
limite inductive de ['. La catégorie Ab@* est équivalente 4 la catégo-
rie des X'-faisceaux a valeurs dans Ens; la catégorie des K-faisceaux a

N

valeurs dans Ab est équivalente & celle des K U K'-faisceaux a valeurs
dans Ens, laquelle est une sous-catégorie réflexive de celle des Xr-
faisceaux a valeurs dans Ens.

-Si @ est une catégorie préadditive quelconque, soit &1 la sous-
catégorie pleine de Ab~ dont les objets sont les sommes finies de fonc-
teurs (., A4),4 @, et K =YK la famille de cénes déduite de X par le
foncteur Y. Les catégories ApY" e AbQI étant équivalentes ainsi que
les catégories de faisceaux correspondantes, on déduit le résultat géné-

ral du cas précédent. B
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4 G. WEIDENFELD et M. WEIDENFELD

REMARQUE. On peut également établir directement la proposition dans le

cas additif en imitant la démonstration de [2].

NOTATION. Toutes les catégories et tous les foncteurs considérés dans
ce chapitre seront additifs (4 l'exception des foncteurs définissant les
cénes de X).

On désignera par ~ un foncteur adjoint du foncteur j, par 7 le
morphisme d'adjonction : F*]’ﬁ. F ayant assez d'isomorphismes et le
foncteur . étant défini A un isomorphisme prés, on en choisit une déter-
mination telle que A#B dans {, implique (.TA)Z(.TB). On note alors
par @ la sous-catégorie pleine de Ab * dont les objets sont les (.7A)

a

~

. . . ~
ot A appartient a @, et par ¥ le foncteur de @ vers @ induit par -
COROLLAIRE 1. J est une catégorie a limites inductives et limites pro-
jectives finies admettant (., A) 4 .} comme générateurs.

()
Ceci résulte de [7] proposition 9.2.
COROLLAIRE 2. Pour tout (I',v,A)eK, (V(A),¥(y)) est une li-
mite inductive de VI dans (.
DEMONSTRATION. 5—I‘ est un isomorphisme dans F, donc (., A) est
~ =~

isomorphe 2 @Ab@*F:liT?r:lmglyr et, le foncteur de Yonéda

reflétant les isomorphismes, le corollaire est établi.

PROPOSITION 3. Soit ® un foncteur additif de Q@ dans B tel que pour
tout (I, 7y, A)eX on ait (B(A),®(7y))=1lim®". Alors il existe un
foncteur additif N, unique & isomorphismes prés, de (@ dans B tel que

d=AY.

DEMONSTRATION. Dans Aba* on a le diagramme commutatif suivant:

Ay T ay A g Tay
IU’A 5 Q*(@)///’
. > /
¢A l . /(D*(,OA)

' .
Dud*(., A) L -

ot ¢, et ¢z sont les morphismes d'adjonction associés a (®y, ®*).
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FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES 5

lo dy®*(., A) e, :

Par définition ®*(.,A)=Homg@(.,®(A))ransformeles cones li-
mites inductives existant dans B en limites projectives dans Ab. D'autre
part le foncteur restriction ®+ commute avec les limites projectives, donc
Dye®*(., A) transforme la famille K de cénes sur @ en limites projecti-
ves, i.e. est un faisceau. Par suite il existe un unique p, tel que

KaTa=Pa

20 ®*(.,A) est facteur direct de D*(.7A).

Dans Ab‘(B* il existe un unique 7, tel que ®u(7, )Pa =1, etun
unique P4 tel que: ®u( 0y )Py =gz 7n,, don

Ou( T4 pa) s =Px(Ty )P M4 =Py
et par adjonction 7y 04 = Ik 4 ) Soit Sy =Cokerpy ; alors

O*(.TA) =¥, A)0 S,

Pa Ta
o) NewTay s Ns,
‘\_// \’//
TA Pa
30 Soit &:5, - F dans Ab%*; si ®xF est un faisceau, €=0.

/\
D D*( ., /\\‘D*‘D*( ‘D*SA——» O F

\K@*(,OA

) ————(.74A)
D ( 9)‘1’*(7;‘ )¢;{ Na =Py ( S)Q*(T'A )‘D*(PA )¢A:O’
d'ou
Ol €)Bu( 7y )b 5 =0 =Bul €74 ) b7,

donc &7y = 0 et, 74 étant un épimorphisme, &= 0.
40 Définition de A:(E~B: - Sur les objets: A(.5A) =D (A).
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6 G. WEIDENFELD et M. WEIDENFELD

- Soit [:(.TA)~(.TA"); dans AbD ona:

P4 ~ TL‘
(L O(A)=0%. A) " T A)T TS,
7 Pa

O*( /)
Par T'ﬂ'
(.,(15(1‘1')):(13""(.,A')_:_~ :(I)*(.,A') - _,,./SA'
Tpe Py

On pose (., A(f))=T4.®*([) p,.
Avec des notations analogues, si g:(.,A’)~(.7A"), on obtient:
( ACINC))= T ®¥(g) p 41 Tar®([)
= 7w ®( ) Igpe, ~ar) ~Pas TH IV 1)
=T ®*(g)O*([)p g ~Tyu®*(g)pUs T ®*(f)py4.

Or Tyu®*(g)pyr : Syt ~®%(.7A") est nul d'aprés 3 et 1, et A estun

foncteur additif tel que, pour tout h: A=A’ de @, on ait:
(. AY(h))=T (W (h))py:
comme ®*(V(h))p, =py. (.. ®(h)), il s'ensuit
(AP (h))=Tyepae(.,®(h))=(., (b)),
dou AY=0.
59 Unicité de A 2 isomorphisme prés :

s
Dans Aba on a le diagramme suivant:

~ Ha ~
(., A)=P,P*(.,A) "——:‘I’*(/\*A*( ,A))=0,.0%(.,A) .
X Wl 3, ) 7
(.,A)
Dans Ab&* il existe un unique 8, SR, A) =~ AkA*(.TA) tel que
Vu(8g)ma=rama-

Montrons que 6=(0,) 4 ¢@, est un projecteur: soit & :¥¥(., A)=AxF;

*
il existe un unique v :®*(.,A)~F dans Ab® tel que

Ol V)t g =Wal )1, =Bul v )il 54 )74
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FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES 7

et
Vil A v ) 84 ) g =WsAsc(v )W (84 ) 1y =Du(v) Wae( 84 )4
=P(0)m,.
d'ott Au(v) 8, =6. Enfin, si Ax(v’)8, =6, alors
Pal As(v') 84 )My =Pu( v )¥s( 84 )1y =Pul( V" )4 =¥5(O) 74

et par suite v=1".
"~
La relation A'W=® détermine A avec unicité sur &, . Par consé-
quent le foncteur A est entiérement défini par les morphismes d'adjonc-

tion 8,:W*(., A)~A«A*(.7A) qui sont uniques & isomorphismes prés. ®

NOoTATIONS: WK étant la famille de cénes sur @ image de la famille
X, on désigne par ?1 la catégorie des ¥ K -faisceaux. On note ¥ I'adjoint
a droite de Wx, défini par:

V(6)(.TA)=[(74), 0] Ab&* pour tout & dans Ab@*.

PROPOSITION 4. Wy induit une équivalence de 3:1 sur § d'équivalence

inverse 7 | g -

DEMONSTRATION. Il est clair que ¥« applique ¥, dans F et que Vs
est fidéle, ¥ étant surjectif sur les unités.

- Wx est injectif sur les objets de F,: soient S et S’ deux objets de
?1 tels que Px(S)=P4(S') et B* la sous-catégorie pleine de Ab engen-
drée par les graphes multiplicatifs s(@) e s(®) images par S et §'
de @ Alors $* est une petite catégorie préadditive; soit Y@ le plonge-
ment contravariant f}.)>”‘—°z‘il)‘(ga‘°I< et B la sous-catégorie pleine de Ab
dont les objets sont les Y@ (B), ou B 693:. Alors YRS et Yp$S' trans-
forment les ¥ K-cénes en limites inductives dans B; d'aprés la proposi-
tion 3, Y§3 S et Y§3 §' sont isomorphes et ont la méme restriction a éo;

comme Y53 est fidéle, on en déduit § = §’.

WY v idgisi 0T ec Ac@y, ona:

T (6)(A)=U(6)¥(A)=F(6)(TA)=[(T4),01=[(T4)6]¢g
ec [(.574),61g20[(..4).0]  @>0(A); en définitive VT (0)x0,

au moyen d'isomorphismes naturels, soit ‘F*_‘Iiﬁldf;:. Ainsi ‘p*ljil est

plein et est une équivalence. ®
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8 G. WEIDENFELD et M. WEIDENFELD

COROLLAIRE 1. L'équivalence ‘I’*Ig admet ‘I’*Ig: pour équivalence
1
inverse si et seulement si ¥ est un épimorphisme dans la catégorie des

petites catégories préadditives.

DEMONSTRATION. Si ‘P*|§1 admet pour équivalence inverse ¥*|F,

‘I’*lff. est naturellement équivalent a [ Ig et
Wl (L TA) WY (L TA)2(.TA) pour tour A e, ;

il résulte alors de [5S] que ¥ est un épimorphisme.
Réciproquement, si ¥ est un épimorphisme, le morphisme de co-

adjonction W*W, —*Ia'cf est un isomorphisme et pour tout 9 €F, on a
1

P G) PR (6)P ().

~

COROLLAIRE 2. V¥ induit une équivalence de F sur Ab&* si et seule-
) *
ment si 3"1 :Ab& .

Ceci résulte de la proposition 4 et du fait que ?1 est fermé pour les iso-
morphismes.

La proposition 3 et le corollaire 2 de la proposition 4 suggérent:

DEFINITIONS. 1° Soit (! une catégorie ( resp. préadditive), X une famil-
le de cénes inductifs sur (@ définissant des limites inductives dans (.
Ces limites inductives sont absolues (resp. Ab-absolues) si elles sont
préservées par tout foncteur (resp. additif).

20 Soit K une famille de cénes sur @ et ® un foncteur (resp.
additif) de @ dans la petite catégorie (resp. préadditive) B. On dit que
® est une K-complétion (resp. (K- Ab )-complétion) universelle de @ si:

- ® transforme les cénes de @ en limites inductives dans B.
- Pour tout foncteur (resp. additif) @' de (f dans une petite catégorie
(resp. préadditive) C transformant les cénes de @ en limites inductives, il
existe un unique foncteur (resp. additif) A tel que AP=P’.

3o Si dans la définition 2, on suppose de plus que les cdnes de

K définissent des limites absolues, on dira que @ est une X (resp. une

(K- Ab) )-complétion absolue universelle de Q.

On sait que toute catégorie préadditive @ admet une (K-Ab)-com-

plétion universelle. On en déduit & 1'aide la proposition 3 que ¥ est en
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FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES 9

en fait une (K- Ab)-complétion universelle (i.e. le A vérifiant cette pro-
position est unique). Le corollaire 2 précédent donne une condition néces-
saire et suffisante pour que cette complétion soit absolue. L'existence d'u-
ne K-complétion universelle a été prouvée dans [3].

La forme complétée de (@ peut étre précisée par la construction
suivante :

Soit ®:@-%B un foncteur (resp. additif) transformant les cénes
K de @ en limites inductives. On définit par récurrence pour tout ordinal
a une sous-catégorie fBa de B par:

- 930 est la sous-catégorie de B engendrée par ‘D(@).
- Si a admetun prédécesseur, ‘(Ba est la sous-catégorie de B engendrée
par %a_l et 'ensemble des x € B tels qu'il existe ([',y, 4)eK, BeBo
et une transformation naturelle o de ® I vers B dans B tels que

x®(y)=p.
Si a estun ordinal limite, B,= U By

A<a

Pour tout @, on note ®=r ® la factorisation de ® au travers de fﬁa.
REMARQUES.

1o B, = %oe!-l si et seulement si les cones @aK définissent des
limites inductives dans %a.

20 La construction s'arréte & partir d'un certain ordinal: sinon,
soit [ un ordinal strictement supérieur au cardinal de l'ensemble des
fleches de %; 3/3 serait une sous-catégorie de B dont le cardinal de l'en-
semble des fléches serait supérieur a4 celui de l'ensemble des fléches de
B, ce qui est impossible.

Soit 3, le plus petit ordinal pour lequel B = %a-i-l .

PrROPOSITION 5. Si ¥:A~{ est la X (resp. (K-Ab))-complétion uni-

verselle construite plus baut de &, on a &,30 =Q.

DEMONSTRATION. De par la propriété universelle de ¥ il existe un
unique A tel que A‘I’=‘P,3°; alors r,@oA‘I’:‘I' et 1,301\=1a'@'; par suite

7, estun foncteur injectif et surjectif et &,Bo =¢. =
Avant de donner quelques exemples on va énoncer:

PROPOSITION 6. Soit ®:(0~B comme ci-dessus, et K =®K I'image
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10 G. WEIDENFELD et M. WEIDENFELD

des cénes de K dans B. Les Kl-limites inductives dans B sont abso-
lues (resp. Ab-absolues ) si et seulement si tout foncteur (resp. additif)

de B vers Ens (resp. Ab) commute avec ces limites.
DEMONSTRATION . Cf. [6] . m

PROPOSITION 7. Soit K une famille de cénes sur la catégorie préadditi-
ve (. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1° 1l existe une (K-Ab)-complétion absolue universelle de Q.

2° v @*é est la (K_-Ab)-comple’tion absolue universelle de Q.

3° Pour tout F €Abo@* , ona ‘P*‘I’*FEE.

4° Le foncteur d'inclusion j de ¥ dans Ab@* commute avec les épi-

morphismes et les sommes.

DEMONSTRATION. L'équivalence de 1 et 2 résulte du corollaire 2 pro-
position 4. -

2=>3: Dans Ab&* il existe un unique i tel que Wip 7=

T » ot T est le morphisme d'adjonction.

F = Fe W W F
. Mg ke - /(

¥ L
N O Bk
W, U

D'autre part puisque ff] ’_:Aba*, Y.P*F e F, et il existe un unique Or
tel que OpmMg=7. ¥ étant un épimorphisme, Wi est plein et il existe
O'p tel que Op=%4(0'g); par suite Wx(O'p) et Ws(up) sont inver
ses l'un de I'autre.

3=> 4 provient du fait que Vs et ¥* commutent avec les sommes
et les épimorphismes.

=> 2: Sous ces hypothéses la famille ("'VA)Ae(i’o est un en-

semble de petits générateurs projectifs de F. Alors T est ééuivalente
a apt* et, d'aprés le corollaire 2 de la proposition 4, ?1 =Ab *, ce qui
signifie que ¥ est une (K-Ab)-complétion absolue universelle de (€. m

EXEMPLES.

1o Soit (f une petite catégorie préadditive exacte. Le foncteur
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FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES 11

* * .
R° :Ab(f —'Ab@ qui au foncteur F associe son 0-iéme dérivé a droite est
un foncteur faisceau.

2° “Foncteurs localisations®. Si J est une topologie de Grothen-

dieck sur (i, on lui associe une famille X de cénes sur @, ol
(I',v,A)eK si et seulement si 3FeJ, Fr(.,A), F=limYD,
]

v étant la transformation naturelle de I vers A induite par j. Le fonc-
teur localisation et le foncteur " sont naturellement équivalents. La K-
complétion est absolue si et seulement si ¥ est un épimorphisme plat de
catégories préadditives (i.e. ¥* est un foncteur exact) (Cf. [71).

30 Soit K une famille de cdénes sur & telle que, si(I', 7, A)e X,
la limite U =lim YI' soit un petit projectif dans Ab&*. Alors @ admet

une (K-Ab )-complétion absolue.

DEMONSTRATION. On va prouver que la condition 4 de la proposition 7
est vérifiée.
- Soit v un épimorphisme de faisceaux, F'=Imv, v, v,=v une décom-
position de ¥ en «épi-mono» dans Ab@*. Pour que v soit un épimorphis-
me de Ab, il suffit que F' et Cokerv soient des faisceaux.

Soit (I",7v,A)eK et O un morphisme de Up vers F'. Par pro-
jectivité de Up il existe 0; tel que v,0,=0; 6, détermine un p tel
que pop=06; et v, reléve 0. L'unicité d'un tel relévement se déduit

du fait que 7; est un monomorphisme.

v

F — > F 1

.\ \\ -~

V2 \ R \VI

F N
\ N
e, » T@ N

1 JZ2RN

\

Up == (., A)
T UP

Si maintenant &' est un morphisme de Up vers Cokerv, un rai-
sonnement analogue au précédent montre qu'il existe a tel que aop=0".
Si o' vérifie la méme relation, il existe 3 tel que sB=a-~a'. De s Sop=
0 on déduit & tel que v; 8'=Sop; F' et F; étant des faisceaux, il exis-

te o tel que &' =00p et S=v, 3 ; par suite a=a’.
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12 G. WEIDENFELD et M. WEIDENFELD

v s
F' - F, -+ Coker
(.,A) log
\I‘\ U

- Soit (F;);.; une famille de faisceaux et F= @IF. sa somme dans
i€
* . . . . .
Abth ; alors F est un faisceau. En effet, si I est fini, F, isomorphe au
b
produit des F,, est un faisceau; dans le cas général, Up €tant petit, tout
morphisme de Up vers F se factorise par une somme finie, et par consé-

quent se reléve de fagon unique.

CAS PARTICULIERS DE L'EXEMPLE 3.
- On notera § l'ensemble des catégories sources des foncteurs | pour
(', y,A)ekK.

a) § est constitué de catégories discrétes finies.

b)d={1}1 désignant la catégorie ayant un seul objet et un seul
morphisme. On retrouve les catégories de fractions d'une catégorie
préadditive.

u
c)d={cC}, on C=1<::2 et (r.’)/,A)EK si et seulement si:
v

Fv)=0, v(2)I'(2)=0 et il existe p:A~1"(2) tel que ¥ (2)p=1Id,.

Les coénes de K se réalisent en conoyaux scindés.
d) @ est une catégorie parfaite a gauche (Cf. [8] ) et § est consti-
tué de catégories filtrantes finies. Ce résultat provient d'un théoréme de

Y. Bass qui se généralise aux catégories préadditives.

2. Régularisation d'une petite catégorie préadditive.

DEFINITION 1. Une petite catégorie préadditive Q@ est réguliére (au
sens de Von Neumann) si pour tout morphisme [ de @ il existe un mor-
phisme g dans @ tel que fgf=/.

PROPOSITION 1. Si (I est une catégorie préadditive, les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) @ est réguliére.
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FAISCEAUX ET COMPLETIONS UNIVERSELLES 13

b) Tout monomorphisme I~(.,A) oa | est monogéne est scindé.
c) Tout monomorphisme I~(.,A) oa I est de type fini e;t scindé.
d) Tout Q-module a gauche est plat.
e) Tout Q-module a droite est plat.

Dans le cas des anneaux ces équivalences apparaissent comme
exercices dans [1], la démonstration est similaire pour une catégorie. ®
PROPOSITION 2. Si (@ est une catégorie préadditive, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) @ est réguliere.

b) Dans Ab&* les conoyaux des fléches de @ sont des épimorphismes
scindés.

c) Si @1 est la sous-catégorie pleine de Ab&* dont les objets forment
un ensemble représentatif des projectifs de type fini de Ab&*, les conoy-

aux de @1 sont Ab-absolus.
Ces équivalences figurent également comme exercices dans [1] . m

L'exemple 3b du chapitrte 1 va nous permettre d'associer de fagon
«universelle» & toute petite catégorie préadditive une petite catégorie

réguliére.

PROPOSITION 3. Soit (0 une petite catégorie préadditive; il existe une
petite catégorie réguliére @r et un foncteur T: @—'@7 tel que tout foncteur
de @ vers une catégorie ayant des conoyaux scindés se factorise de fa-

con unique par T.
DEMONSTRATION. Soit

L,= {1€@|(..1) n'admet pas de noyau scindé dans Ab@*}.

On construit successivement :

1° Le graphe multiplicatif G-
(G;lo =&, U {Al ‘ leL,; }, ces deux ensembles étant disjoints.

Les morphismes de G; sont d'une part les morphismes de ( et d'autre

part, pour tout [€L;, [:B-C, des morphismes

Hp:C=A; et py:A~C.
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20 La catégorie ", préadditive libre associée & G;.
3° La catégorie préadditive C‘f'l quotient de @'} par la relation
d'équivalence compatible engendrée par les relations élémentaires suivan-
tes:
-(fxg,fg) si [ et g sont des morphismes composables de Q. /g
dénotant leur composé dans (@ et fxg celui dans Y},
- (puyxl,0), VieL,,
- (%P, IAI) VieL,.
La relation engendrée n'identifiant jamais de morphismes (ni d'ob-
jets! ) de @, @ est une sous-catégorie de 66'1 ; si [ est dans @, on note-
ra encore par f son image dans @1‘ .

40 Soit I la catégorie 1/1:\'_/'\2 et K la famille de foncteurs [’
de I dans () définie par:
"€ K si et seulement si ['(u)=1, ["(v)=0 (leL,).
On désigne par
K={(T.y, 4, )|[TeK, y(2)=p,;, y(1)=0}

et on note @2 la categorxe @1 obtenue a partir de K.
Le foncteur Cf (f' @2 définit é] comme (X -Ab)-complé-
tion absolue de @1 (un conoyau scindé est absolu).
Soit ‘1’1'2:@*@2 le foncteur composé du foncteur inclusion j;:
@- (f'j et de ;.
5°¢ En itérant ce procédé, on obtient une suite (@i)i eN de caté-
gories et une famille ‘Pi’ ir1’ @i _’@z‘+1 ,ou 7€ N, de foncteurs additifs.
- Pour tout i €N, le couple (@.,‘I’. ;+1/) vérifie:
a) ¥, ;. estinjectif sur les ob’ets de @z" @
b ) Pour tout /6@ ¥, ,11(/) admet un conoyau scindé dans Ab A
c¢) Tout foncteur de @i dans une catégorie ayant des conoyaux scin-
dés se factorise de fagon unique a travers ¥; . ;.
a) est immédiat par construction.
b) Soit f€ &i: si feL;, ¥, .. ;(f) admet un conoyau scindé
'(P*
|Ili' it (/J,/) dans &i+1 , donc dans Ab~i+1 .
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%
Si /¢ L;,(..f) aun con&xau scindé dans Ab@i et ‘sz"' i1 )=
("‘Pi, ;41(f)) en a un dans Ab i+l
c¢) Soit B une catégorie & conoyaux absolus et ®: @i-‘gﬂ un fonc-
teur additif. On désigne par:
- s, le foncteur canonique @i - @';. ,

- Ai la surjection canonique réalisant &;. comme catégorie quotient.

&i i ?&;4
~. Ve .
o | et |5,
Piie © i
?)Q\ a; //aH-I
T -
\\ 1 _
- ‘—‘6/"

i;=0;s; réalise @, comme sous-catégorie de (T;..

On définit O} par:
O7(s;(1))=D(f), 67(u,)=Coker®(1), 67(p,)=v,

ot Coker ®(l)v=1_:

I ®(1 _Coker®(1
B—>C o(B) 2 gy Coker®n,

~ LL_/

Ors;=®; comme O} est compatible avec les relations élémentaires dé-

finissant (f; , il existe un unique 6 tel que
’ —_ ” 1 N r ., —
0:0,=0p, d'ou 6:f,=0.
91'. transforme les cones de Kl. en limites dans B, il existe donc un uni-

que O, tel que
6;~i=0; GY 41=67:0;=01i;= 9.
Si é;‘l’l.'H_II(I),ona
G;1;=0=0,~,1; et g, ;B ( ;)= Coker®(1)

(car ’)‘iAi(/Ll) est un conoyau absolu de ’.“iji(l) dans @i—i-l ); par sui-

te 6;~,0,=6~,0,; A, étant une surjection, on obtient

O,~;=6,>,=6; et ‘9::‘9:
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ce qui établit c .
- Soit (‘f, la limite inductive du systéme filtrant de petites catégories pré-
additives (@i, ¥, i+1); en- L'ensemble des objets de @r est la réunion
(croissante) des ensembles d'objets des @i. Si A,B E(&’)o il existe
7o tel que j>7o, A, Be(Q )o et

Hom@ (A, B)—~lzmAbHom@ (A,B).

]/lo

v, , L
» 1,1
a ——————-—}&2 .......... @l >81+1 i

- @’ est petite.
- @r est réguliére: Soit be(’f’; onah=7,(h"),0oui€N et b'e@i.
a) Si b'£ L, il admet un conoyau scindé dans Ab@’; et b en ad-
met un dans Aba’;.
b)Si h'e€L;, Y, .1 ;(h’) a un conoyau scindé dans &i+1 et
b=T 1Y i1 (b))
en a un dans (T,.

Soit B une catégorie préadditive ayant des conoyaux scindés, ®@:
@-% un foncteur additif, on définit par récurrence au moyen de la proprié-
té c une suite @, de foncteurs, P, @i =B telle que:
o, =0,
®,,; est l'unique foncteur tel que @, ¥, . =D
Par passage & la limite inductive, il existe un unique &: @r-% tel que:
07=0, VieN; en particulier 67=0. m
REMARQUES. 1° @’ est réguliére si et seulement si @=@r (si @ est
réguliére, L1 =@).
20 (f’ n'est pas défini a4 équivalence prés; cependant:
PROPOSITION 4. Si (7', &') vérifie les conditions de la proposition 3
@, ( resp.

et si @'1 (resp. G ) désigne la sous-catégorie pleine de Ab
Aba r) dont les objets sont les projectifs de type fini, @’ et @’ sont
1 1
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. . . '* e .
équivalentes. En particulier Ab@t et Ab@ r sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Soit Y (resp. Y') le plongement canonique @’*@’1
(resp. @;*@;1 ). @’1 et @;1 étant & conoyaux scindés, il existe € ( resp.
€ ) unique tel que €E7=Y'7T’ (resp. & T7'=YT). Le foncteur €* (resp.
€™) commutant avec les projectifs de type fini, sa restriction & @r (resp.
@;1) définit un foncteur € (resp. €’) de @71 dans a;l (resp. de @.'1
dans 371) et EY=¢, 'Y'=¢’; ainsi

a ——1———’. @’\
7' L ‘e Y
Q- - 1g>(f
r - ’-1
\v'/// Y2
@71*~__4’81/

e'eYT=¢8'eT=¢8'Y'7'=¢e'7'=YT;

de méme EE'Y'7T'=Y'T’'; par suite de la propriété universelle vérifiée
par 7 (resp. 7' )on a

€'eY=Y e EE'Y'=Y".
Y et Y’ étant des épimorphismes de catégories préadditives:

€€'=ldg et T E=Ildg ,

"1 1

ce qui prouve l'équivalence annoncée. ®
COROLLAIRE. Soit @ une catégorie préadditive; il existe une catégorie
réguliére &' (définie a équivalence de sa catégorie de modules prés) et
un foncteur additif ’T:(f-'@’ tels que, pour tout foncteur ®:@~B, oa B

est une catégorie réguliére et ® additif, il existe un unique foncteur addi-

tif AAb@t-'Abgs* tel que AT* =P*,

3. Complétion universelle d'une petite catégorie.

DEFINITION. 1° Soit R un anneau unitaire; une R -algébre est une catégo-
rie préadditive (@ telle que:
a) pour tous objets A et B de @, Hom@(A, B) admet une struc-

ture de R -module & gauche (notée de méme).
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b) pour tous objets A, B et C de @ et tout fe Hom@(C.A) R
Hom@(/, B): Hom@(A, B) —'Hom&(C, B)
définit un homomorphisme de R -modules.

20 Si @ et B sont des R -algébres, un foncteur additif F: @ -B dé-
finit un morphisme de R -algébres si pour tous objets A et B de (, 1'ap-
plication de Hom@(A, B) dans Hom@(F(A), F(B)) induite par F est
R -linéaire.

On notera R -Alg la catégorie des morphismes de R -algébres.

REMARQUE. Si ( est une R-algebre et si F: ( =B est un foncteur addi-
tif dont la restriction aux objets est bijective, il existe une structure de
R-algébre sur B telle que F définisse un morphisme de R-algébres: si
r€R et x:B ~B' dans B, on définit

r.x=F(r.A)x si B'=F(A).

PROPOSITION 1. Le foncteur d'oubli de R-Alg dans Cat admet un adjoint.

On notera R? cet adjoint. Si (@ est une petite catégorie, RQ® est

la R-algebre libre sur (, définie par:

R{d), =, H A,B)= R,
(R@) =@, et omp@R( ) Homg(A,B)

la loi de composition étant définie de fagon évidente.
On notera 8% (ou 6 s'il n'y a pas de confusion possible) le fonc-
teur injectif canonique de @ vers RQ@. si ¢: @ -B est un foncteur, R

désignera I'unique morphisme de R -algébres tel que RPG3=06qP.
PROPOSITION 2. O refléte les limites inductives.

DEMONSTRATION. Soit (I, ¥,A) une limite inductive dans @ et T une
transformation naturelle de I” vers le foncteur constant B. Dans R{, il
existe un ¥ unique tel que v O (7y(i))=0(7(i)), V iel, (I catégorie

source de ['). Ce v s'écrit de fagon unique sous la forme:
n
=37, .), a 7. , f.€
v Irje(f]) ol r]€R /] Q,

c'est-a-dire, pour tout objet i de I:

n
(1) Er6(fy (1)) = 8(7(i)).
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Par définition de R@, il s'ensuit = 0 sauf pour l'indice jo tel que l'on

ait T, 1. Pour tout objet 7 de I, la relation (1) se réduit alors a
Q(fjo’)’(i)) =0(7(i)),

ce qui, joint & l'injectivité de &, prouve l'existence d'un unique morphis-

me / de @ tel que /¥ (i) = 7(i) pour tout objet i de I. m
PROPOSITION 3. O préserve les limites inductives connexes.

DEMONSTRATION. Soit I une petite catégorie connexe, [ un foncteur de
I vers @ de limite inductive A, naturalisée par 7, et soit O une trans-

formation naturelle de 81" vers OB. Pour tout objet i de I, on a
n;

p(i)ZIZrie(/fl), on fie@®@, + eR.
Si x€Hom;(i,1), alors p(1)6(I"(x))= p(i), c'est-a-dire

n n.

Iérg.effi.)e(F(x))=1>fr;',9(/f,).~

R@ étant une R-algebre libre, il existe une bijection U§ de {1,..., n; }

dans {1,..., n; } telle que:

pour tout ne{l.---,ni}.

b L T(x)=f
fa;(n) x /:Z

La catégorie | étant connexe, pour tous objets i et [, il existe U’I ou

Uf; par suite 7; = N pour tout objet i de /. Posons
O‘f si Homl(i,l)#ﬁ)
7i =
4 1)1 .
(o) sinon.
Pour tout n< N la famille (/l i )1e;. définit une transformation naturel-
T3 (n °
4
le de [" vers B et il existe un unique a} € @ tel que

ai’)’(l)’—'fl. pour tout objet / de I.
7(n)
. N . .
Posons a’= 2 r! O(al); pour tout objet I de I on obtient:
n=1
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N N
'0(y(1))= Zri6(aly(1))=Zrio0f )=
arg(y(1)) A (ay (1)) 2 (/T;(n))
N
= 34!

et )=p01).
n=] 'rll(rz) (/'rll(n)) ,0( )

Si maintenant v 8(7y(1)) = p(l) pour tout objet [ de I, on a
m
v:tzzl rtG(gt), o r,€R, gtea, et

N
Sr6(g ()= 2L 6011,

ce qui implique

m=N, r =rl
n n

. g, Y(1)=1,; dou g, =a
Ceci prouve que vV = al est indépendant de 7, et la proposition en résulte.®

Le foncteur 8: @ - R permet de définir un foncteur

o*: Ens&* - AbRa*:

- Si FeEns,,&*, si A et B sont des objets de Q@ etsi feR@®, on

note G*F(A) le groupe sous-jacent au R -module libre sur F(A4), i.e.
n
9*F(A)={x=12rixi | neN, r,eR, x,€ F(A) T,

4
Si feHomp (B, A) s'écrit /=12,u]-/,- , ol ,u].eR et fjea, on pose
n p
H*F(/)(x)=i=21j§1/4iriF(fj)(xi).

- Si neHomEns@*(F, G), on pose

O¥(m)(A): G*F(A) = G*G(A) : zrixi "'-‘Zrl.n(A)(xi).

Une vérification immédiate prouve que &* est bien un foncteur satisfaisant
aux propriétés suivantes:

o 6%(QR(.,A4))=RQ(.,4), 6% Q(f,.))=RQA(/..).

2° G* commute avec les limites inductives.

30 O* préserve et refléte les monomorphismes.

NOTATION. Si ¢ est un foncteur de la catégorie (@ dans la catégorie B,

* *
on notera ¢* le foncteur de Ens& vers Ensg3 extension de Kan le long
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de ¢, et R¢* l'extension de Kan additive de R¢, de AbR &*vers AbRg*.
Les propriétés 1 et 2 ci-dessus impliquent 1'égalité:
*
(Rp)*6 = 6§ ¢*

PROPOSITION 4. Si R est un corps, R¢* est exact si, et seulement si,
¢* préserve les monomorphismes.

DEMONSTRATION. - Si R¢* est exact, de 1'égalité (Rczﬁ)*ﬁé = 9§¢*,
et de la propriété 3, on déduit que H?Bq.’)* préserve les monomorphismes, et

comme 9;3 les refléte, ¢* les préserve.

- Réciproquement, il suffit de tester 1'exactitude de R * sur les sous-

pRA*

foncteurs des foncteurs représentables de A et la proposition résulte

du lemme suivant.

LEMME. R étant un corps, soit | un sous-foncteur additif de RA(., A)

et j le morphisme d'inclusion. Il existe un sous-foncteur 1 de Q(.,A),

dont I'inclusion j' vérifie 6%(j') =j.

DEMONSTRATION. Soit s: & RQA(., A;) ~R@(.,A) tel que J=Ims. Si
i€L

o, désigne la i°™° injection canonique RQ@(., Ai)-'i?L RQA(.,4;),ona

so; = R@(,,fi), ol fieHomR@(Ai, A) s'écrit de fagon unique
g
‘=3 siffon rleR, ie(.
[P=2rpfyon 7 /A
i,
J1(B)={ =  3+ifix, | x,eHompg(B,A;)}

zEP/z 1

est un R -espace vectoriel admettant pour base
Ig={fiy, | ieL,y,eHomg(B,4,)}.

Si teHom®(C,B), on a y;teHomg(C,A;) et, par définition de I,

f,: yitelc. Par suite il existe un sous-foncteur I de (‘f(. ,A) associant

Iz a B et son morphisme d'inclusion j* vérifie 6*(j') =j. =

Si ( est une R-algeébre, la remarque 1 permet de voir que le pro-
bléme de la (K-Ab)-complétion universelle est en fait un probléme univer-

universel dans R-Alg.
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PROPOSITION 5. Soit @ une petite catégorie et K une famille de cénes
(T, v, A) sur @ telle que les sources des foncteurs I" soient des caté-
gories connexes. Soit ¢': R( ~R@ une (6K -Ab)-complétion universel-
le de RQ; alors R~@ est équivalente @ une R-algébre libre RQ® et ¢’ est

équivalent @ R, ot ¢ : @ ~@ est une K -complétion universelle de (.

DEMONSTRATION. Soit @ la plus petite sous-catégorie de R~(f contenant
¢'l9@((f) et dans laquelle les images des cénes de K definissent des
limites inductives et w¢ = ¢’ 07 la décomposition de ¢’ 6@ au travers
de @. Par définition de la R-algébre libre R(, il existe un G e R-Alg,
unique, tel que G GF = w. D'autre part, par construction de @ et vues les
propositions, R¢ transforme les 9@K—c6nes en limites inductives; il exis-

te donc un unique F €R -Alg tel que F¢' = R¢. Par suite:
GF¢'og = GRpOg =GOFP=w¢ =901,
soit par adjonction GF¢' =¢' et, d'aprés la propriété universelle véri-
fiée par ¢', on en déduit GF = Idg(p . D'autre part
FGOgp=Fw ¢ =Fp'0q=R¢ 6g = G ;
en utilisant la construction par récurrence de ( (remarque chapitre 1), on

voit que FGOF = O0F , puis par adjonction que FG = ldp, ce qui éta-

blit la premiére partie de la proposition.

Soit maintenant Y : @ =B un foncteur transformant les cénes de X en limi-
tes inductives. Ry transformant les cénes de 9K en limites inducti-

ves, il existe un unique H € R-Alg tel que Ry = HR¢ . On va montrer

qu'il existe un unique 7: @ =B tel que
TP =y et H@GZ@SBT (i.e. H=RT),

ce qui, joint a la fidélité du foncteur R ?, achévera la démonstration. Sa-
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chant que @ est une limite inductive filtrante d'une famille (@, ¢,),

il suffit de définir pour tout ordinal & un 7,: @, =B tel que

(1) Toba =Y,
(2) HOFry=0@ 7, (ou r,:®@,~Q estl'injection canonique).

R ‘%-»RN@ERG

Vue la définition de @a, si a’ est un ordinal limite, il suffit méme de dé-
finir 7, pour un ordinal @ ayant un prédécesseur, le cas des ordinaux li-
mites s'en déduisant par limite filtrante. Soit donc x E@Za-@a_l un géné-

rateur de (_; il existe (I", 7, A)eX tel que
xy(i)=p(i), i€lo (I sourcede '),
ol p est une transformation naturelle de source ¢, ;[" dans @a_I.On
note alors 7, (x) l'unique morphisme de B tel que
To(x)Y(y(i)) =17, ;(p(i)) pour tour 7€l .
On définit ainsi un foncteur 7, vérifiant les relations (1) et (2 ), 993 é-
tant un foncteur injectif qui crée et refléte les limites considérées. m

COROLLAIRE. Soit K une famille de cdnes (non nécessairement conne-
xes) sur' @. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1° ¢: Q@ ~@ est une X -complétion absolue universelle de Q.
2°R¢:R A-R @ est une (e(fK-Ab)-comple'tion absolue universelle de
R@A.

DEMONSTRATION. 1 = 2: Les ¢K-limites dans @ écant absolues, 9@
préserve ces limites et par suite R¢ transforme les cones de 5@3( en li-

mites inductives. Pour établir 1'universalité de R, on considére un mor-
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phisme de R-algébres : RA -B tel que ) transforme les 9@K-c6nes

en limites inductives. \ induit un unique Y’: @ -3 tel que Y'¢ =y 0g

et par adjonction |/’ induit un unique 7€ R-Alg tel que 765 = Y'. Donc:
TREOG =T70qP =V'¢ = Y03

et finalement, par adjonction, 7TR¢ = Y. L'unicité de 7 résulce du fait

que ¢ est nécessairement un épimorphisme (par définition d'une K-complé-

tion absolue universelle), de méme que R¢ (par adjonction).

2 = 1: Comme @@ refléte les limites inductives, ¢ transforme
les cones de X en limites inductives dans (. Pour établir que ¢ est une
K-complétion universelle de @, il suffit de remarquer que @ estla plus
petite sous-catégorie de R(®@ contenant ¢(({) et dans laquelle les images
des cénes de K définissent des limites inductives, puis d'appliquer la dé-
monstration de la proposition. Enfin, si F est un foncteur de & dans fB,
R F transforme les @@gb}(-cénes en limites inductives dans R B et 953
refléte ces limites inductives; par suite F préserve les @XK-limites in-

ductives. ®

La caractérisation des limites absolues et le corollaire précédent

permettent d'établir:

PROPOSITION 6. Soit K une famille de cénes (non nécessairement con-
nexes) sur une petite catégorie (. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

1° @ admet une K -complétion absolue universelle.

2° 1l existe une petite catégorie —é et un foncteur épimorphique ¢ de
Q@ vers @ tel que, pour tout FEEns&o*, le K-faisceau F associé & F soit

isomorphe a la restriction par ¢ de l'extension’ de Kan ¢*F de F le long

de .
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DEMONSTRATION. 1 = 2: Soit ¢: @ ~@ une X-complétion absolue uni-
verselle de @; ¢ est un épimorphisme qui réalise Ens~ comme sous-ca-
tégorie pleine de la catégorie des K-faisceaux sur (. L'argument de la
proposition 1-4 montre qu'en fait ces catégories sont alors équivalentes
ainsi que les foncteurs @, ¢* et
2= 1: Soit G eEns&*; comme ¢ est épimorphique, ¢ ¢*G>G .

Ceci établit:

a) ¢ transforme les cones de X en limites dans @,

b) ces limites sont absolues.
Enfin, la propriété universelle résulte de celle des K -faisceaux et de 1'in-

jectivité du foncteur restriction % . ®

REMARQUE. Dans cette situation la K-complétée de @ s'obtient comme
sous-catégorie pleine de la catégorie des (-préfaisceaux, ce qui est ine-

xact dans le cas général (cf. (3]).

L'étude du cas additif suggére une classe d'exemples de complé-

tions absolues universelles: les épimorphismes «plats» de catégories:

PROPOSITION 7. Soit ¢: (& ~Q un épimorphisme de petites catégories tel

. * * . ,
que l'extension de Kan ¢*: Ens@ ~Ens~ préserve les monomorphismes.
Alors il existe une famille K de cénes sur @ telle que ¢ soit une K-com-

plétion absolue universelle de 1.

DEMONSTRATION. Soit R un corps. D'aprés la proposition 4, R®* est
un foncteur exact. Il s'ensuit que R est un épimorphisme plat dans la
catégorie des catégories préadditives. Par suite il existe une topologie &
sur R® dont R¢* est le foncteur localisation associé. Si | € ¥, J est un
sous-foncteur d'un foncteur représentable et (lemme de la proposition 4)
il existe un sous-foncteur I d'un foncteur représentable de Ensa* tel que:
J = 6*%(1). I est lui-m&me limite inductive de foncteurs représentables, et
en composant avec le morphisme d'inclusion I:~{(.,A),on obtient un
cone (I, v, A) sur @ tel que I = lim YI'. Si on effectue cette construc-
tion pour tout élément | de ff, on obtient une famille X de cénes sur &
telle que R ¢ soit une (9@K-Ab)-complétion absolue universelle de R({ .

La proposition résulte alors ducorollaire de la proposition 5. ®
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