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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIV-4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES *
par Elisabeth BURRONI

INTRODUCTION.

Nous avons voulu étendre aux structures utilisées en Théorie des
automates (automates non déterministiques, automates avec entrée et sor-
tie,...) les descriptions algébriques habituelles faites au moyen des tri-
ples. En fait, il faut faire appel & la notion plus générale de «loi distribu-
tive» pour décrire commodément ces structures.

Nous avons donc défini les «algébres dans une loi distributive D»,
ou D-algebres, et mieux les D-catégories qui couvrent & la fois les D~
algébres et les T-catégories de [Bul (ot T est seulement un triple). La
structure ainsi définie est a la fois générale et naturelle (elle symértrise
la notion de T -catégorie): elle se réduit 4 la notion de monade dans une
pseudo-catégorie (au sens de [Bul): celle des D -spans.

Les T-algébres non déterministiques peuvent étre définies en tou-
te généralité comme des D-algébres, lorsque D: T —=P est une loi
distributive vers «le triple P des parties» (*). Mais ce sont, sans doute, les
automates avec entrée et sortie qui constituent l'exemple le plus simple
de D-algebre, puisque D est alors la loi distributive entre deux monoides

M et M' définie «au point A» par l'isomorphisme canonique:
(M'XA)XM —==M"X(AXM).

Enfin, nous considérons briévement les «lois distributives mixtes»

entre un triple et un cotriple.

* Conférence donnée au Colloque d'Amiens.

(*) Cette notion differe de celle de T-algébre relationnelle de Barr. Cependant,
lorsque T est un triple linéaire, il suffit de remplacer les inclusions figurant dans
la définition des T -algébres relationnelles par des égalités pour obtenir des T-al-

gébres non déterministiques.
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11 E. BURRONI
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 1

0. PRELIMINAIRES

On utilise essentiellement le langage des triples. On précise cer-
taines notations et on rappelle les résultats connus dont nous aurons

besoin.

1. La loi de composition d'une catégorie & sera notée par un ©,
1, désignera le morphisme identique en A Elgl , ol lgl est la classe
des objets de &.si D est une 2-catégorie, on notera aussi par un © Sa
premiére loi et par un - la seconde: celle sur les Home(A, B) lorsque

A et B sont desobjets de D (A, BEIfDl).

2, L'expression t:T—'F:g—'g signifiera que T et T sont deux
foncteurs de source & et de but g et que t est une transformation natu-
relle de source T et de but T.

t: T=T:6~& est une transformation naturelle cartésienne signi-
fiera que, pour tout morphisme f:A—B dans &, le carré dans gqui suit
est cartésien:

TA———TB
tA l ltB
TA -—-_—-»?B
T/
3. ®=(A,0,i, k) désignera une monade (ou triple) dans 9 (on

rappelle les axiomes de neutralité et d'associativité des monades:
k.(Goi)=1,, k.(io8)=1y et k.(Ook)=k.(kof),

les 2-morphismes i:1,—60 et k: 0o &0 étant respectivement I'uni-
té et la multiplication de @ ).

— -
Mon D (resp. Man D) sera la 2-catégorie des monades dans P dont:

— les morphismes sont les couples (L,[}):8—-0® d'un morphisme
L:A~A de D et d'un 2-morphisme l:Lof@=@GoL de P (resp. d'un

2-morphisme [:L o G~ 0 o L) vérifiant les axiomes
I.(Loi)=TioL e I.(Lok)=(koL).(60l).(108)

(tesp. Loi=l.(ioL) et (Lok).(108).(80l)=I.(koL));

%49



2 E. BURRONI

- les 2-morphismes sont les o (L, 1)-(L,1):®-0 tels que (L, 1)
et (L,I) soient des morphismes de Mon D (resp. W:;SD) de méme source

® et de méme but ® et que o:L-L soit un 2-morphisme de D tel que
1.(0co8)=(800).1 (resp. (0co0B).1=1.(800)).

4. Si D=Cat, une monade dans Cat est un triple T que l'on
notera T=(&,T,1,K), ou T=(T,I,K) lorsqu'il n'y aura pas d'ambi-
guité. Jn et Tn désigneront les catégories Mon Cat et ManCat.

5. KT et (gT seront respectivement la catégorie de Kleisli
et la catégorie des algébres associées au triple T (nous noterons par un
O la loi de composition de KET lorsqu'il sera utile de la distinguer de
celle de &).

TE -4 Tu et FT{UT désigneront les couples d'adjoints qui leur

sont respectivement associés.

6. a)Si T et T’ sont deux triples sur la catégorie &, D:T—T’
est une loi distributive [ Bec ] signifie que 1'on se donne une transforma-
tion naturelle D:ToT'=T'cT telle que les diagrammes (D), (D,),

(D3 ), (D4) qui suivent soient commutatifs dans Cat:

l '°D
TOT'-—->T'oT ToT'cT'——'>T'oToT'——‘>T'0T'oT

T‘x /OT TR 2! K'oT

TOT'————>T'0T

DeT
TOT'-—*T’OT ToToT'—-—->ToT' oT —>T'oToT

101\ /‘ol Ko\ (D) T'oK

ToT'— > T'oT

D

%20



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 3

b) DIERS et STREET ont montré dans [Di] et [Str] qu'une loi distri-

butive est une monade dans une 2-catégorie de triples:
—

~ d'une part (T,D):T'=T' est un morphisme dans Tn (on utilise

(D)) et (D,)) tel que

T" ——(T,D)=~——(T,D)o(T,D)
soit une monade dans f-f: (on utilise (D;) et (D) pour exprimer le fait
que I et K sont des 2-morphismes de j-':);
~ d'autre part (T',D):T—=T est un morphisme dans ﬁ: (on utilise
(D3) et (D4)) tel que
T—‘I'—>(T’,D)<—K—'-—(T',D)0(T',D)
soit une monade dans i (on utilise (D) et (D,)).
c)Si T et T' sont deux triples sur g, BECK a montré dans [ Bec]
que les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) il existe une loi distributive D:T—T",
(ii) T'oT est I'endofoncteur d'un triple sur &, appelé le triple
composéde T et T' et noté T'®pT,
(iii) T' se reléve en un triple :I\'J’ sur @ﬂgT.
((ii1) signifie que le diagramme suivant commute lori’qu'on y {Smplace le

couple (V, V) par chacun des couples (T',T'), (I',I'), (K',K"),

Aty T ——‘-,—->(ilqu
UTL lUT
&E——m &

Par exemple,
~ si D:T—=T’' est une loi distributive, on définit T': @E‘}T—'@E‘;T

comme étant le foncteur qui & la T-algébre b:TA—~A associe la T-al-

gebre DA ,
TT'A—>T'TA T'A.
~ si T est un relévement de T’ sur MgT, alors
TT'IA T'KA
DA:TT'A————>TT'TA —- T A

421



4 E. BURRONI

est une transformation naturelle définissant une loi distributive D:T—T"-

d) Enfin, mentionnons le fait que @9T'®D Tz(ﬂgT' : c'est-a-dire
qu'une T'®p T-algébre est équivalente 2 la donnée d'une T -algébre
b:TA—A et d'une T'-algébre b':T'A—A qui sont D-compatibles, i.e.
telles que boTb'=b'oT'boDA; dans ce cas

T'b b’
T'TA >T'A A

est une T'®p T-algebre; inversement si b:T'TA—A est une T'®pT-al-
gébre,

I'TA  » b T'IA b
TA >~ T'TA A e T'A ——>T'TA—>A

sont une T -algebre et une T'-algébre D-compatibles, ce qui définit deux

foncteurs projections
0, =UT" Gty T'opT — Qs T er 0, QlyT'0pT —=QlgT".

7. Un (D,) écrit & l'extréme gauche d'une ligne sur laquelle se
trouve une égalité signifiera que cette derniére a été obtenue grice a 1'axi-
ome (Di) des lois distributives. De la méme fagon pour (Ti) et (Nt), si
(T,) et (Tz) désignent les axiomes de neutralité et d'associativité des
triples (ou des monades), et (Nt) 1'axiome de naturalité de la transfor-

mation naturelle ¢.



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 5

I. D-ALGEBRES

1.1 Définition et exemples.

Soit & une catégorie munie d'une loi distributive D:T~T’, o
T=(T,I,K) ee T'=(T",I',K").
DEFINITION I.1.1. On dira que le couple (A, b) est une D-algébre (ou
que b est une D-algébre sur A) si A est un objet de & et b:TA~T'A

un morphisme de & tel que les diagrammes suivants commutent:

1A , KA
A—TA TTA —TA
N)\l b T'bODAOTbl (C:PY) lb
I'A T' A T'T'"A ———T'A

K'A

PROPOSITION 1.1.1. 8i (A, b) est une D-algébre, on peut la prolonger

en une T-algébre b sur T'A égale &

DA K'A
TT'A————>T'TA —>T'T'A —T'A,
Inversement, si (T'A, %) est une T-algébre, si b désigne sa restriction

TI'A 3
a TA: TA—>TT'A—>T'A et si
*) D=K'AoT'boDA,
alors (A, b) est une D-algébre. Autrement dit, il y a équivalence entre la
donnée d'une D-algsbre b sur A et celle d'une T-algébre b sur T'A
reliées par (*). (Cette derniére relation signifie que & et K'A sont D-

compatibles (0.6.d ) .)

PREUVE. Voir d'abord 0.7.
Si (A,b) estune D-algébre,

DolT'A=K'AoT'boDACIT'A

(D3) =K'AoT'boT'IA
(A]) =K'AoT'I'A
(Tl) :IT'A »

%23



6 E. BURRONI

DoKT'A=K'AoT'boDAoKT'A

(Dy) =K'AoT'boT'KAoDTAoTDA
(A) =K'AoT'K'AoT'T'boT'DAoT'ThoDTATDA
(T,) =K'AoK'T"AoT'T'boT'DAoT'TboDTAoTDA
(NK) =K'AoT'boK'TAoT'DAoT'TboDTAoTDA
(ND) =K'AoT'boK'TAoT'DAoDT'AeTT'boTDA
(D,) =K'AoT'boDAoTK' AoTT'boTDA

=0TV,

de sorte que (T'A, %) est une T-algébre.
Inversement, soit (T'A, %) une T-algébre reliée 2 sa restriction b =
=boTI'A patr K'AoT'boDA =%. On désignera encore par (A1 ) et (Az)

les axiomes d'une T -algébre:

(NI) bolA=boTI'"AolA=bolIT'Aol'A
(A) =I'A
et

boKA=b0oTI'AoKA

(NK) =boKT'AoTTI'A

(A,) =boThoTTI'A
=%oTbh

(%) =K'AoT'boDAoTbh

On a donc montré que (A, b) est une D-algébre. V

EXEMPLES.
1o Si T est un triple sur &, les morphismes identiques 1., défi-
nissent une loi distributive +1:T—=1g (1g désigne le triple identique

sur &). Une +1-algebre est évidemment une T -algébre.
T g g

20 Si T’ est un triple sur &, de la méme fagon, les I ., définis-
sent une loi distributive ]T' :1&~T'. Tout objet A est muni d'une unique

1. -algebre triviale (A, I'A).

30 Sj &=06na, la catégorie des ensembles, si T’ est le triple P

des parties (P=(?,1',K") ol, pour tout ensemble A,

%2%



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 7

I'A:A~FA e KA:PPA-TA

sont les opérations singleton et réunion), et si T est un triple sur &na
tel qu'il existe une loi distributive D:T—P, une D-algébre est appelée
une T-algébre non déterministique. En voici deux exemples:

(i) Soit T=N le triple des monoides N=(N,I, K) oli, pour tout
ensemble A, N A est I'ensemble des mots formés sur A, noté A* par cer-

tains auteurs, ol
IA:A—-NA et KA:NNA-NA

sont les applications qui a

x€A et 4a (x1,1"’x1,p1)"'(xn,1"'xn,p ) eNNA
n
associent respectivement les mots
x et X1 1 x1'2...x1'p1 x2'1...xn'1...xnlp.n

THEOREME 1.1.1. L’application
D, A:NPA-FPNA: X;..X P {(x;..x)]|xeX}

définit une loi distributive D;:N—P pour laquelle les N-algébres non

déterministiques sont les monoides non déterministiques.

PREUVE. Si b:NA-PA est une N-algébre non déterministique,

b(x1 xn) s'interpréte comme l'ensemble des composés du mot Xpo %,

Alors les axiomes (A;) et (A,) signifient que le seul composé du mot

x est x (si x€A)etque,si (x; ;...x; pl)"'(xnl"'xnp ) ENNA,
, . . b,

v xl,pl xn,pn):yieb(xi'LI.::Jc. .) b(yl"'yn)

z.nl

b(xg ;.

La donnée de b équivaut donc 4 celle d'un monoide non déterministique.V

(ii) Soit T =M le triple des actions & droite d'un monoide M (on a

M=((-)XM,I1,K) oun, pour tout ensemble A,
IA:A-AXM et KA:AXMXM-AXM

sont les applications qui & x€ A et a (x,m;, my) € AXMXM associent

les couples (x, 1) et (x,mym,), si I estl'unité du monoide M).

THEOREME 1.1.2. L'application

%25



8 E. BURRONI

DyA:(PA)XM—=F(AXM): (X, m)—>{(x,m) | xeX}

définit une loi distributive D,:M—P pour laquelle les M-algébres non

-déterministiques sont les automates non déterministiques.

PREUVE. Si b:AXM—=% A est une M-algebre non déterministique, on
interpréte A comme l'ensemble des états d'une machine et b(x, m) comme
l'ensemble des états possibles dans lesquels la machine peut se mettre
aprés avoir recu le signal d'entrée m dans [l'état x. Alors les axiomes
(A;) et (Az) signifient que le signal d'entrée unité ! ne modifie pas

1'état de la machine: b(x, I1)={x}, et que, si (x, my,my) EAXMXM,
J
b(x, mi m2):y5b(x,m1) b(y. 77l2).
Ce sont exactement les axiomes d'un automate non déterministique. V

REMARQUES. La proposition I.1.1 redonne 1'équivalence bien connue
d'un automate non déterministique b sur A et d'un automate déterminis-

tique % sur PA liés par la relation (X, m):ng b(x,m).

On retrouve, bien siir, les automates non déterministiques f[inis
en prenant pour A un ensemble fini et pour M le monoide libre associé
A un ensemble fini =: donc m €M est un mot construit sur l'alphabet 2.

40 Soit &=Ens et soit T' le sous-triple du triple P suivant:
T'=((-)+1, I, K") oll, pour tout ensemble A,

TTA:A=>A+1 et K'A:A+I1+1=>A+1

sont respectivement l'injection canonique et la rétraction sur A+ 1 trans-
formant 1'élément ajouté 2 A+ 1 en celui ajouté & A.Si T est un triple
sur &na tel qu'il existe une loi distributive D:T—=T’, une D-algébre
est appelée une T-algébre partielle.

Alors les applications
D;A:N(A+1)=~(NA)+1 et D,A:(A+I1)XM==(AXM)+]I
(qui d'une part sont !'identité sur NA et AXM et d'autre part assignent
0 (élément de 1) A tout mot construit sur A+ 1 qui contient au moins un

0 et a tout couple (0,m) de (A+1)XM) définissent des sous-lois dis-

tributives des lois distributives D; et D, (exemples 3(i) et 3 (ii)). On ob-

%26



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 9

tient donc en corollaire des théorémes I.1.1 et 1.1.2:

COROLLAIRE I.1.1. Les N-algébres partielles et les M-algébres par-

tielles définies par D et 52 sont les monoides partiels et les automates

partiels.

50 Soit &=6ns et soit M'=(M’'X(-),I',K") le triple des actions

4 gauche d'un monoide M'.

THEOREME 1.1.3. L'isomorphisme canonique
DBA:(M'XA)XM —>M'X(AXM)
définit une loi distributive D;:M—M’ et les Dj-algébres sont les auto-
mates avec entrée et sortie (ou automates de Mealy).
PREUVE. Soit 6:AXM—-M’'X A une 03 -algébre; on considére & nouveau
A comme I'ensemble des états d'une machine; si
by AXM—>M' et by: AXM—>A

sont les deux projections de b, on interpréte un élément m de M comme
un signal d'entrée agissant sur la machine & 1'état x en la faisant passer
4 1'état b,(x,m) et en produisant le signal de sortie b;(x,m). L'axiome
(A,) signifie alors que le signal d'entrée unité I ne modifie pas 'état
de la machine et produit le signal de sortie 1: b(x,1)=(1,x); si
(x,my, my) e AXMXM, l'axiome (A,) signifie que le signal d'entrée
m;m, agit sur la machine & 1'état x en la faisant passer & 1'érat
by(x,mymy)=by(by(x,my), my) et en produisant le signal de sortie

by(x,mymy)=by(x,my)by(by(x,my), my).
Il s'agit bien 13 d'un automate avec entrée et sortie, b; et b, étant les

fonctions d'entrée et de transition. V

De fagon analogue a l'exemple 3 (ii), l'application
DYA:MXPA =P (M XA):(m', X)F—{(m", x) | xeX}

définit une loi distributive D :M’'—P, de sorte que, si l'on se réfere 2

0.6.c, $o(M X(-)) est I'endofoncteur du triple P®D.2M' composé des

¥27



10 E. BURRONI

triples M' et P.

THEOREME 1.1.4. L'application

D4A.-5’(M'><A)><M———»?(M'X(AXM));
(X, m)F>={(m",(x,m)) | (m',x)eX}

définit une loi distributive D,:M-P®p, M' et les D, -algébres
2
b:AXM—P (M XA) sont les automates de Mealy non déterministiques.

6° Enfin, mentionnons le fait que, si T est un triple sur &na,
la donnée de n T -algébres, sans aucun lien entre elles sinon qu'elles
sont sur un méme ensemble A, est équivalente 2 la donnée d'une D5-
algébre sur A, on 05 :T—T’ est la loi distributive définie par 1'appli-
cation

DsA=<py, ., p,>: T(A")—>(TA)"

(si p;:A" > A estla i¥™€ projection), T’ étant le triple ((-)",(-)%,(-) %)
ot 7 -iml et n-n? sont les applications finale et diagonale. Si
by:TA=A, ..,b :TA~A sont n T-algbres, <bj,...,b >:TA—~A"
est une Dj-algebre, et inversement, si b:TA—~ A" est une D5 -algébre,

'application p,ob:TA—A est une T-algébre pour tout i< 7.

Si D:T—T’ est une loi distributive sur &, nous définissons
dans un premier temps une catégorie de D-algébres notée (flg,D dont

les objets sont les D-algébres et les morphismes les
ff(AI , 171) """(A2, bz),

ot f:A;—A, est un morphisme de & tel que T'fob;=b,0Tf.

On met en évidence les foncteurs UD, PF et LP suivants:

D
L ~
QgD -~ AUy T =AU T'e, T
(IS
|
P D

%28



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 11

- Le foncteur UP: @L}I D~ & est le foncteur d'oubli qui 2 la D-alge-
*bre (A, b) associe I'objet A .

- Le foncteur PF: algT-*@fgl D associe & la T-algébre (A,5) la
D-algébre (A,I'Aob). On définit donc un foncteur FP:&-Qg, D,
égal au composé PFoFT  qui 2 I'objet A associe la D -algébre
(TA,I'TAoKA).

UP et PF laissent invariants les morphismes, alors que FP  transforme
le morphisme / de & en T/.

- Le foncteur LPD: g, D—'@Eg'f' associe 2 la D-algébre (A, b)
la :i;'-algébre formée du couple ((T'A,K'AoT’'boDA),(T'A,K'A))
(voir la proposition 1.1.1). Ceci, par projection, définit un foncteur

PU: Qg D—=Q@lg T (A, b)—(T'A,K’AoT'boDA).
De plus, LD et PU transforment le morphisme [ de @LHD en T'f.

On a évidemment les égalités LPoPF= F?' et PFoFT=FP
(par définition de FP1).

On peut maintenant donner une premiére version catégorique de la

proposition I.1.1: N

~
PROPOSITION I.1.2. @391 D s‘identifie a la sous-catégorie de @ng' dé-
finie par le produit fibré qui suit (Q, est défini dans 0.6.d):

D
L "
@g; D QT =W T'®p T
uP l 0,
&€ > {0, T’
FT' ?

On n'a malheureusement pas les adjonctions FOquP e
DF— Py (bien que Dy o PF :rf', LD pest pas un foncteur de com-
paraison sémantique). Ceci s'explique par le fait que les morphismes de
@&;1 D sont trop stricts. La catégorie &fgzD définie dans 1.3 possédera
ces propriétés.

On considérera le probléme des limites dans 1.4 pour les T-alge-

bres non déterministiques.
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12 E. BURRONI

1.2 Composition des D -algebres.

DEFINITION 12.1. Si D:T—=T' et D':T'=T" sont deux lois distri-
butives sur &, on dira qu'elles sont D”-compatibles s'il existe une loi
distributive D”:T—-T"” telle que le diagramme (D) qui suit commute:

DOT" T'OD"
ToT' oT"—————T'oToT" ————T'oT"oT

ToD' (D) D'oT

ToT" o' —————»T"oToT'"——————»T"0T'oT
D"oT' T"oD

Cela équivaut a dire que

(T,(T",D"),I",K") 5 ((r',D),D") 'IS' ((T',D),D")o((T',D),D")
est une monade dans une 2-catégorie de lois distributives, en 1'occurence
dans m—o:t g-: (voir 0.6.b): en effet, le fait que (T,(T",D"),I", K") et
(T.(T',D),I',K") soient des monades dans 3’: et (T*,(T*,D*), I' K')
une monade dans . signifie que D”":T—-T", D: T-T' e« D':T'~T"
sont des lois distributives, et le fait que

D':(T',D)o(T",D")—>(T",D")o(T',D)
soit un 2-morphisme de i (de sorte que ((T',D),D'):D"=D" soit un
morphisme de m—; i) donne 1'axiome (D) qui précéde.
On suppose dans toute la suite que l'on a trois lois distributives
D:T-T, D':T'-T", D":T-T*
sur &, les deux premiéres étant D”-compatibles (excepté dans le corol-

laire 1.2.1 et les exemples qui le suivent).

THEOREME 1.2.1. S b:TA—~T'A est une D-algébre et b':T'A=T"A
une D'-algébre qui sont (D,D’,D")-compatibles (en ce sens que le

: ~
diagramme (A) qui suit commute:

DA - T'b
TT'A————>T'TA——T'T'A T'*
Tb' (X) T'T"A
D'A
TT"A——>T"TA —>T"T'A ),
D"A T"b

%30
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b .
alors TA —T'A —>T" A est une D"-algébre.
On dit que (A, b'0b) est la D"-composée de (A, b) et (A, ')
eton lanote (A,5")®(A, b) (La preuve est triviale).
REMARQUE. Si (A,b) est une D-algébre et (A, b’) une D’-algébre
qui sont (D,D’, D" )-compatibles, alors la D'-algébre b':T'A—T"A
définit un morphisme de T -algébres

b :Pyca, b6)—>=P"U(A,b'ob)

(voir & la fin de 1.1 la définition des foncteurs PU:(@lg,D>Q@lgT et
D"y @ﬂgzD'—»@L}T ); il suffit pour s'en convaincre de considérer le
diagramme externe suivant dont la commutativité est due & celle des deux
diagrammes qui lui sont internes:

DA T'b '
TT"A——>T'TA—————T'T'"A ——»T'A

T
o' (A) T'T" A (A,) b’
D'A
TT"A——>T"TA —— > T"T'A—>T"T"A—>T"A

D"A T"b "' K"A

EXEMPLE. On peut composer les automates de Mealy & condition de faire
apparaitre l'isomorphisme entre le triple des actions & gauche et le triple

des actions & droite du monoide M': si
b:AXM—>M'%XA et L' AXM —»M" XA

sont deux automates de Mealy (les lois distributives en question véri-

fiant I'axiome (D)), alors l'application
AXM ——Iz-—h-M'XAwaM'-——b—'—»M"xA
est un automate de Mealy si les automates (A, b) et (A, b') vérifient
I'axiome (X), c'est-a-dire si 1'on a les égalités:
bi(x,m')=by(by(x,m),m"),
by(by(x,m'), m)=by(by(x,m),m'),

bl(bé(x,m'),m)Zbl(x,m),
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14 E. BURRONI

o (m',x,m)e M'XAXM et od b;, by d'une part, by, bj d'autrepart,
sont les premiéres et deuxiémes projections de b et b'. Toutefois, je ne
sais guére comment interpréter la compatibilité écrite ci-dessus. De plus,
il semble que cette composition n'ait rien a voir avec la composition con-
nue des automates de Mealy: si b:AXM—=M'XA et b':A'XM M XA’
sont deux automates de Mealy (sans aucune relation de compatibilité),
on a coutume d'appeler composé de (A,b) et (A’,b') 1'automate
AXA'XM—-M"XAXA":

(x, %", m)IbF—>(b} (%', by (x,m)), by(x,m), by(x", by(x,m))).

COROLLAIRE 1.2.1. Soit D:T—T' une loi distributive sur &. Soient

de plus b:TA-T'A une D-algébre et b':T'A—~A une T'-algébre D-
b b'

compatibles: boTb'=T'b'oT'boDA; alors TA—>T'A—>A est

une T-algébre.

PREUVE. Il est trivial de vérifier que D et 5,1 (voir le premier exemple
de D-algébres dans I.1) sont T] -compatibles et que 1'égalité boTb' =
=T'YoT'boDA signifie que (A, b) et (A,b") sont (D, 1,1, 1+1)-com-
patibles ( 1'axiome (A) est vrai); donc la T-algébre (A, b’ ob) est leur
11-composée (A, b')®(A, ).V

REMARQUES. 1° Le corollaire 1.2.1 signifie que (A, b')®(-) est un opé-
rateur qui permet d'associer une T-algébre en A A toute D-algébre en
A qui est D-compatible avec la T’-algébre (A, b").

2° Comme dans la remarque du théoréme 1.2.1, si (A, b) est une
D-algébre et (A, b') une T'-algébre D-compatibles, alors la T'-algébre
b':T'A— A définit un morphisme de T -algebres b’: I)U(A, b)=(A,b"0b):
on a 1'égalité b'oboTb'=b'0K'AoT'boDA qui signifie (en utilisant
I'axiome d'associativité de la T'-algébre (A, 5')) que l'on a 1'égalité
b oboTh' =b'oT'(b' ob)oDA, e b :T'(A, b ob)=(A, b ob)
est un morphisme de T -algébres, ol T* est le relévement sur Mg T de
T', rappelé dans 0.6.c. Donc la T-algébre (A,b'0b) et la T'-algebre
(A, b') sont D-compatibles au sens de 0.6.d .
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EXEMPLE. Supposons que T’ soit le triple P des parties sur &na , que
D:T—P soit une loi distributive sur &na, et que A soit muni d'une
structure de treillis complet (l'opération sup, :PA—-A est donc une
P-algébre et l'ordrede A est donné par: x<y ssi supy {x,y}=y),
alors cette structure sur A permet d'associer, 4 toute T -algébre non
déterministique D -compatible avec sup, , une T-algébre elle aussi D-com-
patible avec sup, .

Ainsi, si T=N est le triple des monoides (donc D=D,, défini
dans le théoréme I.1.1) et si b:NA—P A est un monoide non détermi-

nistique compatible avec sup, (et donc avec l'ordre de A):
b(supXI...suan)={supAb(xZ...xn) l xiEXi},
ot X;..X eNP A, alors I'application
supg ob:NA—A: xp..x, F>=supab(xy...x,)
définit une structure de monoide sur A elleaussi compatible avec sup, :
supy Xgo...osup, X =supy {x;0.. °x, l x;€X; },
ol le symbole o désigne la loi de composition du monoide (A, sup, ob).
De méme, si T=M est le triple des actions & droite d'un monoide
M (donc D=D,, défini dans le théoréme 1.1.2) et si b:AXM~F A est
un automate non déterministique compatible avec sup, :
b(supg X, m)={supyb(x,m) | xeX}, oa (X,m)ePAXM,
alors 1'application
-b_:‘supA ob: AXM—>A:(x, m)F>sup, b(x,m)
est un automate (déterministique) lui aussi compatible avec sup , :

;(supAX,m)=supA {b(x,m) , x€X }.

Considérons le second cas particulier du théoréme I1.2.1 ou la
D-alg;‘ibre I'eSt triviale, c'est-a-dire qu'elle s'écrit sous la forme
TA—>A—>T'A, ot (A,b) estune T-algdbre; (A, b')Q(A,I'"A ob)
est alors la D7-algébre triviale (A,I"Aob). De plus, dans ce cas la

D’-algébre b':T'A—>T"A définit un morphisme de T -algdbres
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16 E. BURRONI

b :T'(A,b)~T"(A,b): on a I'égalité T"boD"AoTb'=b'oT' boD A
(en notant T et '1\"" les relévements sur @EgT rappelés dans 0.6.c ).

En d'autres termes, la D’-algébre b':T'A—-T"A définit une
6'-algébre b':”}"(A,b)-*?"(A,b), ol B":?'-’"F" est un relévement
de la loi distributive D’ T'=T” sur Qg T: pour toute T-algébre (A, b),
le morphisme de T -algébres

D'(A,b):T"T"(A,b) —>=T"T*(A,b)
est défini par le morphisme D'A:T'T"A—T"T'A dans &.

Plus généralement, on a le résultat suivant:

THEOREME 1.2.2. Il y a équivalence entre la donnée de trois lois distri-
butives sur &: D:T~T', D':T'=T", D":T—T" telles que les deux
premiéres soient D"-compatibles, et la donnée d'une loi distributive
6'.‘?"’?" sur Qg T qui soit un relévement de D*:T'=T". De plus,
une 3'-algébre est la donnée d'une T-algébre (A,b) et d'une D’-al-
gébre (A,b') telles que T"boD"AoTb'=b"0oT'boDA (c'est ce

qu'on appellera 1'axiome (A)).

PREUVE. On utilise l'axiome (D) pour exprimer la naturalité de
~ o~ ~ ~ ~
D':T'oT"—=T" oT' obtenue par la commutativité du diagramme externe
qui suit (b: TA— A étant une T -algebre):
L] T'D"A TaTn
TT'T"A——>T'TT"A—>T'T"TA —>T'T"A

TD'A (D) D'TA (ND%) D'A

T"T'A

TT"T'A ————T"TT'A —————>T"T'TA
D"T'A T"DA T"T'b

~ ~ ~
Inversement si D':T'~T” releve D':T'~T” sur @gT, on utilise le

fait que
DA=T'KAoTT'IA et D"A=T"KAoTT"IA

(voir 0.6.c ) pour obtenir I'axiome (D). V

Si, comme on 1'a vu, la D”-algébre composée (A, b")®(A,I'Aob),
associée a la D’-algébre b':?'(A, b)=T"(A,b), est triviale (et égale
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a (A, I"Aob)), 'opérateur (A, b')®(-) se comportant comme une iden-

tité sur les T-algebres, on a cependant le résultat suivant:

THEOREME 1.2.3. Si [l'on est toujours dans les hypothéses suivant la
définition 1.2.1, la loi distributive D":T—T" se prolonge en une loi
distributive S":T'@DT—*T" sur & et, si b: TA—A est une T-algébre
et b':T'A-T"A une D'-algébre définissant une'bD'-algébbr'e (I'axiome
(A) du théoréme 1.2.2 est vérifié), alors T'TA—>T'A—>T"A est
une B"-algébre que I'on notera encote (A, b')®(A,b) et que l'on ap-
pellera la D”-composée de (A, b) et (A, b').

PREUVE. La transformation naturelle D" :T'oT oT"—=T"oT'oT est
définie par le composé

T'oD"™ D'oT
T'"oToT"———>T'oT"oT —————>T"oT'oT.

~o
Montrons que l'axiome (D4) des lois distributives est vrai pour D" : c'est

le seul qui ne soit pas trivial. On rappelle pour cela que la multiplication

du wiple composé T'®p T est donnée par

T'eDoT T'oT'o K'eoT
K T'OTOT'OT-———"FT'OT'OTOT—>T'0 T'OT—>T'OT

On a en utilisant la convention 0.7:

D*.(KoT") =

= [(D'oT).(T*oD*")]. [(K* 0T oT").(T*oT* 0K oT*).(T* 0D 0 T oT*")]
(NK') =(D*oT).(K'oT*"oT).(T'©T'oD").(T*'oT*'oKoT"),(T*oDoToT")

@, = [T"oK*oT).(D'oT"oT).(T* oD*oT)]
. [(T*oT*oD").(T* 0T’ oK oT*).(T* oD 0T oT*)]
(D) = [(T*oK'oT).(D*oT* oT).(T' oD oT).(T' oT* o T*" oK)]

.[(T*oT*oD*oT)(T*oT* 0T oD").(T* oD oToT")]
(ND) = [(T"oK'oT).(D*oT" oT).(T* oT* o T* oK ).(T*oD* 0T oT)]
.[(T"oT*oD*oT).(T*oT* 0T oD")(T* oD o ToT")]
(ND') = [(T®oK*oT).(T"oT* oT* oK).(D* oT* 0T oT).(T* oD* 0T oT)]
.[(T"oT*oD*oT) (T*oT*oToD").(T* oD oToT*)]
(ND) = [(T*® oK' oT).(T* 0T oT* 0K).(D*0T* 0T oT).(T*oD* 0T oT)]
.[(T*oT*op®oT) (T* oD oT"oT)(T* 0T oT*oD")]
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18 E. BURRONI

(D) = [(T*oK'oT).(T"oT" oT"oK),(D*'oT* 0T oT).(T'©T* oD oT)]
.[(T*oD"oT*oT).(T* 0T oD*oT).(T* 0T oT"oD")]

(ND") [(T"oK*oT).(T* oT* oT* oK),(T" 0 T* oD o T),(D* oT oT*0T)]

.[(T* oD"oT*oT).(T* 0T oD"oT).(T* 0T oT'oD")]

[T"0 [(K*oT).(T*oT* oK).(T* oD oT)] ]
. [[(D*oT).(T*oD*)] o(T*oT)]. [(T*oT)o[(D*T).(T*oD*)] ]
=(T"ok). [D"o(T*oT)]. [(T* oT)oD"].

N

Il reste 4 montrer que, dans les hypothéses du théoréme, (A, b'oT'b)
est une B"-algébre. On rappelle que le composé I = Ig AR, L 2 NG TP

est I'unité de T'®p T. Alors
(b oT'b)ol A=b 0T boT IAol"A=b" oI'A=1"A
et
b'oTb'o;A:
=b'oT' boK'TAoT'T'KAoT'DTA
(NK"Y =b'0oK'AoT'T'boT'T'KAoT'DTA

(A))  =K"AoT"b'oD'AoT'b'oT' T'boT'T'KAoT'DTA
(A)  —K"AoT"b' oD'AoT'b’ o T'T'bo T'T'Tho T'DTA
(ND)  =K"AoT"b' oD'AoT'b'oT'T'boT'DAT'TT'b
(A)  =K"AoT"b'oD'AoT'T"boT'D"AoT'Tb oT'TT'h

(ND') =K"AoT"b' oT"T'boD'TAoT'D"AoT'Tb' oT'TT'b
=K"AoT"(b'oT'b)oD"AoT ' T(b' oT'b) .V

REMARQUES. 1° Dans le cas particulier o D’'= T'] (donc D" = T] et
B":T'%T] ), le théoréme 1.2.3 signifie que, si (A, 5') est une T'-alge-
bre, I'opérateur (A, b')®(-) permet de prolonger toute T-algébre (A, b),
D-compatible avec (A, b') au sens de 0.6.d, en la T'®p T-algébre
(A, b" oT'b) introduite par BECK, que nous avons notéeici (A, b')®(A,b)
et que nous avons appelée la T'®p T-composée de (A, b) et (A,b').

20 Sans doute le résultat précédent se prolonge-t-il aux D-algébres:
si (A,b) est une D-algébre et (A, ') une D’-algébre (D,D’,D")-

compatibles, on peut prolonger leur D" -composée
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(A, b"ob)=(A,b')®(A,b)

en une D”-algébre (A,b"oK'AoT'b), appelée leur B"-compose’e et

notée encore (A, b' )®(A, b) .Nous n'en donnerons pas la démonstration!

1.3. Interprétation et propriétés des D -algebres.

r estun T'-morphisme signifiera que r:A; > A, est un morphisme
de KET', c'est-a-dire que r:A; = T"'A, est un morphisme de & ou &-mor-
phisme. Si f est un &-morphisme, on écrira encore f son image I'A,of

dans KET’ par le plongement Tr. 6. KT,

PROPOSITION 1.3.1. Si D: T=T' est une loi distributive sur &, le triple
T=(T,I,K) se prolonge en un triple :FZ('T\:, 7, ’I\(J) sur KET’, oa I'endo-
foncteur T:KeT'~KeT* associe au T’ -morphisme r:A;—A, le T'-mor-
phisme "}Ir.'TAI—*TAZ défini par le &-morphisme

Tr , DA ,
TA,; TT Az—z——*T TA2

(en particulier D A Z";‘J( Lrig)) (:I\" prolonge T signifie que le diagramme
suivant commute lorsqu'on y remplace la couple (V, V) par chacun des
couples (T, T), (I, 1) et (K,K):

~

KET’———V———>KET'

T'F T'F

(voir notations dans 0.5).)

~
PREUVE. Montrons d'abord que T est un foncteur:

- r’l\:( 1,)=1%, s'écrit "F(I'A)Zl’ TA: c'est exactement l'axiome

(D).
= Si rj:A; A, et r;:Ay;—A; sont deux T'-morphismes compo-
sables,
~ ~
(0.5) T(720r1)=T(K'A3 OT'rZOrI)

=DA; o TK'A;oTT'ry0Tr
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20 E. BURRONI

(D,) =K'TA30T'DA;oDT'A30TT ry0Tr,;
(ND) :K'TA3oT'D’\{{BoT'Tr2oDA20T,1
=K'TA;0T'(Try)oTr,
~ ~
:TronTI

~
T est donc bien un foncteur; il prolonge évidemment T .

Pour tout objet A de &, posons TA=IA et KA=KA.

~ s

Iilgpp=T e K:ToToT

sont des transformations naturelles, car, si 7:A; A, est un T'-mor-

phisme:
TroTA =DA,oTrolA,
(NI :DAZOIT'AZOr
(DB) :T'IAZOTN
:IA2O7': I AZOT.
~ ~
TrOKAIZDAZ oTroKA,
(NK) =DA,0KT'A,oTTr
(D4) :T'KA20DTA20TDA20TTr

=T'KA,oDTA,oT(T1)
=T'KA,oTTr
_Ka,0FFe=Ra,0F Fr.
Le fait que |X¢T’|=|&| et que pour tout objet 4, TA=TA, Ta=14

2

et KA=KA implique immédiatement que (T, I, K) est un triple sur

Ker. v

PROPOSITION 1.3.2. Inversement, soient T et T' deux triples sur &
tels que T se prolonge en un triple T sur KET'. Considérons le &-mor-
phisme IT'A" T'"A-T'A; il définit un T'-morphisme T'A— A, noté encore
IT'A' Posons DA:%(IT'A)' C'est un T'-morphisme: TT'A—TA
(i.e. un G-morphisme TT'A-=T'TA). Alors D:ToT'—>=T'oT est

une transformation naturelle qui définit une loi distributive D:T-T'.

PREUVE. Tout revient 2 montrer que, pour tout T'-morphisme r:A;~A,,

~
ona Tr=DA,oTr, ce qui est trivial car
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Tr:T(IT'AZ °7‘):T(IT'AZOT):T(1T|A2)OTT:DA2 oTr
(on a utilisé le fait que T est un foncteur, et qu'il prolonge T).

En effet, a l'aide de 1'égalicé "i:rZDAz o Tr, on déduit que I'éga-
lite T( IA):ITA n'est autre que l'a’iiomem(D}): DAOTI'A=I'TA
De plus, si dans 1'égalité T(r,Or; )=Tr,OTr; on pose:

= d'une part ry =1upey et 75=15.4, on obtient

~ ~ ~
c'est-a-dire DAoTK'A=DAQDT'A et donc l'axiome (D, ):
DAoTK'A=K'AoT'DAoDT'A;

= d'autre part r; = IT'AZ et 7,=f:A;~A; un & -morphisme, on
obtient

~ ~ ~ ~ ~

T(fOIT'Az):TfOT(IT'Az) c'est-a-dire TT'f:T/ODAz
et donc la naturalité de D:T oT' »T'o T :

DA oTT'{=T'TfoDA,.

Enfin, comme on l'a vu dans la preuve de la proposition 1.2.1, 1'égalité

~
Tr=DA2 ©Tr nous permet de transcrire dans & les naturalités de T et

K par les égalités:
(1) DA,oTrolA;=T'lAyo0r,
(2) DAyoTroKA;=T'KA,oDTAy,oTDA,oTTr,

lorsque 7:A; —A, est un T'-morphisme. Il nous suffira donc, pour obtenir
les axiomes (Dj) et (D4 ), de poser ’:IT'A dans (1) et (2) (d'oun
Aj=T'A et Ay=A)V

CONCLUSION. L'existence d'une loi distributive D:T—T' est équiva-
~
lente au fait que le triple T se prolonge en un triple T sur KLT'.

(On peut donc rajouter & I'équivalence de BECK rappelée dans 0.6.c:
(iv) T se prolonge en un triple T sur KeT? )

Reste & voir ce qu'est une r'i'J-algébre (lorsque T est le prolon-

gement de T sur KT’ défini par une loi distributive D: T—T’):
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THEOREME 1.3.1. Une r'i'l-algébre n'est autre qu'une D-algébre (Voir
notre définition d'une D -algébre dans [ bu 1]).
PREUVE. Ceci est di au fait que les égalités
bolA=I"A et boKA=K'AoT'boDAoTb
sont les transcriptions dans & des égalités

boTA=1, et bOKA=bOTbH dans KLT'V

Ceci nous conduit & définir une deuxiéme catégorie de D-algébres,
notée @L}zD et égale & @&;rf (BECK avait aussi %(T'@DT)Q‘@LJT'):
ses objets sont les D-algébres et ses morphismes sont les

T.'(AI y bl )ﬂ(AZI b2)’
~
oi r:A;—A, est un T'-morphisme tel que rOb; =b,0Tr (i.e. tel que
le &-morphisme r:A; ~T'A, vérifie 1'égalité
K'AyoT'r0by=K'AyoT'byoDA,0Tr).
On a évidemment l'inclusion (g, D C (g,D. De plus, (g, D

est défini par le produit fibré qui suit, oi les deux foncteurs horizontaux

sont des identités sur les objets:
D ~
@Egl D C_____,.@IlgT :@Z‘}Z D
|

SC___ﬁF__~>K!T'
F

(On a évidemment 1'égalité FT o T'F=PFoFD )

Enfin, on a le carré de couples d'adjoints suivant
» )

D>
—F 5 ~
by, o
FT| uT FT |uT
Tr
& < —_Ketr
T'U

~ g
ot PF=PF o PF (voir la fin de 1.1) et ot PU prolonge PU 2 @fgz D,
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— le couple vertical de droite prolongeant a KeT’ 1e couple vertical
de gauche (T prolonge T a KIT’):

~ ~ ,
DropT=FT T

B ~ ~.
et TFOUT:UTODF;

= le couple horizontal du haut relevant sur @L,T le couple horizontal
du bas:

[

~ ' ~ ~ N
UT o Py=T'yoyT UT o DF=T'F, yT

et
(on peut maintenant dire que (TA,I'TAoKA) est la D-algébre libre

associée 4 Ac | 5| ).

Le couple de foncteurs défini dans I.1 pour @&;1 D:
D
.———-‘L—-+
@ﬂg T

Sy

u
se prolonge en un couple d'adjoints
)
_—kr
T @4, D
ity = %2

U

~ ~\
qui induit sur @&;T le triple T'. Le foncteur DU n'est pas triplable:

~~ ~
le foncteur de comparaison sémantique LP: @ngD—'aﬂgT' (qui prolonge
LP a ('fﬁgzD) n'est pas un isomorphisme. Mais on a la deuxiéme version

catégorique qui suitde la proposition 1.1.1:

~o
PROPOSITION 1.3.3. &ﬂgzD s'identifie & la sous-catégorie de (gT'

définie par le produit fibré qui suit:
D
~s L ~
&Z‘JZD:@L}T( ¢@9T':@9T'®DT

A o

Ket' ¢ Qg1

l.4. Comparaison avec les T -algebres relationnelles.

Dorénavant tous les triples considérés seront des triples sur &na,
catégorie des applications associée a un univers |5n¢| , et T' serale

triple P=(%,1',K") des parties défini pour les exemples 3 de I.1. Comme
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24 E. BURRONI

KeP est la catégorie des relations, on la notera Ref (une relation r est
un P-morphisme; on désignera par rr son graphe).
Soit T=(T,I,K) un triple sur &na; on sait [Ba] qu'il se pro-
longe en un pseudo-triple T =(’%’, 7, ?(J) sur Ref :
~
= Tr est par définition la relation engendrée par l'application Tr:
son graphe F"I\"r est I'image de TFr dans TA; XTA, (si r:A;7A,
est une relation). T:Rel—Rel prolonge évidemment T, c’est un pseudo-
foncteur: bien que 1'on ait 1'égalité
~
(1) T(1y)=1p,,
on a seulement l'inclusion
~ ~ ~
(2) T(7‘2071 ) C TTzOTrI .
~ ~ ~N A A A ~ ~
— 1:1@ =T et K:ToT—T sont définis par | A=IA et KA=KA
pour tout ensemble A. Ce sont des transformations pseudo-naturelles:
~ ~ ~
(3) 1A,0rCTrOIA;,
~ lavEaYd ~ ~
(4) KA,OTTrCTrOKA;.

DEFINITION I.4.1. On dira que T est un triple linéaire, si T est un
triple sur &na tel que son prolongement ,1\_, a Ref soit un triple, c'est-a-dire
que T est un foncteur, T et r1\<l sont des transformations naturelles.

(Un triple linéaire T est donc caractérisé par le fait qu'il existe
une loi distributive D:T—P: elle est définie par DA=T( €4) si €y
est la relation d'appartenance 19, (voir proposition 1.3.2); c'est celle-ci

que ['on considérera dans la définition 1.4.2.)

DEFINITION I.4.2. Si T est un triple linéaire, on dira que le couple
(A,b) est une T-pseudo-algébre non déterministique si b:TA-FA

est une application telle que 1'on ait les inclusions
(A,) PACbholA,
(A)) K'AoT'boDA°ThChboKA.

(Une T-algébre non déterministique est une T -pseudo-algébre

non déterministique! )
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THEOREME 1.4.1. 8§ T est un triple linéaire, il y a équivalence entre la
donnée d'une T -algébre relationnelle de BARR [Bal et celle d'une

T -pseudo-algébre non déterministique.

~
PREUVE. C'est trivial, car, si T est linéaire, alors Tb=DAoTbh;

~ ~
les inclusions (A1 ) et (A, ) s*écrivent donc:

1, CbOIA, bOTbCbOKA.V

REMARQUES. 1° Le théoréme 1.4.1 peut s'exprimer ainsi: lorsque le triple
T est linéaire il y a équivalence entre les T -algébres non déterministiques
et les T-algébres relationnelles «strictes».

20 Le théoréme 1.4.1 est la «version-pseudo» du théoréme I1.3.1.
On peut, de la méme fagon, donner une «version-pseudo» de la proposition

I.1.1 (tout ceci lorsque T est un triple linéaire).

EXEMPLES.

I Les triples N et M des monoides et des actions d'un monoide
M (voir 1.1) sont des triples linéaires: les lois distributives DI:N—'P
et D,:M—P que l'on avait définies sont justement telles que D A
et D, A soient les relations engendrées par Ne, et e, XM (e, estla
relation d'appartenance 19, ). Les monoides non déterministiques et les
automates non déterministiques sont donc respectivement des monoides re-

lationnels stricts et des automates relationnels stricts.

20 Le triple Z=(Z,1, K) des groupes n'est pas linéaire. En effet,

considérons, pour tout ensemble A, la relation DA engendrée par Z €, .
£ €

Ainsi DA:ZPA-PZA associe au mot XII Xn'Z , irréductible dans

? A 1'ensemble des mots dans A de la forme

€1 B2 n
m1x1 m2x2 m3...mnxn mn+1 ,
ol, pour tout i=1,...,n, x; €X; et ou, pour tout j=1,...,n+1,
€, €,

_ i

i Y1 Ve,
est un mot dans A vérifiant: pour tout k=1, ... ;s il existe une partie

€, €,
Y., de A Y 0 1 v, ¥"% dans
. . . . . n
ik de avec y;, €Y, et telle que le mot Y s
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P A soit réductible au mot vide (les indices supérieurs & prenant la valeur
+1 ou —1). DA ne définit pas une loi distributive, en particulier D A
ne vérifie pas l'axiome (Dl) (ce qui prouve, s'il en était besoin, que le
prolongement Z de Z 3 Rel n'est pas un triple: l'opération X oY=
={xoy| xeX, yeY} définit seulement une structure de monoide sur

? G lorsque G est un groupe).

30 Le triple U=(U, I, K) des ultrafiltres [ Ba ] n'est pas linéaire,
i.e. son prolongement U a Ref n'est pas un triple. Cependant, il semble
que U soit un triple pseudo-linéaire: la transformation pseudo-naturelle
ﬁSA définit une pseudo-loi distributive (les égalités étant remplacées
par des inclusions) de sorte que 1'on peut présenter les topologies (i. e.
les compacts relationnels) comme des pseudo-compacts non déterministiques
pour cette pseudo-loi distributive. (ﬁ €, associe a tout ultrafiltre A sur
P A, I'ensemble des ultrafiltres plus fins que le filtre qﬁ@ dont les élé-

ments sont les |J¢ :XLJqS X lorsque ¢ parcourt ®.)
€

De plus, rien ne dit que 1'on ne puisse pas trouver pour les triples
T non linéaires une autre loi distributive D’ (n'ayant rien & voir avec
~
T €4) qui permettrait de présenter les T-algébres relationnelles comme

des T-pseudo-algébres non déterministiques pour D’.

La terminologie adoptée pour les triples linéaires est due au fait
qu'il me semble (d'aprés les notes incomplétes que'j'ai pu me procurer,
d'un cours de EILENBERG fait 4 Paris en 1968, résumé dans [Eil.Wr])
que les Théories linéaires d'EILENBERG donnent des triples linéaires
(je ne pourrais rien dire de la réciproque), puisqu'elles sont construites
ad hoc pour que ";:EA définisse une loi distributive D:T—P. Donc,
si T est un triple sur &ns défini par une Théorie linéaire, les T-algébres
relationnelles d'"EILENBERG coincident avec les D-algébres. (A remarquer

que les morphismes choisis par EILENBERG sont ceux de @292 D)

Supposons dorénavant que T est un triple linéaire; en s'inspirant
des morphismes de T-algébres relationnelles choisis par BARR dans

[Bal, on peut définir une troisiéme catégorie de D-algebres: D.
P g 8 3
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Ses objets sont toujours les D-algébres, et ses morphismes sont les
f:(Ag, by )= (A,, b,) tels que f:A;—~ A, soit une application vérifiant
Plob, CbyoTf (ou fOb; Cb,0T]).

On a évidemment I'inclusion @910 C@LBD; mais alors que @Z‘JID

est une catégorie qui semble avoir peu de propriétés intéressantes, on

a le résultat suivant:

PROPOSITION I.4.1. @B%D est compléte.

PREUVE. Indiquons seulement que le produit dans @E%D des deux
D-algébres (A;, b;) et (A,, by) est la D-algébre (A;X Ay, by Xb,oc),
o c:T(A;XAy)=TA; XTA, est déterminé par p,oc=Tp,, fi\:m
désigne par p;: A;XA,~A; la i®™® projection pour i=1,2, et ot b; Xb,
est la relation engendrée par l'application b;Xb,: son graphe rmz
e/st\l}'image dans (TA;XTA,)X(A;XA,) de l—'bl Xrbz. On peut obtenir
b; X b, a l'aide du composé suivant:
b1 Xb d
TA XTA, —L—2>= P A, xPa,—=P(A,;xA4,),

ol d associe au couple (X; , X,) le produit X; XX, . \Y

1.5. Rapport avec les grammaires.

Nous allons exprimer dans le cadre des D-algébres le résultat

suivant de la théorie des automates:

THEOREME L1.5.1. Il y a équivalence entre la donnée d'un automate non
déterministique et celle d'une grammaire réguliére.
Pour cela on pose la définition suivante:

DEFINITION 1.5.1. Une grammaire réguliére est la donnée d'un couple
(A,8),0n & sAXZ - A est une relation.

L'ensemble P des productions de (A, &) s'identifie alors au
graphe ['s: x—oy€eP signifie que ye€d(x,0) (si x,y€A et 0€2).

Comme le veut l'usage,
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28 E. BURRONI

mxm' = moym' et aé’,@
signifieront d'une part que x*0y€P et m, m' sont des mots dans
AUZ, et d'autre part que a et [ appartiennent 3 N(AUZ) et qu'il
existe @y, a5, ...,a €N(A UZ) tels que

a=a,;, a; = a,, . a, = .

On peut alors prolonger § & AXM, si M=NZ est le monoide
libre associé & 2 :

8*: AXM—A est la relation définie par

’

*
{ S* (x, 0105...0,) ={y€A, x:>01crz...0‘ny}
$*(x,e)={x}
si x€A,si 0;0,..0, €M etsi € estle mot vide de M.
On montre que:
lo (A, 8*) est une M-algébre relationnelle:

L'axiome (Xl ) résulte évidemment de 8*(x, e)={x }.

~
L'axiome (A, ) se traduit ici par l'inclusion:

ye¥¥(x, op...0,) 0% (y, Wybg ty) CO*(x, 01050 iy phy) s

on veut donc que y€&*(x, 0;...0,) et z€8*(y, py...pu, ) im-
plique z€ 8*(x, 0;0,...0, py... 0, ) . Orsi
sk *

x = 0.0,y et Y T gy Moy 2,

par définition, il existe x7,xy,....%,—7,Y1:¥2: ., ¥, —1 €léments de
A, tels que

x20;x,€P, x20,x,€P

ey xn_I’*O'nyép,

YUy EP, ceesy ym_l—',umzeP,
ce qui implique: x = Ogeee Oy fhyoee o Z.
20 (A, &%) est un automate non déterministique:
L'axiome (A, ) résulte de 8*(x, 8)={=x}.

L'axiome (A2 ) résulte de (Xz ) et de 1l'inclusion:

M S*(x, o ) 5% ( )
X0 Tpe Oty M) Cyestix, op...0 ) Yo Hpee B/ s
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si ze€8*(x, 0j...0 py...p, ) , existe-t-il un y€ 0*(x, 0;...0 )
*
tel que z€ 8*(y, py...p ) ?
*
Or x = 0;...0, yy... b, z signifie qu'il existe xp,%y,...,%, _7,¥],
Y2 eoosYy—1 €A tels que
x20; % €EP, x;20,x,€P,

x ~o,y;€P,

) n—]
yl—’#zyzep, ceey ym_l_'}LmZEP;
donc y; est tel que
* *
x = 0;...0,¥; et y1=>,u1.../,Lmz;

c'est donc 1'élément cherché pour M.

Inversement, si (A, %) est un automate non déterministique,
la restriction 8:AXZ2—A de la relation 6¥:AXM—A définit une gram-

maire réguliére G vérifiant la condition suivante: si y€ 8*(x,0;...0, ),

il existe x7,...,x,-; €A tels que
x;€8(x,07), x,€8(x7,0,5), ..., y€5(xn__1,0'n).
(On applique d'abord 1'inclusion:
) L
) b(x,mymy) C yeb(x,my) b(y,my)

4 x et aux mots m;= O; , my= 0y...0, il en résulte l'existence
de x;€A tel que x;€ 6(x,0;) et y€ 8%(x;,0,...0,); puis l'inclusion
@) appliquée &3 x; et m;= 0, , my= 03..0, nousdonnera x,, ...)

E3
Ainsi, y€ 8(x,0,0,...0,) peut s'interpréter comme x :-Gf? 010,5...0,¥.

On a un résultat analogue pour les grammaires indépendantes du

contexte.

DEFINITION 1.5.2. Une grammaire indépendante du contexte est la donnée

d'un couple (A, 8), 00 6 :NA—A est une relation.

A nouveau, l'ensemble P des productions de (A, §) s'identifie
au graphe I—'s: xx;x,...x, € P signifie que x€3(x1x2...xn); les
symboles: mxm' = mx; Xy...x,m" et a=> B signifieront d'une
part que m et m'€NA et x—x;x,...x, € P, d'autre part qu'il existe

a;,05,...,0, €ENA tels que
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a=ay;, a; = a,, a =>pB (sia,BeNA).

THEOREME 1.5.2. Pour tout monoide non déterministique (A, b), il existe
une grammaire indépendante du contexte G=(A, §) dont les productions
sont de la forme x—m, oi m est un mot dans A de longueur 1 ou 2 et
telle que x € b(x;x,...x ) s'interpréte comme x %’ XyXge. X .
PREUVE. On définit 6:NA—A comme étant la relation dont le graphe
["s est I'ensemble des (x ,x) et des (x;,x, ,x) qui sont dans l_'b:

les productions de G sont donc de la forme x—x et x—x;x,, od x€A

et x€b(x;xy). Alors, si x;x5...x, €NA, on applique l'inclusion
&) boKACK'AoPboDAOND
au chemin (x;x,)(x3)...(x,) dans NA:

b(y1x3...xn),

—J
b(xl Xy Xn)c y1€b(x1x2)

de sorte que x€b(x;x,...x ) implique l'existence d'un y; € b(x;x,)
(yp2xyx,€P) tel que x€b(y;x3...x ). En appliquant & nouveau &)
au chemin (y;x3)(x;)...(x,) , on voit que x€b(y;x3...x ) implique
'existence d'un y, € b(y;x3) (y;?y;%3€P) tel que x€b(y,x,... xn).
En continuant de la méme fagon, on met en évidence,l'existence, pour tout
i=1,2,..,n=2,d'un y;€A tel que y;~x;x,€P, que y,~y,_;x,, 1 €P
pour i=2,...,n~3 et que x~y _,x, €P. On peut donc affirmer que

g
X G XIX2...xn.v
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ll. D-CATEGORIES.

I11.1. Définition et exemples.

Nous allons définir une notion unificatrice: celle de D-catégories:
les D-algébres et les T-catégories [Bu 1] (elles-mémes inspirées des
T -algébres relationnelles [ Ba ]) en seront deux cas particuliers.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que D:T—=T' est une
loi distributive sur une catégorie & munie d'un choix canonique de pro-
duits fibrés finis.

DEFINITION II.1.1. Une D-catégorie est un quintuplet ®=(4,a,b,i,k),

N,

olt

(1) A est un objet de &,

(2) 6=(a,b) estun span ( ou D-span) TA<€—7 —> 7T A dans &,
de sommet 77 et que l'on appellera le D-graphe sous-jacent & la D-caté-
rie,

(3)i:A—=7 est ['unité de la D-catégorie et vérifie les égalités:

aoi=IA et boi=I'A,

(4) k:my=T7 Xy g T' =7 est la loi de composition de la D-ca-
tégorie et vérifie les égalités:

aock=KAoTaou, et bok=K'AoT'bouy,

ot le produit fibré 77, (ayant pour projections v, et vj) est celui des

morphismes:
Tb DA T'a
Ty —TT'A —>T'TA et T'm —T'TA.

Ces données doivent en plus satisfaire les axiomes de neutralité et d'as-

sociativité suivants:

?

(S)koilzlﬂ, k°i2:17r
(6) hoky=koky,

ov i;, i,, k; et k, sont les morphismes canoniques de &, que l'on

peut noter:
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TTm T'T'm
TTa T'T'b
/
TTTA TA
TKA T'K'A
Y
TTA T'T'A
\
KA
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<Tioa,l'm>, I, T'iob>,

<Tkovy, K'moT'v)jouvs>, <K770Tv2°v3,T'kov;>

2

car ils sont dus au produit fibré 77, et sont respectivement caractérisés

par les égalités (E):

vy,o0i;=Tioca, vhyeip=I"m,
vyoi,=Ilm, vhoiy,=T'iob,
vyok;=Tkouvy, véOkIZK'WOT'v'ZOUB,
vyok,=KmeTuy,o0u;, véOkZ:T'kOUE,

si v3 et v sont les projections du produit fibré 73 =T 7y Xpuy T"7,
des morphismes:
Tv), ™ ‘v,
Tny, —=>TT'm —>T'T7 et T'7my ——=—=>T'Tm.
Dans la suite, (P,) et (P;) désigneront les deux produits fibrés

de sommets 77, et 773 intervenant dans la définition d'une D -catégorie.

EXEMPLES.

1o Si T':]g est le triple identique sur &, on a vu que l'on a
une loi distributive +1: T-& (définie par DA = 1.4) et qu'une ¢1-caté-
gorie est une T-catégorie [Bul].

En particulier, si D est la loi distributive identique sur & (cas on
T=T'=1g), on sait qu'une 1g-catégorie est une & -catégorie, c'est-a-dire
une catégorie dans &, dont a et b sont les morphismes source et but.

2° Si (A,a,b,i, k) est une D-catégorie telle que le morphisme

<a, b>
canonique 7———>TAXT'A soit un monomorphisme, on dira que c'est

un D-préordre (on retrouve les &-préordres lorsque T=T'=1g): le pro-

duie T A<—p—1-—TA XT'A —p—2->T' A (lorsqu'il existe) définit un D-préordre.
Plus généralement, le produit fibré d'une T-algébre (A, b) et d'une
T'-algébre (A,b') D-compatibles (0.6.d) définit un D-span

a — b
T A -« T >T'A

?
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qui est le D-graphe sous-jacent & une D-catégorie dont l'unité et la
multiplication sont les morphismes canoniques (das au produit fibré 77)
suivants:
<IA,I'A> et <KA°TE°I/2,K'AOT';°'U§>.
On obtient un cas particulier intéressant de D -préordre lorsque le mor-
phisme a:7 T A est un monomorphisme: nous en avons étudié un exemple
dans la premiére partie: les D-algébres. En effet, dans ce cas, a=1,,
et les égalités (3) et (4) de la définition II.1.1 impliquent que i=1A
et bolA=I'A, ainsi que
k=KA et boKA=K'AoT'boDAoThb.
De plus,
i;=TIA, i,=ITA, k;=TKA et k,=KTA
(voir les égalités (E)).
CatD désignera la catégorie dont les objets sont les D-catégories
et dont les morphismes, les D-foncteurs, sont les couples
(f.1):®=(A,a,b,i,k) —>=0O=(A,a,b,i,k)
d'un morphisme f.'A—’Z et d'un morphisme f:m=7 (o 7 et 7 sont
les sommets respectifs des D-catégories) vérifiant les égalités:
(i) T'fob=b of, (ii) Tfoa=a of,
(iii) iof=fo1, (iv) kof=fok,
si /— up —*;2 est le morphisme canonique (di au produit fibré ;2) suivant:
<Tfov,, T'fouvy>.
REMARQUES. 1° (Ea;ch est la catégorie CutT des T -catégories [ Bu 1].
20 Si @ et ® sont des D-préordres, si f:A—A et frm—T
sont des morphismes de & qui vérifient les égalités (i) et (ii), alors
(f{,{):®=® estun D-foncteur. ©.dD désignera la catégorie des D -pré-
ordres.
30 Si ®=(A,b) et ®=(A,b) sont des D-algebres, et si
f:(A,b)=(A,b) est un morphisme de @EQID, alors (f,Tf) estun
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D -foncteur, de sorte que l'on a les inclusions pleines:
®@g;D C OndD C CautD.

On appellera encore UP les foncteurs d'oubli OxdD—-& et CatD-&
qui prolongent le foncteur d'oubli uP. @291 D-& défini dans I.1.

Supposons, pour établir les deux propositions qui suivent, que

& admet des limites projectives finies.

PROPOSITION II.1.1. Les foncteurs d'oubli vl A-6& (pour X =0.dD
et X=CatD) admettent un coadjoint:
P1 b2
TA<—TAXT'A —>T'A
est le D-graphe sous-jacent & la D-catégorie (au D-préordre) colibre as-
socié @ Ae|&|; son unité et sa multiplication sont les morphismes ca-
noniques <IA,I'A> et <KAoTp;0v,,K'AoT'pyov)> . On 'appelle

la D-catégorie grossiére sur A.

PROPOSITION I1.1.2. Si ['unité I' du triple T' est unetransformation
naturelle cartésienne (voir 0.2), alors les foncteurs d'oubli vl A&
(pour X=0OdD et X=CatD) admettent un adjoint: (A, 1A, I'A, 1A’ IA)
est la D-catégorie (le D-préordre, car I' cartésienne et & munie d'un objet
final impliquent que I'A est un monomorphisme pour tout A€ |&|) libre

associée a A€ | 6| que l'on appelle la D-catégorie discréte sur A.

PREUVE. Si l'on se référe a la définition I.1.1, i=1, et k=1, vérifient
évidemment les égalités (3) et (4), I'hypothése que I’ soit cartésienne
assurant que A=7,, c'est-d-dire que le diagramme externe suivant est

un produit fibré (car le carré interne en est un):

A
/ \
TA T'A
7\ ﬁ )

TT'A———-D-T TA
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De plus, i;=i,=k;=k,=1,; on utilise pour le voir les égalités (E)

caractérisant ces différents morphismes. V

REMARQUES. 1° Contrairement aux triples 1g, N et M, P est un exem-
ple de triple dont I'unité n'est pas cartésienne.
2° L'adjoint et le coadjoint des foncteurs d'oubli UP sont des

sections de uP .

Parallélement au résultat obtenu par Albert BURRONI dans [ Bu 1]

on a la proposition suivante:

PROPOSITION II.1.3. Les foncteurs d'oubli UP:X =& (pour X =OndD
et X=CatD) sont fibrants.

PREUVE. Si ®=(A,a,b,i,k) est une D-catégorie (ou un D -préordre)
et si [:A"=A est un morphisme dans &, le D-graphe (a’,b’) sous-
jacent a la D-catégorie (au D-préordre) f*(®) est obtenu par limite

projective du diagramme en traits pleins ci-dessous:

On renvoie le lecteur a II.2 pour la question des limites dans

CatD.

11.2. Extension aux morphismes de lois distributives.

Nous allons construire un foncteur CatL:CatD—CatD, lorsque
L:D-D est un morphisme de lois distributives. Pour cela, si 1'on se
référe 2 0.6.b, on remarque que l'on a plusieurs fagons de définir un mor-

-
phisme de lois distributives, selon qu'il s'agit d'un morphisme de mmi,
—_ - - -
de MonJx, de MonTx... Nous verrons qu'ils ne donnent pas lieu aux

mémes foncteurs CatL .
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On suppose dans tout ce qui suit que D: T =T et D: T = T'
sont deux lois distributives, la premiére sur &, la seconde sur g, les ca-
tégories & et & étant toutes deux munies d'un choix canonique de pro-

duits fibrés finis.

A. L:D~ D estun morphisme de m‘;ﬁ‘f
Autrement dit, L = ((L,1),1'), olx:
- L:&E-& estun foncteur,
- (L,1): T-T et (L,I'): T' =T sont deux morphismes de i qui

rendent commutatif le diagramme (B) dans Cat:
LoT'oT<————llI—— T'oLoT <iL T'oToL
LoD (D) TBOL
LoToT' «—uvu-——— FOLOT’<.___.¥0?'0L
loT' Tol'
qui s:_(prime que I': (T, D)o(L,1)=(L,l1)o(T*",D) est un 2-morphisme
de Jx.

o
PROPOSITION IL2.1. On peut construire un foncteur Catl rendant com-

mutatif le diagramme suivant, lorsque L respecte les produits fibrés de & :

CatD W g

(?:ZLl lL

CautD —
UD

PREUVE. Soit ®=(A,a,b,i,k) une D-catégorie. On construit le D~
graphe sous-jacent & la D-catégorie CatL(®)=(LA,a,b,1,k) en effec-

tuant la limite projective dans & du diagramme en traits pleins suivant

LT
— - ~ —
b - \\P\
Sl VRN
Z// (P) L Py 9
2 La Lb N
TLA—7—>LTA LT'A*—W——T'LA
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(elle est obtenue 2 l'aide des trois produits fibrés (P), (P') et (P));
alors a = qo; et b= q'o;',

L'unité i: LA =7 est le morphisme canonique (di au produit fibré
(P)) caractérisé par [70;'—‘7' et 17'01'—: jlyou jrLA—m; et j': LA=T]
sont eux-mémes les morphismes canoniques (diis respectivement 2 (P) et
(P')) caractérisés par les égalités qoj = ILA et pej = Li d'une part,
g'cj"=1'"LA et p'oj’ = Li d'autre part.

La multiplication & : 7_72 —77 est le morphisme canonique (d& 2 (P))
caractérisé par [70 k= g et plok = g, ou g: ;2 —m; et g': ;2 - 7
sont eux-mémes les morphismes canoniques (dis 2 (P) et (P')) carac-
térisés par les égalités

gog=KLAoTgoTh o, et pog=Lkob
d'une part,
gog' =K'LAoT' ¢ 0—7—"';7'0;/—'2 et p'og"=Lkob
d'autre part, o h: ;2 —L 7, est le morphisme canonique (dd au produit

fibré L (P2)) caractérisé par:
Lvy,oh = 1770?17'0—7:;'0;2 et Lv,oh= 1'770?'17 0?'5055.
Justifions par exemple l'existence de b, si L(P,) désigne le produit fi-

bré dans & dont chacun des morphismes qui le constitue est LDA°LTb,
Lv,, LT'a, Lv):

LDAoLTbo(lmoTp'oTp'ov,) =

(NI) =SLDAOIT'AoTLboTp'oTp ov,

(P") =LDACIT'AoTI'AoTq oTp ov,
=LDAoIT'AeTI"AoTb ov,

(D) =I'TAoT'IAoDLASTH ou,

(P,) =I'TAeT' 1AoT a o)
=I'TAoT'IAoT'qgoT'p o1}

(P) =I'TAoT' LaoT'poT'p ov)

(NI") =LT'ao(l'moT'poT p ovh).

Il est trivial de vérifier, grace aux égalités caractérisant les divers mor-

phismes introduits, que i et k& vérifient les égalités (3) et (4) et les axio-

%56



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 39

mes (5) et (6) de la définition II.1.1. \Y,

REMARQUE. Le foncteur CatL respecte les préordres: Si ® est un D-pré-
ordre, alors CatL(®) est un D-préordre. Il n'en est pas de méme pour les

algébres: si ® est une D-algébre, CatL(®) est seulement un B-préordre.

COROLLAIRE 1L2.1. Soit D: T = T' une loi distributive sur une catégo-
rie & munie d'un choix canonique de produits [ibrés finis. Supposons de
plus que & est compléte; alors il en est de méme des catégories OndD et

CatD, et les foncteurs figurant dans la suite
OrdD —> CatD —> &
commutent avec les limites projectives.

PREUVE. Soit € une petite catégorie et considérons la loi distributive

D: T-T sur 58 induite par D: si F: C =& est un foncteur, on a:
T(F)=ToF, I(F)=1oF, K(F)=KoF,
T'(F)=T'oF, I'(F)=1'0F, K'(F)=K'oF,
D(F)=DoF:ToT o F—T'oToF.

Une B-catégorie n'est autre que la donnée d'un foncteur ¢ : C- CatD ,

que I'on notera (Ac,ac,bc,ic,kc)celel.

Si Lim: 56 —& désigne le foncteur C-limite projective et si [ et
I' sont les transformations naturelles
ToLim = LimoT et T'oLim—LimoT’
-— -— - -
(définies ponctuellement & 1'aide des morphismes canoniques), alors
(Lim,1): T—=T et (Lim,1I'): T'=T'
sont deux morphismes de Jx qui vérifient 1'axiome (B), de sorte que
-— -
Lim =((Lim,1),1') est un morphisme de ManJx. Comme Lim respecte
- ->— -~
les produits fibrés de &%, on utilise la proposition I1.2.1: on a donc un
foncteur (‘za,tL‘i_m: CatD = CatD qui, 2 la D-catégorie

(Ac,ac,b

c

- C
’lc’kc)c€|@' dans &
associe la D-catégorie sur LimA_ dont le D-graphe sous-jacent (a, b)

est obtenu par limite projective du diagramme en traits pleins suivant:
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- \\
7 ~
// \\
E/ \\b
7
- LimTr e
7 — Cc ~
- ~
e , ~
s ima_ Lim b \\
TL‘i_m ACI—A—> len TAC ‘z_m T'AC&W—T'L‘Z_WZ AC
c Y,

B. L:D — D est un morphisme de Wan Tn.
Autrement dit, L =((L,[’), 1), od
- L:&-8 estun foncteur,
- (L,1):T=T et (L,I'): T' =T sont deux morphismes de Jx qui

rendent commutatif le diagramme (3) dans Cat:
LoT'o T—l'—i—f'OL oT -—1'-0—1—>?’0?°L
LoD (D) Tf)o L
LoToT'———»TolL OT'—__——-»?O?'OL
loT’ Tol
qui exprime que I:(L,I')o(T,D)—=(T,D)o(L,I') est un 2-morphis-
me de 3.4.
DEFINITION 1.2.1. On dira que L = ((L,1"),1): D =D estun morphisme
de lois distributives cartésien dans W-:nj'-: si:
1o L:&-& respecte les produits fibrés de &,
2 [:LoT—ToL et I''LoT" =T'oL sont des transformations
naturelles cartésiennes (0.2),
3° Le diagramme (D) est un produit fibré.
(1 et 2 signifient que (L, 1) et (L,!') sont des morphismes de triples

rd . =
cartésiens dans Tnx.)

-—
PROPOSITION 11.2.2. On peut construire un foncteur CatL rendant com-
mutatif le diagramme suivant, lorsque L: D =D est un morphisme de lois

. L — i
distributives cartésien dans Man Tn:
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PREUVE. Si ®=(A,a,b,i,k) est une D-catégorie, la construction de

-— —
la D-catégorie CatL(®) est immédiate: elle est égale a

(LA,IAoLa, I'"AoLb, Li, Lk):

L
TLA<1A_ LTA LA —LUA A

Le fait que L soit un morphisme cartésien est utilisé pour pouvoir affir-
mer que le diagramme extérieur (Pz) ci-dessous est un produit fibré (cha-

cun des diagrammes internes en étant un), de sorte que

m =L m,, ; =lmoLuv, et ;'ZZI'WOLUé.

772—L I,

/ N
L(P,)

TLar \ / \
LTT'A LA [ 174 T'Lor
\ \{’[;A
— T'La

TLT' A (D) T'LTA
TI'A -
\ )/T'IA
DLA

REMARQUES. 1° Si (A, b) est une D-algébre, CatL( A4, b) est la D-ca-
tégorie (LA,IA,I"AoLb, LIA,LKA).
2° Les hypothéses exigées sur L sont trop fortes pour que 1'on puis-

se conclure, parallélement au corollaire 11.2.1 que CatD est co-compléte

lorsque & 1'est.
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C. L:D —D est un morphisme de MonJx,
Autrement dit, L =((L, '), 1), ou
- L:&~& estun foncteur,
- (L,1): T-T estun morphisme de T~ et (L,7’): T' = T' un mor-
phisme de Jx qui rendent commutatif le diagramme (D) dans Cat:
LoT'oT —E Lo Trof o7 =Tl T"0To L
L oDT (D) DoL

LoToT'<———- ToLo T -——-b-ToT'oL

loT' Tol'

qui exprime que [: (T,D)o(L,I')=(L,I')o(T,D) est un 2-morphis-
me de j—:

En s'inspirant des propositions II.2.1 et II.2.2, on en déduit cel-
le qui suit:
PROPOSITION 11.2.3. On peut construire un foncteur @L rendant com-
mutatif le diagramme suivant, lorsque (L,1'): T' = T' est un morphisme

de triples cartésien dans ff_:
D
CatD ———§
e n
Cat D———F&
uP
(le D-graphe (a, b ) sous-jacent & CatL(®) est le suivant,

77—————-—'>L77

ST N

TLA———— > ILTA LT'A——T'LA
1A I'A

olt b=I'AoLbop si ®=(A,a,b,ik)).

REMARQUE. Cette fois-ci, le foncteur CatL respecte les D-algébres: si
(A,b) est une D-algébre, CatL(A, b) est la D-algebre

TLA— 1A, 7a-Lby g LA Tpa .

D. Supposons ici que D: T=T' et D: T~ T' soient deux lois

%60



ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 43

distributives sur & (toujours munie d'un choix canonique de prodults fi-
brés finis): &= @ Soit un morphisme L =((L,I'),1): D = D dans monfL
tel que L = Ig. Alors, selon que l'on considére (1g, 1) et (Ig,I")com-
me des morphismes de 9~ (donc

(1g.1): T-T e (1g, ") T =T")
ou de 9. (donc

(1g,1): T-T e (1g,1'): T =T,
on définit d'une part un morphisme

C=L=((1g,").1):D~D dans ManTx,

et d'autre part un morphisme

T=((1g,1),1):D~D dans Man3s.

—
Pour établir le résultat qui suit, on suppose que L est un morphis-

—_ =
me de lois distributives cartésien dans MonJx.

— — — .
PROPOSITION I1.2.4. Le foncteur CatL: CatD —CatD est un adjoint du
- j—
foncteur Catl: CatD —»CatD.

PREUVE. Si ®=(A,a,b,i, k) et ®=(A,4,b,7,k) sont respective-
ment une D-catégorie et une B-catégorie, on doit établir I'isemorphisme:
Homp ,p( 0, Cat L(®)) Z Homp ,5(Catl(®), 6).
Au morphisme (7, f): é:if(@)) -0 de CatD, on associe le morphisme
(f,f): ®-CatL(®) de CatD, od [:7 =7 estle morphisme canonique
(di a (5)) caractérisé par
pof=1; e p'of=[,

o f;: ™7 et fj: 7 27 sont eux-mémes les morphismes canoniques

(dis a (P) et (P')) caractérisés par les égalités
gofy=Tfoa e pof; :f
d'une part,
gofy=T'[ob e plofj=

d'autre part.
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Vil
a
A / AN .

TA —— o TA T'A ——T'A
IA I'A
Inversement, au morphisme (f, f): ®-Cal( @) de CatD, on associe
le morphisme (f, f): CatL(®)~ O de CatD défini par:

f:po;o?-:p'o 'o/—, \%
I1.3. Interprétation des D -catégories: la pseudo-catégorie des D -spans.

Dans la définition des D-catégories (II.1), nous avons utilisé un
D-span; nous allons voir que les D-spans forment une pseudo-catégorie
SpD au sens d'Albert BURRONI [Bu 2] et que les D-catégories sont des
monades dans cette pseudo-catégorie. On suppose toujours que D: T =T’
est une loi distributive sur la catégorie & munie d'un choix canonique de

produits fibrés finis.

A. Soient A et B deux objets de &; on considére la catégorie
Hom§P p(A.,B) dont les objets sont les D-spans 6 =(a,b): A—B de
la forme

TA<—2% 7 ——b—>T'B
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(ot 77 est le sommet de &), et dont les morphismes sont les m: 8 =0,

ol m: 7 =77 est un morphisme de & rendant les deux triangles suivants

/W\

TA m T'B

commutatifs:

;y/f
31
\

La loi de composition de HomSpD(A, B) est trivialement donnée par cel-
le de & et notée «.».
Il se trouve que les D-spans peuvent étre munis d'une autre loi
de composition, appelée premiére loi de S D, et notée ® : Si
Op=(a;,by): Aj ~Ay et 0,=(ay, by): Ay A4
sont des D-spans, leur composé est le D-span
6,8 8, =(KA;o Tajov; 5, K'Ago T'b2°”3,2)’ A; —Ag,

oi (P, ) estun produit fibré:

7,2
P, .)
T, 12 T
< T
Ta; ;E?\\- ____—*urTﬁAFZZ T
TT'A; DA, 2 2
TTA,
e
KA)
TAI

La loi ® s'étend bien sir aux morphismes de D-spans (grice 2 la propri-
été universelle des produits fibrés), que l'on appellera dorénavant les 2-
morphismes de &pD.

Sp D munie de ces deux lois de composition n'est pas une 2-caté-

gorie, ni méme une bicatégorie au sens de BENABOU :
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1o La loi ® n'est unitaire qu'a des 2-morphismes de SpD prés: si
@ =(a,b): A~B estun D-span, et si I, désigne le D-span
TA 4—14;- A —Iﬁ—>T'A
(que l'on appellera le D-span identique en A), on a des 2-morphismes
1(6): 6100 e 1(0):0-0®1,
définis par les morphismes canoniques <I7,b> et <a,I'm> (voir la
figure précédente en y remplagant 0, par Iz ou 6; par I ). La «cohé-

rences de 1(6) et 7( ) sera considérée plus loin (diagramme (A)).

2° Pour l'associativité, la situation est encore plus compliquée: pour
tout entier n et tout n-uplet de D-spans
(0,.6,.1,0.61), o O,=(a;,b,): A, A, ¢,
il existe un composé n-aire
0,86, 1®..80;: A) ~A .,
appelé le composé canonique de 0, 6,,..., 6, et que l'on construit a
l'aide de la récurrence suivante:

- On suppose que l'on sait construire le composé canonique

97.® <9]._1®...® 0; =(az.’].,bl.,].)

chaque fois que j-i+1 =mn-1, et qu'il est muni d'un D -span auxiliaire

’ 4 .
(vijr Y0 Tier " Tin i

, ~ b,

i,j N
> N
29 ~N
i,j ~
\

ou 7. ., 771.’]._1, 771.+1,]. sont les sommets des D-spans

6;®..860;,, 0,,®.80,, 0,6..80;,,.

- Alors 0, ®...® 0; se construit 2 1'aide des composés canoniques
des n-1 premiers et des n-1 derniers D-spans, et du produit fibré (P; )

intervenant dans la composition de leurs deux D-spans auxiliaires respec-
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tifs (Ul,n-l’ yi,n-l) et (1}2'71 'Ué,n)’

6ﬂ® (9"_1®...® BI = (al,n’ b],n): AI _'An+1 ,
ot @ =KAjoTa; ,ovy et by =KA ,10Tb, ovi ,
et ot (v; ,vy,) est le D-span auxiliaire de 6,® 6, ;®...® 0.
Cette récurrence n'est valable que si I'on convient que le D-span auxi-
liaire d'un D-span 0= (a,b) est (a, b), de sorte que le composé 8,® 6
construit précédemment s'insére bien dans le cadre de cette construction
générale.
Un 2-morphisme relie de fagon «cohérente» (voir le diagramme (K)

plus loin) ce composé canonique & tout autre composé fait par associati-
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vité sur ces n D-spans.

Ainsi, pour » = 3, au lieu d'un isomorphisme
on a les 2-morphismes d'associativité
s'(6,,6,,6,) s(6,,6,,6;)
(6;80,)00,~—22L 6,860,800, —2—2—1>06,8(0,86,)

que nous allons construire.
On adopte les mémes notations que précédemment; de plus 77; ,;3 et
Ty 3 sont les sommets des D-spans (0;®0,)80; et 6;0(6,80;) .

Par construction, ce sont les sommets des produits fibrés de
DA, oTb; et T'a2’3 = T'KA2 °oT'Ta, <>T’1.12'3
d'une part (les projections étant @ ; et w}), de
DA3 OTb1'2 = DA3 OTK'A3 OTT'b2 o Tu’1’2 et T'a3

d'autre part (les projections étant @3 €t w3). Alors s’ et s sont les

morphismes canoniques
<KmpoTuyyovy3.v] 3> e <vp 3, K'mgoT vy z00) 3>
diis aux produits fibrés 77; 53 et 7;, 3 et aux égalités:
DAy oTbyoKmyoTvy 5 ovy 3= T'ay300] 3
et DAj oTb; 5 0ovy 3 =T agoK'mgeT vh 3007 55
démontrons par exemple la seconde de ces égalités:

DA3 °Tb1,2 °vy 3 =DA30TK'A30TT'b20Tv'1'20 V1,3

(D,) =K'TA; oT'DA3 o DT' A3 0 TT'by0Tv] j0v; 4
(ND) = K'TA3oT'DA3 0o T'Thy oDy oTv] j0v; 5
(Py 3) =K'TA30T'DA3 0T ' ThyoT' vy 300] 3

(P, 3) =K' TA30T'T'a30T'v}) 3007 5

(NK") =T'azo K'mz o T'v} 3007 ;5.

En fait, OpD est une pseudo-catégorie au sens d'Albert BURRO-

N1 [Bu2]. En effet, sa premiére loi de composition peut &tre définie a
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I"aide d'un morphisme S: NSD — 8D dans la catégorie CatG: des
obj ets-catégories dans la catégorie des graphes, o N = (CatGx, N, 1,K)
est le triple des monoides (voir exemple 3-(i) de I.1); &D € l@anL
en considérant sur SpD la seconde loi et en oubliant la premiére loi pour
ne considérer les D-spans et leurs morphismes que comme les fléches d'un

graphe; alors [ nous donne la premiére loi:
B(O,....0)=6,860, ;®..86,,
si (0,,...,60;) est un chemin de D-spans (*).On aura entiérement défini
B lorsqu'on aura précisé que B(6) =0 et que B(P,) =14, si D, est
le chemin vide en A (on rappelle que 1, est le D-span identique en A).
B se prolonge de fagon «naturelle» aux 2 -morphismes de &pD.
De plus, (8D, B) est une N-2-algeébre [Bu 2] (voir la défini-

tion précise et générale dans [ bu 2 ]): il existe un 2-morphisme

NNSD —NB | N§D

KSle B
NSID K/Slpo

B

qui est cohérent en ce sens que le diagramme ( A) suivant est commutatif

dans CatGx:

,80K5pD0NN/5 o
BoKSp DoKNS:D M’,@ONIB%KNSPD _N—[Lé’13° NBo NN
,I (A) Bo Nk
BoK & Do NKSp D > BoNBoNKSpD
koNK&D

A tout chemin dans N&D:

G=((8,, w00

[7,1)'”" (62"12, iey 62’1),(61'"1 yeeey 61.1)))

K associe un 2-morphisme k(0):
HMPQD ®0,18..80,, ®.80,,® 91',!1@.,,@91‘1 —
(8"'"p®"'® 9,,,1)®~--®(92,,,2® - ®0; 1)0(0;, ®..80; 1)
(*) Contrairement a ce que l'on avait fait dans la premiére partie pour les mots, no-

tés par simple juxtaposition, un chemin de D-spans sera représenté par un n -uplet.
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K est obtenu lui aussi & l'aide de morphismes canoniques: nous ne don-
nerons ici ni la construction de «, ni la preuve de sa cohérence, car el-
les font appel a4 une récurrence horriblement longue (contrairement au cas
des bicatégories, il ne suffit pas que l'axiome de cohérence soit vrai a
l'ordre 4, mais il doit &tre vérifié pour tout ordre 7).

(En fait, dans la définition d'une N-2-algébre, on a un 2-morphisme

SoD %D, \s.D
A

Ing
L'(SPD

mais ici 8(6 )= 6 implique que ' est une identité)

Afin de mieux comprendre la signification de cet axiome de cohé-
rence (A), remarquons que les 2-morphismes I, r, s’ et s construits pré-

cédemment sont tous obtenus @ ['aide de K :

106): 6~ 1,86 = k(05.(6)),
r(6): 6~ 01, K((6),D4),

5(6’3, 62. 61) 83®€2®61 _'63®(€2®(91): K((QB)’(QZ' 91))

Si on applique le diagramme (A) aux chemins dans NN 8D suivants:

(((8,).04,).((61))) et ((())(8, (6,)))

d' une part,

1o (((684),(65,65)),((6;))),
2 (((6,,65).(6,)),((6,))),
30 (((64.05)),((8,),(6,))),
4o (((64),(65)),((6,,6;))),
50 (((6,)).((65),(0,,6,))),
60 (((64)),((85.6,),(67)))

d' autre part, alors, d'une part les deux triangles (%) commutent
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6,8 (6580, 6,
A

s'(6;6,8 0 61) s(6;, 6,8 6,,6,)
\
s(6G .05 6,)® 91/ \6,85' (65, 6,,6,)

\
/ \
/ K ((6,), (65, 8,)16;)) \

(6,® 6,® 0,)® o,
K(((94, 6;, 6,). 6,))

k(6. 6,). 165, 6,))

~

Sal

y -
(6,8 6;)®(6,®6;)

N\

5080502291 5106,,6,, 6,06,
(6,86 )® 6,80, 6,8 6;®(6,® 6;)

(6,65 6,8 06;)
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(6, s(6y1, ,
(6,81, )®06; i__?___z_ 6,814 ®6, 2 147°%) om0, ,86)

) ((6,), 04 ,(6)

(6,)®0, 6,®1(6;)

6,®0,

d'autre part les six diagrammes issus du centre du décagone (**) commu-
tent (si on tourne dans le sens inverse des aiguilles d'une montre, le qua-
drilatére en haut et & gauche correspond au chemin 1°).

Ces diagrammes vont nous redonner les axiomes de neutralité et
d'associativité connus:

En effet, supposons T' = Ig; Sp D n'est autre que la pseudo-ca-
tégorie &p T des T-spans considérée par Albert BURRONI dans [Bul]
(un T-span étant de la forme TA—<% 7 —25B); les égalités mention-
nées sur le triangle (*) de gauche et sur le décagone (**), résultant du

fait que T' = lg, impliquent que, pour tout 7,
0,80, 9.0, =(...((6,®6, )80, ,)®...80,)80,

(de sorte que s’ est une identité et qu'on a des 2-morphismes d'associa-
tivité de la'forme:

s( 83, 65, 67)

03860,80; =(0;® 6,)80, 038(6,80;));

alors la commutativité du triangle (*) de droite et du pentagone (**) en
pointillés nous donne les axiomes de neutralité et d'associativité de la
pseudo-catégorie ST (qui est une bicatégorie & ceci prés que [, r et
s ne sont pas des isomorphismes). Si de plus on pose T =T' = Ig, alors
I, r et s sont des isomorphismes et on retrouve la bicatégorie Sp & des

spans dans & (un span étant de la forme A <2—7 —2>B).

Terminons ceci en disant que SpD nous paraft un exemple impor-
tant de pseudo-catégorie, puisque c'est le seul que nous connaissions pour
lequel « n'est pas dégénéré (comme dans le cas de 8p T ou de 8§ & ).
N'_importe comment, toute bicatégorie est une pseudo-catégorie qui s'igno-

re (1'existence des composés canoniques étant masquée par le fait que ces
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derniers sont égaux a l'un des composés obtenus par associativité:
0,80,.18..80;=(...((6,86,_ 1)®0, ,)®...©0,)®0; ).

Il en est de méme des catégories monoidales: on peut toujours construire
un composé canonique de longueur 7 quelconque; il suffit pour s'en con-
vaincre de considérer leur modéle: la catégorie &na des ensembles. En
effet, tout ensemble A s'identifie au D-span ] «—A ——>1 (T et T'
sont égaux au triple constant sur I et DA = 1;) et le composé canoni-

que des trois D-spans

] - A3 > ] ¢ A2 > | A, ]

n'est autre que le produit canonique Az XA, XA,

B. DEFINITION IL3.1. Une monade dans la pseudo-catégorie SpD
est un quadruplet (A, 0,7, k), ot A est un objet de &, od O: A ~ A est

un D-span, ot 7 et k sont les morphismes de D-span< suivants:

1,86 (8@9)@9
1(6) \\\\\\\ (6)
> 0 -
o
r(% / /)

681, 6®( 68 6)
tels que 1'on ait les égalités suivantes dans SpD:
E.(O®i).1(6)=1,, k.(i®6).1(0)=1,,
E(O®Ek).s(6)=k.(k®8).s'(8)

0 6’ 6

(14 estle D-span identique (1A, I'A)).

THEOREME 11.3.1. La donnée d'une D-catégorie équivaut a celle d'une

monade dans la pseudo-catégorie Sp D des D-spans.

PREUVE. Soit (A, a,b,i,k) une D-catégorie. Montrons que (A, 8,1, k)

est une monade dans & D, ot 6 =(a, b). Le fait que
itA—s-T7 et k:Ty—=T

définissent des morphismes de D-spans 1,~—0 d'une part, @0 — 0

d'autre part, résulte des égalités (3) et (4) de la définition I1.1.1; si
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i7, Iy 7 == T, et ky,ky: T3 —> T,
sont les quatre morphismes canoniques de la définition II.1.1, ils définis-

sent des morphismes de D-spans:

ip,iy: 0 —=0® 6 d'unqpart,
ki ky 0@ 0@ 0 —=0® 0 d'autre part

(la preuve en est triviale et résulte des égalités (E)), et on a les égalités
(E') suivantes dans Sp D:

i;=(6®i).7(8), i, =(i®d).1(0),
k1 =(0®k).s(0), ky=(k®6).s'(0).

Montrons par exemple la premiére de ces égalités; traduite dans &, elle

s'écrit i; =(0®i)or(6) et elle sera vraie si et seulement si
vyoi; =wy0(0®i)or(0) et vhoip =vho(G®i)or(H).

Or on sait que

(voir les égalités (E)); de plus O®i et r( &) sont les morphismes cano-
niques (das a (Pz) et a (52), ce dernier étant le produit fibré intervenant
dans la construction de 8® IA) résultant de la commutativité des deux

diagrammes en traits pleins qui suivent:

s, N
9@ - 7
T l 1(6)
T
- 2‘~ —
T 7= "V, 3 ST
Tx (P /'a \ (®,) T'a
TT'A ‘_DZ‘» T'TA T'A -—>T TA

Par suite

U2°(<9®i)°r(5)ZTiozzor(ﬁ)ZTioa,
vho(6®i)or(8)=vher(G)=I'n

On déduit des égalités (E') que les axiomes (5) et (6) d'une D-catégorie

sont équivalents aux axiomes d'une monade. V
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APPENDICE: LOIS DISTRIBUTIVES MIXTES

En s'inspirant du fait qu'une loi distributive est une monade dans
une des 2-catégories de triples 9n et T (voir 0.6.b), on définit des lois
distributives mixtes entre un triple et un cotriple comme étant des como-

nades dans i ou dans i:
D*: G—>T (dans i) et *D: T —>G (dans ?fn),

si T est un triple et G un cotriple. Briévement, on peut dire qu'il existe
autant de telles lois distributives mixtes que de lois distributives. Pour

le voir on utilise les adjonctions dans Cat relatives aux triples T et T':

T
8 T T ,T « & KT
U U

Lorsqu'il existe une loi distributive D: T —»T', celles-ci se «elévent
dans J~ et Jx respectivement (les foncteurs d'oubli en question asso-
ciant a tout triple la catégorie sous-jacente) en des adjonctions:
~ ~
———- D e
(* ) T'4— T et T e T y
~
oi T' est le relévement du triple T' sur la catégorie des algébres de T
~

résultant de D et rappelé dans 0.6.c, et T le prolongement de T sur la
catégorie de Kleisli de T' construit dans la proposition 1.3.1.

Alors, d'une part D est défini par l'une ou l'autre des monades en

~
T' et T résultant des adjonctions (*), d'autre part, la comonade en T'
~o

définit un D* et la comonade en T un *D.

On renvoie & [bu3] pour plus de détails.
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