CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

FRANCOISE BERQUIER
Sur la notion d’application différentiable

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome
14, n°3 (1973), p. 329-338

<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1973__14_3_329 0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1973__14_3_329_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol.X1V-3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LA NOTION D'APPLICATION DIFFERENTIABLE

par Frangoise BERQUIER

Différentes notions de différentiabilité en un point ont été exami-
nées dans les espaces vectoriels topologiques [1,2,3,4]. Elles sont ici
généralisées au cas quasi-topologique et regroupées selon deux schémas;
on étudie ensuite le lien qui existe entre ces diverses notions. Enfin, cer-
tains résultats de [ 3] sur la stricte différentiabilité sont étendus aux es-

paces quasi-topologiques. La terminologie et les notations sont celles

de [6].

1. Définitions.

Soient E et E' des espaces vectoriels, et 7 une application de

E dans E'. Pour tout réel ¢, nous désignerons par r, l'application de E

t
dans E' telle que

r(b)=r(th)/t si  t#0, ry(h)=0.

Etant donnée une quasi-topologie 7 sur l'ensemble F(E’, E) de
toutes les applications de E dans E', nous dirons que r est T -petite au
sens de Lamadrid (en abrégé (L, T )-petite) si l'application r, tend vers
0 dans (F(E’',E), T ) lorsque ¢ tend vers O .

Etant données des quasi-topologies 0 sur E et 7 sur l'ensemble
H(E',E) des applications homogénes de E dans E’, nous dirons que 7
est (p, T)-petite au sens de Michal (en abrégé (M, p, T )-petite) s'il
existe une application i de E dans H(E’, E), quasi-continue 2 l'origine,

de p vers 7 et telle que
1o p(0)=0,
20 ulh).b=r(h) pour  tout bheE.
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2 F. BERQUIER

Soit maintenant & un ensemble de filtres sur E et (E’, p') un
espace vectoriel quasi-topologique. L'ensemble F(E’,E) sera succes-
sivement muni des quasi-topologies T(p',8), T p’,8), ™K(p",$),
T(p',8) définies par

b T(p',8)0 <= VFed, @(F)p'o0,

¢ *p,8)0 <> Ay 7(p",8)0 | $DY=Vy,
¢ TK(p',8)0 <>  YFe§, 3If£eF | H(&)p0
¢ T(p.8)0 <= Ay p'o | YFeS, ¢(F)oy,

oin V désigne le filtre des voisinages de O dans la droite réelle R.
Il est clair que 'r#(,o',5), 'rK(,o’,S) et T(p',8) sont plus
fines que T(p',8). L'ensemble H(E’, E) sera muni de la quasi-topo-

logie induite par celle de F( E’, E ), qui sera notée par le méme symbole.

(E.m) et (E', 7" ) désignent toujours des espaces vectoriels qua-
si-topologiques et I une quasi-bornologie [6] sur E compatible avec 7
(i.e. un idéal de filtres bornés pour 7) telle que ( E,I) soit un espace
#

vectoriel quasi-bornologique. 7" est la quasi-topologie équable associée

a 7 et 7, la quasi-topologie la plus fine compatible avec I (voir [6]).

DEFINITION 1. Une application f de E dans E' sera dite X -différentiable
(resp. X'-dif/érentiable) en un point x, de E s'il existe une application
linéaire continue f'(x,) de (E,7) dans (E’, 77') telle que l'application
r de E dans E’ définie par

r(b)=f(xg+h)=[(x5)=[(x5). b
soit (L, T )-petite (resp. (M, T )-petite). Le lien entre X et T est
indiqué dans le tableau 1 (pour X" on ajoute un «prime» 4 cdté des sym-
boles).

Dans ce tableau, 5(77) est la qua81 bornologie des filtres bornés
pour 77, tandis que ¢q(7), 93(77) et 6(77) sont les quasi-bornologies
engendrées respectivement par les filtres quasi-convergents, strictement
bornés et compacts pour 77; enf‘i'n, 7't sera la quasi-topologie d'espace

uasi-normé sur E’, associée & B( 7).
b
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SUR LA NOTION D'APPLICATION DIFFERENTIABLE

Tableau 1 (*)

T e, Sm)y) | et a(m)) | i, Bim))
X FB MB B

” (b, Seab )y | rHen, Sem)) | K, Ser))
X S(B(B HL KE

T Kt Sea)) | Fen. ) | A, )
X C‘% FBB Cﬂg%

T et q(m)) | At Bem)tq(n))

X MBg Paq

2. Lien avec les définitions classiques.

Le théoréme suivant montre que, dans le cas ou (E, 77) et (E', ')

sont des espaces vectoriels topologiques, une application est X-différen-
’

tiable (resp. X -différentiable) en x, € E si et seulement si elle est X-

différentiable (resp. X' -différentiable) au sens de la théorie classique,

développée dans [ 1,2,3,4,5,6].

Nous prendrons (E,77), (E',7") et I comme précédemment, et

r sera une application de E dans E' telle que 7(0)=0.
THEOREME 1. 1° r est (M, 71, 7K(77',§(77)))-petite si et seulement si
(YA 7*0)AueX) Ay 0)Vney)(JueX)
| (heU, t#0, theU') = r,(b)en.
20 r est (L, TK( 1", §(7)))-petite si et seulement si
(Y X70)(AUueX)(IY7m'0)(Vney)(I5>0)
| (o< |tl<s, heU)=>r,(b)em.

Si de plus (E’, m") est équilibré, alors:

3% r est (M, 77#, T(7',1))-petite si et seulement si
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4 F. BERQUIER

NX7*0)(YFel)(Aymo¥ney)(AueX)(A¢ e F)
| (heg, 120, theu) =r(h)en.
4° rest (M, %, 7H 10, §( 7)) -petite si et seulement si
(fow#O)(3¢w'0)(vne¢)(3Lreﬁc)(ve>0)(3u'ef)()
| (beu, t#o0, theU') = r,(h)e e,
5 rest (M, F(7',1))-petite si et seulement si
(Vf)(ﬂ#0)(El¢77'0)(VF61)(V77€¢)(3§6F)(Eer‘X)
| (he&, t#0, theu) = r,(b)em.
6° r est (L, 7w, §(m))) -petite si et seulement si
(YX70)(Ipm0)(¥ney)JueX)(Ve>0)As>0)
| (lt|<s, hbeuw) = r,(b)e€ e.

3. Relations entre les diverses notions de différentiabilité.

Nous noterons XY pour signifier que toute application X -dif-
férentiable est Y-différentiable, et l'écriture X ———Y signifiera que la
condition (C) est suffisante pour que XY .

Reprenons les hypothéses du paragraphe 2.
THEOREME 2. a) Si r est (M, 7, T(m', 1))-petite, alors r est
(L,7(7",1))-petite.

b) Si (E',7') est équilibré, et si r est (L,T(7",1))-petite,

alors r est (M, T, T(7', 1)) -petite.

COROLLAIRE.

77 normé
R) —_—————-— FB— MB
89 == ! !
] I ]
(A l:L,n# 13 13
i.g :ébxg :2\ |2\
I 1
| e By (= =
|3 - 1 g | §
o o 8 & [
- ] o !
‘(’D\ l 9‘ ‘ 1
’ ’ 14 ’
S?);(B %_________’FB MB
T normé
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SUR LA NOTION D'APPLICATION DIFFERENTIABLE 5

CTHEOREME 3. ) Si (E',7') est équilibré, et si r est (L, 7(7",1))-
petite, alors r est (M, 1, (7, 1))-petite.

b)Si (E, ) est topologique, et si 7 est (M, 7", T (7', 1))-petite,
alors r est (L,"7A'(77', 1))-petite.

c) Si (E', ') est topologique, et si r est (M,’TTI.%(W',I))'

petite, alors r est (L, (7, 1))-petite.

COROLLAIRE.

7 ou b topologique

77 ou 7 b topo.

' T ou #btopologique )
L =934
} L

1
!
EN| U]
2 g
g1 :5
o ) .m
1 . '
: 77" guasi-normé 'u
C%%::::::::::::::::_C%%

T ou W'btopologique

Nous obtenons enfin les trois théorémes suivants et leur corollaire:

THEOREME 4. .a) St (E', 71") est équilibré, et si r est (L,TK(W',I))-
petite, alors r est (M, W[,TK(W', 1))-petite.
b)Si (E, ) est normé et si r est (M,Tr#,’rK(?T',S(’rT)))-petite,

alors r est (L, K7, 5(77) ) Fpetite.
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6 F. BERQUIER

COROLLAIRE.

7 normé ,

C%" ------------- Cq
t t

! i

! 1

! 1
1 3
a ! I_c_
5 l's
2o e
:l1 1 '5'
§ 1 18
o 1 15
! 1

! ]

' |

| 7 équilibré |

’

KE=—-——=Z=——z-—z—==z==KE

7T norme

THEOREME 5. a) Si (E', 71') est équilibré, et si r est (L, 77", 1))-
petite, alors r est (M, 7, 7, 1) -petite.

b) Si (E, ) est normé et si r est (M, 77#, 7’#(77', S(W)))-petite,
alors r est (L, T, S(W)))—petite.

o Gmilib_

COROLLAIRE. HLES-—TZT"ITZT”"T"T"Z HL
7T normé

Quelques autres implications:

THEOREME 6. @) Ona Ca@a-Sqaq et C'.‘B%_'S:(BSS'

b) Si (E',7') est équable, alors KE—~HL et KE —HL .

c) Si (E,m) est topologique, alors C'%—'FB'{B et Ca—FBg.
REMARQUES.
1° D'autres implications résultent immédiatement des définitions:

Dgg-mB et 9'{333“/‘43' )
HL- FB et HL'-FB'

20 Si (E', ') est pseudo-topologique, la M B-différentiabilité peut &tre
obtenue indifféremment par le schéma de Lamadrid ou de Michal, pour la

quasi-topologie 7 (7', C(7)) sur F(E', E).

Nous avons réuni toutes ces implications dans le tableau 2 suivant:
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7 topologique
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’
r

T normé

LR - - Q
S T T r————, T = I
7' quasi-normé $ ™" équable 4 ~
Ite @ )
w2 2 __ W |
m 1= =1 g !
a .‘,W .m. _“ e
& ok !
, he " "
R S ~
“ Uer-oo-—-—_-"x ” o !
v | . . 2 7" équable [ |
| 2 | 7' quasi-normé _
] T . '
| < |
| o
' g1 o !
£V !

.M» < "o [ _
lllllll pr— se] ———————=2= R e —————
59 T b |VF M‘. L erer 2 = & . - '$
ou 77 " équilibré 7' équilibré et
topologique 3* quasi-normé

quasi-normé

#

m
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8 F. BERQUIER

4. Applications strictement différentiables.

Nous conserverons les notations du n° 1 et de [6], et supposerons
de plus (E’,7') séparé. L'espace de touces les applications linéaires

quasi-continues de (E, 77) vers (E', 77') sera noté L(E'E).

DEFINITION 2. L'application [/ sera dite strictement différentiable en x,
si, dans un voisinage de x, pour la topologie T  associée & 77, on peut

mettre { sous la forme
flx+b)=f(x)+f(xy).b+R(x,b),

ou f'(x,) € (E’, E), et ou R vérifie la condition:
Si R désigne 1'application de RXE dans F(E’, E) qui, au couple
~
(t,x), fait correspondre 1'application R(¢,x) de E dans E' définie par

R(t,%x).h=R(x,th)/t si t#0, R(0,x)=0,

~

alors R est quasi-continue au point (0,x,) de 7 X7 vers 7(7',1).

Il est clair que, si [ est strictement différentiable en x,, alors
{ est différentiable en x, au sens de [6].
Rappelons [6] qu'une application f est dite faiblement différen-

tiable en X si l'on a
/(x0+b)=f(xo)+/'(xo).b+r(b),

ou f'(x,) eL(E'" E) et on 7, tend vers 0, lorsque ¢ tend vers O, pour
la topologie de la convergence simple sur F(E’, E).

Elle est dite B-différentiable en x, si elle est différentiable sur
un voisinage W de x, pour T_ et sil'application Df de W dans L(E'E),

qui & x associe f'(x), est quasi-continue en x,, de 77 vers 7 (7', 1).

THEOREME 7. Supposons (E', ') régulier. Si [ est strictement différen-
tiable en x, et faiblement différentiable sur un voisinage de x, dans T_,

alors D est quasi-continue en xo, de 1 vers T (7', 1).

REMARQUE. Si en particulier (E’, 77') est admissible, les hypothéses du

théoréme 7 permettent de conclure que [/ est B-différentiable en x.
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SUR LA NOTION D'APPLICATION DIFFERENTIABLE 9

THEOREME 8. Supposons (E',7') admissible. Si [ est faiblement dif-

férentiable au voisinage de x, et si D[ est quasi-continue en x,, alors

0
{ est strictement différentiable en x.
REMARQUE. Si [ est B-différentiable en x,, elle est faiblement différen-
tiable au voisinage de x, et D[ est quasi-continue en x,; donc dans le
cas ou (E’,7') est admissible, toute application B -différentiable en
x, est strictement différentiable en x, .

Ainsi, lorsque (E', 77" ) est admissible, une application est B-dif-
férentiable en x, si et seulement si elle est faiblement différentiable au

voisinage de x, et strictement différentiable en x.

(*) Les notions de différentiabilité indiquées dans le tableau 1 ont été con-

sidérées par les auteurs suivants:

Lamadrid 1955 C%
Silva 1956 B Soukhinine 1969

33
Michal 1938

MB ..
Soukhinine 1971 )

Bastiani 1962 uxhinin BR
Fischer 1957 FBj;
Lang 1962 HL Soukhinine 1973 MB%
Binz 1966
Keller 1964 KE

Ver Eecke 1967

Silva 1956 S@R
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