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COMPLETION DES V-CATEGORIES

par François FOLTZ

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

VOL XIV - 1

Introduction.

Le but de ce travail est de compléter une V-catégorie à l’aide de

limites projectives et de limites inductives, dont les catégories d’indices

appartiennent à un petit ensemble de petites catégories ; V est ici une ca-

tégorie monoidale symétrique, dont le produit tensoriel partiel commute

avec les limites inductives.

Ce problème s’inspire d’une étude analogue faite pour les catégo-

gories structurées (C. Ehresmann [S.E.S.L.]) : On cherche une complétion
libre, qui trouve son application dans l’étude des réalisations d’esquisses;
dans notre cas ce serait des « Y-réalisations)) à valeurs dans une V-caté-

gorie. L’idée est donc distincte de la complétion de Dubuc, où il s’agit de

plonger une petite V-catégorie dans une V-catégorie complète (i.e. à pe-
tites limites, à co-tenseurs et à petites fins) de manière non libre, mais

avec des propriétés de densité [ K.E.C.T ] .
La première partie du texte adapte des idées exposées dans [ S.

C.F.D. ] à la catégorie des petits V-foncteurs ; on y donne des outils né-

.céssaires à la complétion ; en particulier, les trois théorèmes sur les V-

catégories engendrées, les V-catégories libres associées à des V-graphes
orientés et V-foncteurs quasi-surjections. Ce dernier théorème permet de

définir des V-.catégories limites inductives. Ces résultats s’appliquent
bien entendu au cas des catégories ayant une seule unité. On obtient alors

les V-monoides libres de Dubuc [F.M.E.D.] .
Le problème de complétion est résolu dans la deuxième partie. On

donne dans le n° 1 un théorème d’existence, pour une V-catégorie A, d’une

complétion libre A de A, munie d’un choix univoque de limites; puis, dans
le n° 2, on construit explicitement A . En fait, le théorème d’existence de A
avait déjà été exposé au Séminaire Ehresmann en 1968, la présentation étant
faite dans le cadre un peu plus général des catégories dominées. Au lieu de
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supposer V monoidale, on pourrait d’ailleurs supposer que V est une caté-

gorie fermée [C.L.C.A.], ce qui serait plus proche du travail primitif.

Notations.
.,

On se donne deux univers Eo et Eo vérifiant: E0 £ E0 et E o C

E0 . (Les ensembles de Eo jouent le rôle d’ensembles et ceux de Eo le

rôle de classes ) . On désigne par E et E les catégories pleines asso-

ciées à Eo et Eo . On considère aussi deux catégories monoidales symé-
triques V = (V , X ,r, l, a, c, I) et V =(V,®,r,l,â,c,I) telles que:
- le foncteur de base P =Vf-, I) de V est à valeurs dans E ,
- le foncteur partiel - 0 V commute avec les limites inductives, pour tout V ,
- V est la sous-catégorie pleine de V dont les objets sont les V vérifiant:
V ( V, I) appartient à Eo ,

- ® , l , r , a , c sont des restrictions de ® , l , r , â , c .

Une V-catégorie est notée A, l’ensemble de ses objets Ao et sa

catégorie sous-jacente A . Si ( A’, A ) est un couple d’objets de A , on dé-

signe par A ( A’, A ) la V-structure définie sur l’ensemble des flèches de

source A et de but A’. Les morphismes de composition sont notés mA ( A ",
A’ , A ) ou m(A A’, il) et les morphismes unités j A ( A ) ou j ( A ) . Si

F : A - B est un V-foncteur, le morphisme de V définissant F est noté

F(A’,A):A(A’,A)-B(B’,B), le foncteur sous-j acent est désigné par
F;A-B et sa restriction aux objets par F 0 : Ao -B0 .

La catégorie ayant pour flèches les V-foncteurs F tels que Fo est

A

une application de E est notée V-Cat. Sa sous-catégorie formée des V-

foncteurs est V-Cat ; celle-ci admet pour sous-catégorie pleine V-cat qui
admet pourobjets les V-catégories A telles que Ao appartient à Eo.On

pose :

jy V-Cat - Cat désigne le foncteur qui associe F à F .

Il nous arrivera, par abus de notations, d’identifier un objet d’une

catégorie et la flèche identique sur cet objet, ceci pour simplifier certai-

nes notations.
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1 QUELQUES PROPRIETES DE V-CAT

I.1. Limites proieètives.

Soit K une catégorie de Cât et S un foncteur de K vers V-cat :

P R O P OSIT ION I. 1 . Si V est à { K}-limites projectives, il en est de mê-

me de V -Cat [K.E.C.T] .

PREUVE . Posons S(K)=AK’ pour toute unité K de K, et Fk =S(k),
pour toute flèche k de K . Soit Ao l’ensemble des familles A = ( AK )
( K parcourt les unités de K ) vérifiant:

- AK est une unité de AK ,
- Si k: K- K’, alors AK, = S(k)(AK ).

Désignons par A = ( AK ) et A=(A’ ) deux éléments de Ao et par S (A’ ,

A ) le foncteur de K vers V , qui à k associe Fk ( A’K , AK ) ; ce foncteur
admet une limite projective A ( A’ , A ) , dont les projections correspondan-
tes sont notées GK ( A’ , A ) . Soient mK et jK respectivement les flèches
de composition et les flèches unités de AK . Si A"’ = (A"K ) est un troi-

sième élément de Ao , il existe une transformation naturelle de but S ( A" ,

A ) de source un foncteur constant sur A ( A", A’ ) @A ( A’, A) et définie

par la famille :

Sa limite définit le morphisme de composition m ( A ", A’ , A ) . De même, il

existe une transformation naturelle de but S ( A , A ) , de source un foncteur

constant sur 1 et définie par la famille ( jK ( AK ) ); sa limite j (A) défi-

nit le morphisme unité de A en A . En effet, par définition, on a le dia-

gamme suivant :



44

La naturalité de 1 assure que le diagramme suivant commute

Comme A ( A’, A ) est une limite, la propriété des jK assure que j est

une flèche unité. On montre de même que les flèches de composition sont

associatives en utilisant la naturalité de l’associativité du foncteur@ .

Ainsi A est une V-catégorie. On a, de plus, des V-foncteurs GK : A - AK
vérifiant :

Soient B une autre V-catégorie et (Gk) une famille de V-fonc-
teurs de source B vérifiant :

- le but de GK est AK ,
- Fk. GK=GK, , si k: K-K’.

Pour tout couple d’unités ( B’, B ) de B , il existe un morphisme bien dé-

terminé F’ ( B’, B ) tel que :

GK(A’, A). F’(B’, B)=GK(B’, B), où A’=(GK(B’)) et A=( GK(B)).
Comme les GK et les GK sont compatibles avec les flèches unités et

les flèches de composition, on en déduit, par passage à la limite, que
l’on a un V-foncteur F’ : B - A tel que :

GK . F’ = GK , pour toute unité K de K .

L’unicité de F’ assure que A est une limite projective de S . 

RE MA R Qu E : Si le foncteur injection de V dans V est compatible avec

les { K}-limites, il en est de même du foncteur injection de V-Cat dans

V-Cat .
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1.2. Limites inductives.

Soit S un foncteur de K dans V-cat , où K est filtrante.

PROPOSITION 1.2. Si V est à limites inductives filtrantes, il en est de

même de V-cat. Si le foncteur de base de V est compatible avec ces limi-

tes (ainsi que l’inclusion de V dans V ), il en est de même du foncteur d’ou-
bli de V-cat dans cat (et du foncteur de V-cat dans V-Cat j.

PREUVE. Posons S( K) = AK’ pour toute unité K de K , et S (K) = Fk
pour toute flèche k . On a un foncteur So de K dans E qui à K associe

(AK )0 et à k associe la restriction ( Fk )o de Fk aux unités. Ce foncteur

admet une limite inductive Ao ; les co-projections correspondantes seront

notées ( GK )o . Pour tout couple ( A’ , A ) d’éléments de la limite Ao , dési-

gnons par P(A’ , A ) le diagramme de la catégorie V ayant pour flèches cel-

les de la forme Fk(Ak,AK)’ où ( GK )0 ( AK ) = A , ( GK )0 ( AK ) = A’ et
où k est une flèche de source K . Ce diagramme est filtrant et admet donc

une limite inductive A ( A’ , A ) , dont les co-projections seront désignées

par GK ( AK , AK ) . Si jK ( AK ) est le morphisme unité associé à AK dans

AK , on pose:

Cette définition ne dépend pas de l’ obj et K , car les foncteurs Fk sont com-

patibles avec les morphismes unités; K étant filtrante, elle ne dépend pas
non plus de AK . Considérons un troisième élément A" de Ao . Il existe un
objet K’ de K et deux objets AK, et Aj(, de AK. tels que:

On fixe tout d’abord AK, ( A’K, , A"K, ) . Comme la catégorie K est filtrante,
il existe des flèches k : K - K" et k’ : K’ - K" de même but. La flèche

de Y est indépendante du choix du couple (k , k’) . En effet, les V-fonc-

teurs Fk sont compatibles avec les morphismes de composition. La famille

(o- (K) ) , quand ( A"K , AK ) parcourt les obj ets de cp ( A", A), définit un cô-
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ne inductif de but A ( A’ , A ) et de source AK’ ( Ak’, A"K, ) ® ¢( A", A ). Cet-
te source admet AK. ( A’K. , A"K. ) ® A ( A ", A ) pour limite inductive, car le

foncteur AK’(A’ , AK. ) ® - est compatible avec les limites inductives. Soit

le co-crochet de la transformation naturelle précédente. Considérons une

autre flèche k1 : Ki - K" de K ; à partir de Ki on définit une famille de

flèches ( 0-1 ( K ) ) de V , analogue à la famille ( o-( K ) ) . On a:

On en déduit:

Cette équation est valable pour toute flèche k 1 : Ki -K’ de K . Ainsi la

famille (p(K)) détermine une transformation naturelle de but un foncteur

constant sur A (A’ , A ) , et dont la source est le diagramme déterminé par

O(A’, A") OA(A", A); or ce foncteur admet A(A’, A") 0 A(A"", A)

pour limite inductive, car le foncteur - ® A ( A’, A ) est compatible avec

ces limites. On notera m ( A’, A’’, A ) le co-crochet de cette transforma-

tion naturelle. Montrons que nous avons défini une V-catégorie A dont

l’ensemble des objets est Ao , dont la composition est représentée par

m et l’unité par j . On suppose que A" = A ; on a les diagrammes commu-

tatifs :

par construction de m,



47

par construction de j ,

par naturalité de l . Par suite, j ( A ) est bien un morphisme unité à droite :
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Les lois de composition mK sont associatives; en utilisant la naturalité

de l’associativité du foncteur © , on montre de manière analogue que m

est associatif.

Soit B une V-catégorie; on se donne une famille de V-foncteurs G’K :
AK -+ B vérifiant : G’ Fk = G’ , si k : K - K’ . On a une transformation

naturelle ayant So pour source et pour but un foncteur constant sur Bo .

Il existe une appl ication unique Ho telle que Ho . ( GK ) o = G K " ) .
Soient ( A’ , A ) un couple d’éléments de Ao ,

La famille (G’K (A’, A» détermine une transformation naturelle de source
cp ( A’, A ) et de but un foncteur constant sur B ( B’, B ) . On notera H (A’ , A )

le co-crochet correspondant. Les GK sont des V-foncteurs; ils sont donc

compatibles avec les morphismes unités et les morphismes de composition.
Par passage à la limite, on en déduit que H est aussi compatible avec les

morphismes de composition et les morphismes unités; donc H est un V-

foncteur de A vers B et vérifie :

H . GK = GK , pour toute unité K de K .

Ainsi A est une limite inductive du foncteur S. La fin de la démonstra-

tion est évidente.

1.3. Y-sous-catégorie engendrée .

On se donne une sous-catégorie X de la catégorie des monomor-
A

phismes de V telle que :

si x appartient à X , si x’ appartient à X et si x . y = x’, alors y

appartient à X.

On désigne par Y l’ensemble des V-foncteurs F : A - B vérifiant:

- la restriction de F aux unités de A est injective,
A

- pour tout couple (A’ , A ) de Ao , F ( A’ , A ) appartient à X.

D E F IN IT IO N I. 1 . Sous les conditions précédentes, on dira que A est une

Y-sous-catégorie de B .

On se donne une V-catégorie B, un sous-ensemble Ao de Bo ,
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ensemble des unités de B, et des éléments F ( A’ , A) de X de but B (A’,
A), pour tout couple (A’, A) d’éléments de Ao ; la source de F ( A’, A )

est notée A ( A’ , A). On suppose de plus que :

aO ) pour tout triplet (A’, A" , A) d’éléments de A0, il existe une

flèche m’( A’, A", A) telle que

où m représente la composition de B ,

b° ) pour tout A de A , il existe une flèche j’(A): I - A (A, A ) telle

que j ( A ) = F ( A , A ). j’ ( A ) .

PROPOSITION 1.3. Avec ces hypothèses, il existe une Y-sous-catégorie
A de B.

PREUVE. Il suffit de vérifier que les flèches de composition m’ ( A’, A",

A ) sont associatives et que j’ ( A ) est une flèche unité de A . On utilise

pour cela le fait que les F ( A’, A ) sont des monomorphismes.a

D’ après LS.E.S.Lj le foncteur identique sur V est (V,X)-en-

gendrant ( resp. ( V . V0 , X . V0 )-engendrant si, pour tout élément v de V

(resp. de V ayant sa source dans V ) ,

ao ) v se factorise à travers un élément x de X (resp. de X ayant
sa source dans V ) , de même but que v ,

b° ) si un autre élément x’ de X vérifie la même propriété, x se

factorise à travers x’.

Soient B une V-catégorie, Ao un sous-ensemble de l’ensemble

des unités de B . Pour tout couple (A’, A de Ao , on se donne un élé-

ment. G ( A’ , A ) de V de but B ( A’ , A ) .

D E F IN ITION I.2 . On dira qu’un élément F : A -’B de 9 est engendré par
l a famille (G (A’ , A)) (ou que A est une Y-sous-catégorie de B engen-

drée par (G (A’ , 1 A ) ) ), si :

a° ) G ( A’ , A ) se factorise à travers F ( A’, A ),

b° ) tout autre élément F’ de Y de but B ayant la même propriété a

est de la forme F’ = F . F" .

Si if est un ordinal limite, élément de Eo , désignons par § la
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catégorie associée ( i.e. définie par l’ordre usuel sur

PROPOSITION 1.4. Supposons que V est à limites inductives et que le

foncteur injection de X dans V est à {§ }-limites inductives. Si le
Il " "’ 

foncteur identique sur V est ( V, X )-engendrant, la famille ( G ( A’, A ) )

engendre une Y-sous-catégorie A de B .

P R E U V E . Pour tout couple ( A’, A ) de Ao , on va définir une famille

(G L(A’ , A)) § d’ éléments de X ayant tous même but B (A’ , A) .

Notons C ( A’ , A ) la source de G L (A’ , A ) .
aO ) Si A 1= A’ , par définition, G 0 ( A’ , A ) est un X-morphisme en-

gendré par G ( A’ , A ) . D’ autre part, notons S la somme de la source de

G ( A , A ) et de 1. Si j( A ) est un morphisme unité de B, notons Ho:
S -&#x3E; B ( A , A ) le co-crochet des flèches G ( A , A ) et j ( A ) . Par définition,
G 0 ( A , A ) est un X-morphisme engendré par H0 .

b° ) Supposons que G L( A’, A ) est défini, quel que soit ( A’, A ), et

notons m ( A’, A", A ) les morphismes de composition de B . La famille

admet une somme S’L ; on notera

H’L : S’ L -&#x3E; B (A’ , A) le co-crochet correspondant de la famille

Soit S L une somme de C L (A’ , A) et de S’ L; si H L: S L -&#x3E; B (A’ , A ) est le

co-crochet correspondant du couple (H’ L, G L (A’ , A) ) , par définition,

G L+1 (A’ , A) est un X-morphisme engendré par H L. Remarquons qu’il
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existe un unique élément

De plus, si

l’on a :

où

c° ) On suppose que L" est un ordinal limite et que, pour tout L’  L"
et tout couple (A’, A ), on a défini G L’ (A’ , A) . On suppose aussi que
si L’  L" , on a la formule (1). Comme X est formé de monomorphis,
mes, on peut définir un foncteur O " de source 1" , de but V en posant:

Ce’foncteur admet une limite inductive S L" . La famille (G L ( A’ , A )) L  L"
définit une transformation naturelle de source O L" de but un foncteur

constant sur B (A’ , A) . On notera H L": S L" -&#x3E; B (A’ , A) le co-crochet

de cette transformation naturelle. Par définition, G (A’ 1 A) est un X-

morphisme engendré par H L" . Pour tout L  L " , on a la relation :

d°) Considérons le cas L"=§. L’image de O§ appartient à X, de
telle sorte que l’on peut choisir la limite naturalisée de ce foncteur dans

X . Alors, H § appartient à X et G § (A’ , A) = H § .
Montrons que la famille (G § (A’ , A)) définit une Y-sous-catégo-

rie A de B , où A(A’ , A) = C §(A’ , A). Il suffit de vérifier que les con-

ditions de la proposition 3 sont vérifiées. Soit A un élément de Ao ; par
construction de G0 (A , A), il existe un élément bien déterminé / ( A )
vérifiant G0 (A , A) . j0 (A) = j (A). On pose :
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Considérons un triplet ( A’ , A" , A ) d’éléments de Ao et montrons qu’il
existe un morphisme m (A’, A", A) vérifiant :

Soit L un ordinal strictement inférieur à e . Par construction, on a un

diagramme commutatif :
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Pour tout L’  §, posons :

Remarquons que nous avons la relation (3):

Le foncteur OL" a été défini dans le paragraphe c à partir du couple
(A’ , A) . Désignons par O’ L" (resp. O " L") le foncteur analogue défini

à partir du couple ( A’, A" ) (resp. du couple (A", A)) . Le foncteur

- X C L(A’ , A) est compatible avec les limites inductives et C § (A’,
A" ) X C L (A" , A) est une limite inductive du foncteur O"§ X C L(A", A) .
La famille (m (L’ , L))L’ § définit une transformation naturelle de ce

même foncteur vers un foncteur constant sur C § (A’, A) . On désigne par
m (§ , L) le co-crochet de cette transformation naturelle. La commutativi-

té du diagramme (2 ) assure la commutativité du suivant:
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Considérons un autre ordinal L" vérifiant L  L"  §. La relation (3) en-
traine :

Or le foncteur C § (A’ , A") X - est aussi compatible avec les li-

mites inductives et C § (A’ , A") X C § (A" , A) est une limite du fonc-

teur C§ (A’ , A")XO’§ . La famille ( m (§ , L) )L  § définit une transfor-

mation naturelle de ce foncteur vers un foncteur constant sur C § (A’ , A) .
Par définition, m (A’, A ", A) est le co-crochet correspondant; comme

C §(A’, A ") X C § (A", A) est une limite, le diagramme ( 4 ) assure la

commutativité de :

La proposition 1.3 nous assure qu’ il existe un V-foncteur F : A -&#x3E; B appar-

tenant à Y , où A (A ’ , A) = C§ (A’ , A) , où la multiplication de A est

notée m , l’unité j et où F ( A’, A ) = G § (A’, A ) .
Soit F’ : A’ - B un V-foncteur appartenant à Y ; pour simplifier les

notations, on identifie les objets de A’ à ceux de B . On suppose que

Ao C A5 et que, pour tout couple ( A’, A ) de Ao , F’ ( A’, A ) se décompo-
se à travers G (A’, A) : 
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Montrons que F’ (A’ , A) se décompose à travers G’ (A’ , A) quel que

soit L  § ,
a° ) Si A / A’, il existe L0 (A’ , A) tel que F’ (A’, A) . L0 (A’, A)=

G 0 (A’ , A), car G0 (A", A) est engendré par G (A’ , A) . D’autre part,

notons L’ le co-crochet du couple ( j’ (A) , L (A , A) ), où j’ désigne
l’unité de A’. La commutativité du diagramme :

assure la commutativité du diagramme suivant :

Par suite, on a la relation

car G 0 ( A , A) est engendré par Ho.
b- ) Supposons que L  § et que, pour tout couple ( A’, A ) d’éléments

de Ao , l’on ait :
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La famille admet

un co-crochet L’ L : S’ L -&#x3E; A’ (A ’ , A) , où m’ est la multipl ication de A’ .

Le couple (L’ L , L L (A’ , A)) admet aussi un co-crochet

On a le diagramme commutatif :

donc aussi

En tenant compte de ( 5 ) , l’on obtient: F’ (A’ , A) . L L = H L . Par suite,
il existe L L+1 (A’ , A ) vérifiant :

c° ) Supposons que L" est un ordinal limite et que la relation (3)
est vérifiée pour tout L  L" . Comme F’ (A’ , A) est un monomorphisme,
la famille (L L (A’ , A)) L  L" définit une transformation naturelle de source
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O L" de but un foncteur constant sur A’ (A’ , A) . Soit L L" (A’ , A) : S L" -&#x3E;
A’ (A’ , A) son co-crochet. La relation ( 5 ) étant vérifiée pour tout L  L’’, 
elle est aussi vérifiée, par passage à la limite, pour L". 

d°) Montrons qu’en posant M (A’, A) = L§ (A’ , A), on définit un V-
foncteur M : A -&#x3E; A’ vérifiant F’ . M = F . On a les diagrammes commutatifs :

Comme F’ ( A , A ) est un monomorphisme, il s’ensuit

De même, en utilisant le fait que F’ ( A’, A ) est un monomorphisme et que
F et F’ sont compatibles avec la composition, on en déduit que M l’est

également:
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Ainsi F est bien engendré par la famille ( G (A’, A) ) (A ·, A) £ A0 . A ’ *
D E F I N LT I O N I . 3 . On dira qu’un élément F : A -&#x3E; B de Y e st engendré par

A A

un V-foncteur H : C -&#x3E; B s’il existe un V-foncteur M:C-&#x3E;A tel que F . M =

H et si la relation F’ . M’ = H , où F’ est élément de Y , entraîne que

F’ . F" = F, où F" est un V-foncteur.

PROPOSITION 1.5. Avec les hypothèses de la proposition 1.4, il existe

F engendré par un V- foncteur H : C -&#x3E; B .

PREUVE. Notons Ao l’image par H de l’ensemble Co des objets de

C. Si A est élément de Ao , posons R(A) = H -1 (A). Notons S ( A’, A )

une somme de la famille ( C ( C’, C ) ), où (C’, C) parcourt R (A’) X R’ (A) .

La famille ( H (C’, C) ), où (C’ , C) parcourt R (A’) X R (A), admet un

co-crochet G(A’ , A):S(A’ , A)-&#x3E; B(A’ , A). Il est facile de vérifier que

F est engendré par la famille ( G (A’ , A) ), où ( A’, A ) parcourt Ao X Ao. []
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A 1B

D’après [S.E.S.L] le foncteur de base est ( E, X ) -engendrant
A A 

(resp. ( E . Eo , X . Vo ) -engendrant ) si, pour tout objet V de V et toute

appl ication g : M -&#x3E; V (V , I) (resp. telle que M E Eo ):

a° ) il existe un élément x : V’ -&#x3E; V de X et une application g’ telle

que g = V (x , I) . g’ (resp. et V’ E Vo ),

bo) si un élément x" : V" -&#x3E; V vérifie g = V ( x", I) . g", il existe un

élément v de V tel que x" . v = x (resp. si V" EVo ).

Soient B une V-catégorie, A un sous-ensemble de B , Ao un

sous-ensemble de Bo et, pour tout couple ( A’, A ) d’éléments de Ao ,
un élément G (A’ , A): C (A’ , A) - B(A’ , A) de V .

D E F IN IT I O N 1.4. On dira que F:A-&#x3E;B, élément de Y , est engendré par
la famille ( G (A’, A)) , où (A’ , A) £ Ao X Ao , et par A si les conditions

suivantes sont vérifiées :

a° ) pour tout couple ( A’, A ) d’éléments de Ao , G ( A’, A ) se facto-

rise à travers F ( A’ , A ) et l’image de F contient A ,

bO ) tout autre élément F’: A’ - 8 de Y vérifiant a est tel que F =

F’ . F" , où F" est un V-foncteur.

PROPOSITION 1.6. Avec les hypothèses de la proposition 1.4, supposons

que le foncteur de base est ( E , X ) -engendrant. Il existe F engendré par

la famille ( G (A’ , A) ) et par A.

P R E U V E . Soient A la réunion de A et de l’ensemble des sources et des

buts dans B des éléments de A . Posons Co = A n Bo et Co = Cô U Ao .

Pour tout couple (C’ , C ) d’éléments de Co , l’inclusion de A n B ( C’ , C )
dans B (C’ , C) engendre un élément G’ (C’ , C) de X ayant B ( C’ , C )

pour but. Si C’ ou C n’appartient pas à Ao , on pose

dans le cas contraire, on désigne par S une somme des sources respecti-
ves de G ( C’, C ) et de G’(C , C) et par G" (C" , C) : S -&#x3E; B (C", C) le

co-crochet de ( G (C’ , C) , G ’ (C’ , C)) . Alors F est engendré par la fa-

mille ( G " (C ’ , C) ) , où (C’ , C) parcourt Co x Co ..

A

Considérons une V-catégorie B, un sous-ensemble Ao de Bo et,
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pour tout couple (.A’ , A) de Ao , un élément G ( A’ , A ) de V dont le but
est B ( A’ , A ) . On suppose que Ao appartient à Eo et que la source de

G ( A’ , A ) appartient à V , quel que soit le couple (A’ , A) . On posera

X = X n V . On considère un ordinal limite §, élément de Eo . Le plus
souvent il sera régulier. e est sa catégorie associée.

THEOREME I.1 . Supposons que le foncteur inclusion de V dans V est à

petites limites inductives, que les foncteurs inclusion de X dans X et de
X dans V sont à -limites inductives. Si le foncteur identique sur V
est (V . V0 , X . Vo -engendrant, la famille ( G ( A’, A ) ) engendre un élé

ment F : A -&#x3E; B de Y et A est une petite V-catégorie.

PREUVE. On construit F de la même manière que dans la démonstration

de la proposition 1.4, dont on reprend les notations. Il faut toutefois véri-

fier que, pour tout couple (A’, A ) de Ao et tout ordinal l’élément

C L (A’ , A) est une unité de V.
a° ) Si A # A’ , C 0 (A’ , A) appartient à V , vu la propriété du fonc-

teur identique sur V . De plus, comme I appartient à V , la somme S ap-

partient à V et, par suite, C 0 (A , A) aussi.
b° ) On suppose que C L (A’ , A) appartient à V , pour tout couple

(A’ , A) . Comme Ao est un petit ensemble, la somme S’ L appartient à

V , car le produit tensoriel C L (A’ , A ) X C (A" , A) y appartient aussi.

Il en est donc de même de SL et, par suite, de C L+1 (A’ , A) .
c° ) Soit L" un ordinal limite. On suppose que G L(A’, A) est défini

pour tout 03B603B6" et que G 03B6( A’ , A ) appartient à V . Dans la formule ( 1 )

du b de la proposition 1.4, l’élément G (03B6, 03B6’)( A’ , A ) appartient à X , si

03B6’ ~ 03B6  03B6" . On peut choisir la limite S de ~03B6" dans V et, par suite,

C03B6" ( A’ , A ) est une unité de V .

d° ) Le c est valable dans le cas Autrement dit A ( A’, A )

appartient à V et A est une V-catégorie. ~

On se donne de pl us un sous-ensemble A de B , que l’on suppose
être un petit ensemble ( i .e. Â E Eo ) .

COROLLAIRE 1 . Avec l es hypothèses du théorème l.1, nous su pposons

que le foncteur de base est ( E . Eo , X. Vo )-engendrant. Il existe un élé-
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ment F : A ~ B de Î’, engendré par la famille ( G ( A’ , A ) ) et par A . De

plus, À est une V-catégorie et est petite.

P R E U V E . Reprenons les notations de la démonstration de la proposition
1.6. L’ensemble A est petit, car A l’est et, par suite, A n B( C’ , C )
l’est. La propriété du foncteur de base assure que la source de G’ ( C’ , C )

appartient à V . Soient C’ et C deux éléments de C’0 ~ Ao . Comme V
est à petites limites inductives, on peut choisir la somme S des sources

de G ( C’, C ) et de G’ ( C’, C ) dans V . Ainsi on est ramené au théorème

I.1 , car Co est un petit ensemble
A

De manière analogue, on définit la notion de V-foncteur F :A - B ,
élément de Y , engendré par un V-foncteur H : C B et un sous-ensemble

A de B , où C est une petite V-catégorie et où A est un petit ensemble.

COROLLAIRE 2. Avec les hypothèses du corollaire précédent, il existe

F : A - B engendré par H et par À. De plus, A est une petite V -catégorie.

1.4. V-catégorie libre et V-catégorie quasi-quotient .

DEFINITION 1.5 . 1°) Un V-graphe orienté A est la donnée:

a° ) d’un ensemble Ao appartenant à Eo , dit ensemble de sommets de A ,

b° ) d’une application A ( - , - ) de Ao X Ao dans V,

c° ) d’un morphisme jA ( A) : I ~ A ( A , A ), pour tout élément A de Ao .

2° ) Un homomorphisme F : A ~ B entre V-graphes orientés est la

donnée

ao ) d’ une application F 0 : A0 ~ Bo ,

b° ) d’une famille ( F ( A’ , A ) )( A’ , A ) ~ Ao X Ao de morphismes de V où

F ( A’ , A ) : A ( A’ , A ) ~ B ( Fo ( A’ ), Fo ( A ) ) . On exige que le diagramme

On notera [A] le graphe orienté ayant Ao pour ensemble de ses

sommets et dont l’ ensemble des flèches de A vers A’ est V ( A ( A’ , A ) , I ).

Un homomorphisme F : A ~ B entre V-graphes détermine l’homomorphisme
entre graphes orientés F : [A] -’ [B] tel que:

- F ( A ) = Fo ( A ) pour tout sommet A ,
) est une flèche.
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On désigne par V-Gra la catégorie ayant pour objets les V-graphes
orientés, pour morphismes les homomorphismes entre V-graphes orientés;
elle admet pour sous-catégories pleines : la catégorie V-Gra ayant pour

objets les V-graphes orientés, et la catégorie V-gra ayant pour objets les

V-graphes orientés A tels que Ao appartient à Eo . Toute V -catégorie A

définit un V-graphe orienté [A] ayant Ao pour ensemble de sommets; de

plus, [A]( A’ , A ) = A ( A’ , A ). Un V-foncteur F A-B définit un homo-

morphisme de V-graphes orientés [ F ] : [ A ] ~ [ B ] , avec

On a donc un foncteur Il admet pour sous-foncteur

On va chercher des conditions pour que Oy admette un adjoint et soit à

quasi-surjections. On aimerait aussi que V-gra ( resp. Y-cat) soit à pe-
tites limites inductives.

Soit F : A - B un V-foncteur appartenant à Y et G:C ~ [ B ] un

homomorphisme entre V-graphes orientés. D’après la définition 1.2, F est

(Y, OV)-engendré par G ( resp. est (Y.V-cato, OV ) -engendré par G ,

avec Co 6 Eo ) si et seulement si F est engendré par la famille ( G( C’,

C))(C’,c) e Co X Co ( resp. et A E Eo ) . Soit Q l’ ensemble des homo-

morphismes de V-graphes orientés G:C-C’ tels que C soit un objet de

V -gra :

TH E O R E M E 1.1’. Supposons que le foncteur inclusion de V dans V est

à petites limites inductives, que les foncteurs inclusion de X dans X et

de X dans V sont à {§}-limites inductives. Si le foncteur identique sur

V est (V . Vo , X . Vo)-engendrant, le foncteur est (Q, Y. V-cat o)-
engendrant.

Soit K une catégorie de at et S un foncteur de K vers V-Cat .

De la démonstration de la proposition I.1 , on déduit :

P RO P O SIT I O N 1.7. Si V est à {K}-limites projectives, le foncteur Oy
est compatible avec les f K }-limites projectives.
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PREUVE. Utilisons les notations de la démonstration de la proposition
I.1 et donnons-nous un V-graphe orienté C, ainsi qu’une famille d’homo-

morphismes entre V-graphes orientés ( HK ) telle que :
- HK a C pour source et [AK] pour but,

- [ F k 1 . HK=HK’ si k: K - K’ .
Soit (C’ , C) un couple de Co , A’=(HK ( C’ )) et A=(HK ( C )). Il exis-

te un unique morphisme H’(C’ , C):C(C’ , C)-[A](A’ , A) tel que:

Les HK et [ G K 1 sont compatibles avec les morphismes unité iC , 1K
et jA ; on en déduit l’existence d’un unique homomorphisme entre V-gra-
phes orientés H’:C-[A] tel que [GK]. H’ = HK , pour toute unité K
de K . Si HK=[G’K] (proposition I.1 ) , on a H’= [F’].

Si P=V(-, I) et si X est formé de P-monomorphismes, l’ensemble
Y est formé de (9 V -monomorphismes. Nous rappelons que x:V-V1 est

un y-monomorphisme si, pour toute flèche v : V’- VI et toute application
k:V(V’ , I)-V(V , I) vérifiant V (v , I)=V (x , I).k, il existe une unique
flèche w:V’ - V telle que V ( w , I)=k et x . w = v :

COROLLAIRE 1 . Supposons véri f iées les hypothèses du théorème 1.1’. Si

V est à Eo -produits et si V est à noyaux, le foncteur (9 v admet un ad-
joint. Si, de plus, X est formé de P-monomorphismes, le foncteur (9v est
à quasi-surjections [S.T.Q.Q].
PREUVE. C’est une conséquence du théorème d’existence des structures

libres [S.E.S.L] . a

D E F IN IT IO N I.6. Une OV-structure libre A associée à un graphe orienté
C sera appelée V-catégorie libre associée à C .

Le théorème d’existence des structures libres assure la validité du

COROLLAIRE 2. Si, de plus, le foncteur injection de V-gra dans V-Gra

est à petites limites inductives, la catégorie V-cat est à petites limites

inducti ves.

Ce corollaire suggère de chercher des conditions pour que V-gra
soit à petites limites inductives.
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PROPOSITION 1.8. Si V est à petites limites inductives, il en est de

même de V-gra .

P R E U V E . Soit K une petite catégorie et S un foncteur de K vers V-gra .
On pose S(k)=Fk: AK - AK’, si k:K - K’ . Considérons le foncteur So : 

K - E, qui à k associe (Fk)o , restriction de Fk aux sommets de A K -
Ce foncteur admet une limite inductive Ao . On notera (GK)o les co-

proj ections correspondantes. A tout couple ( A’, A ) de Ao x Ao, on asso-

cie la catégorie I(A’ , A) définie comme suit : l’ensemble des sommets

est une somme, pour K E Ko , des produits:(GK)o -1 (A’)X(GK)o -1 ( A) .
Si, pour K e Ko , le produit précédent n’est pas vide, une flèche k:K - K’

définit une flèche de 1(A’, A )de la forme :

où

Les flèches de I(A’ , A) se composent de manière évidente. On désigne

par A(A’, A) la limite inductive dans y du fondeur S(A’, A):I(A’, A)-
V , qui à (A’K , AK , k) associe Fk (AK’ AK)’ Les co-projections corres-
pondantes sont notées GK(A’K , AK). Ce faisant, nous avons défini une
famille d’homomorphismes entre V-graphes orientés

Vérifions cependant que le V-graphe orienté A est bien défini, c’est-à-

dire que les morphismes unités existent. Il suffit de vérifier la relation :
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La relation reliant AK et AK " assure qu’il existe une suite (ki) i2n de
flèches de K telle que :

et une suite (AK.) i2n telle que :

et

Par suite, nous avons des diagrammes commutatifs de la forme :

où (

Ainsi les GK sont bien des homomorphismes entre V-graphes orientés.
Soit B un V-graphe orienté et (G’K) K e Ko une famille d’homomor-

phismes entre V-graphes orientés définissant une transformation naturelle
de S vers le foncteur constant sur B . Les restrictions ( GK ) o des GK
aux ensembles de sommets déterminent une transformation naturelle de So
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vers le foncteur constant sur Bo . Il existe donc une application unique
Ho : Ao - Bo co-crochet de cette transformation naturelle. Soit ( A’, A ) un

couple de sommets de A ; posons B = Ho (A) et B’ = Ho (A’). On a une

transformation naturelle de source S (A’ , A), de but un foncteur constant

sur B (B’, B) et définie par la famille (G’K (A’K , AK)), où (A’K , AK)
parcourt l’ensemble des objets de 1 ( A’, A )’ A cette transformation natu-
relle correspond un unique morphisme H (A’ , A):A (A’ , A)-B (B’, B)

vérifiant

pour tout objet de I (A’ , A). En particulier, si A’ = A , on a le diagramme
commutatif suivant :

Ainsi H est un homomorphisme entre V-graphes orientés

Remarquons que, si V est à petites limites inductives, le fonc-

teur de base est à structures quasi-quotients En effet, considérons une

relation r définie par un ensemble de couples M sur V (V , I), où V est

un objet de V. Pour tout couple m = (v , v’), élément de M , considérons

un conoyau wm de ( v , v’ ) . Toute somme fibrée W de la famille ( wm )m EM
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est une structure quasi-quotient de V par r ; la quasi-surj ection associée

est la co-projection canonique w : V - W.

PROPOSITION I.9. Si V est à petites limites inductives, le foncteur d’ou·
bli de V-gra dans E , qui à un homomorphisme entre V-graphes orientés

associe l’application sous-jacente, est à structures quasi-quotients.

PREUVE. On se donne une relation r’ sur l’ ensemble sous-jacent d’un

petit V-graphe orienté A . Désignons par r la relation d’équivalence, com-

patible avec les applications source et but de [A], engendrée par r’ , et

par Ao l’ensemble quotient de Ao par la restriction de r à Ao . Consi-

dérons un couple (A’, A) de sommets de A et notons A’ et A la classe

d’équivalence de A’ et A respectivement dans Ao , La famille ( A ( A’,

A )) (A’, A) e (A’, Â-) admet une somme S(A’ , A), dont les co-projections
sont s (A’ , A). La restriction de r admet une image r(A’, Ã) par l’ap-

pl ication canonique de U V( A( A’ , A ) , I ) dans V ( S( A’, A ), I ).

Désignons par À une structure quasi-quotient de S(A’ , A) par la
relation r(A’ , A). Soit w(A’ , A) la quasi-surjection associée. Posons :

On définit ainsi un homomorphisme entre V-graphes orientés F:A - A.

Prenons-en un second G :A - B , dont l’application sous-j acente est com-

patible avec r’ ; cette dernière est évidemment aussi compatible avec r.

Il existe donc une unique application Ho : Ao - Bo telle que Ho . Fo = Go.

La famille ( G(A’ , A))(A’ , A) e (A’ , A) admet un co-crochet G( A’, A):

S(A’ , A) - B(B’ , B), où B’=G(A’) et B=G(A). Comme G est compa-
tible avec r , l’application V(G(A’ , A), I) est compatible avec la rela-

tion r(A’ , A). On a donc le diagramme commutatif :
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Cette factorisation est unique et vérifie :

pour tout

De plus,

Ainsi H : A - B est un homomorphisme entre V-graphes orientés, et c’est

le seul qui vérifie : H . F = G.

COROLLAIRE. Si, de pl us, le foncteur OV est à qurxsi-surjections, le

foncteur d’oubli de V-cat dans E , qui à un il- foncteur associe son appli-
cation sous-jacente, est à structure quasi-quotients.

PROPOSITION I. 10 . Si V admet un objet initial, la catégorie V-cat est

à sommes.

P R E U V E . Soit ( Ak )k e K une famille de Y-catégories. Pour simplifier les

notations, supposons que les ensembles d’objets ( Ak ) o et (Ak’) o n’ont

aucun élément commun, pour tout couple (k , k’) d’éléments de K. On

pose :

Désignons par J un objet initial de V . Pour k’ i:- k, posons A(Ak’, Ak) =
J . On définit ainsi une V-catégorie A , où les morphismes de composition
sont

- ceux des V-catégories Ak ;
- les isomorphismes canoniques :

ainsi que les morphismes canoniques : J ~ J - A (A’k , Ak).
En effet, les foncteurs - ~ V et 1/ QY - sont compatibles avec les objets
initiaux de V , pour tout objet V de V . L’associativité provient de la

remarque précédente et de l’associativité des morphismes de composition
des V-catégories Ak . 
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On vérifie que A est une somme de la famille ( Ak ) k e K ; les co-
proj ections correspondantes sont les V-foncteurs Fk :Ak - A.
COROLLAIRE, Si V est à petites l imites inductives et si l e foncteur 19 V
est à quasi-surjections, la catégorie V-cat est à petites limites inducti-

ves.

PREUVE . C’est une conséquence de la proposition 1.10 et du corollaire

de la proposition 1.9..

THEOREME 1.2. Si V est à petites limites inductives, le foncteur OV
admet un adjoint.

P R E U V E . Considérons un petit V-graphe orienté A . A chaque couple
(A’ , A) de sommets de A, associons une catégorie S(A’ , A). . Les objets
de cette catégorie sont les suites finies de sommets de A , d’au moins

deux éléments de la forme :

Cette catégorie admet une base formée des flèches du type suivant :

où le sommet Ai est répété.
On définit un foncteur : r 

en posant :
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le morphisme L(A’, A) (s) est le composé précédent.
On pose Bo = Ao et on désigne par B (A’ , A) une limite inductive du

foncteur L (A’, A); la co-projection correspondante à la suite S = (A’, A)
est notée F (A’ , A), les autres projections sont notées F ( S ) . Si A’ = A ,

on pose :

Ce faisant, nous avons défini un homomorphisme de V-graphes orientés

F : A - B . Montrons que le V-graphe orienté B est sous-jacent à une struc-

ture de V-catégorie. Il s’agit de définir des morphismes de composition.
Considérons trois sommets A", A’ et A de A . A un objet S =(An , ... , 

Al) de S(A’, A ) et à un objet (A’m,..., A’1) de S(A" , A’), on asso-
cie l’ obj et S’S=(Am’,.. , A2’ , An ,..., A1) de la catégorie S(A" , A).
On a un morphisme d’ associativité :

4iixons-nous la suite S . Le foncteur

admet pour limite inductive B (A", A’) ~ L (A’ , A) (S). Les axiomes de
cohérence sur V assurent que ce foncteur est la source d’une transforma-

tion naturelle de but L (A", A) (-), définie par la famille (a (S’, S)) où

S’ parcourt (S(A’, A))o et donc aussi d’une transformation naturelle

0 ( A ", A’, S ) de but un foncteur constant sur B ( A", A ) et définie par

On désigne par

le co-crochet de t
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Les axiomes de cohérence assurent aussi que le diagramme ci-

dessus est commutatif. Par suite, la famille (m (A", A’, S)) où S par-

court (S(A’, A))o définit une transformation naturelle de source B (A",

A’) ~ L ( A’ , A) (-) et de but un foncteur constant sur B (A", A). Cette

transformation naturelle admet un co-crochet :

relatif à la limite

Le morphisme m ( A" , A’ , A ) sera un morphisme de composition de B .

On peut faire une construction analogue en fixant un objet S’ de

la catégorie S(A", A’); par suite, on a une transformation naturelle 0 ( S’ ,
A’, A ) de source le foncteur L (A", A’) O L (A’, A)(-), de but un fonc-
teur constant sur B (A", A ) , définie par la famille

Soit m(S’, A’, A): L(A", A) (S’) O B (A’, A)-B(A", A) son co-crochet.

La famille (m(S’, A’, A)) S’ e S (A", A’)o définit une nouvelle transforma-

tion naturelle dont le co-crochet n’est autre que m(A", A’, A). Pour tout

objet S" de S(A", A’) et tout objet S de S(A’, A), on a donc un dia-

gramme commutatif.

Considérons la suite S=(A, A), objet de S(A, A), une suite S
objet de S(A’, A) et l’équivalence Nous avons un mor-

. Dans le diagramme suivant les sous-
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diagrammes commutent :

[2] en vertu du diagramme [1]; 
[3] car B ( A’, A ) est une limite inductive du foncteur L ( A ’,A) ;
[4] en vertu de la naturalité de l’ équivalence 1 ;

[51 par définition de L ( A’, A) (s);
[6] vu que O est un bifoncteur et que F (S).jA (A) = jB (A).
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Ainsi on en déduit la relation :

Donc j. (A ) est un morphisme unité à droite. On montre de même que c’est
un morphisme unité à gauche.

A l’aide des axiomes de cohérence, on montre l’associativité des

morphismes de composition. La démonstration explicite est analogue à la

précédente et nécessite de très gros diagrammes. Montrons que B est une

structure libre associée à A . Désignons par C une V-catégorie et par

G : A - [ C] un homomorphisme entre V-graphes orientés, où [C] est le

V-graphe orienté sous-jacent à C . Si S = (A’, An-l’ ... , A2 , A ) est un ob-

où m ( C’, C n-1...., C2, C) 
est un morphisme de composition de C , "pro-

duit" de morphismes de composition «simples» . Comme jC(ei) est un

morphisme unité, on a un diagramme commutatif de la forme :

La famille (O(S))S e S(A’, A)o définit donc une transformation naturelle de
source L ( A’, A ) et de but un foncteur constant sur C(C’, C). On désigne

par H ( A’, A ) son co-crochet. Supposons que A’ = A :
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Ainsi H est compatible avec les morphismes unités. Considérons les trois

sommets A ", A’ et A de A, les suites S’ , objet de S(A", A’), et S , ob-

j et de S(A’, A). Posons C" = G(A") et C’i = G(A’i). Pour simplifier les

notations, posons aussi m (S) = m(C’,Cn-1,..., C2 , C ) . On a la relation:

Autrement dit on a un diagramme du type suivant :

Dans ce diagramme, [3] commute d’après la relation précédente; [1] et

[2] commutent par définition de H , et le pourtour par définition des mor-

phismes de composition; [4] commute car la famille ( F (S’) O F (S)) est

régulière à droite. Ainsi H est compatible avec les morphismes de compo-
sition et est un V-foncteur de B vers C . L’unicité des H ( A’, A ) assure

l’unicité de H . Donc B définit bien une structure libre associée à A..
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T H E O R E M E 1. 3. Si V est à petites limites inductives, le foncteur 6 v
est à quasi-surjections [S.T.Q.Q].

PREUVE . La démonstration présente quelques analogies avec celle du

théorème précédent. Soit A une petite V-catégorie et K: [A] - D un

petit homomorphisme entre V-graphes orientés, où [ A ] est sous-jacent
à A. A chaque couple ( D’, D ) de sommets de D associons une catégo-
rie S (D’, D). Les objets de cette catégorie sont les familles ( S, Rk, ... , 

Ri, ... , Ra) = T, où S est une suite de sommets de D :

où Rt est une suite d’ obj ets de A d’au moins trois éléments :

vérifiant K (Ai) = Di où
Cette catégorie est engendrée par les flèches : 

b ) t de ( S ) vers T et t de (5) vers T , si T = (S, Rk, ...,Ri, ... ,
Ra) et si S se déduit de S en supprimant dans cette suite les sommets

K ( Ai ) , pour Ai, appartenant à la suite Ri, pour n,  ii  1i et pour

et par les relations :

On définit un foncteur comme suit :
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bO ) Supposons que et posons :

Le couple ( kT . mT, kT ) admet une somme fibrée WT , dont les co-pro-

jections sont notées wT et wT. On a alors :

c°) Comme jA (Ai) est un morphisme unité, L(D’, D )(- ) est compatible
avec la relation 1. s = t, définissant la catégorie S ( D’ , D ) .

Le foncteur L (D’, D) (-) admet une limite inductive B ( D’, D ) ;

les co-projections correspondantes sont notées K’ ( T ), K’ (S) et K’ ( D’,

D ) . On pose :
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Nous avons défini ainsi un homomorphisme entre V-graphes orientés K’ :

D - B . Montrons, comme dans la démonstration du théorème précédent, que
B est sous-jacent à une V-catégorie. A un objet T=(S,..., Ri,..., Ra)
de S(D’, D) et un obj et T’=(S’, ..., Ri’, ..., R’a) de S(D", D’) on fait

correspondre un objet

de S (D", D). Comme le foncteur 0 est associatif et que les foncteurs

- 0 V et V O - sont compatibles avec les limites inductives, il existe

un morphisme canonique

Pour les mêmes raisons, il existe un morphisme canonique m (D", D’, D)
rendant le diagramme suivant commutatif .

pour tout objet T de S (D’, D ) et tout objet T’ de S (D", D’ ).
Les morphismes m (D", D,, D ) font de B une V-catégorie; la dé-

monstration est en tous points semblable à celle du théorème 1.2 .

Posons

On a:

Supposons donné un troisième objet A" de A et posons: 
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Considérons le diagramme suivant où :

[2j commute en vertu de [1],
[3] et [4] commutent, car B (D", D ) est une limite inductive,

[5] commute car a ( S’, S ) est une unité,
[6] commute par définition du foncteur L (D", D) f voir b ) .

Ainsi nous avons la relation :

et F est un V-foncteur de A vers B qui vérifie : K’. K = [F]. N40ntrons

que F est une quasi-surjection. On se donne un V-foncteur H : A - C et

un homomorphisme entre V-graphes orientés G : D - [C] tels que G . K =
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a° ) Considérons un objet (

on a la relation n est un morphis-

b° ) On considère l’ obj et Le

fait que H est un V-foncteur et que l’ on a la relation [H] - G . K assure

qu e : 

On désigne par n (T) le co-crochet de ( n (S), n (S)). On a donc:

Ainsi la famille ( définit une transforma-

tion naturelle de source L (D’, D) et de but un foncteur constant sur

C ( C’, C ) . On note H ( D’, D ) son co-crochet; il vérifie

et, si D’ = K ( A’ ) et D = K ( A ) , aussi

De plus,

Comme H est compatible avec les morphismes de composition et

comme ceux-ci sont associatifs, nous sommes assurés de la relation

qui entraîne :

Ainsi H : B - C est un V-foncteur qui vérifie : H . F = H et [H] . K’ = G.
L’unicité de H provient du fait que H (D’, D ) est un co-crochet .

COROLLAIRE. Supposons que V est à petites limites inductives: 

a° ) Le foncteur d’oubli de V-cat dans E , qui à un V- foncteur associe

son application sous-jacente, est à structures quasi-quotients;



80

b° ) La catégorie V-cat est à petites limites inductives;

c" ) Le foncteur d’oubli de V-cat dans E , qui à un V-foncteur associe sa

restriction aux objets, est à structures quasi-quotients.

PREUVE, a et b sont des conséquences des corollaires des proposi-
tions 1.9 et I.10 . c est une conséquence de a ; en effet, soit A une pe-

tite V-catégorie et ro une relation sur Ao . La relation ro engendre sur

A une relation r, où les seules flèches identifiées sont des flèches uni-

tés. Une V-catégorie quasi-quotient de A par ro est isomorphe à une

V-catégorie quasi-quotient de A par r.. 

REMARQUE. Dans [S.C.F.D] nous ne supposions pas que la categorie

V était monordale et l’expression des résultats ci-dessus s’en trouvait

compliquée.

CAS PARTICULIER: On peut considérer les sous-catégories pleines de

V-cat et de V-gra, dont les objets sont les V-catégories n’ayant qu’un

objet et les V-graphes orientés n’ayant qu’un seul sommet. On obtient

ainsi les V-monordes engendrés, les V-monoides libres, les V-monoîdes

quasi-surjections et les V-monoîdes limites inductives.

Considérons le cas où V est la catégorie des R-modules, sur un

anneau R . Le V-monoide libre B associé au module pointé A du théo-

rème 1.2 est un quotient de l’algèbre tensorielle T ( A ) . Si A est le point
choisi dans A , alors B est obtenu en faisant de A une unité de T (A)

pour la multiplication.
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Il. COMPLETION J-PROJECTIVE ET 9-INDUCTIVE

DE PETITES V-CATEGORIES.

On se donne deux ensembles 9 et 9 de petites catégories. Soit A

une V-catégorie ayant A pour catégorie sous-jacente :

D E F IN IT I O N . a° ) Une relation 9-cône projectif f.1 sur A est une relation

qui associe à tout foncteur q5 de source J e J et de but A un ensemble

( éventuellement vide) de transformations naturelles de but 0 et de source

un foncteur constant.

b° ) Une relation 1-limite projective sur A est une relation

J-cÔne projectif sur A telle que tout élément U de /L (O) soit une V-limi-
te projective naturalisée ( i. e. A (- , A). U est une limite proj ective natura-

lisée dans V , pour tout élément A de Ao) .
Si f.1 est une application (partielle), on parlera d’application (par-

tielle j’ J-cône projectif ou 1-limite projective. On définit dualement les no-
tions de relation, d’application partielle et d’application J-cône inductif
et g-limite inductive.

Désignons par Cô o" l’ensemble des triplets U = (A, u, b) tels

que A soit une V-catégorie, f.1 une relation J-cône projectif et 3 une re-

lation 9-cêne inductif sur A . Cet ensemble admet pour sous-ensembles : 

a° ) Côo’ formé des U tels que IL et 3 soient des applications par-

tielles,

b° ) Limo (Limo’) formé des U tels que f.1 soit une application (par-
tielle’j 1-limite projective sur A et 3 une application r partielle) 9-limite

inductive sur A .

On définit une catégorie Cô" dont les flèches sont les triplets

(U’, F, LU vérifiant:

U=(A, u, b) et U’ = (A’, u’, b’) sont des éléments de Côo";

F est un V-foncteur de A vers A’ tel que, si § est un élément de

u (O) (resp. de b (O)), F . U appartient à u’ (F.O) (resp. à b’(F.O)).

Pour simpl ifier les notations on se permettra d’identifier les unités et les

objets de Cô" . Cette catégorie admet pour sous-catégories pleines les
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catégories :

On note C" le foncteur de Cô vers V -Cat , qui à ( U’, F, U) asso-

cie F ; ce foncteur admet pour sous-foncteurs les foncteurs ê 1 , L’, L
vers V-Cat de sources respectives Cô’, Lim’,’ Li-m . On définit à partir de
V des catégories et des foncteurs analogues; on remplacera le symbole

par ’ pour les distinguer. Si 
v 

est supprimé, c’est que l’on aura affaire à

des catégories où A est petite; on a donc une famille de sous-catégories

pleines :

Nous nous proposons de trouver des conditions permettant d’asso-

cier à une petite V-catégorie A une petite V-catégorie A’ ayant certaines

(resp. toutes les) V-limites projectives ?inductives? dont les catégories
d’indices appartiennent à J (j). Plus précisément, c’est chercher des

conditions permettant d’affirmer l’existence de ( Co’, Lim’ )-projecteurs ou
de ( Co’, Lim )-projecteurs ( i.e. de structures libres relatives au foncteur

inclusion de Co’ dans Lim’ et dans Lim ) . Dans un premier paragraphe,
on cherche des conditions permettant d’appliquer le théorème d’existence

des structures libres; dans un second paragraphe, on construit plus direc-

tement ces projecteurs. PV désigne le foncteur de V-Cat dans Cat.
Il.1 . Ex i stence de V-catégor ies (J, j) -comp létées .

PROPOSITION 2.1 . Les foncteurs C", C’, L’ et L sont des foncteurs

d’homomorphismes saturés.

Soit K une catégorie de Cât et S un foncteur de K vers Cô" :

PROPOSITION 2 .2 . Si V est à {K}-limites projectives, le foncteur S
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admet une limite projective.

P R E U vE . Posons S (K) = UK = (AK, uK, bK), pour toute unité K de

K , et

D’après la proposition I.1 le foncteur C" . S admet une limite projective
A et A est une limite du foncteur S. Désignons par GK les V-

foncteurs projections de A vers AK . Soient un foncteur de J e 9 vers
A et U une transformation naturelle de but O, de source un foncteur cons-
tant. Par définition, on dira que si et seulement si GK . U ap-
partient à uK(GK. O), pour toute unité K de K . On définit de manière

analogue 3. Le triplet V = (A, J-L ’ ê?) appartient à Coo" et (UK , GK , U)
est une flèche de Co" , par définition de u et 3. On considère une famil-

le de flèches ((UK, G’K, U’)) de Co", où U’=(A’, u’, b’) et où K est

une unité de K . On suppose que :

Il existe un unique V-foncteur F : A’ - A tel que GK. F = G’K pour toute

unité K de K . D’après la proposition 2.1 , il suffit de vérifier que (V,

F, U’ ) est une flèche de Co" pour être sûr que U est limite du foncteur

S . Soient O’ un foncteur de 1. E 5 vers A’ et f’ un élément de u’(O ’).
Par hypothèse, UK’ = GK . U’ appartient à fLK (G’K . O’), pour toute unité

K de K . De pl us, le foncteur de base de V est compatible avec les {K}-
limites projectives : il existe une unique transformation naturelle U véri-

fiant :

GK . U = U’K, pour toute unité K de K .

En effet, on a la relation Fk . U’K = U’K’ , pour toute flèche k : K - K’ de K .

Par définition de l,c , U est un élément de u ( F . O’) . On montre la même

propriété en ce qui concerne 3 et la proposition s’en déduit..

P RO P O SIT IO N 2.3 . Dans les mêmes conditions les catégories Cô’, Lim’

et Lim sont stables pour les {K}-limites projectives.

P R E U V E . Il est clair que, si uK (GK . O) a au moins ( resp. au plus ) un
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élément, pour toute unité K de K , /L (O) a aussi au moins (resp. au plus)
un élément. Il reste à montrer que, si ÇjK’ y; est une V-limite naturalisée,
pour toute unité K de K , alors Ç est aussi une V-limite naturalisée.

a° ) Cas de J-L. Soit A = (AK) une unité de A ; il faut montrer que la

condition

AK ( - , AK ) . GK . U est une limite projective naturalisée pour tout K

assure que A (- , A). U est une limite projective naturalisée. Soit J une
unité de J ; on sait que A ( O(J), A ) est une limite projective du foncteur

de K dans V qui à k : K - K’ associe Fk (GK . O(J) , AK). De même, si

la source de Ç est un foncteur constant sur A = (AK), on sait que A ( A ,

A ) est une limite projective du foncteur de K dans V qui à k associe

Fk ( AK , AK ) . Le résultat se déduit donc de la commutativité des limites

projectives.

b° ) Le cas de 3 est analogue, en remplaçant A ( - , A ) par A ( A , - ).

On considère la sous-catégorie X de la catégorie des monomorphis-
mes de V du paragraphe I.2 . On rappelle que Y est l’ensemble des V-fonc-

teurs F : A - B tels que Fo soit inj ectif et que F (A’ , A) e X pour tout

couple ( A’ , A ) d’objets de A. On désigne par Z" l’ensemble des flèches

( U’ , F , U) de Co’’ vérifiant: 

a° ) F appartient à Y ,

b° ) Si J est un élément de i et si J -A est un foncteur, alors
appartient à u (O) ssi F . U appartient à u ( F . O).

c° ) Si J appartient à 9 et si O: J - A est un foncteur, alors f ap-

partient à b (O) ssi F . U appartient à -0’ ( F . O).
Il est clair que Z" est un ensemble de C"-monomorphismes. Les

restrictions de Z" , aux différentes sous-catégories de Co" considérées,

sont respectivement des ensembles de C’-monomorphismes, de L’-mono-

morphismes, de L-monomorphismes. On pose, pour la suite,

On suppose que 9 u 9 est un Eo -ensemble. Alors il existe un or-
dinal régulier e vérifiant :
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est l’ordinal initial associé à M .

On désigne par Q l’ensemble des V-foncteurs F: A - B tels que A soit

une petite V-catégorie et par § la catégorie associée à l’ordinal § . Le

foncteur de base ? de V est désormais à limites inductives filtrantes.

PRO POSITION 2.4. Supposons que le foncteur inclusion de V dans V est

à petites limites inductives, que le foncteur de base et les foncteurs in-

clusion de X dans X et de X dans V sont à {§}-limites inductives,
§§. Si le foncteur identique sur V est ( V. V. , X . Vo ) -engendrant et si
le foncteur de base de V est ( E . Eo , X . Vo ) -engendrant, le foncteur C’

es t ( Q , Z’. Co’o)-engendrant.

P RE U V E . Désignons par U = (B , u , b) un élément de Coô et par G un

V-foncteur de but B et de source une petite V-catégorie C . On cherche à

déterminer une plus petite Y-sous-catégorie A de B stable pour j..L et pour

o de manière à ce que G se décompose à travers A . Pour ceci nous al-

lons définir par récurrence une famille (F§) §§ d’éléments de Y , où

F§ est un V-foncteur de but B et de source une petite V-catégorie A§ .
a° ) Les conditions du théorème I.1 sont réalisées et il existe un élé-

ment F1: A1 - B de Y engendrée par G. De plus, Ai est une petite V-ca-
tégorie.

b° ) On suppose que Fj : A j - B est défini. Soient J un élément des
(resp. de j ) et qb un foncteur de J dans B . Si la transformation naturelle

u (O) ( resp. b(O)) est définie, on désigne par M 0 (resp. par N O )
l’ensemble des flèches de B qui définissent cette transformation naturel-

le. Si 03BC (O) (resp. d ( O ) ) n’est pas défini, M, (resp. NO ) désignera
l’ensemble vide. Soit M 1 (resp. N 1 ) l’ensemble réunion des ensembles

MO (resp. NO ) , quand parcourt l’ensemble des foncteurs ayant B pour
but, ayant leur source dans J ( resp. J ) et leur image contenue dans celle

de F C . On pose M U N C . On peut appliquer le corollaire 2 du thé-
orème I.1 : par définition, FC+1 : AC+1 -&#x3E; B est un V-foncteur de Y engen-

dré par F et par l’ensemble A C .
c° ) On suppose que C" est un ordinal limite, que F À&#x26; B est dé-
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fini pour tout ordinal C C"  , que AC est une petite V-catégorie; on sup-

pose aussi que, pour tout C’ E 1 C " , on a une relation de la forme

Alors F ( C, C, )est un petit V-foncteur. D’après la proposition 1.2 , le fonc-
teur WC de C" dans V-cat, qui à (C , C ’) associe F ( C , C’)’ admet une

limite inductive AC,, ; les co-projections correspondantes sont notées

F (C", C). Comme le foncteur inclusion de V dans V est à {C"}-limites
inductives, AC"M est aussi une limite dans V’Cat ; par suite, il existe un

V-foncteur bien déterminé FC" : AC -&#x3E; B vérifiant:

d° ) Il reste à montrer que la V-catégorie A cherchée est isomorphe à

AE. Il faut vérifier que Ae est contenu dans l’image de Fe - Soient J

une catégorie de 9 et ql un foncteur de J vers B dont l’image est conte-

nue dans l’image de F e * Le foncteur de base est compatible avec les

{ E} inductives; la proposition 1.2 nous indique que AE est une
limite du foncteur P V.WE . De plus, le foncteur de base est compatible
avec les monomorphismes. Ainsi

CBC

Pour toute flèche /.’/"/’ de .l , il existe un ordinal et une flèche

a ( j ) de A C( j ) vérifiant:O(j)=FC(j)(a(j)). La borne supérieure
de la famille (C (j) )j E J, est strictement inférieure à , puisque e est

un ordinal régulier et est strictement supérieur à ||J||. Comme les tonc-

teurs FC’ sont injectifs, il existe un foncteur O’ de J dans AC vérifiant:

O’ (j)=F (C, C (j) ) (a(j). On en déduit: O=FC.O On pose O"=

F ( C+1 , C ) . O’. L’image de F C+1 contient tous les éléments définissant

la transformation naturelle 03BC(O) Comme F(C+1) est injectif, il existe une

transformation naturelle 03BC"(O") unique, de but O de source un foncteur

constant, vérifiant 03BC (O ) = F C+ 1 . 03BC " (O" ). On posera

Ainsi, pour tout foncteur O de J vers
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défini, il existe une unique transformation naturelle - (O) de but 95 de

source un foncteur constant et vérifiant : F E .03BC(O)=03BC(FE.O). On défi-
nit de manière analogue une application partielle 9-cÔne inductive 3 ; la

transformation naturelle d (O) est définie ssi d (F E . O) l’ est et
- -

Posons

Le triplet u = ( U , F , U ) appartient à Z’ et A est une petite V-catégo-
rie.

- 

Considérons un autre élément ( U, F’, U’ ) de Z’ , où U’ = (A " fL’ 
à’). On veut prouver que la relation F’ . G’ = G assure que: F’ . G" = F .

a° ) Comme FI est engendré par G , il existe G1 tel que: F’ . 6y = F1 . *

b° ) Supposons que nous ayons la relation :

Soient J un élément de j ( resp. 9 ) et 0 un foncteur de J dans S ; si

l’image de qÉ est contenue dans A ç , l’image de F’ contient l’ensemble

M (resp. N ç ) , car ( U, F’ , U ) appartient à Z’ . Par suite, M (resp.
N 1 ) ainsi que l’ensemble À ç appartiennent à l’image de F’ . Par défini-

tion de Fç +1 il existe un élément G ç+ 1 forcément unique vérifiant:

Comme F’ est un monomorphisme, on a la relation G ç+ 1 ’ F ( ç+ 1 , ç =G ç*

CO ) On suppose que ç’" est un ordinal limite et que, pour tout 1  ç",
l’on a la relation (2). On déduit de la régularité à gauche de F’ que:

La famille ( G ç )ç ç définit une transformation naturelle de source Ç
et de but un foncteur constant sur A’ . Soit Gj» son co-crochet; on a

F’ . G ç. = F ", puisque F jn est aussi défini comme un co-crochet.

En particulier, si ç = ç , l’on a : F’ . Gç = Fç . Ceci achève la dé-
monstration. a

On suppose que tout couple de flèches de V admet un noyau ap-
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partenant à X. D’après la proposition 2.3 tout couple de flèches admet
1B

dans Co’ un noyau appartenant à Z’ :

C O R O L L A IR E . Avec les hypothèses de la proposition 2. 4, supposons que

V est à limites projectives :
- Le foncteur C’ est à quasi-surjections,
- La catégorie Co" est à Co’ -projections.
- La catégorie Co’ est à petites limites inductives.

- Le foncteur d’oubli de Co’ dans E , qui à une flèche associe son ap-

plication sous-jacente, est un foncteur à quasi-surjections.

P R E U V E . Le foncteur C’ est compatible avec les noyaux. Les proposi-
tions 2.2 , 2.3 et 2.4 permettent d’appliquer le théorème d’existence des

structures libres [S.E.S.LL *
Un problème plus intéressant est de savoir sous quelles conditions

le foncteur L, est ( Q , Z . Limô ) -engendrant; en d’ autres termes, étant

donnée une V-catégorie B munie d’une application partielle J-limite pro-
jective t§-iimite inductive ), on veut montrer qu’une petite « Y -sous-caté-

gorie de B » engendre une petite « Y-sous-catégorie de B » , stable pour l’ap-

plication L-limite projective f§-limite inductive l de B .

TH EO REM E 2.1. Avec les hypothèses de la proposition 2.4 , supposons
1%

que V est à (j U J ) -limites projectives. Si dans V les {ç} -limites in-
_ - 

- 

ductives commutent avec les (g U g)-limites projectives, le foncteur L’
A 

est ( Q, Z . Limo )-engendrant et le fonct eur lil est ( Q, Z . Limo ) -engendrant.

PREUVE. On se donne un élément U = ( B , U , a ) de Limô et un V-fonc-

teur G de but B , de source une petite V-catégorie. On cherche un élément

( U , F , U ) de Z engendré par G , où U = ( A , U, , A ) appartient à L im O .

On détermine F par récurrence. On définit deux familles (Fç )ç  ç et

( F ç ) ç ç d’éléments de Y, où F ç et F ç sont tous des V-foncteurs de

but B et de sources respectives de petites V-catégories A ç et A ç .
a,o ) Les conditions du théorème I.1 sont réalisées et il existe un élé-

ment Fi: Ai -+ B de Y engendré par G . De plus, Ai est une petite V-

catégorie.

b° ) On suppose que F ç A ç - B est défini, pour ç  ç . Pour simpli-
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fier les notations, on identifie les objets de Aç à des objets de B et on

désigne par (A", A ) un couple d’ obj ets de A ç . On considère l’ensemble
D ç ( A ) ( resp. E ç ( A’ ) ) des foncteurs 0 vérifiant:

- La source de o appartient à 1 (resp. 9), le but de o est B ,
- l’image de 0 est contenue dans celle de Fç ,
- u. ( o ) (resp. a ( o ) ) est défini et les éléments définissant cette li-

mite naturalisée appartiennent à l’image de F ç ,
- A (resp. A’ ) est le sommet du cône u ( o ) ( resp. a ( o ) ) .

Puisque j ( resp. j ) est un petit ensemble et que A’ est une petite caté-
gorie, l’ensemble D ç ( A ) (resp. E ç ( A’ ) ) est petit. Soient o un foncteur
de cet ensemble et A" un objet de A ç . Le V-foncteur F ç définit une

transformation naturelle, où o ç est la restriction de qb à Aç :

Soit t ( o, A", ç ) (resp. s ( o, A", ç ) ) le produit de cette transformation

naturelle par une limite projective naturalisée t (o , A", § ) (resp. s ( o,
A " , ç &#x3E; &#x3E; du foncteur A ç ( -, A") . o ç ( resp. A ç ( A", - ).oç* ) ; une telle limi-
te existe par hypothèse.
La transformation naturelle B ( , A" ) .u , ( o ) (resp. B ( A " , - ) . S ( q5 )*j

A

st, par définition de U , une limite projective naturalisée dans V .

On notera : 

le crochet correspondant de t ( o, A", ç ) (resp. s‘ ( o, A", ç ) ) . La famil-

le ( V ( o, A"’, ç ) ), où o parcourt Dç (A) (resp. (W(o , A", ç)), où

qb parcourt E ç ( A ) ) , admet une somme V ( A" , ç ) (resp. W ( A" , ç ) ) . On

notera

le co-crochet de la famille ( v (o , A", ç ) ) (resp. ( w&#x3E;( o , A " , ) ) ) ) , si

D ç ( A ) (resp. E ç A )) est différent du vide; dans le cas inverse v ( A",
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Ç ) (resp. w ( A", ç ) ) désigne l’unique flèche de but B ( A , A " ) (resp.
B ( A", A’ ) ) de source un objet initial de V noté V ( A", ç ) ( resp. W ( A ",

) ) . On considère une somme S ( A , A’ , ç ) de ( A ç ( A , A’ ) , V ( A’ , ç ) ,

W ( A , ç ) ); le co-crochet correspondant du triplet ( F ç ( A , .A’ ), v ( A’, ç ),
w ( A , ç ) ) est désigné par G ç ( A , A’ ). Par définition, F ç est engendré

par la famille ( G ç ( A, A’ ) ) où A et A’ parcourent l’ensemble des ob-

jets de Aç. 
cO ) On suppose que F ç: A ç-&#x3E; B est défini, avec ç  ç . Nous définis-

sons F ç+ 1 à partir de F ç de la même manière que F ç+ 1 a été défini à

partir de F ç dans la proposition 2.4 : M o (resp. No ) désigne l’ensemble
des flèches de B définissant, quand elle existe, la transformation naturel-

le u (o ) (resp. a (o )) . L’ensemble réunion des ensembles M o (resp.

No ) , quand et parcourt l’ensemble des foncteurs ayant B pour but, ayant
leur source dans 1 ( resp. j ) et leur image contenue dans celle de F ç ,
est noté M ç (resp. N ç ). On pose : Aç = M ç U N ç . Par définition, F ç + 1 ’ 
 A ç + 1 -&#x3E; B est un V-foncteur de Y engendré par F et l’ensemble A ç . Re-

marquons que A ç+1 est une petite V-catégorie, car Ay  en est une et que

A ç est un petit ensemble.
do ) On suppose que est un ordinal limite et que F ç : A’ -&#x3E; B est

défini, pour tout ordinal )  ç " ; ; on suppose aussi que A’ est une petite

V-catégorie et que, pour tout ordinal ç ’  ç  ç" , , on a une relation de la

f or me :

F (ç,ç ) est un petit V-foncteur. Soit y , ç" le foncteur de ç" dans V-

cat, qui à ( ç , ç’ ) associe F’ ( ç ç 1) Ce foncteur admet une limite in-

ductive A,, ; les co-projections correspondantes sont notées F’ ( ç , ç ) 
Comme le foncteur inclusion de V dans V est à { ç" }-limites inducti-
A

ves, il existe un V-foncteur bien déterminé F ç"ç A -&#x3E;-B vérifiant :

pour tout 

e° ) Il reste à montrer que le V-foncteur cherché F’ est égal à Ft- et

à F e On montre comme dans la proposition 2.4 que A e est stable pour

les applications 1-cône projectif u et 9-cÔne inductif 3 : désignons par
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cp un foncteur de source J e j fresp. e 9), de but B , d’image contenue

dans l’image de F ç . On a les relations :

pour toute flèche j de J , avec ç ( j )  ç où a ( j ) appartient à j&#x26;
La borne supérieure ç de la famille ( ç ( j) ) j. E J est strictement inférieu-

re à ç , car e est régulier et est strictement supérieur à  II J II Par suite
il existe un foncteur e’ de J dans A ç tel que o = F ç .  o On pose  o =
F (  ç+1 , ç )’  o . Tous les éléments définissant la transformation naturelle
u ( o) (resp. a ( o ) ) appartiennent à l’ image de F ç+ 1 . L’injectivité de

F ç +1 assure l’existence d’une transformation naturelle  u " ( o ) " de but

o" , de source un foncteur constant et vérifiant  u. ( o ) = F ç + 1 . u" ( o)
( resp. 0" ( cP") de source  o" , de but un foncteur constant et vérifiant

. On pose

Remarquons que la relation A ç = A’ ç entraîne la relation Aç =A’ ç +1 ’
c’est-à-dire assure la stabilisation de la construction.

Il faut maintenant prouver que  u ( o ) (resp. a( o)) est une li-

mite projective (resp. inductive) naturalisée dans Ag. 
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Cas de 7 On se donne une unité A " de Ag (unité identifiée à une

unité de B ) et un foncteur o de source appartenant à j , de but B et

d’image contenue dans celle de Fç . D’après la première partie de ce pa-
ragraphe, il existe un ordinal ç  ç tel que :

- A" est unité de A ç ,
- l’image de q6 est contenue dans celle de F ç .

On désigne par /ç / la sous-catégorie due ayant pour flèches les ( ) ,

ç’) telles que A une telle flèche correspond une transformation

naturelle
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Le foncteur Aç ( o (-), A" est aussi une limite inductive du foncteur de

source / e / qui à  (ç , ç’) associe 0 (ç , ç ’) - Si ( ç , ç’) appartient à

/ ç / , notons h ç ’ ) le crochet par rapport à la limite projective natu-

ralisée t ( o , A " , ç) de la transformation naturelle: 0 ( ç , ç ’). t( o , A ", ç’ ) .
Les h ç ’ ) déterminent un foncteur e de / e / dans V, qui admet une

limite inductive V. Il existe une transformation naturelle  t (o , A " , ç li-

mite inductive des transformations naturelles t ( o , A " , ç ) (relativement

aux e ( ç , ç ’.) et aux h ( ç , ç ’ ) ) , ayant pour but Ag ( o ( - ) , A " ) et pour

source un foncteur constant sur V. Par hypothèse, t A", est aussi
une limite projective naturalisée dans V . On se propose de montrer que

la transformation naturelle A ç (u (o) , A" lui est égale à un isomorphis-
me près.

On note A le sommet du cône projectif  u (0) et E’ le foncteur

de / ç / dans V qui associe F/ ç ’ ç’ ) ( A , A " ) à  (ç  ç ’ ) . L’objet A’(A
A") est une limite inductive de ce foncteur. Si  ç  ç , désignons par 1
le crochet de la transformation naturelle A’ç ( u (o ),A") relativement à

t A On a la relation: 

La famille ( l ç )çç  ç définit une transformation naturelle de E’ vers

e , qui admet une limite inductive :

Par construction, il existe un morphisme l ç défini comme composé
de :
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La famille ( F’ç +1 (A, A"). l’ ç) ç définit une transformation natu-

relle de source E et de but un foncteur constant sur A ç ( A , A" ) . En ef-
fet, on a la relation :

On désigne par 1 é : V -&#x3E; Aç ( A, A" ) le co-crochet de la transformation natu-

relle cirdessus; t ( o, A", ç + 1 ) est une limite naturalisée, donc

et par suite l ç . l ç = V . Par construction, l’on a:

c’est-à-dire

Ainsi 1 é est l’inverse de lç A’ ç(u ( o ) , A" ) est une limite projective
naturalisée dans V et u ( o ) est une limite projective naturalisée dans

Ag et a fortiori dans A ç . 

En considérant les foncteurs co-représentables, on montre de même

que a ( o ) ( qui est la transformation naturelle  a ( o ) restreinte à A
est une limite inductive dans Aç . On a donc construit un élément u =

( U , F, U ) de Lim’ , où F = F g et U = ( A ç , Fi , a ) appartient à lo ; ainsi

Ae est une V-sous-catégorie de B stable pour les 1-limites projectives
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(resp. les 9-limites inductives). Remarquons que, si fL et 3 sont partout

définies ( i.e. U E Limo ) , il en est de même de jl et à, donc U E Limo _

Il faut encore montrer que Ae est la  plus petite» V-sous-catégorie de B

ayant la propriété ci-dessus. Soit û = ( U, H , U ) un élément de Z’, où

U =( C , u , a ) appartient à Limo . On veut montrer que la relation H . K’ =

G, où K’ est un V-foncteur de but C , assure l’existence d’un V-foncteur

K : Aç - C tel que H. K=F.
ao ) Comme Fj est engendré par G , il existe un V-foncteur K’ 1 : A1 -&#x3E; C

tel que H . K’ - Fi .
bo )’On suppose que l’on a un V-foncteur K ç : Aç-&#x3E; C tel que H . K ç = Fç 

avec ç  ç . On considère trois unités A, A’, A" de A ç et leurs images
C , C’ , C" par K ç . On suppose que l’on a un élément qfl de D ç ( A ) t resp.

(resp. de E ç( A’ ) ) . Comme ù appartient à Z (i.e. C est stable pour les

limites ) , la V-limite naturalisée  u(K’ç. oç ) (resp. a (K ç. o)ç ) est définie

et par suite, le morphisme v ( o, A", ç ) (resp. w ( o, A", ç ) ) se factori-

se à travers K ç ( A , A" ) (resp. à travers K ç ( A", A’ ) ) . Il en est donc de

même de v ( A", ç ) (resp. de w ( A", ç ) ) et de G ç ( A , A’ ) , puisque leur
source est une somme. La famille ( G ç ( A , A’ ) ) engendre F ç ; il existe un
unique V-foncteur K ç tel que : H . K ç = F ç.
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c°) D’après la proposition 2.4, il existe un unique K ç +1 vérifiant

H - Kç+1 = Fç +1 
do ) Soit ç " un ordinal limite. On suppose que H . K ç = F ç , pour tout

" . La relation ( 1 ) ci-dessus assure que

pour tout 

en effet, H est un monomorphisme. Comme A ç " est une limite inductive,

il existe un unique V-foncteur K ç " tel que :

pour tout

En particulier, il existe un unique V-foncteur K = Ke tel que H . K = F .

Le théorème est ainsi entièrement démontré. ,

COROLLAIRE . On suppose de plus que V est à limites projectives:

a° ) Les catégories Co’ , Lim’ et Lim sont à petites limites inductives.

bO ) Les foncteurs c’, l’ et Y sont à quasi-surjections et admettent des

des adjoints.

c° ) La catégorie Co’ est à Lim’ -projections et la catégorie Lim’ est à

Lim - projections ( i. e. les loncteurs inclusions admettent des adjoints ) .

PREUVE . C’est une conséquence du théorème d’existence de structures

libres

11.2. Construction d’une Y-catégorie ( j , j ) -complétée.
A. Un adjoint du foncteur inclusion de Co" dans Co’ .

Avec les notations précédentes, nous supposerons que le petit

ordinal f est régulier et vérifie :

où ( || E || I est l’ordinal associé à l’ensemble E . Désignons encore par ç 
la catégorie associée à f .

P RO P OS ITI ON 2.5. Supposons que V est à petites limites inductives et

que le foncteur de base de V est compatible avec les {£.. }-limites induc-
tives. Le foncteur d’inclusion de Co" dans Co’ admet un adjoint.

P R E U V E . Le corollaire du théorème 1.3 nous indique que le foncteur d’ou-
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bli de la catégorie V.cat dans la catégorie E , qui à un V-foncteur associe

son application sous-jacente, est un foncteur à structures quasi-quotients.
Considérons un objet U= (A, u , a ) de Co", c’est-à-dire une peti-

te V-catégorie m,unie d’une relation 1-c6ne projectif et d’une relation 9-

cône inductif. Nous allons définir par récurrence une famille de V-fonc-

teurs petits ( F(  ç’ , ç (  C  ç où

Supposons que A ç est défini. Désignons par M ç (resp. N ç ) le
quotient de l’ensemble des foncteurs dont la source appartient à 9 (resp.
à j ) et dont le but est A , par la relation d’équivalence’ 

Notons 0 la classe quotient de ( o et D o (resp. E o ) l’ensemble, pour

o E M ç ( resp. o E N ç ) de tous les couples de la f orme :

lorsque (0- ( j )) définit une transformation naturelle appartenant à u (o )
( resp. à a (o ’ ) ) et que o : j-&#x3E; A et o ’: J -&#x3E; A appartiennent à Cf.

Posons Le sous-ensemble

D ç U E ç de A ç X A ç détermine sur A ç une relation d’équivalence r ç .
Désignons par A ç+1 une V-catégorie quasi-quotient de A ç par r ç et par

F( ç+1 , ç la quasi-surjection associée. Si ç ’  ç et si F( ç, ,  ç ’) est

défini, on posera :

D’après la proposition 1.2, V-cat est à ( ç" )-limites inductives,
si ç " est un ordinal limite. Supposons que F( ç, , ç ’) est déterminé, pour
tout ç  ç  ç " . Par définition, A ç " sera une limite inductive du foncteur

de source ç " de but V-cat , qui à (ç ,  ç ’ ) associe F( ç ç’ ); et F( ç", ç )
sera une co-proj ection correspondante.

Montrons que U détermine sur Ae une application 1-cône projec-
tive et une application 9-cêne inductive. On désigne par J une catégorie
de g (resp. de g) et par y; un foncteur de J vers  Aç’ S’ il n’existe aucun
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foncteur o : j - &#x3E; A tel que y = F( ç , 1 ) . o et tel que  u ( o ) (resp. a ( o )
soit différent du vide, on posera  u ( y ) = o (resp. a ( y ) = 0). Considé-
rons le cas inverse et supposons que

D’après la proposition I.2 , le foncteur de V-cat dans cat , qui associe A

à A , est compatible avec les {ç }-limites inductives. On en déduit que,
pour tout élément j de J , il existe un ordinal çj  ç vérifiant :

Si ç est la borne supérieure des ’j’ pour j appartenant à J , on sait que

ç  ç etque:

D’ après ce qui précède, si t 1 est un élément de IL (  01 ) f resp. de a ( 1J1 ) )
et t2 un élément de  u ( 02 ) (resp. de a ( 02. ) ) , nous sommes assurés
que :

donc que : F ç , 7 ) ’ t 1 = F ç 1 J’ t2 . On posera :

U = ( A ç ,  u , a) est un objet de Co’ et ( U, F ç , U ) est une flèche de Co’ .

Montrons que U est une structure libre associée à U : 

Considérons une flèche ( U, G, LI) de Co " , où U ’ = ( B , u’ , v’)
est un objet de Co’ . Supposons que G s’écrive de manière unique sous la

forme : G ç . F( ç , 1 ) = G . L’application sous-jacente à G ç est compatible
avec la relation définie par D f (resp. E 0 ) , car:

Par suite, cette application est aussi compatible avec la relation définie

par D ç (resp. E ç ) , donc aussi avec r ç . Ainsi G ç s’écrit de manière u-

nique sous la forme: G ç = G ç +1 . F( ç+ 1 , ç ) . Supposons que ç " est un or-

dinal limite et que G s’écrive, pour tout ordinal ç  ç " , d’une seule ma-
nière sous la forme: G ç . F( ç ,1 ) = G . On a donc une transformation natu-
relle définie par la famille ( G ç ) ç   ç", de but un foncteur constant sur B
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et de source le foncteur déterminé par les F( ç , 1 ç ’ ) où ç  ç  ç". Le
V-foncteur G ç ". sera le co-crochet de cette transformation naturelle. Le

triplet ( U’ , G ç , U ) est bien une flèche de Co" :

On a la relation :

et cette décomposition est unique

PROPOSITION 2. 6 . Si V est à { ç " }-limites inductives, il en est de

même de la catégorie Co", où ç " est un ordinal limite.

P RE U V E . Soit 0 : K - &#x3E; Co" un foncteur, où K est la catégorie 1" asso-

ciée à un ordinal limite ç " . Posons 0 ( k ) = ( UK. , Fk , UK ), où k : K - &#x3E; K’

et où UK = ( AK ’ uk ’ aK ) . D’ après la proposition 1.2, le foncteur de K

dans V-cat , qui à k associe Fk , admet une limite inductive A . Notons

GK les co-projections associées. Soit y : .J - &#x3E; A un foncteur, où JE 9
( resp. J E j ) , et D l’ensemble des foncteurs  0 : J -&#x3E; A k , pour K parcou-
rant Ko , tels que : y = gK . cP. 

On posera

où par abus de notations GK est considéré comme une relation qui asso-
cie à des transformations naturelles ta les transformations naturelles

GK . t a
Si u = (A ,u , a ) , il est clair que les triplets ( U, GK , UK) sont

des flèches de Co " . Supposons que l’on ait un obj et U’= (B , u ’, a ) de
Co" et une transformation naturelle de source 0 , de but un foncteur cons-

tant sur U’ et définie par la famille ( ( U’ , GK , UK ) ) K E K o . Il existe un
unique V-foncteur H : A -- B tel que H . GK = G’ K , pour tout K . Soit t un

un élément de IL (tj;) (resp. de a ( y ) ) . Il existe un objet K de K , un

foncteur 0 : j -&#x3E; AK et une transformation naturelle tK tels que:
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On a: H . t = H . G K* tK = GK . t k , , qui est un élément de  u’( GK .  0) =
J-L’ ( fi . y;) (resp. de a ( G’K . 0 ) = v’ ( H . y; ) ). Donc le triplet ( U 1 , H , U ) ap-

partient à Co" et la proposition s’en déduit. 

CO RO L L A IR E 1 . Avec les hypothèses de la proposition 2. 5 , la catégorie
Co’ est à { ç" } -limites inductives.

PR E U V E . En effet, le foncteur injection de Co’ dans Co" admet un ad-

joint. N

COROLLAIRE 2. Avec les hypothèses de proposition 2-5 le foncteur de Co"
dans V-cat, qui à ( U’, F, U) associe F est corllpatible avec les {ç}-
limites inductives.

P RE U V E . En effet, le foncteur de V-cat dans c at , qui à F: A -&#x3E; B as-

socie F : A -&#x3E; B, est compatible avec ces mêmes limites d’après la propo-

sition I.2 .

COROLLAIRE 3. Toujours dans les mêmes conditions, la catégorie Co’

est stable dans Co" pour les {ç }-limites inductives.

PREUVE . Reprenons les notations de la démonstration de la proposition

2.6 , où K = ç . Il suffit de vérifier que  u ( 0 ) contient au plus un élément,
s’il en est ainsi de tous les u K ( 0 ) . Considérons deux foncteurs j -À K
et 0 ’ :j -&#x3E; AK, vérifiant : y = GK . 0 = GK, . 0’ . Pour toute flèche j de J,
il existe un ordinal  çjç tel que :

Posons ç = sup ç j . On à :
j EJ

Si t est un élé-

ment de uK ( 0 ) et t’ un élément de uK, ( 0 ) f resp. t est un élément de

aK ( O ) et t’ un élément de aK, ( ( 0) ) , l’on a :

Ceci achève la démonstration, car la même équation est vraie en rempla-

çant ç par f ..

B . Un adjoint au foncteur inclusion de Co’ dans Lim’ .

TH E O RE M E 2. 2 . Supposons que y est à petites limites inductives et pro-
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jectives, que le foncteur de base de V est compatible avec les ( f ) - li-
mites inductives. Si les J U 9-limites projectives commutent avec les

{ ç } -limites inductives dans V , le foncteur inclusion de Co’ dans Lim’

admet un adjoint.

P R E U V E . A partir d’un objet U = ( A, f-L, a) de Co’ , nous allons définir

une famille (( U ç , F(ç ,  ç ), U ç )) ç ’ ç  ç de flèches de Co’, où

Puis nous montrerons que Ue est un objet de Lim’, c’est-à-dire que lie
est une application J-cÔne projectif partielle et a ç est une application
9-cêne inductif partielle.

1° ) Supposons que Uç et F( ç , 1 sont déterminés. Définissons un ho-

momorphisme de V-graphes orientés G ç : [A ç ] -&#x3E;B ç, où [Aç ] =0 v ( A ç ) ,
susceptible de transformer les applications cône en des applications cône

«plus proches d’applications limite »  :

a° ) L’ensemble des sommets de B ç est l’ensemble ( A ç )o .
b° ) Soit A ç un tel sommet. On désigne par M ( A ç ) (resp. N ( A ç , ))

l’ensemble des foncteurs cp de source appartenant à j (resp. à 9) , de but
A et vérifiant :

 u (0) (resp. a ( 0 ) ) est défini et, si la source de u ( 0 ) (resp. le

but de a ( 0 ) ) est un foncteur constant sur A , on a : A ç = F( ç , 1) ( A ) .
Supposons donnés un élément cp de M(A ç ) (resp. de N ( A ç )) et

un autre objet A’ ç de Ai Le f oncteur A ç ( - , A’ç ) . F ( ç ,  1) . 0 (resp.

A ç (A’ç ,- ) . F(ç , 1 ) .0* ) admet une limite projective vt (resp. V’0ç ) et la

transformation naturelle A ç (-, A’ ç ). F(ç , 1 ). u (0 ) (resp. Aç (A’ ç -).
.F( ç , 1) . a ( 0)*) admet un crochet

D’ autre part, la famille ( v0ç) 0 E M ( A y ) ( resp. ( v’ 0ç)0 E N ( A y ) ) admet

une somme fibrée V ç ( resp. V ç ) dans V . Notons w ( A ç ) ( resp. w ’ ( A ç ) )
la co-projection canonique

Si M ( A ç ) (resp. N ( A ç ) ) est vide, on posera :
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Pour tout couple ( A ’ç , Aç  ) d’objets de A ç , le couple ( w’(A ç ) , w( A ’ç ))
admet une somme fibrée B ç (A’ ç , Aç  ) . On notera G ç ( A’ç ,A ç ) la co-pro-

jection canonique 

c° ) Si A ç = A ç , nous poserons

Ainsi l’homomorphisme de V-graphes orientés G ç : [A ç ]-&#x3E; Bç est bien

défini. On désignera par H ç : A ç -&#x3E; C ç une (’) V -quasi-surjection associée
à G ç .

U ç induit sur C ç une relation j-cône proj ectif u’ ç et une relation
9-cône inductif a’ ç comme suit:  u’ ç ( y ) ( resp . a ç ( y )) est l’ ensemble

pour vérifiant y = H ç . 0 , des transformations naturelles H ç . u ç ( 0 )
(resp. Hç . a ç ( 0 )). Si U’ ç =(C ç , u ç , à 1 ) , le triplet (U’ ç , H ç , U ç ) est

une flèche de Co" . . Par définition, U ç +1 est une structure libre associée

à U’ et relative au foncteur inclusion de Co’ dans Co" . Le projecteur

correspondant est noté (Uç +1 , H ç , U ç ) . On posera :

si F(ç ,ç ’) est défini.
2° ) Supposons que ç " est un ordinal limite et que (Uç , F( ç ,ç , ç , U ç , )

est défini, pour tout ç’  ç   ç" . D’après le corollaire 3 de la proposition

2.6, la famille ci-dessus admet une limite inductive dans Co’ . On note

U ç" cette limite et ((U ç " , F(ç ,  ç’ ) , U ç , ) ) est entièrement définie. No-

tons que la limite Ue se projette dans cat et dans V-cat en une limite

d’après le corollaire 2 de la proposition 2.6 .

3° ) Montrons que Ue est un objet de Lim’ . Soit j -&#x3E;A ç un fonc-

teur, où j E j (resp..J E j ) . La transformation naturelle u ç (y) (resp.

a ç (y)) est définie si, et seulement si, il existe un foncteur 0:’J -&#x3E; A
tel que y = F( ç , 1 ) . 0 et que  u (0) ( resp. a ( 0 ) ) soit défini. On sup-

pose que tel est le cas. On considère un objet Ag de Ag. Comme A ç est
est une limite inductive des foncteurs F(ç , ç’ , ) on a : Aç , = U A ç . Il

 ç  ç 
exigée un ordinal ç  ç et un objet A 1" de A 1 tel que A’ ç = F(ç ,ç ) ( A t ) ;
posons pour tout
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transformation naturelle

définie par la famille (

) admet une limite projective dans V ’ 

Cette limite est relative à la limite naturalisée

définissant V0ç (resp. V’ 0ç ) :

Notons /ç / la sous-catégorie de ç formée des couples (ç , ç ’ ) tels
~

- -

que:  ç  ç’  ç ç . A toute flèche ( ç , ç ’ ) de / ç / est associée une

transformation naturelle

déterminée par n ( ç ,  ç ’) et u(ç , ç’ ) ( resp. par  n’(ç , ç’)et u’( ç ,  ç’) ) .
Le foncteur de source /ç/ qui à (ç ,ç ) associe cette trans-

formation naturelle admet une limite inductive A ç (resp. A ç ); cette - 
mite est, par hypothèse de commutation de limites, une limite projective
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naturalisée dans V . La source de A ç ( resp. le but de A’g ) est un fonc-
teur constant sur un objet de Ae noté Vi. On désigne par:

la transformation naturelle déterminée par

par  n’(ç , ç ’) et par . Le foncteur de

pour limite inductive

s’agit de montrer que cette dernière limite est isomorphe à  A ç (resp. à

A’ç ) (*) , c’ est-à-dire que :

J 

Montrons -le dans le cas de V t ( le cas de VO est semblable ) . Soit 0

( resp. 0) le foncteur de / f / vers Y qui à (ç ) , ç’ ) associe u(ç , ç’) 

famille définissant la limite inductive naturalisée déterminant V t (resp.
A ç (A ç , A ç ) ) . Il existe une transformation naturelle 5 de source  0 et

de but un foncteur constant sur V 0ç définie par la famille (z ç . v0 ç ) . On

désigne par k le co-crochet de 1t . Il existe aussi une transformation na-

turelle a- de source 6 et de but un foncteur constant sui A ç (A ç , A’ ç),
définie par la famille (z ç+1 . y ç ) ç  ç  ç , si y ç est le composé canoni-

que :

sont des co-projections de sommes fibrées, où

définit la quasi-surjection Hç , et où

(* ) Cette démonstration présente une certaine analogie avec la démonstration

du théorème 4 de [ S. C. F. D. ] .
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La relation y ç . v t= E(  ç +1 , ç) ( Aç , A ’ ç ) assure que le co-crochet k de
a est un inverse à gauche de k . La relation v 0 ç + 1 - Y ç = u ( ç+1 , ç ) assure
que k est un inverse à droite de k . Il est clair que :

Ainsi A ç ( u .L ç (y ), A’ ç ) est une limite projective naturalisée et U ç est

un objet de Lim’ .

Considérons un élément ( U’, R ç, Uç  ) de Co’ , où U’ = ( D , u’ , a’ )

est un objet de Lim’ , et un foncteur 0 de M (A ç ) . Posons

Puisque u’ (R ç . 0 ç) est une V-limite projective naturalisée dans D , la
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transformation naturelle Rç ( -, A’ç ). 0 ç admet une limite projective:

On en déduit la relation : . Cette décom-

position est unique. La famille ( admet un cro-

On montre de même que Rç ( Aç , A’ç ) s’écrit de manière unique sous la

forme :

 ... _

Il s’ensuit qu’il existe un unique élément S ç (A ç ,A’ç vérifiant:

La famille (S(A ç , A’ ç )) définit un homomorphisme de V-graphes orien-
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Il existe donc un unique V-foncteur T ç : C ç -&#x3E; D vérifiant Tç . H ç = R ç .
Comme U’ est un objet de Co’ et que (U’ , T ç , U’ ç ) est une flèche de

Co" on a une décomposition unique:

Soit ç un ordinal limite. A une famille (( U’ , R ç , Uç ))ç  ç " de

flèches de Co’ , vérifiant Rç’ = R ç . F(ç ,ç’ ) pour tout ç  ç  ç " , cor-

respond une transformation naturelle et, donc, un co-crochet ( U’, R ç " , 
Uç"). On en déduit qu’une flèche (U’, R1 , U1 ) de Co’ s’écrit d’une seu-

le manière sous la forme: (U’, R ç , Uç ) . ( Uç , F(ç , 1 ) , U 1 ) . Ainsi U
est bien une structure libre associée à U = Ur .

COROLLAIRE . Avec les hypothèses du théorème précédent, la catégorie
Lim’ est à ( 1 " }-limites inductives et le foncteur d’oubli de Lim’ dans
V-cat est compatible avec les If }-limites inductives .

P R E U V E . En effet, avec ces conditions, la catégorie Co’ a les proprié-
tés indiquées, a

C . Un adjoint au foncteur inclusion de Lim’ dans Lim .

Considérons un objet U = ( A ,u, a ) de Co’ et les triplets ( u n , 

u’ , u ) de flèches de Co’ vérifiant:

U est la source de u’ et u , u" . u’ = u .

Ces triplets forment une catégorie de triangles. Nous considèrerons sa

sous-catégorie pleine 6h dont les objets sont les triplets ( U’ , F , U ) tels

que :

si J E j (resp. J E j ) et si 0 : J -&#x3E; A est un foncteur, u’( F . 0 )
( resp.  a’(F. )) est défini , où U’ = ( A’ , 1-L 3’;.

PROPOSITION 2.7. Avec les hypothèses de la proposition 2.5, la catégorie

A’U admet un objet initial.
P R E U V E . Associons à U un homomorphisme de V-graphes orientés G :

A -&#x3E; B . On pose Bo = Ao ||B 0 || Bô , où Bt (resp. B 0" ) désigne l’ensem-

ble des foncteurs cp dont la soùrce appartient à 1 (resp. à g), dont le but
est A et tels que u ( o ) ( resp. a ( 0)) n’est pas défini. Pour tout cou-
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ple d’objets (A , A’ ) de A , posons

. 

Soit ( 0 un élément de B5 (resp. de Bo"), A un objet de A et NA
l’ensemble des objets J de J vérifiant :  0 ( J )= A . Par définition :

Si ( B , B’ ) est un couple de Bo et si B ( B , B’ ) n’est pas encore défini,

B ( B , B’ ) désignera une structure initiale de V . Ainsi G est entièrement

défini.

Considérons une Ô V -quasi-surjection H : A -&#x3E; C associée à G et

déf inie par le quadruplet ( K , [C] , G , H ) . Définissons sur la catégorie
C une relation d’équivalence r . Remarquons qu’à tout objet J de J est

associée une flèche canonique

dans [Blet que, si j : J -&#x3E; J’ ( resp. j : J’ -&#x3E; J ) est une flèche de J, le com-

pose K( 0(j)). K(T(J)) (resp. K(o-(J)). K( 0(j))) est défini. On note

M 0 (resp. Nk ) tous les couples de la forme :

pour j parcourant la catégorie J. On désigne par r la relation d’équiva-
lence engendrée par l’ ensemble : 

· - 

v . 

D’après le corollaire du théorème I.3 , il existe une V-catégorie quasi-quo-
tient D de C par r. Soit H’ la quasi-surjection associée, H’ : C -&#x3E; D .

La construction précédente induit sur D une structure U" = (D ,

u ", a" ) objet de Co": Soit qb un foncteur de source J et de but A ; si

u (0) (resp. â(0) est défini, alors H’. H. f-L (0) (resp. H’. H. a(0))
est une transformation naturelle appartenant à u"( H’ . H . 0 ) ( resp. à

a" ( H’ . H . 0 )) ; si 0 est un élément de Bô (resp. de Bo"), la famille

définit une transforma-
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tion naturelle de source !J’.!l. 1J f resp. de but H’ . H . 0 ) et de but (resp.
de source) un foncteur constant sur H’ . K( 0 ). Nous supposerons que

cette transformation naturelle est un élément de u " ( H’.H.0) (resp. de

a"(H’. H .(0)° Aucune autre transformation naturelle n’est considérée.

Comme les conditions de la proposition 2.5 sont vérifiées, U" admet une

structure libre U’= (A’, fL " a’ ) dans Co’ . Si H" est le projecteur asso-

cié, posons F = H" . H’ . H .

Montrons que ( U’ , F, U ) est un objet initial de la catégorie 6lj.
Considérons un objet quelconque ( U, F, U ) de 6’u, où U = ( A, U , A ) .
Il existe un homomorphisme entre V-graphes orientés K : B -&#x3E; A , défini par:

ao ) K(A)= F(A ) et K ( A’ . A) = F ( A’ , A ), pour tout couple d’objets
( A’ , A ) de A .

bo ) Si qb est un foncteur de Bô (resp. de Bo"), K((0,=A , si la sour-

ce (resp. le but) de la transformation naturelle u ( F . cp) (resp. 3 ( F . 0 ))
est un foncteur constant sur A . De pl us

c° ) Si J est une unité de J et si u ( F . 0 ) ( resp. a ( F . 0 ) ) est dé-

fini par la famille (T( j)) ( resp. ( o ( J ))) , il existe une flèche de V:

déterminée par ’r ( J )

) ) déterminée par 5 ( J ) ) .

K ( A , o ) (resp. K ( et, A )) est alors le co-crochet de la famille (,o ( j ) )

( res p. ( p’ ( J ))), où J parcourt NA et A = 0 ( j ) .
do ) Si K ( B’ , B ) n’est pas encore défini, ce sera l’unique flèche de la

structure initiale B ( B’ , B ) vers A ( K ( B’ ), K ( B ) ) .

D’après le a , on a la relation : K . G = F . Par suite, il existe un unique
V-foncteur H rendant commutatifs les diagrammes :
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L’application sous-jacente à H est compatible avec la relation d’é-

valence r . En effet, u ( F . 0 ) resp. a ( F . 0 ) ) est une transformation na-

turelle pour tout 0 de Bô resp. Bo"). Il existe un unique V-foncteur H’

tel que le diagramme suivant commute :

Par suite, H’ est l’unique V-foncteur tel que l’on ait la relation :

dans Co" . La fin de la démonstration se déduit du fait que U’ est une

structure libre associée à U". a

Supposons que U soit un objet de Lim’ et désignons par 6u
la sous-catégorie pleine de 6h dont les objets sont les triplets (U’, F,

U ) tels que U’ soit aussi un objet de Lim’ :

CO R O L L A I R E . Avec les hypothèses du théorème 2. 2 , la catégorie 6U
admet un objet initial.

THE O R EM E 2.3. Avec les hypothèses du théorème 2.2 , le foncteur inclu-

sion de Lim dans Lim’ admet un adjoint .

P R E U V E . A partir d’un objet U = ( A , u , a ) de Co’ , construisons une

famille ( u( ç,  ç ’))ç’ ,  çç de flèches de Co’ telle que:

a° ) Supposons que U ç est déterminé; par définition, u (ç+1 , ç ) est un

objet initial de la catégorie 6u  ç 
définie dans le corollaire de la proposi-

tion précédente.
b° ) Supposons que u ( ç , ç ) est défini, pour tout ordinal ç  ç , où ç "

est un ordinal limite. Par définitiatl U ç " sera la limite des u ( ç , ,  ç , quand
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 ( ç , ç ’ ) parcourt la catégorie ç " , , et u.( ç " , ç ) sera une co-projection.
Il s’agit de montrer que Ue est une structure libre associée à U =

u1 . D’après le corollaire du théorème 2.2, le foncteur d’oubli de L im’

vers cat est compatible avec les {ç }-limites inductives, de sorte que:

soit 0 un foncteur de source J, catégorie de j ( resp. de g), vers

. Pour tout élément j de J il existe un ordinal ç j;  ç et une flèche
a jç  de Af tels que : 0 ( j ) = F(ç , çj ) . ( a jç . ) . Désignons par ç’ le sup

des ) . , pour j parcourant la catégorie .J . Puisque f est un ordinal ré-

gulier et que l’ ordinal associé à J est strictement inférieur à ç, on en
déduit : 1 ’  f . Posons bj = F(ç ,ç .) ( ajç . ) . Pour tout couple composa-
ble k = ( j’ , j ) de la catégorie J, il existe un ordinal ) çk tel que ç’ ) çkn
 ç et que soit composable et égal à

Désignons par’ le sup des çk , quand k parcourt l’ensemble des
couples composables de J, et par ci l’image de bj par le foncteur F( ç, çt’
En pos ant 0 ç ( j ) = c i , on définit un foncteur 0ç j -&#x3E; A ç qui vérifie : e =

F( ç . ç .  0 ç . Posons

Par construction, u ç +1 ( 0+1 ) ( resp. aç + 1 (0 +1 &#x3E; &#x3E; est définie et

Par suite, Uç  est un objet de Lim .

On considère une flèche ( U’ , G ç , U ç ) de L im’ , où U’= ( A’, u’ ,
a’ ) est un objet de Lim . C’est aussi un objet de Au - on a une décom-
position unique

Supposons que ç" est un ordinal limite et que l’on ait une famille

de flèches (( U’ , G ç , uç ))  ç " telle qu’il existe une décomposition uni-

que :
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Cette famille définit une transformation naturelle dont nous notons ( U’,

G ç " , Uç ,,) le co-crochet. La décomposition précédente reste donc valable

pour l’ordinal ç " , en particulier pour f . Le théorème en résulte..

R E M A R Q u E . Nous allons montrer que le foncteur F( ç, 1 ) est V-fidèle.

En effet, d’après le théorème IV.2.1 de [K.E.C.T. ] on sait que l’on peut

plonger, par un V-foncteur V-pleinement fidèle compatible avec les peti-
tes V-limites projectives et inductives, une petite V-catégorie A dans

une V-catégorie B à petites V-limites inductives et projectives, ceci pour-
vu que V soit localement petite. Supposons donc donnés un objet U = ( A ,

,

, è) de Lim’, et de bons&#x3E;&#x3E; choix il et à de V-limites projectives et in-

ductives définissant un objet Û = ( B , /u , a ) de Lim et une flèche ( U, H ,

U ) de Lim’ . Construisons, par récurrence, une famille de petites V-sous-

catégories ( A ç ) ç  ç  de B : Supposons que A ç est définie et que c’est

une petite V-catégorie. Notons M ç (resp. N ç ) l’ensemble des foncteurs

ayant leur source dans j ( resp. dans ayant B pour but et dont l’image
est contenue dans A ç . On note ( C j )o l’ensemble des objets de B qui
sont les sommets des cônes uc, ( 0) resp. a ( 0 ) ) , quand (0’ parcourt M ç 
( resp. N ç ) . C’est un petit ensemble ; en effet, A ç est une petite catégo-

rie, donc M ç et Nç sont petits. A ç+ 1 est la sous -V-catégorie pleine de

B ayant l’ensemble d’objets (A ç) 0 U (C ç )0 . Si ç" est un ordinal limi-

te, on désigne par A jn la sous-V-catégorie pleine de B ayant pour en-

semble d’objets

Supposons que y est un foncteur de source J E j ( resp. E g ), de
but B et dont l’image est contenue dans A Pour toute flèche j de J
il existe un ordinal ç .  ç tel que y ( j ) soit une flèche de A ç . Par sui-.

te, si ç est le sup des quand j parcourt J , l’image de 0 est conte-
nue dans Aç , et le cône définissant  u (y) (resp. a( y)) est contenu

dans A ç +1 , donc dans Aç . On a ainsi défini un objet û (À ,u, a de

Lirn , où A = A ç , où il et è sont des restrictions de u et 9. De plus,
si G est une restriction de H , ( U , G , U ) est une flèche de Lim’ . Par
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suite, le V-foncteur G se décompose à travers F( ç , 1 ) ; comme il est V-

pleinement fidèle, F( ç , 1 ) est V-fidèle. De plus, pour tout couple d’ob-

jets ( A’ , A ) de A , le morphisme F( ç , 1 ) ( A’ , A ) admet un inverse à

gauche. La restriction de Er ç ) 
aux unités est injective, car ceci ré-

sulte de la construction de ce foncteur. Ainsi A s’identifie à une V-sous-

catégorie de sa (J, J)-complétion.
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