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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIV-1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

COMPLETION DES V-CATEGORIES
par Francois FOLTZ

Introduction.

Le but de ce travail est de compléter une V-catégorie a4 l'aide de
limites projectives et de limites inductives, dont les catégories d'indices
appartiennent A un petit ensemble de petites catégories; Y est ici une ca-
tégorie monoidale symétrique, dont le produit tensoriel partiel commute
avec les limites inductives.

Ce probléme s'inspire d'une étude analogue faite pour les catégo-
gories structurées (C. Ehresmann [S.E.S.L.]): On cherche une complétion
libre, qui trouve son application dans 1'étude des réalisations d'esquisses;
dans notre cas ce serait des «V-réalisations» & valeurs dans une VY-caté-
gorie. L'idée est donc distincte de la complétion de Dubuc, ou il s'agit de
plonger une petite V-catégorie dans une V-catégorie compléte (i.e. a pe-
tites limites, 4 co-tenseurs et a petites fins) de maniére non libre, mais

. avec des propriétés de densité [K.E.C.T].

La premiére partie du texte adapte des idées exposées dans [S.
C.F.D.] 2 la catégorie des petits V-foncteurs; on y donne des outils né-
.céssaires a la complétion; en particulier, les trois théorémes sur les V-
catégories engendrées, les V-catégories libres associées & des V-graphes
orientés et V-foncteurs quasi-surjections. Ce dernier théoréme permet de
définir des V-catégories limites inductives. Ces résultats s'appliquent
bien entendu au cas des catégories ayant une seule unité. On obtient alors
les V-monoides libres de Dubuc [F.M.E.D.].

Le probléme de complétion est résolu dans la deuxiéme partie. On
donne dans le n° 1 un théoréme d'existence, pour une Y-catégorie A, d'une
complétion libre A de A, munie d'un choix univoque de limites; puis, dans
le n° 2, on construit explicitement A. En fait, le théoréme d'existence de A
avait déja été exposé au Séminaire Ehresmann en 1968, la présentation étant

faite dans le cadre un peu plus général des catégories dominées, Au lieu de
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2 F. FOLTZ

supposer Y monoidale, on pourrait d'ailleurs supposer que V est une caté-

gorie fermée [C.L.C.A.], ce qui serait plus proche du travail primitif.

Notations.

On se donne deux univers Eo et Eo vérifiant: Eo € Eo et Eo C
Eo. (Les ensembles de Eo jouent le rdle d'ensembles et ceux de Eo le
réle de classes). On désigne par E et é les catégories pleines asso-
ciées 2 Eo et Eo. On considére aussi deux catégories monoidales symé-
A ~
triques V=(V,®,7,l,a,¢c,1) ee V=(Y,®,71,4,,1) telles que:
- le foncteur de base f;) =i(~, 1) de ‘7 est & valeurs dans é

’

A
- le foncteur partiel -® V commute avec les limites inductives, pour tout V,
~
- YV estla sous-catégorie pleine de V dont les objets sont les V vérifiant:

Q(V, 1) appartient 2 Eo

b

A r A - -
-®,l,7,a,c sontdesrestrictionsde ® ,[,7,d, ¢é.

Une v-catégorie est notée A, l'ensemble de ses objets Ao et sa
catégorie sous-jacente A. Si (A’, A) est un couple d'objets de A, on dé-
signe par A(A',A) la v-structure définie sur l'ensemble des fléches de
source A et de but A’. Les morphismes de composition sont notés my(A”,
A',A) ou M an A+ 4 €t les morphismes ur:ités JA(A) ou j(A). Si
F:A-B est un V-foncteur, le morphisme de V définissant F est noté
F(A'",A):A(A",A)~B(B',B), le foncteur sous-jacent est désigné par
F:A-~B et sa restriction aux objets par Fo:Ao~-Bo.

La catégorie ayant pour fléches les V-foncteurs F tels que F, est
une application de E est notée \;-Cat. Sa sous-catégorie formée des V-
foncteurs est V-Cat; celle-ci admet pour sous-catégorie pleine V-cat qui
admet pourobjets les V-catégories A telles que Ao appartient & Eo.On
pose :

E-Cat = Cat, E-Cat=Cat et E-cat=cat.
5)\7 : ‘;-Cat ~Cat désigne le foncteur qui associe F a F.
Il nous arrivera, par abus de notations, d'identifier un objet d'une

catégorie et la fléche identique sur cet objet, ceci pour simplifier certai-

nes notations.
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 3
| QUELQUES PROPRIETES DE V-CAT

I.1. Limites projectives.
Soit K une catégorie de Cat et S un foncteur de K vers V-Caz:

PROPOSITION L.1. S7 _V_ est a { K }-limites projectives, il en est de mé-
me de V-Cat [K.E.C.T] .

PREUVE . Posons S(K)ZAK , pour toute unité K de K, et F,=S(k),
pour toute fleche k& de K. Soit Ao l'ensemble des familles A=(A,)
(K parcourt les unités de K) vérifiant:

- A est une unité de Ap,

- Si k:K-K’', alors AK.: S(k)(A ).
Désignons par A =(Ay ) et A'Z(A' ) deux éléments de Ao et par S(A’,
A) le foncteur de K vers V, qui & k& associe Fk(A’ »Ag ). ce foncteur
admet une limite projective A(A’, A), dont les projections correspondan-
tes sont notées G (A’, A). Soient my et jp respectivement les fléches
de composition et les fléches unités de AK' Si A"=(Ay) estun troi-
siéme élément de Ao, il existe une transformation naturelle de but S(A”",
A) de source un foncteur constant sur A(A”, A’) ®A(A’, A) et définie

par la famille:

(mg (AR, Ap, A ). (G (A", A')® G (A", A))).
Sa limite définit le morphisme de composition m(A",A’, A). De méme, il
existe une transformation naturelle de but S( A, A), de source un foncteur
constant sur I et définie par la famille (jK(AK)); sa limite j(A) défi-
nit le morphisme unité de A en A. En effet, par définition, on a le dia-
gamme suivant :

A(A*, A)&j(A)

A(A"A) ——— A(A"A)®A(A,A) A(A" A)BI

G (A'A) Gg(A",A)®GL (A, A) Gp(A' A)®I
my I Ag(Ag Ag) ®j (Ay)
Ap (Ag. Ag) A (Af, A ) AL (Ap, Ay ) —— K(AK,A )81
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4 F. FOLTZ

La naturalité de | assure que le diagramme suivant commute

[ A
A(AA) A(A"A)®I
GK(A’,A) GK(A',A)®I
A (Ap. Ag) : Ag (A, A) &1

Comme A(A', A) est une limite, la propriété des j, assure que j est
une fléche unité. On montre de méme que les fléches de composition sont
associatives en utilisant la naturalité de l'associativité du foncteur & .
Ainsi A est une v-catégorie. On a, de plus, des V-foncteurs G A=Ay
vérifiant :
Fk‘ G =Ggrs si R:K-K".
Soient B une autre V-catégorie et (G ) une famille de V-fonc-

teurs de source B vérifiant:

- le but de G est Ay,

- Fy. Gy =Gy ,si k:K=K’.
Pour tout couple d'unités (B’, B) de B, il existe un morphisme bien dé-

terminé F'(B’, B) tel que:
Gg(A'A).F'(B',B)=Gi(B",B), oo A'=(Gy(B')) et A=(Gp(B)).

Comme les Gj et les Gy sont compatibles avec les fléches unités et

les fléches de composition, on en déduit, par passage a la limite, que
N
I'on a un V-foncteur F’':B~- A tel que:
r — ’ a2
Gy - F'=Gg, pour toute unité K de K.
L'unicité de F' assure que A est une limite projective de S. ®
A
REMARQUE: Si le foncteur injection de ¥ dans VYV est compatible avec

les { K }-limites, il en est de méme du foncteur injection de V-Cat dans
V-Cat.
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 5

1.2. Limites inductives.
Soit S un foncteur de K dans V-cat, ot K est filtrante.

PROPOSITION 1.2. §i V est a limites inductives filtrantes, il en est de
méme de VY-cat. Si le foncteur de base de V est compatible avec ces limi-
tes (ainsi que l'inclusion de Y dans Y ), il en est de méme du foncteur d'ou-

bli de V-cat dans cat (et du foncteur de V-cat dans \7~Cat5.

PREUVE. Posons S(K) = Ay, pour toute unité K de K, et S(K)=F,
pour toute fléche k. On a un foncteur So de K dans E qui & K associe
(Ag)o eta k associe la restriction ( Fj)o de F, aux unités. Ce foncteur
admet une limite inductive Ao ; les co-projections correspondantes seront
notées (GK )o . Pour tout couple (A’, A) d'éléments de la limite Ao , dési-
gnons par ¢ A', A) le diagramme de la catégorie Y ayant pour fléches cel-
les de la forme F (Ap ,Ag), ot (Gplo(Ap) =4, (GK)D(A;():A' et
ol k est une fléche de source K. Ce diagramme est filtrant et admet donc
une limite inductive A(A’, A), dont les co-projections seront désignées
par G (Agp, Ag). Si jp(Ag) est le morphisme unité associé & Ay dans
Ay , on pose:
JOA) = Gp(Ag , Ag ). jg(Ag).

Cette définition ne dépend pas de l'objet K, car les foncteurs F, sont com-
patibles avec les morphismes unités; K étant filtrante, elle ne dépend pas

non plus de A, . Considérons un troisiéme élément A” de A, . Il existe un

objet K' de K et deux objets Ape et Ap, de Ay tels que:
(Ggrlo(Age) = A" et (Ggido(Ag.)=A".

On fixe tout d'abord Ay.(Ag., AZ.). Comme la catégorie K est filtrante,
il existe des fleches k: K 2 K" et k' : K' ® K" de méme but. La fléche

U(K) = GKH(A;(-': AKn)-mKn(A;(n, Al?"'AK")‘
AFp(Age, AR )@ Fy (A , Ag))
de Y est indépendante du choix du couple (k,%’). En effet, les V-fonc-

teurs F, sont compatibles avec les morphismes de composition. La famille

(0(K)), quand (Ag, Ay ) parcourt les objets de ¢(A”, A), définit un cé-
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6 F. FOLTZ

ne inductif de but A(A’, A) et de source Ay (Af., AR, )®F(A", A). Cer-
te source admet Ag.(Ag., Ag.)®A(A”", A) pour limite inductive, car le

foncteur Api (A, Ag+)®- est compatible avec les limites inductives. Soit
POK'): Ao (Age, AR )@ A(AT A) = A(A", A)

le co-crochet de la transformation naturelle précédente. Considérons une
autre fléche k;: K; »K' de K; a partir de K; on définit une famille de
fleches (0 ;(K)) de VY, analogue a la famille (0(K)). On a:
o;(K)= O’(K).(FkI(A' I AIEI)®AK(AI?'AK))'
On en déduit: .
P(Ky) = p( K')-(Fkl (A;(I , A,'21)®A(A", A)).
Cette équation est valable pour toute fléche k;: K; 2K’ de K. Ainsi la
famille (o(K)) détermine une transformation naturelle de but un foncteur
constant sur A(A', A), et dont la source est le diagramme déterminé par
D(A',A")@A(A",A); or ce foncteur admet A(A’',A”)Q@A(A", A)
pour limite inductive, car le foncteur - ® A(A’, A) est compatible avec
ces limites. On notera m(A', A", A) le co-crochet de cette transforma-
tion naturelle. Montrons que nous avons défini une V-catégorie A dont
I'ensemble des objets est Ao, dont la composition est représentée par

m et l'unité par j. On suppose que A" =A, on a les diagrammes commu-

tatifs :

AcA',A) m(A',A,A)

e

A(A', A)RA(A,A)

GK(A',A)v )\ Gp(A', A)®GL(A, A)

Ag(A,A)  my(A' A, A)  A(A', A)RAL(A, A)

par construction de m,
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COMPLETION DES V-CATEGORIES

A(A’, A)®A(A,A) A(A’, A)RI
A(A', A)®j(A)
Gg(A', A)®Gy(A, A) 4 Gg(A', A)®I
Ag(A', A)®j(A)
Ag(A', A)BAL(A,A) A (4, 4)81

par construction de 7j,

A(A',A) 1 A(A', A)®I
Gg(A', A) Gg(A', A)RI A
Ag(A', A) 1 Ag(A', A)8l1

par naturalité de /. Par suite, j(A) est bien un morphisme unité a droite :

A(A', A) A(A', A)®I

m(A', A, A) | A(A', A)®j(A)

A(A', A)BA(A,A)

¥7



8 F. FOLTZ

Les lois de composition my sont associatives; en utilisant la naturalité
de l'associativité du foncteur ® , on montre de maniére analogue que m
est associatif.

Soit B une V-catégorie; on se donne une famille de V-foncteurs G'f :
AK*B vérifiant: Gp,. F, =Gg, si k:K~K'. On a une transformation
naturelle ayant So pour source et pour but un foncteur constant sur Bo .
Il existe une application unique Ho telle que Ho.(Gp)o=(Gg)o-

Soient (A’, A) un couple d'éléments de Ao,
B'=Ho(A') et B=Ho(A).

La famille (Gg(A’, A)) détermine une transformation naturelle de source
¢(A’, A) et de but un foncteur constant sur B (B’, B). On notera H(A",A)
le co-crochet correspondant. Les Gy sont des V-foncteurs; ils sont donc
compatibles avec les morphismes unités et les morphismes de composition.
Par passage a la limite, on en déduit que H est aussi compatible avec les
morphismes de composition et les morphismes unités; donc H est un V-

foncteur de A vers B et vérifie:
H.Gg =Gy , pour toute unité K de K.

Ainsi A est une limite inductive du foncteur S. La fin de la démonstra-

tion est évidente. ®

A
1.3. Y-sous-catégorie engendrée .

A
On se donne une sous-catégorie X de la catégorie des monomor-

phismes de 2 telle que :

A ~
si x appartient a X, si x' appartient a X et si x.y=x", alors y
N

appartient a X.

On désigne par Y I'ensemble des V-foncteurs F:A~B vérifiant:

- la restriction de F aux unités de A est injective,
A

- pour tout couple (A', A) de Ao, F(A', A) appartienta X.

DEFINITION I.1. Sous les conditions précédentes, on dira que A est une

A
Y-sous-catégorie de B.

N
On se donne une V-catégorie B, un sous-ensemble Ao de Bo,

%8



COMPLETION DES V-CATEGORIES 9

ensemble des unités de B, et des éléments F(A', A) de X de but B(A",
A), pour tout couple (A’, A) d'éléments de Ao ; la source de F(A’, A)
est notée A(A’, A). On suppose de plus que:

a° ) pour tout triplet (A’, A", A) d'éléments de Ao, il existe une

fleche m'(A’', A", A) telle que
m(A', A", A).(F(A", A") ® F(A", A))=F(A"A). m'(A’", A", A),

ou m représente la composition de B,
be ) pour tout A de A, il existe une fléche j'(A):I-A(A, A) telle
que j(A)=F(A,A).j'(A).

N
PROPOSITION 1.3. Avec ces hypothéses, il existe une Y-sous-catégorie
A de B.

PREUVE. Il suffit de vérifier que les fléches de composition m'(A’, A",
A ) sont associatives et que j'(A) est une fléche unité de A. On utilise

pour cela le fait que les F(A', A) sont des monomorphismes. ®

D'aprés [S.E.S.L] le foncteur identique sur ‘z est (V,X)-en-
gendrant (resp. (_\z Yo, X. Yo )-engendrant si, pour tout élément v de 9
(resp. de ﬁ ayant sa source dans Y ),

a® ) v se factorise i travers un élément x de )'(\ (resp. de )? ayant
sa source dans Y ), de méme but que v,
b° ) si un autre élément x' de X vérifie la méme propriété, x se
factorise a travers x'.
Soient B une V-catégorie, Ao un sous-ensemble de l'ensemble
des unités de B. Pour tout couple (A’, A) de Ao, on se donne un élé-

ment. G(A’, A) de V de but B(4’, 4).

DEFINITION I.2. On dira qu'un élément F: A—B de Yest engendré par
la famille (G(A’, A)) (ou que A est une )’}-sous-cate’gorie de B engen-
drée par (G(A",A))), si:

a®) G(A', A) se factorise a travers F(A', A ),

bo ) tout autre élément F’ de ¥ de but B ayant la méme propriété a
est de la forme F'=F.F".

Si £ est un ordinal limite, élément de E,, désignons par § la
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10 F. FOLTZ

catégorie associée (i.e. définie par 1'ordre usuel sur £).

N
PROPOSITION L.4. Supposons que V est a limites inductives et que le

Iy} . . . . .
foncteur injection de X dans YV est a {g}-lzmztes inductives. Si le

»~

foncteur identique sur N est (YA, XA)-engendranz, la famille (G(A',A))

g .
engendre une Y-sous-catégorie A de B.

PREUVE. Pour tout couple (A’, A) de Ao, on va définir une famille
(G Lar, A))g <e d'éléments de b ayant tous méme but B(A’, A).
Notons C S (A’, A) la source de G ¢ (A', A).

a®) Si A#A', par définition, GO(A", A) est un )?-morphisme en-
gendré par G(A’, A). D'autre part, notons S la somme de la source de
G(A,A) et de I.Si j(A) est un morphisme unité de B, notons H?:
S-B(A,A) le co-crochet des fleches G(A, A) et j(A). Par définition,
GO(A,A) estun ﬁ-morphisme engendré par HO.

b° ) Supposons que G Lear, A ) est défini, quel que soit (A', A), et
notons m(A’, A", A) les morphismes de composition de B. La famille
(ctrar,am)dctcan, A)) gm €A, admet une somme S'g; on notera

H'C:s'C<“B(A’, A) le co-crochet correspondant de la famille
(m(A", A", ). (GH(A", A" ) B GE (A", A gu 4, -
Soit S ¢ une somme de CY(A’, A) et de $'%si HE: S ~B(A', A) estle

co-crochet correspondant du couple (H'%, G g(A', A)), par définition,

Gtt1! (A’,A) est un }?-morphisme engendré par H . Remarquons qu'il

B(A" A) -
Al' All ll’

mear, 4, 4) B )®B(A", A)

pue & }
§+1 [ A
G (A ,A) GC(A',A")®G§(A",A)
Gbar,a)
{+1,,, —~ ~ .
C (A » A) Sg S’§ Cc(A', A")®C§(A", A)

50



COMPLETION DES V-CATEGORIES 11

existe un unique élément GOEHL. U ar, A) de Q tel que
Gitlcar,a). (it U=ctar,4).
De plus, si {'<{ etsi
(1) GYA,A)G(E A, A)=G6%(A", A),
l'on a:

GUHI(A, A). g+ U)ear a)=6%(A", A),

GEHL U)ar A)y=cg(S+ 1. 80car, 4).6(5)car, A).

c® ) On suppose que {" est un ordinal limite et que, pour tout gr< g
et tout couple (A’,A), on a défini G Y(A", A). On suppose aussi que
si ("< {<I", on a la formule (1). Comme X est formé de monomorphis-

” A
mes, on peut définir un foncteur d:g de source (", de but ¥ en posant:
¢ =60 A, A).
Ce foncteur admet une limite inductive S " . La famille (G !( A',A)) r<e”
définit une transformation naturelle de source ¢ & de but un foncteur
constant sur B(A’,A). On notera H r.st’a B(A’,A) le co-crochet

” A
de cette transformation naturelle. Par définition, Gt (A’,A) est un X-

morphisme engendré par H &, Pour tout {<{", on a la relation:
G8eAa,A).6c(t Ucar,a)=6%A, A).

de ) Considérons le cas {"=&. L'image de ¢§ appartient a %, de
telle sorte que l'on peut choisir la limite naturalisée de ce foncteur dans
X. Alors, H¢ appartient a X et GE(A",A)=H¢.

Montrons que la famille (G5 (A", A)) définit une ?-sous-catégo-
rie A de B, ot A(A’, A)=C%(A’, A). 1l suffit de vérifier que les con-
ditions de la proposition 3 sont vérifiées. Soit A un élément de Ao ; par
construction de GY(A, A), il existe un élément bien déterminé ]'O(A)

vérifiant G9(A,A).j%(A)=j(A). On pose:
i(A)=G(5:9)0A,4).7%A).

51



12 F. FOLTZ

B(A,A) i(A) I

B(A,A)

A

G(§'O)(A,A)
A(A,A) D

c9cA,A)

Considérons un triplet (A’, A", A) d'éléments de Ao et montrons qu'il
existe un morphisme m(A’, A", A) vérifiant:

GE(A", A). (A" A", A)=m(A", A", A).(G* (A, A")@ G* (A", A)).
Soit { un ordinal strictement inférieur 3 £ . Par construction, on a un

diagramme commutatif :

B(A',A) m(A', A", A) B(A',A")@;)B(A",A)

——

(2 n
‘ H{ Sg S'C GE(A', A")@GC(A”,A)
- A

g4

n({)

L+1, 4 ot
ctlear, 4y clar, am)@ctar, A)
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 13

Pour tout {'< &, posons :

m(ér’ g):G(é'l ;'+1)(A.'A)'n(§,)'(cg’(A,’An)éc(C" C)(A",A))

si {<{'<E
m(0, 0= ar 4A)n(l). (GG V)AL a") @ C(ALA))
si '>C.

Remarquons que nous avons la relation (3):
m(Lm 7). (GCE T A am) & GO Yan, 4))=m(L" L)

si ('<{m<&ersi [LL"<E.

Le foncteur %" a été défini dans le paragraphe c a partir du couple
(A", A). Désignons par ¢'§n (resp. ¢"§") le foncteur analogue défini
a partir du couple (A’, A”) (resp. du couple (A", A)). Le foncteur
-®C g(A’, A) est compatible avec les limites inductives et C € (A,
A") ®C g(A", A ) est une limite inductive du foncteur ¢"5éC g(A", A).
La famille (m({’, C))C’<§ définit une transformation naturelle de ce
méme foncteur vers un foncteur constant sur C% (A’, A). On désigne par
m(&, {) le co-crochet de cette transformation naturelle. La commutativi-

té du diagramme (2) assure la commutativité du suivant:

B(A',A) m(A', A", A)  B(A",A")BB(A",A)
GEarn A GEran, amdctiar, a) 4)

4 A

c¥car, am)dctan, 4y

m(£, L)

-

ctrar,a)
G(f' C')(A" A")écg(A"'A)
m({', )
clar, amdctian, &
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14 F. FOLTZ

Considérons un autre ordinal (" vérifiant { {" <& . La relation (3) en-

traine :
m(&E,L7). (CE(A,A")R G LA A))=m(E&, ).

Or le foncteur Cg(A', A") ® - est aussi compatible avec les li-
mites inductives et C¢(A’, A”)® C%(A”, A) est une limite du fonc-
teur CE(A", A") & ¢'* . La famille (m(&, {)) ¢, définit une transfor-
mation naturelle de ce foncteur vers un foncteur constant sur Cf(A', A).
Par définition, #( A’, A", A) est le co-crochet correspondant; comme
CE(A"A")®CE (A" A) est une limite, le diagramme (4) assure la

commutativité de :

B(A',A) m(A', A", A) B(A',A"-)®B(A",A)

Géca,A) GEear, am&ctcan, A)
A

e

csa, A")Jé)cf(A", A)

céiar, a) m(A’, A", A) Gg(A'.A")éGC(A",A)

Cg(A" A")éG(f: g)(A", A)

£ A
CS(A', A")@C‘ g(An' A)

La proposition 1.3 nous assure qu'il existe un v-foncteur F:A- B appar-
tenant 2 Y, od A(A’,A)=C¢(A’',A), ot la multiplication de A est
notée 7 , l'unité j eton F(A', A)=GE (A" A).

Soit F':A'~B un V-foncteur appartenant a 9; pour simplifier les
notations, on identifie les objets de A' a ceux de B. On suppose que
Ao C Al et que, pour tout couple (A’, A) de Ao, F'(A’, A) se décompo-

se a travers G(A’", A):

F'(A',A).L(A"A)=G(A" A).
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 15
Montrons que F'(A’,A) se décompose a travers Gc(A',A) quel que
soit (<&,

a°) Si A#A’, il existe LO(A", A) tel que F'(A",A).LO(A’, A)=
GO(A",A), car GO(A’, A) est engendré par G(A', A). D'autre part,
notons L' le co-crochet du couple (j'(A),L(A,A)), ou j' désigne
'unité de A'. La commutativité du diagramme :

C(AA) G(A,A) B(A,A) j(A) I

L(A,A) F'(A,A) i'(A)
A'(A,A)
assure la commutativité du diagramme suivant:
B(A.A) H° s

—

F'(A,A)]

A'(A,A)

Par suite, on a la relation
F'(A,A).L%A,4)=G%4,A),

car GI(A,A) est engendré par HO.
b ) Supposons que (<& et que, pour tout couple (A’, A) d'éléments

de Ao, l'on ait:
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16 F. FOLTZ

(5) F'( A", A).LYCA", A)=G%(A", A).

La famille (m'(A’, A", A). (LA, A")§LYA", A)) ju, . admet
un co-crochet L'{:S'C~A'(A’, A), ob m' est la multiplication de A'.

Le couple (LS L (A’, A)) admet aussi un co-crochet
LE:st —— A'(A’, A).

On a le diagramme commutatif :

B(A', A) m(A', A", A)

GC(A', A")écg(An’ A)
F'(A', A) X
F'(A", A")RF' (A", A)

AT(A, A) m'(A, A", A) Lbar, am)&LEca", 4)

donc aussi

F'(A', A) 4

A'(A",A)
En tenant compte de (S5S), l'on obtient: F'(A’', A). L=HY par suite,
il existe L §+1(A',A) vérifiant :

F'(A", A). LT 1A, A)=6 1A, 4).

c® ) Supposons que (" est un ordinal limite et que la relation (5)
est vérifiée pour tout {<{". Comme F'(A’, A) est un monomorphisme,

y
la famille (L>(A', A)) < gn définit une transformation naturelle de source
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 17

#%" de but un foncteur constant sur A'(A’, A). Soit L* (A", A):s%¢ =
A'(A’, A) son co-crochet. La relation (5) étant vérifiée pour tout {< (",
elle est aussi vérifiée, par passage a la limite, pour {".

d° ) Montrons qu'en posant M(A’, A)=L¥ (A", A), on définit un C’-

foncteur M:A— A" vérifiant F'.M=F. On a les diagrammes commutatifs :

B(A,A) j(A) I

¢

F'(A,A)
i'(A)

A'(A,A)
B(A,A) i(A) I B(A, A)
F(A,A) i(A) F'(A,A) F(A,A)
A'(A,A) M(A,A)
A(A,A) A(A,A)

Comme F'(A, A) est un monomorphisme, il s'ensuit
P(A)=M(A,A).j(A).

De méme, en utilisant le fait que F'(A’, A) est un monomorphisme et que
F et F' sont compatibles avec la composition, on en déduit que M 1'est

également:
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18 F. FOLTZ

m(A', A", A) m(A*, A", A)
F(4', A")BF(A", A) F'(A', A" )RF' (A", A)
F(A', A) “ [ S y
F'(A'A)
m(A', A", A) m'(A', A", A)
m'(A', A", A)
M(A", A")@M(A™, A)
—— )

M(A', A)

m(A', A", A)
Ainsi F est bien engendré par la famille (G(A’, A))(A, AJeA X A, - ®
’ °

A
DEFINITION I.3. On dira qu'un élément F: A~ B de Y est engendré par
A s
un VY-foncteur H:C~-B s'il existe un V-foncteur M:C—+ A tel que F. M=
A
H et si la relation F'.M'=H, ot F' est élément de Y, entraine que

e
F'.F"=F, o F" est un Y-foncteur.

PROPOSITION 1.5. Avec les hypothéses de la proposition 1.4, il existe
A
F engendré par un V-foncteur H:C —B.

PREUVE . Notons Ao l'image par H de l'ensemble Co des objets de
C. Si A est élément de Ao, posons ['(A)=HI(A). Notons S(A", A)
une somme de la famille (C(C’, C)), od (C', C) parcourt [ (A’)XI'(A).
La famille (H(C',C)), oa (C’, C) parcourt ['(A')XI'(A), admet un
co-crochet G(A',A):S(A',A)~B(A', A). 1l est facile de vérifier que
F est engendré par la famille (G(A’, A)), ou (A’, A) parcourt Ao X Ao.®
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 19

D'aprés [S.E.S.L] le foncteur de base est (é, )?)-engendrant
(resp. (é. Eo, X. Yo )-engendrant) si, pour tout objet V de 9 et toute
application g:- M~ ?( V, 1) (resp. telle que M€E, ):
a0 ) il existe un élément x:V'~V de X et une application g’ telle
que g:i( x,1).g" (resp. et V' €VYo),
b° ) si un élément x": V"~V vérifie gZAY(x", I).g" il existe un
élément v de Q tel que x”.v=x (resp. si V" €Yo).
Soient B une o-catégorie, A un sous-ensemble de B, Ao un

sous-ensemble de Bo et, pour tout couple (A’, A) d'éléments de Ao,

un élément G(A’,A):C(A’,A)~B(A",A) de V.

DEFINITION I.4. On dira que F:A-~B, élément de {’, est engendré par
la famille (G(A',A)), ou (A',A)e Ao XAo, et par A si les conditions
suivantes sont vérifiées :

a® ) pour tout couple (A’, A) d'éléments de Ao, G(A’, A) se facto-
rise & travers F(A’, A) et I'image de F contient A,

b° ) tout autre élément F': A'-B de ¥ vérifiant a est tel que F=

A
F'.F”, ou F" est un Y-foncteur.

PROPOSITION I.6. Avec les bhypothéses de la proposition 1.4, supposons
que le foncteur de base est (é, )?)-engendrant. Il existe F engendré par
la famille (G(A', A)) et par A.

A -
PREUVE . Soient A la réunion de A et de l'ensemble des sources et des
buts dans B des éléments de A. Posons C} =A N Bo et Co=C§ | Ao.
Pour tout couple (C’, C) d'éléments de Co , I'inclusion de A nB(c,C)
dans B(C’,C) engendre un élément G'(C’,C) de X ayant B(C’, C)
pour but. Si C’ ou C n'appartient pas & Ao, on pose

G"(C',C)=G'(C",C);

dans le cas contraire, on désigne par § une somme des sources respecti-
ves de G(C',C) et de G'(C',C) et par G"(C’,C):S~-B(C",C) le
co-crochet de (G(C',C),G'(C’,C)). Alors F est engendré par la fa-
mille (G”"(C’,C)), ou (C’,C) parcourt Co XCo. m

A
Considérons une V-catégorie B, un sous-ensemble Ao de Bo et,
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20 F. FOLTZ

pour tout couple (A’, A) de Ao, un élément G(A’, A) de Q dont le but

N

est B(A’,A). On suppose que Ao appartient 2 Eo et que la source de
G(A’,A) appartient a Y, quel que soit le couple (A', A). On posera
X=X Y. On considére un ordinal limite &, élément de Eo. Le plus

souvent il sera régulier. £ est sa catégorie associée.

THEOREME 1.1. Supposons que le foncteur inclusion de Y dans est a

> |1 <>

petites limites inductives, que les foncteurs inclusion de X dans X et de
)% dans Q sont @ {f}-limites inductives. Si le foncteur identique sur ?
est (?.Yo , )? Yo )-engendrant, la famille (G(A', A)) engendre un élé-

A
ment F:A—~B de Y et A est une petite V-catégorie.

PREUVE. On construit F de la méme maniére que dans la démonstration
de la proposition 1.4, dont on reprend les notations. Il faut toutefois véri-
fier qué, pour tout couple (A’, A) de Ao et tout ordinal (<&, I'élément
CY(A’, A) est une unité de v.

a°) Si A#A’, C’(A’, A) appartient a Y, vu la propriété du fonc-
teur identique sur Y. De plus, comme I appartient & VY, la somme S ap-
partient 2 V et, par suite, CY%A,A) aussi.

b°) On suppose que ctear, A) appartient 2 Y, pour tout couple
(A',A). Comme Ao est un petit ensemble, la somme srt appartient a
Y, car le produit tensoriel C Scar,A)®&clian, A) y appartient aussi.
Il en est donc de méme de S ° et, par suite, de C C‘H(A', A).

c°) Soit {" un ordinal limite. On suppose que G C(A', A) est défini
pour tout {< (" et que G LA, A) appartient 2 Y. Dans la formule (1)
du b de la proposition 1.4, 1'élément Gt 8car,A) appartient 4 X, si
{'<{<{". On peut choisir la limite S L ge o> ¢ dans Y et, par suite,
Cct"(A", A) est une unité de V.

d°) Le c est valable dans le cas {"=& . Autrement dit A(A’, A)

appartient 3 Y et A est une V-catégorie. m

On se donne de plus un sous-ensemble A de B, que l'on suppose

étre un petit ensemble (i.e. A€Eo).

COROLLAIRE 1. Avec les hypothéses du théoréme 1.1, nous supposons

A
que le foncteur de base est (E .Eo, X. Yo )-engendrant. 1l existe un élé-
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 21

ment F:A-B de }’}, engendré par la famille (G(A', A)) et par A. De

plus, A est une V-catégorie et est petite.

PREUVE . Reprenons les notations de la démonstration de la proposition
A - A

I1.6. L'ensemble A est petit, car A l'est et, par suite, A N B(C’, C)

l'est. La propriété du foncteur de base assure que la source de G'(C’, C)

N

appartient 4 Y. Soient C’ et C deux éléments de Ci () Ao. Comme Y
est a petites limites inductives, on peut choisir la somme S des sources
de G(C',C) et de G'(C’,C) dans V. Ainsi on est ramené au théoréme
I.1, car Co est un petit ensemble. ®

De maniére analogue, on définit la notion de O-foncteur F:A-B,

2

A A
élément de Y, engendré par un V-foncteur H:C~B et un sous-ensemble

A de B, ot C est une petite V-catégorie et o A est un petit ensemble.

COROLLAIRE 2. Avec les hypothéses du corollaire précédent, il existe

F:A~B engendré par H et par A. De plus, A est une petite V -catégorie.

I.4. V-catégorie libre et V-catégorie quasi-quotient.

DEFINITION 1.5. 1°) Un Ozgmpbe orienté A est la donnée:

a® ) d'un ensemble Ao appartenant a éo , dit ensemble de sommets de A,

bo ) d'une application A(-,-) de Ao X Ao dans \7,

c®) d'un morphisme jo(A):I~A(A,A), pour tout élément A de Ao.
2°) Un homomorphisme F: A —B entre \Al-graphes orientés est la

donnée

a° ) d'une application F, :Ao - Bo,

be ) d'une famille (F(A',A))(A.' A) €Ay X Ag de morphismes de _V_\ ou

F(A',A):A(A",A)~B(Fo(A'),Fo(A)). On exige que le diagramme

F(A, A). ja(A)=]jg(Fy(A)).

On notera [A] le graphe orienté ayant Ao pour ensemble de ses
sommets et dont l'ensemble des fléches de A vers A' est Q(A(A', A), )
Un homomorphisme F: A =B entre Q-graphes détermine 1'homomorphisme
entre graphes orientés F: [A] - [E] tel que:

- F(A)=Fo(A) pour tout sommet A,
- F(v)=F(A",A).v,si v:I~A(A’, A) est une fléche.
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22 F. FOLTZ

On désigne par V-Gra la catégorie ayant pour objets les O-graphes
orientés, pour morphismes les homomorphismes entre 0-graphes orientés;
elle admet pour sous-catégories pleines: la catégorie V-Gra ayant pour
objets les V-graphes orientés, et la catégorie V-gra ayant pour objets les
V-graphes orientés A tels que Ao appartient & Eo . Toute 9-catégorie A
définit un v-graphe orienté [A] ayant Ao pour ensemble de sommets; de
plus, [A](A",A)=A(A",A). Un V-foncteur F:A~B définit un homo-
morphisme de C’-graphes orientés [F1:[A]~[B], avec

[Fl(A",A)=F(A’,A).

On a donc un foncteur @g:\?-Cat—«‘?-Gra. Il admet pour sous-foncteur
OV" V-cat —» V-gra.

On va chercher des conditions pour que GV admette un adjoint et soit a

quasi-surjections. On aimerait aussi que V-gra (resp. V-cat) soit a pe-

tites limites inductives.

Soit F:A~B un V-foncteur appartenant a Y et G:C~[B] un
homomorphisme entre Q-graphes orientés. D'aprés la définition 1.2, F est
()I), @(,)-engendré par G (resp. est (?. V-cat,, oo)-engendré par G,
avec Co € Eo) si et seulement si F est engendre"e par la famille (G( C’,
C))(C', C)eCoX Co (resp. et A € Eo). Soit 0O l'ensemble des homo-
morphismes de Y-graphes orientés G:C~C' tels que C soit un objet de
V-gra:

THEOREME L.1'. Supposons que le foncteur inclusion de Y dans Q est
a petites limites inductives, que les foncteurs inclusion de X dans X et
de X dans YA sont a {ﬁ}-limites inductives. Si le foncteur identique sur

N

VYV est (Y .Yo, X. Yo )-engendrant, le foncteur @Q est (0, Y. V-cat,)-

engendrant.

N
Soit K une catégorie de Cat et S un foncteur de K vers V-Cat.

De la démonstration de la proposition 1.1, on déduit:

A
PROPOSITION 1.7. Si ¥ est a {K}-limites projectives, le foncteur O

est compatible avec les { K }-limites projectives.
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COMPLETION DES V-CATE GORIES 23

PREUVE. Utilisons les notations de la démonstration de la proposition
I.1 et donnons-nous un v-graphe orienté C, ainsi qu'une famille d'homo-
morphismes entre AV-graphes orientés (Hy ) telle que:
- Hx a C pour source et [AK] pour but,
[(F,].Hg=Hp si k:K~K".
Soit (C’, C) un couple de Co, A"=(Hp(C")) et A=(H(C)). 1l exis-
te un unique morphisme H'(C',C):C(C',C)~ [A]J(A",A) tel que:

[Gglcar, A).H'(C',C)=H(C", C).

Les Hy et [GK] sont compatibles avec les morphismes unité I'cn, D%
et j,; on en déduit l'existence d'un unique homomorphisme entre V-gra-
phes orientés H':C~ [A] tel que [Gg]. H'=Hy , pour toute unité K
de K.Si H :[G ] (propos1t10nIl) onaH'—[F] ]

Si ? V(- I) et si X est formé de ?-monomorphxsmes I'ensemble
Y est formé de @" -monomorphismes. Nous rappelons que x:V -V, est
un ?-monomorphnsme si, pour toute fléche v:V'~V, et toute application
k.'!(V', 1 )*!(V, 1) vérifiant !(u, I)—\_’(x, I).k, il existe une unique
fleche w:V' =~V telle que Q(w, I)=k et x. w=v:

COROLLAIRE 1. Supposons vérifiées les bypothéses du théoréme I.1'. Si

A A

VY est a Eo -produits et si ¥ est a noyaux, le foncteur OV admet un ad-
Iy A

joint. Si, de plus, X est formé de P-monomorphismes, le foncteur OV est

@ quasi-surjections [STQQ] .

PREUVE. C'est une conséquence du théoréme d'existence des structures
libres [S.ESL]. m

N

DEFINITION L.6. Une Ov-sttucture libre A associée a un graphe orienté
C sera appelée V-catégorie libre associée a C.

Le théoréme d'existence des structures libres assure la validité du

COROLLAIRE 2. Si, de plus, le foncteur injection de V-gra dans Y-Gra
est a petites limites inductives, la catégorie V-cat est a petites limites

inductives.

Ce corollaire suggére de chercher des conditions pour que V-gra

soit a petites limites inductives.
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24 F. FOLTZ

PROPOSITION 1.8. Si V est a petites limites inductives, il en est de

méme de V-gra.

PREUVE. Soit K une petite catégorie et S un foncteur de K vers V-gra.
On pose S(k)=F,:Ag ~Ag:, si k:K~K’'. Considérons le foncteur So:
K-E, qui a & associe (Fp)o, restriction de F, aux sommets de AK'
Ce foncteur admet une limite inductive Ao . On notera (Gg)o les co-
projections correspondantes. A tout couple (A’, A) de Ao X Ao, on asso-
cie la catégorie '(A’, A) définie comme suit: l'ensemble des sommets
est une somme, pour K € Ko , des produits : (Gg )o -1 (A")X(Gg)o Tea).
Si, pour K€ Ko, le produit précédent n'est pas vide, une fleche k:K~K’

définit une fléche de I(A', A) de la forme:

(A':AKrk):(A' :AK) — (A' [N AKI)I

(Fk)o(AK):AKy et ou (Fk)o(A;():A".
Les fléches de ‘(A', A) Se€ composent de maniére évidente. On désigne
par A(A’, A) la limite inductive dans Y du foncteur S 40 4 )l g0 4)~
Y, quia (Ap, Ay, k) associe F, (A, Ap). Les co-projections corres-

pondantes sont notées G (Ap, A, ). Ce faisant, nous avons défini une

famille d'homomorphismes entre V-graphes orientés
(GK)KeE_e ;oo GerAg~A.
Vérifions cependant que le V-graphe orienté A est bien défini, c'est-a-

dire que les morphismes unités existent. Il suffit de vérifier la relation:

Ay (A, A

AKu(AKvn AK")
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COMPLETION DES V-CATEGORIES 25

Si- (GK)O(AK):(GK")O(AK"):A (2)-
La relation reliant AK et AK" assure qu'il existe une suite (ki)iS2n de
fleches de K telle que:
Ky=K, Kyp=K", kpip1:Kpip1 = Kpjpo €t kpi Ky 1 =Ky
et une suite (AKl.)iSZn telle que :
A=A, Ay =47, A €(Ag o
et

A (A (A

=F )=F )
Kaivo  kR2iv1 "Koiqg koivrz2 " Kpiys

Par suite, nous avons des diagrammes commutatifs de la forme:

Ag(Ay Ay)

A(AA)

A,y(A,y,A,y)

o a=Ky;igs B=Kyipp ¥=Kpiu5-

Ainsi les G sont bien des homomorphismes entre VY-graphes orientés.
Soit B un V-graphe orienté et (Gj )y . une famille d'homomor-

phismes entre V-graphes orientés définissant une transformation naturelle

de S vers le foncteur constant sur B. Les restrictions (G )o des G

aux ensembles de sommets déterminent une transformation naturelle de S,
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26 F. FOLTZ

vers le foncteur constant sur Bo . Il existe donc une application unique
Ho : Ao = Bo co-crochet de cette transformation naturelle. Soit (A', A) un
couple de sommets de A; posons B=Ho(A) et B'=Ho(A'). On a une
transformation naturelle de source S(A', A) de but un foncteur constant
sur B(B’, B) et définie par la famille (G;((A' s AK )), ou (AI'<, AK)
parcourt l'ensemble des objets de l(A', A )- A cette transformation natu-
relle correspond un unique morphisme H(A’,A):A(A’',A)~B(B’, B)
vérifiant
H(A", A). Gp(Ap, Ag ) =Gp (A%, Ag ),

pour tout objet de l(A', A)- En particulier, si A’=A, on a le diagramme

commutatif suivant:

B(B,B)

Gie( A )

H(A,A) § Il Ag(Ag. Ag)

A(A,A)

Ainsi H est un homomorphisme entre V-graphes orientés.m

Remarquons que, si YV est a petites limites inductives, le fonc-
teur de base est a4 structures quasi-quotients. En effet, considérons une
relation r définie par un ensemble de couples M sur V(V,[), ou V est
un objet de V. Pour tout couple m=(v,v"), élément de M, considérons

un conoyau w de (v, v'). Toute somme fibrée W de la famille (w ) M
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est une structure quasi-quotient de V par r; la quasi-surjection associée

est la co-projection canonique w:V -~W.

PROPOSITION L.9. Si V est a petites limites inductives, le foncteur d'ou-
bli de Y-gra dans E, qui a un homomorphisme entre V-graphes orientés
associe l'application sous-jacente, est a structures quasi-quotients.

PREUVE. On se donne une relation 7’ sur l'ensemble sous-jacent d'un
petit V-graphe orienté A . Désignons par r la relation d'équivalence, com-
patible avec les applications source et but de [A], engendrée par 7', et
par Ao 1'ensemble quotient de Ao par la restriction de 7 a4 Ao . Consi-
dérons un couple (A’, A) de sommets de A et notons A’ et A la classe
d'équivalence de A’ et A respectivement dans Ao, La famille (A(A’,
A))(ar Aje( A, &) 2dmet une somme S(A', A), dont les co-projections
sont s(A', A). La restriction de r admet une image T A" A) bar I'ap-

plication canonique de () _ _V(A(A’",A),1) dans V(S(A', A),1).
(A',A)e(AY A)

Désignons par A(A’, A) une structure quasi-quotient de S(A’, A) par la

relation A" &) Seit w g x) la quasi-surjection associée. Posons:

F(A, A)=w gz, 7, -5(A",A) et jz(A)=F(A,A).j,(A).

On définit ainsi un homomorphisme entre V-graphes orientés F:A-A.
Prenons-en un second G:A - B, dont l'application sous-jacente est com-
patible avec 7'; cette derniére est évidemment aussi compatible avec r.
Il existe donc une unique application H, :Ao ~ Bo telle que Ho. Fo =G, -
La famille (G(A', A))(A', A)e(A, X) admet un co-crochet G(A', A):
S(A'",A)~B(B’,B), oa B'=G(A’') e¢t B=G(A). Comme G est compa-
tible avec r, l'application Y(G(A’, A),I) est compatible avec la rela-

tion A &) Ona donc le diagramme commutatif:

B(B', B) G(A", A) A(A", A)
H(A'A) | G(A',4) L s(A', A)
A(ALA) w(4', 4) S(A",A)
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Cette factorisation est unique et vérifie :
H(A',X).F(A,A)=G(A', A), pour tout (A’,A) de (A',A).
De plus,
H(A,A).jg(A)=H(A,A). F(A, A). j,(A)=G(A, A),j,(A)
=jg(Go(A)) =jg (Ho( A)).

Ainsi H:A-B est un homomorphisme entre V-graphes orientés, et c'est

le seul qui vérifie: H. F=G. B

COROLLAIRE . Si, de plus, le foncteur ®V est a quasi-surjections, le
foncteur d'oubli de V-cat dans E, qui a un V-foncteur associe son appli-

cation sous-jacente, est a structure quasi-quotients.

PROPOSITION 1.10. Si V admet un objet initial, la catégorie V-cat est

a sommes.

PREUVE . Soit (A, ), . une famille de V-catégories. Pour simplifier les
notations, supposons que les ensembles d'objets (Ak)° et (Ak')° n'ont
aucun élément commun, pour tout couple (k,k’) d'éléments de K. On
pose :
Ao = U (Ao, A(AL A=A (AL A),
k €K
Fe(Ap A )=1dp cap, a,) o0 TalAR)=ia (4)-
Désignons par | un objet initial de V. Pour k"#k, posons A(A,,A,)=
J. On définit ainsi une V-catégorie A, ou les morphismes de composition
sont
- ceux des Y-catégories A, ;
- les isomorphismes canoniques :
ACAL A )®]~], JOA(AL, Ay)~] et J®]~],
ainsi que les morphismes canoniques: | ® [ ~A(A;, A, ).
En effet, les foncteurs - ® V et V ® - sont compatibles avec les objets
initiaux de V, pour tout objet V de V. L'associativité provient de la

remarque précédente et de l'associativité des morphismes de composition

des V-catégories Ak .
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On vérifie que A est une somme de la famille (A, ), . les co-

projections correspondantes sont les V-foncteurs F : Ak -A.m

COROLLAIRE . Si V est a petites limites inductives et si le foncteur OV
est a quasi-surjections, la catégorie V-cat est a petites limites inducti-

ves.

PREUVE . C'est une conséquence de la proposition I.10 et du corollaire
de la proposition 1.9. =
THEOREME 1.2. St V est a petites limites inductives, le foncteur GV

admet un adjoint.

PREUVE . Considérons un petit V-graphe orienté A. A chaque couple
(A", A) de sommets de A, associons une catégorie §(A’ A)" Les objets
de cette catégorie sont les suites finies de sommets de A, d'au moins

deux éléments de la forme :
S:(An: An-]’ ---;Az; A1 ); ou An:A' et A1 =A.
Cette catégorie admet une base formée des fléches du type suivant:

S=(A,, ... A;,A;, ..., A;)

ou le sommet A; est répété.

On définit un foncteur: L 4. A)"§(A', 4~V en posant:
Lig,a)(S)=A(A A _)®A(A 1,4 ,)® ..
- ®A(A3,A,)®A(A,, Ay);

A(AL A )® ... ®A(A; A)® ... ®A(Ay Ap)
1

IdA(An'An_1)® e ®TA(A)® ... ®IdA(A2,A1)

A(A_,A ® ..0I® ... A(A,, Aq)
L(A',A)(s) ( n ﬂ'l) 2 1

AAL A  )® .0 ..®A(Ay Ay
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le morphisme L(A' A) (s ) est le composé précédent.

On pose Bo=Ao et on désigne par B(A’, A) une limite inductive du
foncteur L(A', A) la co-projection correspondante a la suite S=(A’, A)
est notée F(A’, A), les autres projections sont notées F(S). Si A'=A,

on pose :
jg(A)=F(A,A).jy(A).

Ce faisant, nous avons défini un homomorphisme de V-graphes orientés
F:A~B. Montrons que le V-graphe orienté B est sous-jacent & une struc-
ture de V-catégorie. Il s'agit de définir des morphismes de composition.
Considérons trois sommets A", A’ et A de A. A un objet S=(A ,...,
A;) de _S(A.‘ A) €t a un objet S'=(A’ ..., A} ) de §(A", A')» on asso-
cie I'objet $'-S=(A, .. Ay, A ,...,A;) de la catégorie S/ 4u Ay
On a un morphisme d'associativité :

a(S’,S):L(A,,’A.)(S’) ®L g A)(S)—-L(A.,’A)(S'J-S).
Fixons-nous la suite S. Le foncteur
L(A", Av)(')® L(A', A)(S)_S_(A"'A.)-’V
admet pour limite inductive B(A", A")® L 4. 4 )(S). Les axiomes de
cohérence sur V assurent que ce foncteur est la source d'une transforma-
tion naturelle de but L(A", A)(-), définie par la famille (a(S’,S)) ou
S’ parcourt (-S(A' A ))o et donc aussi d'une transformation naturelle

O (A", A',S) de but un foncteur constant sur B(A”, A) et définie par

la famille (F(S’*S).a(S',S))s’e(é(A',A))o . On désigne par
m(A..’A.,S).'B(A",A')®L(A.'A)(S)-B(A",A)

le co-crochet de 6 (A", A’,S).

B(A",A) m(A",A’,S) B(A"’A')®L(A',A)(S)

.

m(A", A", S)

I

B(A', A*)®L 4+ 4)(5)

B(A'", A') ®L(A',A)(s)
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Les axiomes de cohérence assurent aussi que le diagramme ci-
dessus est commutatif. Par suite, la famille (m(A",A’,S)) ou § par-
court (§/ 4+ 4))o définit une transformation naturelle de source B(A",
A')® L(A’,A)(') et de but un foncteur constant sur B(A"”, A). Cette

transformation naturelle admet un co-crochet:
m(A", A’,A):B(A",A’)®@B(A’",A)-B(A",A)
relatif 4 la limite B(A”,A’) Q@ B(A’',A) de B(A",A’)@L(A. A)(')'

Le morphisme m(A"”,A’', A) sera un morphisme de composition de B .

On peut faire une construction analogue en fixant un objet S’ de
la catégorie §(A", A")> par suite, on a une transformation naturelle & (',
A', A) de source le foncteur L m 41)®L s 4,(-), de but un fonc-

teur constant sur B(A”, A), définie par la famille

(F(S’LS)'“(S"S))SeS(A- 4

soit m g 40 a)yLean a)(8)® B(A",A)-B(A", A) son co-crochet.
La famille (m g0 40 4 ))S'ES(A., Ay, définit une nouvelle transforma-
tion naturelle dont le co-crochet n'est autre que MeAT A A Pour tout
objet §' de $, ,u 4., et tout objet § de S ar a)> on adonc un dia-

gramme commutatif

B(A",A")QB(A', A} F(S')QF(S) L(A..'A-)(S')®L(A.'A)(S)

[1]

ym(A", A", A) a(s',s)

B(A",4) F(s'+S) Logre, 4)(8"8)

Considérons la suite S=(A, A), objet de §(A A )» une suite §
objet de S 4. 4 ) et 'équivalence [:1d\, ~Id\, ® I. Nous avons un mor-

phisme s:S-S+§ de §(A', 'SE Dans le diagramme suivant les sous-
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B(A', A)®I
. F(S)®I
ldg ar 4)8iglA ($)®
[6] Loar, 4)(S)®I
1d ®jalA)
B(A',A)J®B(A, A) B Legr 2)(SIBL 4 4)(5) u
F(S)®F(S)
(4]
| m(A', A, A) Y a(s.S)
| W]
(2] [s]
F(S+S) LT
J L(A.’A)(S S)
B(A',A) BOA%A)
[3] L (o)
(A, A)S
F(s) F(S)
Lear, a)(S)

diagrammes commutent :
[2] en vertu du diagramme [1];
[3] car B(A’, A) est une limite inductive du foncteur L 41 43
[4] en vertu de la naturalité de 1'équivalence [ ;
(5] par définition de L (40 4,(5);
(6] vu que ® est un bifoncteur et que F (5).j,(A)=jg(A).
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Ainsi on en déduit la relation :
m(A"A’A)'(’dB(A',A)®jB(A))'l:IdB(A',A)'

Donc jg(A) estun morphisme unité a droite. On montre de méme que c'est
un morphisme unité 4 gauche.

A l'aide des axiomes de cohérence, on montre l'associativité des
morphismes de composition. La démonstration explicite est analogue a la
précédente et nécessite de trés gros diagrammes. Montrons que B est une
structure libre associée a4 A. Désignons par C une Y-catégorie et par
G:A-~[C] un homomorphisme entre V-graphes orientés, o [C] est le
V-graphe orienté sous-jacent 2 C.Si S=(A" A _;,...,A,, A) estun ob-
jetde S 4. A)» Posons C;=G(4;), C'=G(A"), C=G(A) et

P(S)=m,cr ¢ c, c) (GAL A, 1)®..®G(Ay 4)),

e
ou m '

. (C ’ Cn -1 ,... .
duit» de morphismes de composition «simples». Comme iC(Cz‘) est un

.. €y, C) est un morphisme de composition de C, «pro-

morphisme unité, on a un diagramme commutatif de la forme :

crc', o €(C", C,. )® .. ®E(C;, C;)® . ®C(Cy, C)

!
c p® ®ic(C;)® - Bldg(c c)
-

C(C". C, 1)® - ®IR® ...RC(C,,C)

X

€(C',C,. )® ... ® ...®C(C,, C)

La famille (d)(S))sE

définit donc une transformation naturelle de

Scar,4)°
source L 4. 4 et de but un foncteur constant sur C(C',C). On désigne

par H(A’, A) son co-crochet. Supposons que A"=A:
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H(A,A). jg(A)=H(A,A).F(A, A).j,(A)
SG(A, A). jpl(A)=jc(C).
Ainsi H est compatible avec les morphismes unités. Considérons les trois

sommets A”, A" et A de A, les suites S’, objet de §(A" Ar)o €t S, ob-

jet de S 4. 4,. Posons C"=G(A") et C.=G(A]). Pour simplifier les

notations, posons aussi m(S):m( c.c, €y C) On a la relation:

meen o) (m(ST)@m(S)).((G(A", Alr'n_l)@...@ G(A), A")) ®
®((G(ALA, 1 )®...8G(A,, A) =
=m(S$'+S).(G(A" Al ;) ®...® G(A}, A")®G(A" A _)® ..
W ®G(Ay, A)).a(S",5).

Autrement dit on a un diagramme du type suivant:

B(A", A')QB(A', A) F(S")®F(S) Logr, an)(SIBL g1 4)(S)

[1] &es)ed(s)

H(A",A')QH(A', A)
m(A", A", A)
c(c”,C")®C(c’, C)
JV Ya(S',S)
[4] [3]
m(C",C',C)y

B(A', A) [2] F(S'+S) Loar, 4)(s'+$)

H(A",A) F(s'~S)

c(c,C)

Dans ce diagramme, [3] commute d'aprés la relation précédente; [1] et
[2] commutent par définition de H, et le pourtour par définition des mor-
phismes de composition; [4] commute car la famille (F(S')®F(S)) est
réguliére a droite. Ainsi H est compatible avec les morphismes de compo-
sition et est un VY-foncteur de B vers C. L'unicité des H(A', A) assure

I'unicité de H. Donc B définit bien une structure libre associée 3 A. ®
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THEOREME 1.3. Si Y est a petites limites inductives, le foncteur OV

est a quasi-surjections [S.T.Q.QJ.

PREUVE. La démonstration présente quelques analogies avec celle du
théoréme précédent. Soit A une petite V-catégorie et K: [A] ~D un

petit homomorphisme entre V-graphes orientés, od [A ] est sous-jacent

x

a A. A chaque couple (D', D) de sommets de D associons une catégo-
rie $.pe p )- Les objets de cette catégorie sont les familles (S, R, , ...,

R,,....R,)=T, ou S est une suite de sommets de D:

S=(D".D,_;.....D;,....D,,D),
ou R, estune suite d'objets de A d'au moins trois éléments:
RL:(AnL, ...,Ait,...,AIL),
vérifiant E(Ait):DiL ou 1‘+1 >n£ >1t >nL__1.
Cette catégorie est engendrée par les fléches:
a) s de (S) vers (§), si 3‘_:(D’,...,Di,Dl.,...,D), et S=(D’',...,
D;,....D);
b) ¢ de (S) vers T et £ de (§) vers T, si T=(S,Ry,.... R, ...,
R,) et si § se déduit de S en supprimant dans cette suite les sommets
E(AZ.L), pour Aic appartenant a la suite R , pour nl< i, <1, etpour

AL sa,

(%) ; () ; (5)
° T (5,R) s
(s) g (S) t (S)

et par les relations :

f.s=t, si R=(A, ;. A;,A;) ou R=(A;, A, A,_;) et si D;=K(A,),
Diy1=K(A;p) ou Dy =K(A; ;).

1

On définit un foncteur L . f p, ‘S¢pr, p)~ Y comme suit:

2°) L pe p)(S)=D(D"D, ;)®..®D(D, ;,D,)®

®D(D;,D; ;) ® ... D(D,,D).
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Lep py(5)=D(D', D, 1)® ...®D(D, 1. D)®D(D;, D;)®D(D;, D;_.1)® ... ®D(Dy, D"

ldp(pr,p__,)® - ®ip(D)® - 8ldp(p \ p)

Lo, p)(s) D(D', D, ;)® ... ®I® ...®D(D,, D)

L(D’, D)(S) =D(D', D, 1)®.. ®D(Di+1. Di)®D(Di' Di-1)® ®D(D2' D)

b° ) Supposons que T=(5, Ry,....R,,....R,) et posons:

mp=ldp(p,p )@ @mA, o Ay

LA )®Id...
A

)®Id

® ®ld... ®m
(A, ""'A"L""'AIL) (Ay oo Ap

®
D(D; . Dy ;)

1,011
.®1d

D(D,,D)’

kp=ldp(pp )@ ®K(A, A )@

n-‘l

D(DIA,DIA_1)®

®K(4, . A; J®Idy(p p )@ ®K(A, A )®ldyp b ®
N ¢ a a

~®ldp(p,,p)>

kp=ldp  pe p )8 .®K(A, ’A"r’m"'@K(AZA’AIA)@
dp(p, ,p, 4)®OK(A, .4, )&.. ®K(A2L,A1L)®

n -
IdD(D1 , D, —1)® . ® K(A"a’ A"a-1)® . ® K(AZa’ Ala)®

p(p, ,p, )@~ ®lp(p, p)-
a a

Le couple (kp.mp, I:T) admet une somme fibrée W, , dont les co-pro-

jections sont notées w.. et 17/.1. . On a alors:

L(D',D)( T):WT; L(D’,D)(t):ujT et L(D',D)(?):a;T'
c®) Comme j,(A;) est un morphisme unité, L/ pr p)(-) est compatible

avec la relation 7. s=t, définissant la catégorie S(D', D).

Le foncteur L f. )(-) admet une limite inductive B(D',D);
les co-projections correspondantes sont notées K'(T), K'(S) et K'(D’,
D). On pose:
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Bo=Do et jg(D)=K'(D,D).jp(D).

Nous avons défini ainsi un homomorphisme entre V-graphes orientés K':
D ~ B . Montrons, comme dans la démonstration du théoréme précédent, que
B est sous-jacent 4 une V-catégorie. A un objet T=(S,...,R,...,R})

M r— ’ ’ ’ .
de S/p: p) et un objet T'=(S" ..., R ..., R) de S/p» pr) on fait

correspondre un objet

.o R

T'+-T=(S*S,....,R,, ..., R, Ry, ..., R )

a

de S(pmp)-

-®V et V®- sont compatibles avec les limites inductives, il existe

Comme le foncteur ® est associatif et que les foncteurs

un morphisme canonique
a(T': T).'L(Dn’ Dl)(T’)® L(D', D)(T)"’L(Dn' D)(T'LT).

Pour les mémes raisons, il existe un morphisme canonique M™ip* D' D)

rendant le diagramme suivant commutatif

B(D'", D')®B(D', D) Lipee, pry(TI®L pu ) (T)
K'(T')®K'(T)
m(D", D', D) | [1] } e, )
B(D",D) K(T'+T) Lepr», pYT'+T)

pour tout objet T de S . ) et tout objet T’ de $/pu ).
Les morphismes m pu ) font de B une V-catégorie; la dé-
monstration est en tous points semblable a celle du théoréme 1.2.

Posons
F(A',A)=K'(D',D).K(A',A), oo D'=K(A') et D=K(A).
On a:

F(A,A).jA(A)ZK'(D,D).jD(D)ZjB(D).

Supposons donné un troisiéme objet A” de A et posons:
D"=K(A"), (S")=((D".D)), (§')=((D",D")), (S)=((D",D))
et T=(S'"*S,(A",A',A)).
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Considérons le diagramme suivant ou :
[2] commute en vertu de [1] ,

(3] et [4] commutent, car B(D”, D) est une limite inductive,

A(A", A" )QA(A', A)

/

K(A", A")QK(A', A)

/ m(A",A',A)

B(D",D')®B(D’,D) D(D".D')®D(D',D)/ Y
K'(S")QK'(S) (5]
K(A", A')®K(A', A)
m(D", D', D) . A(A™, A)
Y (2] ast, $) 4% 6]
K'(S'J-S) D(D",D')@I’D(D'uD)

pred
B(D",D) k(1) [3] Feon )P K(A™, A)
Lopr, p)(T)

(4]

K'(S")

L(D.. D)(”

L‘(D", D) (S'.)

[5] commute car a(S’,S) est une unité,

[6] commute par définition du foncteur L (D". D) (voirb ).

Ainsi nous avons la relation:

mipu po ) (FOAW A )@ F(ALA))=F(A" A).m 4u av 4

et F est un Y-foncteur de A vers B qui vérifie: K'. K= [ F ] . Montrons
que F est une quasi-surjection. On se donne un V-foncteur H:A~C et

un homomorphisme entre V-graphes orientés G:D~ [C] tels que G.K=

(H].
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a® ) Considérons un objet (S) de §(D’ p)» ou §=(D".D,_;»---» D5, D),
et posons C'=G(D'), C=G(D) et C;=G(D;). Si
n(S)=m;,c Cpgsomnr Cpo ) (G(DT D,;)®...9G(D,,D)),
on a la relation n(f).L(D.' D)(s):n(S), car ]'C(Cl.) est un morphis-
me unité de C et j.(C;)=G(D;,D;).jp(D;).
b°) On considere I'objet T=(S,Ry,...,R,,....R,) de 8., . Le
fait que H est un V-foncteur et que l'on a la relation [H ] =G.K assure
que: .
n(8). kp=n(S). kp.mp.
On désigne par n( T ) le co-crochet de (n(5),n(S)). On a donc:
n(5)=n(T). Wy, n(S)=n(T) wyp.
Ainsi la famille (("(T))Te(s ) définit une transforma-
(D" D)’°

tion naturelle de source L(D’ p) €t de but un foncteur constant sur

C(C',C). On note HA(D', D) son co-crochet; il vérifie
H(p',D).K'(D',D)=G(D",D)
et,si D'=K(A') et D=K(A), aussi H(D",D).F(A",A)=H(A" A).
De plus,
H(D,D).jg(D)=H(D,D).K'(D,D).jp(D)
=G(D,D).jp(D)=jc(C).

Comme H est compatible avec les morphismes de composition et
comme ceux-ci sont associatifs, nous sommes assurés de la relation:
mecn ¢t C) (n(T')®n(T))=n(T'~T).a(T",T),

qui entraine :
m(c’l’ C" C)'(H(D"l D') ®H(D')D)):H(D"1D)'m(D”’ Dl,D)'
Ainsi H:B—~C est un V-foncteur qui vérifie: A. F=H et [H].K'=G.

L'unicité de H provient du fait que H(D’, D) est un co-crochet . ®

COROLLAIRE . Supposons que Y est a petites limites inductives :
a® ) Le foncteur d'oubli de V-cat dans E, qui a un V-foncteur associe

son application sous-jacente, est a structures quasi-quotients;
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b° ) La catégorie Y-cat est a petites limites inductives ;
c® ) Le foncteur d'oubli de Y-cat dans E, qui & un V-foncteur associe sa

restriction aux objets, est a structures quasi-quotients.

PREUVE. a et b sont des conséquences des corollaires des proposi-
tions 1.9 et 1.10. c est une conséquence de a ; en effet, soit A une pe-
tite Y-catégorie et 7o une relation sur Ao . La relation 7o engendre sur
A une relation 7, ou les seules fléches identifiées sont des fléches uni-
tés. Une V-catégorie quasi-quotient de A par r, est isomorphe & une

V-catégorie quasi-quotient de A par 7. ® ,

REMARQUE . Dans [S.C.F.D] nous ne supposions pas que la categorie
Y était monoidale et l'expression des résultats ci-dessus s'en trouvait
compliquée.

CAS PARTICULIER: On peut considérer les sous-catégories pleines de
V-cat et de V-gra, dont les objets sont les V-catégories n'ayant qu'un
objet et les VY-graphes orientés n'ayant qu'un seul sommet. On obtient
ainsi les V-monoides engendrés, les V-monoides libres, les Y-monoides
quasi-surjections et les Y-monoides limites inductives.

Considérons le cas ou V est la catégorie des R-modules, sur un
anneau R. Le V-monoide libre B associé au module pointé A du théo-
réme 1.2 est un quotient de 1'algébre tensorielle T(A). Si A est le point
choisi dans A, alors B est obtenu en faisant de A une unité de T(A)

pour la multiplication.
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Il. COMPLETION J-PROJECTIVE ET $-INDUCTIVE
DE PETITES V-CATEGORIES.

On se donne deux ensembles J et § de petites catégories. Soit A
une v-catégorie ayant A pour catégorie sous-jacente:

DEFINITION . a° ) Une relation g-céne projectif 1 sur A est une relation
qui associe A tout foncteur ¢ de source Je€J et de but A un ensemble
( éventuellement vide ) de transformations naturelles de but ¢ et de source
un foncteur constant.

b ) Une relation §-limite projective sur A est une relation
g-céne projectif sur A telle que tout élément  de i ( @) soit une V-limi-
te projective naturalisée ( ie. A(-, A).y est une limite projective natura-
lisée dans \:’, pour tout élément A de Ap).

Si o est une application (partielle ), on parlera d'application {par-
tielle § §-céne projectif ou §-limite projective. On définit dualement les no-
tions de relation, d'application partielle et d'application §-cone inductif
et §-limite inductive.

Désignons par CS¢" l'ensemble des triplets U=(A, u, 9) tels
que A soit une v-catégorie, M une relation J-céne projectif et O une re-
lation $-céne inductif sur A. Cet ensemble admet pour sous-ensembles:

a®) Cé, formé des U tels que u et O soient des applications par-
tielles,
bo ) Limo (Limd) formé des U tels que 4 soit une application {par-
tielle) 9-limite projective sur A et O une application {partielle’ §-limite
inductive sur A.
On définit une catégorie C6"” dont les fléches sont les triplets

(U', F, U) vérifiant :
U=(A,pu,9) et U'=(A",u", 9"') sont des éléments de C3SJ’;

F est un V-foncteur de A vers A' tel que, si Y est un élément de
u(@) (resp.de 9(¢)),F.\y appartienta n'(F.¢) (resp.a 9 (F.P)).

Pour simplifier les notations on se permettra d'identifier les unités et les

objets de CG6". Cette catégorie admet pour sous-catégories pleines les
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catégories :
Cé’ ayant pour ensemble d'objets (unités) Cdo,
L0 e et eeee e e eeeneeee e st ee e aesaenaeneens Lims ,
n .
| /SRR Limo,

A A
On note C" le foncteur de C6 vers V-Cat, qui a (U’, F, U) asso-
A A A
cie F; ce foncteur admet pour sous-foncteurs les foncteurs e e, 8
A . A A - A 20 TN :
vers V-Cat de sources respectives Co', Lim',” Lim . On définit & partir de
V des catégories et des foncteurs analogues; on remplacera le symbole *
par ¥ pour les distinguer. Si ¥ est supprimé, c'est que l'on aura affaire &
des catégories o A est petite; on a donc une famille de sous-catégories
pleines :
Lim C Lim" C Co’ C Co”
N N n- N
v v v v
Lim C Lim' C Co' C Co”
N N N N
a 2 o n
Lim C Lim' C Co’' C Co"

Nous nous proposons de trouver des conditions permettant d'asso-
cier & une petite Y-catégorie A une petite V-catégorie A' ayant certaines
(resp. toutes les) V-limites projectives Tinductives’ dont les catégories
d'indices appartiennent & § 95. Plus précisément, c'est chercher des
conditions permettant d'affirmer 'existence de (Co’, Lim')-projecteurs ou
de (Co’, Lim )-projecteurs (i.e. de structures libres relatives au foncteur
inclusion de Co’ dans Lim' et dans Lim). Dans un premier paragraphe,
on cherche des conditions permettant d'appliquer le théoréme d'existence
des structures libres; dans un second paragraphe, on construit plus direc-

A A
tement ces projecteurs. ?g désigne le foncteur de V-Cat dans Cat.

1.1, Existence de V-catégories (g, J)-complétées.

~ "

~ A
PROPOSITION 2.1. Les foncteurs C", C', &' et £ sont des foncteurs

d'homomorphismes saturés.
. L. A A
Soit K une catégorie de Cat et S un foncteur de Kvers Co":

A
PROPOSITION 2.2. Si Y est a {K }-limites projectives, le foncteur S
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admet une limite projective.

PREUVE . Posons S(K)=Up=(Ag, i g, BK), pour toute unité K de
K,et
S(k)=(Ugs, Fp,Ug) si k:K-K'eK.

D'aprés la proposition I.1 le foncteur é" .S admet une limite projective
A et A est une limite du foncteur ?‘7 .é" .S . Désignons par G les V-
foncteurs projections de A vers Ay . Soient ¢ un foncteur de J €9 vers
A et Y une transformation naturelle de but ¢ , de source un foncteur cons-
tant. Par définition, on dira que Y eu (@) si et seulement si §K.¢ ap-
partient & Ly (G - ), pour toute unité K de K. On définit de maniére
kU
est une fleche de Co” , par définition de u et O. On considére une famil-
le de fleches ((Ug, G, U)) de é‘o", od U'=(A', ", 90") et on K est

une unité de K. On suppose que:

A

analogue 0. Le triplet U=(A, ., 0) appartient a Co% et (Ug, G

Fp. GI'<=G'K., si k:K-K'.
Il existe un unique V-foncteur F:A'=A tel que Gp.F=Gy pour toute
unité K de K. D'aprés la proposition 2.1, il suffit de vérifier que (U,
F,U’) est une fleche de Co” pour étre sir que U est limite du foncteur
S. Soient @' un foncteur de J€J vers A' et ' un élément de n' (P ’).
Par hypothése, )/ =Gj .\’ appartient & i, (Gp.@"), pour toute unité
K de K. De plus, le foncteur de base de V est compatible avec les { K }-
limites projectives: il existe une unique transformation naturelle \ véri-
fiant :
Gg - :K/J'K, pour toute unité K de K.

En effet, on a la relation F, .y =Y., pour toute fleche k:K~K' de K.
Par définition de 4, Y est un élément de u (F.@"). On montre la méme

propriété en ce qui concerne O et la proposition s'en déduit.®

A . L. A
PROPOSITION 2.3. Dans les mémes conditions les catégories Co6', Lim’

A
et Lim sont stables pour les {E}-limites projectives.

PREUVE. Il est clair que, si up(Gg. ®) a au moins (resp. au plus) un
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élément, pour toute unité K de K, 1 (&) a aussi au moins (resp. au plus)

N

A

un élément. Il reste & montrer que, si G .y est une V-limite naturalisée,
[a)

pour toute unité K de K, alors  est aussi une V-limite naturalisée.

a®) Cas de p . Soit A=(Ap) une unité de A; il faut montrer que la

condition
Ap (-, Ag ). Gg .y est une limite projective naturalisée pour tout K

assure que A(-,A).\ est une limite projective naturalisée. Soit | une
unité de J; on sait que A(@(]), A) est une limite projective du foncteur
de K dans Y qui a k:K~K' associe Fy(Gg.d(]), Ay ). De méme, si
la source de Y est un foncteur constant sur A_:(ZK)’ on sait que A(A4,
A) est une limite projective du foncteur de K dans Y qui & k& associe
Fk(ZK, AK ). Le résultat se déduit donc de la commutativité des limites
projectives.

b°) Le cas de O est analogue, en remplagant A(-, A) par A(A,-). =

On considére la sous-catégorie X dela catégorie des monomorphis-
mes de V du paragraphe 1.2. On rappelle que Y est I'ensemble des V-fonc-
teurs F: A—B tels que Fo soit injectif et que F(A’, A)€ X pour tout
couple (A’, A) d'objets de A. On désigne par Z” I'ensemble des fléches
(U, F,U) de Co” vérifiant:

a° ) F appartient a f’,

b°) Si J est un élément de § et si ¢:J~A est un foncteur, alors Y
appartient & () ssi F.\) appartienta p'(F.¢).

c©) Si J appartient 4 § et si ¢p:J~A est un foncteur, alors Y ap-
partient 2 9(¢) ssi F.\ appartienta 0'(F.¢).

Il est clair que Z" est un ensemble de é"-monomorphismes. Les
restrictions de é", aux différentes sous-catégories de Co” considérées,
sont respectivement des ensembles de é'-monomorphismes, de .é'-mono-

A
morphismes, de £ -monomorphismes. On pose, pour la suite,
A F) A A A n
Z'=7Z" N Co’ et Z=Z" () Lim'.

On suppose que g U9 est un Eo-ensemble. Alors il existe un or-

dinal régulier £ vérifiant:
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sup ”-l” <E< sup ”M” , ol ”M” est 1'ordinal initial associé a M.
Jeqys MeE,
A
On désigne par Q l'ensemble des Y-foncteurs F:A—B tels que A soit
une petite V-catégorie et par { la catégorie associée & 1'ordinal (. Le

foncteur de base P de V est désormais a limites inductives filtrantes.

PROPOSITION 2.4. Supposons que le foncteur inclusion de V dans ﬁ est
a petites limites inductives, que le foncteur de base et les foncteurs in-
clusion de X dans X et de )2 dans 0 sont & {C} limites inductives,
{ < £. Sile foncteur zdentzque sur ¥ est (V Vo, X, Vo )-engendrant et sz
le foncteur de base de V est (E Eo,X Vo) -engendrant, le foncteur @'
est (Q, Z'. Cob ) -engendrant.

A
PREUVE . Désignons par U=(B, ., 9) un élément de Co; et par G un
A
V-foncteur de but B et de source une petite Y-catégorie C. On cherche &
A
déterminer une plus petite Y-sous-catégorie A de B stable pour © et pour

N

0 de maniére & ce que G se décompose a travers A. Pour ceci nous al-
A

lons définir par récurrence une famille (F )€<§ d'éléments de Y, ou
Fy est un V-foncteur de but B et de source une petite V-catégorie Ay .

a° ) Les conditions du théoréme I.1 sont réalisées et il existe un élé-
ment F;:A; ~B de Y engendrée par G. De plus, A, est une petite V-ca-
tégorie.

b° ) On suppose que FC"A§_° B est défini. Soient J un élément de 9
(resp. de § ) et & un foncteur de J dans B. Si la transformation naturelle
pn(p) (resp. 9(¢)) est définie, on désigne par M, (resp. par N¢)
I'ensemble des fléches de B qui définissent cette transformation naturel-
le. Si (@) (resp. 9(¢)) n'est pas défini, M (resp. Ng) désignera
'ensemble vide. Soit M ¢ (resp. N ;) I'ensemble réunion des ensembles

¢ (resp. N<zS ), quand @ parcourt I'ensemble des foncteurs ayant B pour
but, ayant leur source dans ﬂ (resp. 4) et leur image contenue dans celle
de Fy.On pose A=M"J N®. On peut appliquer le corollaire 2 du thé-
2 A

oréme I.1: par définition, Fy, ,:Ay, ;~B estun Y-foncteur de Y engen-
dré par Fy et par l'ensemble A®.

c° ) On suppose que {'" est un ordinal limite, que Fg.'Ag-' B est dé-
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fini pour tout ordinal (<", que Ag est une petite V-catégorie; on sup-
pose aussi que, pour tout ("< <I", on a une relation de la forme

W) FpFry p)=Fp
Alors F( ¢, ) estun petit V-foncteur. D'aprés la proposition 1.2, le fonc-
teur Y " de {"dans V-cat, qui a ({, (") associe F (¢ ) admet une
limite inductive Ag..; les co-projections correspondantes sont notées
F(yn ¢). Comme le foncteur inclusion de Y dans ‘:l est a {é"}-limites

A
inductives, AC" est aussi une limite dans V-Cat; par suite, il existe un

A
V-foncteur bien déterminé Fcn : Agn - B vérifiant:

F!"'F(C",C):Fl’ pour tout (< (".

N

de ) Il reste & montrer que la Y-catégorie A cherchée est isomorphe a
A§ . Il faut vérifier que 5«5 est contenu dans l'image de F,. Soient J
une catégorie de § et ¢ un foncteur de J vers B dont l'image est conte-
nue dans l'image de Fg. Le foncteur de base est compatible avec les
{ £ }-limites inductives; la proposition 1.2 nous indique que A, est une
limite du foncteur ?‘7 . ¢§. De plus, le foncteur de base est compatible
avec les monomorphismes. Ainsi

Ae= U Eqg )(Ap)
{<¢
Pour toute fléche j:J~]' de J, il existe un ordinal {(j) et une fléche
a(j) de AZ,(;’) vérifiant: ¢(j)= Fg(]-)(a(]')). La borne supérieure {
de la famille (l,(]'))jeJ est strictement inférieure & £, puisque £ est
un ordinal régulier et est strictement supérieur 2 || J H . Comme les tfonc-
teurs F,, sont injectifs, il existe un foncteur ¢' de J dans AE vérifiant:
@'(j)= Eoe, g(]-))(a(j))- On en déduit: ¢=F,.¢'. On pose P"=
Eirr, 1) @'. L'image de F,,; contient tous les éléments définissant
la transformation naturelle 1 (¢). Comme Fyy; estinjectif, il existe une
transformation naturelle ,u"(qb") unique, de but @” de source un foncteur

constant, vérifiant p(¢)=Fy ;. n"(¢"). On posera
,17(5):1:(5’ §+1).p"(¢"), avec 525(5’0.4)’.

Ainsi, pour tout foncteur ¢ de J vers Ay, tel que p(F,. @) est
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défini, il existe une unique transformation naturelle i (d_J) de but <7§de
source un foncteur constant et vérifiant : F,. [ (P)=p (Fg. ¢ ).On défi-
nit de maniére analogue une application partielle §-cone inductive 9; la

transformation naturelle O( @) est définie ssi 3(55 . qg) I'est et
A(Fp.¢)=F;. ().

Posons

A=A, F=F; et U=(A, I, ).

Le triplet «=(U,F,U) appartient a 7" et A est une petite V-catégo-
rie.

Considérons un autre élément (U, F',U’) de Zn', on U'= (A", ',

d'). On veut prouver que la relation F'.G'=G assure que: F'.G" = F.

a®) Comme F; est engendré par G, il existe G; tel que: F'.G;=F,.

b° ) Supposons que nous ayons la relation :
F'. G§:F§ (2).
Soient J un élément de J (resp. 9) et ¢ un foncteur de J dans B;si
I'image de ¢ est contenue dans Ay, l'image de F’ contient l'ensemble
MY (resp. N%), car (U, F',U) appartient & Z'. Par suite, M % (resp.
N C) ainsi que 1'ensemble At appartiennent a l'image de F'. Par défini-
tion de F, ; il existe un élément G, ;, forcément unique vérifiant:
F’¢G€+]:F§+1-
Comme F' est un monomorphisme, on a la relation G§+1 . F( 41, 0)" Gg .
c®) On suppose que (" est un ordinal limite et que, pour tout { < (",
I'on a la relation (2). On déduit de la régularité & gauche de F’ que:
GgF(gl C'):Ggl, pour tout C'<{,

La famille (Gg) r< définit une transformation naturelle de source Y &
et de but un foncteur constant sur A'. Soit Gcn son co-crochet; on a
F'.Gyw=Fyn, puisque F,n est aussi défini comme un co-crochet.

En particulier, si {"=&, l'on a: F’. G§ = F§ . Ceci achéve la dé-

monstration. W

On suppose que tout couple de fleches de Y admet un noyau ap-
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partenant a X. D'aprés la proposition 2.3 tout couple de fléches admet

N
dans Co' un noyau appartenant & Z":

COROLLAIRE. Avec les hypothéses de la proposition 2.4, supposons que
2 est a limites projectives :

- Le foncteur C' est a quasi-surjections,

- La catégorie Co" est a Co'-projections.

- La catégorie Co' est a petites limites inductives.

- Le foncteur d'oubli de Co' dans E, qui a une fléche associe son ap-

plication sous-jacente, est un foncteur a quasi-surjections.

PREUVE. Le foncteur C' est compatible avec les noyaux. Les proposi-
tions 2.2, 2.3 et 2.4 permettent d'appliquer le théoréme d'existence des
structures libres [S.E.S.L]. =

Un probleme plus intéressant est de savoir sous quelles conditions
le foncteur E‘ est (Q, Z. Lims ) -engendrant; en d'autres termes, étant
donnée une v-catégorie B munie d'une application partielle g-limite pro-
jective ('§-limite inductive?, on veut montrer qu'une petite «¥ -sous-caté-
gorie de B» engendre une petite « {}-sous-catégorie de B», stable pour 1'ap-

plication §-limite projective td-limite inductive’) de B.

THEOREME 2.1. Avec les bhypothéses de la proposition 2.4, supposons
que C’ est a (§ U Y)-limites projectives. Si dans V les {§}-Zimites in-
ductives commutent avec les (§ ) 9) lzmztes pro]ectzves le foncteur £'

est (Q, Z. Lim} )- -engendrant et le foncteur £ est (Q, Z. Lim,)- -engendrant.

PREUVE. On se donne un élément U=(B, 1, 9) de Lims et un V-fonc-
teur G de but B, de source une petite V-catégorie. On cherche un élément
(U,F,U0) de Z engendré par G, oo U=(A, 7, 9) appartient a Lim;.
On détermine F par récurrence. On définit deux familles (FC)C$ £ et
(F'g) r<E d'éléments de )A’, ou Fy et F'C sont tous des V-foncteurs de
but B et de sources respectives de petites Y-catégories Ag et A'C'

©) Les conditions du théoréme 1.1 sont réalisées et il existe un élé-
ment Fj:A}-B de 1 engendré par G. De plus, A} est une petite V-

catégorie.

b° ) On suppose que F%:A}—~B est défini, pour { < &. Pour simpli-
[t p P
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fier les notations, on identifie les objets de A} a des objets de B et on
désigne par (A’, A) un couple d'objets de A;. On considere l'ensemble
Dg(A) (resp. Eg(A’)) des foncteurs ¢ vérifiant:

- La source de ¢ appartient 3 § (resp. 9), le but de ¢ est B,

- I'image de @ est contenue dans celle de Fy,

-u(p) (resp. 9(¢)) est défini et les éléments définissant cette li-
mite naturalisée appartiennent a 1'image de E'g,

- A (resp. A’) est le sommet du céne (@) (resp. 9(P)).
Puisque J (resp. §) est un petit ensemble et que A} est une petite caté-
gorie, 1'ensemble Dg(A) (resp. Eg(A')) est petit. Soient ¢ un foncteur
de cet ensemble et A” un objet de Alg- Le V-foncteur FY définit une
transformation naturelle, ol ¢§ est la restriction de ¢ a A’g :

t(p, A", Q).'A'z(-,A").qﬁg:): B(-,A").f'g.qﬁg
(resp. s(qS,A",é):A'g(A",-).qﬁC*g: B(A",-).}_«"'g.qbl*).

Soit I(p, A", ) (resp. 5(¢, A", [)) le produit de cette transformation
naturelle par une limite projective naturalisée #(¢, A", () (resp. $(¢,
A", )) du foncteur Ay(-, A").dy (resp. Ay (A", -).@¢); une telle limi-
te existe par hypothése.
La transformation naturelle B(-, A”).u(¢) (resp. B(A”,-).0(d)%

est, par définition de U, une limite projective naturalisée dans Y.

On notera :
‘U(¢: A"I é)v(¢:A"ré) — B(A,A")
(resp. w(¢, A", L):W(p, A", L) —— B(A",A’))

le crochet correspondant de #(¢, A", () (resp. 5(¢, A", [)). La famil-
le (V(¢,A", L)), ou ¢ parcourt D,(A) (resp. (W(p,A", L)), ou
¢ parcourt Eg(A)), admet une somme V (A", () (resp. W(A", ()). On

noteéra
v(A", [ ):V(A", ) —>——B(A,A")
(resp. w(A",():W(A",[) —>— B(A", A"))

le co-crochet de la famille (v(¢, A", L)) (resp. (w(p, A", ())), si
DC(A) (resp. EQ(A')) est différent du vide; dans le cas inverse v(A”",
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{) (resp. w(A"”, {)) désigne l'unique fléche de but B(A, A") (resp.
B(A"”,A’)) de source un objet initial de ¥ noté V(A", C) (resp. W(A",
{)). On considére une somme S(A, A’, () de (AY (A A'), V(A" (),
W(A, )); le co-crochet correspondant du triplet (FC(A' A'),v(A", L),
w(A,l)) est désigné par G (A, A"). Par définition, F, est engendré
par la famille (GC(A, A')) ou A et A' parcourent l'ensemble des ob-
jets de A'l'

c®) On suppose que FC:AC—' B est défini, avec { < &. Nous définis-
sons Fjy ; & partir de F, de la méme maniére que F, ; a été défini a
partir de F, dans la proposition 2.4 : M¢ (resp. N¢) désigne l'ensemble
des fleches de B définissant, quand elle existe, la transformation naturel-
le (@) (resp. 9(¢)). L'ensemble réunion des ensembles qu (resp.
N¢ ), quand ¢ parcourt 1'ensemble des foncteurs ayant B pour but, ayant
leur source dans ﬂ (resp. g) et leur image contenue dans celle de Fg
est noté M° (resp NC) On pose cAt=mt U NE. Par définition, Fyig:
Ay, ;B estun V- foncteur de ¥ engendré par F, et l'ensemble Al Re-
marquons que Ay, est une petite V-catégorie, car A, en est une et que
A% estun petit ensemble.

d° ) On suppose que (" est un ordinal limite et que Fi: “A'- B est
défini, pour tout ordinal { < {"; on suppose aussi que Ag est une petite
V-catégorie et que, pour tout ordinal {' < [ < {", on a une relation de la

forme :~
(1) F' F(g §)~F§..

F(y ¢) est un petit V-foncteur. Soit l/i'g le foncteur de (" dans V-
cat, qui a ({, (") associe F'iy ). Ce foncteur admet une limite in-
ductive AC"’ les co-projections correspondantes sont notées F( IR
Comme le foncteur inclusion de Y dans V est a { C }-limites inducti-

ves, il existe un V-foncteur bien déterminé Fiyn .'Agn - B vérifiant:
F'gn. F'( ¢, C):F,C’ pour tout (< (".

A
€% ) Il reste 4 montrer que le V-foncteur cherché F'est égal a F’§ et

a Fg- On montre comme dans la proposition 2.4 que A§ est stable pour

les applications J-céne projectif i et $-céne inductif O: désignons par
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¢ un foncteur de source ._l_ef] (resp. Eg), de but B, d'image contenue
dans l'image de _F’§ . On a les relations:
A'f: U Ffrg, g)(AY) et ¢(j)=f§(j)(a(]')),
t<¢

pour toute fléeche j de J, avec ((j)< &, oua(j) appartient & ég(]‘)-
La borne supérieure { de la famille (l(]'))]- c) €st strictement inférieu-
reda &, car £ estrégulier et est strictement sul;érieur a || JH Par suite,
il existe un foncteur ¢' de J dans A, tel que $=F}.¢". On pose "=
Firi1 ) @ . Tous les éléments définissant la transformation naturelle
p(p) (resp. 9(¢)) appartiennent & l'image de FYy, ;. L'injectivité de
I_"§+1 assure l'existence d'une transformation naturelle w" (") de but
@", de source un foncteur constant et vérifiant u (P)= E'C+1 St (")
(resp. O"(@") de source @", de but un foncteur constant et vérifiant

3(¢):F'§+1.3"(¢")), On pose

B(PI=Fg gpp)- #"(P") (resp. 3(P)=Fig yip) 0" (")),
avec $:E'(§, c)-¢'.
Remarquons que la relation A, =AY entraine la relation A,=A} ., ,
c'est-a-dire assure la stabilisation de la construction.
I1 faut maintenant prouver que Z(p) (resp. 9($h)) est une li-

mite projective (resp. inductive) naturalisée dans A;f .
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Cas de [1 (d—;). On se donne une unité A” de A'g (unité identifiée a une
unité de B) et un foncteur ¢ de source appartenant a f], de but B et
d'image contenue dans celle cie _E'§ . D'aprés la premiére partie de ce pa-
ragraphe, il existe un ordinal {<& tel que:

- A" est unité de A'{",

- I'image de ¢ est contenue dans celle de F7-.
On désigne par /£ / la sous-catégorie de £ ayant pour fleches les ({,

(') telles que ZS {'. A une telle fleche correspond une transformation

naturelle

9( g: C’):Fé C’ Z')(¢('): A")-'A'c'(¢(‘)l A”) j:A’C(d)(')rA")

—

A'C(p-(qS),A")

A'c.(qs(-).A")/(ﬁ, )
[ i

F;C.' g)(A,A")

0(¢g, t')=
=Fy, gey(#(-).4") h(L L)
. 1 .
i A'g(,u-(¢),A") .
IC ;
?(¢,A'|', ) !
- I |
A';(Qb(")rA") ‘ V(¢, A"'Q L

\ ; . -
I i, A", €)= A'p (u($)TAT)

A% ($(-), A%)
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Le foncteur A (b(-), A" ) est aussi une limite inductive du foncteur de
source /_f/ ,quia ({,{’) associe 6 (L, L"). Si ({,’) appartient a
/& / , notons h(L,L’) le crochet par rapport a la limite projective natu-
ralisée (@, A", { ) de la transformation naturelle: @ (Z, {'). #( P, A", ().
Les A({, {’) déterminent un foncteur & de /£ / dans Y, qui admet une
limite inductive V. Il existe une transformation naturelle #($, A", &) li-
mite inductive des transformations naturelles 7(¢, A", {) (relativement
aux G({,L") etaux H(L,L')), ayant pour but A'g(¢(-),A") et pour
source un foncteur constant sur V. Par hypothése, 7(¢, A”,£ ) est aussi
une limite projective naturalisée dans VY. On se propose de montrer que
la transformation naturelle A'g(,u, (¢),A") lui est égale & un isomorphis-
me prés.

On note A le sommet du cdne projectif u () et €' le foncteur
de /_f_/ dans V qui associe F('C, g,)(A, A") a (§, {'). L'objet Aé—(A ,
A") est une limite inductive de ce foncteur. Si (<, désignons par l§
le crochet de la transformation naturelle A' (,u(qb) A") relativement a

(¢, A", L ). On a la relation :
h((, L )-Zg'zlg'F(' g, r)(A, A7), si <.
La famille (ZE)ZS (<& définit une transformation naturelle de &' vers

€, qui admet une limite inductive :
. ] ”
lf.Af(A,A ) —— V.

Par construction, il existe un morphisme l’g défini comme composé
de :

V(p, A", L) €+1(A A")

V(A" C) Ag(4,4"]

sxA A" ¢) Frygc4, 4"

”i\ y

P Z, v
G\(\G/A/ )
B(A, A")

98

v(P, A", g/



54 F. FOLTZ

La famille (FY,, (A, A"). I'C)Z'S < ¢ définit une transformation natu-
relle de source € et de but un foncteur constant sur A'é(A, A"). En ef-

fet , on a la relation:

Fl vz, tor)(ArA™) L=l b, oy
On désigne par [, :V~ A,'f (A, A") le co-crochet de la transformation natu-
relle ci-dessus; f(@, A”, {+1) est une limite naturalisée, donc

Ly - 1y=k(L+1,0)
et par suite lg.l'g:V. Par construction, l'on a:
l';.lLZF; t41, £)(A,A"), c'est-a-dire l'f.l§=A;f(A,A").
Ainsi [} est l'inverse de I, Aé(/I(qE), A" ) est une limite projective
naturalisée dans VY et O (d;) est une limite projective naturalisée dans

:f et a fortiori dans Ag .

” l
V(¢,A » z) ‘g A'g(Al AH)
b(L+1,0) It
v ¥ Flrrar, plaam)
Frea
< 3 Ay (A A")
V(p, A", [+1
l’£+1 1] A"
Y Fleta2, ten)4 4"

Ay o(4,4")

En considérant les foncteurs co-représentables, on montre de méme
que é(cﬁ_) (qui est la transformation naturelle 9(¢) restreinte Ag)
est une limite inductive dans A§. On a donc construit un élément = =
(U,F,U) de LiAm', ot F=F, et U:(Aé-,ﬁ, 3) appartient a2 £ ; ainsi

A
A§ est une V-sous-catégorie de B stable pour les J-limites projectives
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(resp. les -limites inductives). Remarquons que, si A et O sont partout
définies (i.e. Ue€ Lims ), il en est de méme de I et 3, donc U€ Lim,.
Il faut encore montrer que A, est la «plus petite» V-SOus-catégorie de B
ayant la propriété ci-dessus. Soit #=(U,H,U) un élément de Z’', on
U=(c, £, 5) appartient & Limf. On veut montrer que la relation H. K'=
G, o K' est un VY-foncteur de but C, assure l'existence d'un Y-foncteur
K:Aé— ~C tel que H.K=F.

a° ) Comme Fj est engendré par G, il existe un V-foncteur Kj:A; ~C
tel que H. K} =Fj.

b° ) 'On suppose que 1'on a un V-foncteur Ké :Aé—' C tel que H. K} = v
avec (<& . On considére trois unités A, A’, A" de A'g et leurs images
C,C",C" par K. On suppose que l'on a un élément ¢ de D,(A) (resp.
(resp. de E;(A')). Comme # appartient 3 Z (i.e. NC est stable pour les
limites ), la V-limite naturalisée ;I(Ig;. }y) (resp. O(Ky.Py)) est définie
et par suite, le morphisme v(®, A", ) (resp. w(¢p, A", {)) se factori-

B(A,A')

Fy(AA') YA, A7 A,

>

Kg(A,A')

YA A)

H(C,C'")

K'((A, A")

ccc.c)

se A travers K'C(A,A”) (resp. & travers Ky (A", A')). 1l en est donc de
méme de v(A”, () (resp. de w(A",{)) et de G*(A,A’), puisque leur
source est une somme. La famille (G Z:(A, A’)) engendre F;;il existe un

unique V-foncteur K, tel que: H. K, =F,.
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c®) D'aprés la proposition 2.4, il existe un unique Ky, , vérifiant
H. K'€+1 :F'§+1 .
d°) Soit " un ordinal limite. On suppose que H.Kjy=F}, pour tout

{<{". La relation (1) ci-dessus assure que
Ky F ¢, ¢r)=F%, pour tout gr<<im,

en effet, H est un monomorphisme. Comme A'C" est une limite inductive,

il existe un unique V-foncteur KYy. tel que:
K’gn.F(' C"- g):K'{ pour tout §<C“.

En particulier, il existe un unique V-foncteur K=K, tel que H.K=F.

Le théoréme est ainsi entiérement démontré. ® '

COROLLAIRE . On suppose de plus que g est a limites projectives :
a° ) Les catégories Co', Lim' et Lim sont a petites limites inductives.
b° ) Les foncteurs C, 8 et L sonta quasi-surjections et admettent des
des adjoints.

c®) La catégorie Co' est a Lim' -projections et la catégorie Lim' est a

Lim - projections (i.e. les foncteurs inclusions admettent des adjoints).

PREUVE . C'est une conséquence du théoréme d'existence de structures

libres. m

11.2. Construction d'une Y-catégorie (J,9)-complétée.

A. Un adjoint du foncteur inclusion de Co" dans Co'.
Avec les notations précédentes, nous supposerons que le petit
ordinal & est régulier et vérifie :
s |lll<€ < swp |IE]]
Je§ U d E €E,
ou HE ” est l'ordinal associé a4 l'ensemble E . Désignons encore par ﬁ

la catégorie associée a £.

PROPOSITION 2.5. Supposons que Y est a petites limites inductives et
que le foncteur de base de V est compatible avec les {g}-limites induc-

tives. Le foncteur d'inclusion de Co” dans Co' admet un adjoint.

PREUVE . Le corollaire du théoréme 1.3 nous indique que le foncteur d'ou-
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bli de la catégorie Y-cat dans la catégorie E, qui & un V-foncteur associe
son application sous-jacente, est un foncteur a structures quasi-quotients.

Considérons un objet U= (A, i, 9) de Co”, c'est-2-dire une peti-
te V-catégorie munie d'une relation -céne projectif et d'une relation §-
céne inductif. Nous allons définir par récurrence une famille de V-fonc-
teurs petits (F( v, é))CS e o

Fep, 5):A§-°A§y, Fooe, g):IdA; et A;=A.

Supposons que Ag est défini. Désignons par My (resp. Ng)le

quotient de l'ensemble des foncteurs dont la source appartient & g (resp.

a f]) et dont le but est A, par la relation d'équivalence:
¢1:—\'¢2 @)E(;'I)'Qb] :E( 5'1)~¢2-

Notons 55 la classe quotient de b et Dqg (resp. Ed;) I'ensemble, pour

de Mg (resp. e N;) de tous les couples de la forme :
(O'g(]),O'i(])), ol UC(]):-I—:(§, 1)(0’(])). U&(])ZE(C‘”(O"(])),

lorsque (o (])) définit une transformation naturelle appartenant & & ()
(resp. & 9(@')) et que ¢:J—~A et ¢':J~A appartiennent 2 .
Posons D,= U Dg et E;= B U Eg. Le sous-ensemble
beMy $eNy
D, U Ey de AEX_A_Z; détermine sur Ag une relation d'équivalence 7.
Désignons par Ay, ; une V-catégorie quasi-quotient de A, par 7, et par
F( 41, 2) la quasi-surjection associée. Si {'< U et si F( r,r) st

défini, on posera:

Foorr, o Fee v)=Fowr, v)

D'aprés la proposition 1.2, V-cat est a2 {{"}-limites inductives,
si {" est un ordinal limite. Supposons que Foe, gr) est déterminé, pour
tout {'< {<{". Par définition, AC" sera une limite inductive du foncteur
de source é" de but Y-cat, qui a ({, (') associe F(Z. rr)s et F( )
sera une co-projection correspondante.

Montrons que U détermine sur A, une application §-céne projec-
tive et une application $-cone inductive. On désigne par J une catégorie

de § (resp. de §) et par Y un foncteur de J vers Af . S'il n'existe aucun
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foncteur ¢:J~A tel que Y =Fi¢ 1) ¢ ettel que n (@) (resp. 9(¢))
soit différent du vide, on posera Z (Y )=# (resp. 0(y )=0 ). Considé-

rons le cas inverse et supposons que

V=Fie, 1) b17Ee, 1) %2
D'aprés la proposition 1.2, le foncteur de V-cat dans cat, qui associe A
a A, est compatible avec les '{é}-limites inductives. On en déduit que,

pour tout élément j de J, il existe un ordinal §]. <& vérifiant :
Eog, 1) P1(1)=E g, 1) $201)-
Si { est la borne supérieure des li , pour j appartenant 2 J, on sait que
{<£ et que:
Eog1y®1=Ecg, 1) %2
_D'aprés ce qui précéde, si ¢; est un élément de i (P; ) (resp. de (P, ))
et f, un élément de /.L((]SZ) (resp. de 9((132)), nous sommes assurés
que:
Fovrr, 1)y 1= Ecger, 1) 12
donc que : E(f,l)'tl Zf(f’”.tz. On posera:
/——L(L/j):{f(sz,l).ll } (I‘CSP. §(¢):{E(§'1)'t1 })7
ITZ(Ag, fL,9) estun objet de Co’ et (U, Fg, U) est une fléche de Co’.
Montrons que U est une structure libre associée a U:
Considérons une fleche (U', G, U) de Co", ou U'=(B,a', 7"
est un objet de Co’. Supposons que G s'écrive de maniére unique sous la

forme: G,. Fiy ;y=G. L'application sous-jacente a3 G, est compatible

avec la relation définie par D 5 (resp. E z), car:
G(o(1))=G(a'(])) :“)Qg(Ug(])):QQ(O';'(]))-

Par suite, cette application est aussi compatible avec la relation définie
par Dy (resp. Ey), donc aussi avec r¢. Ainsi Gy s'écrit de maniére u-
nique sous la forme: Gy =Gy, ;. Fry 1 ). Supposons que (" est un or-
dinal limite et que G s'écrive, pour tout ordinal {< (", d'une seule ma-
niére sous la forme: Gg. Frr g )IG. On a donc une transformation natu-

relle définie par la famille (Gy) < rn, de but un foncteur constant sur B
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et de source le foncteur déterminé par les F(g L ol §'§§< {". Le
V-foncteur GC" sera le co-crochet de cette transformation naturelle. Le

triplet (U’, Ggo U) est bien une fléeche de Co”:
Ge- Z(Y)=G. pu(b)=G"(G. ¢ )=R"(Gg )
(resp. Gy 3(Y)=G. 9(¢;)=0"(G.b;)=3"(Gp. ¥ )).
On a la relation :

(U’,Gf,U).(U,F u)=(U0',G,U),

(€.1)

et cette décomposition est unique. ®

PROPOSITION 2.6. Si Y est a {é" }-limites inductives, il en est de

méme de la catégorie Co", oa (" est un ordinal limite.

PREUVE . Soit & :K~Co” un foncteur, ot K est la catégorie {" asso-
ciée a un ordinal limite (" . Posons & (k)=(Ug., Fp, Ug), ot k:K=K’
et ot Uy =(Ag,pyg, Og). D'aprés la proposition 1.2, le foncteur de K
dans VY-cat, qui a & associe F,, admet une limite inductive A . Notons
Gk les co-projections associées. Soit Y :J~A un foncteur, on Jeg
(resp. J€Y), et D l'ensemble des foncteurs ¢:d~A,, pour K parcou-

rant Ko , tels que: Y =G, . .

On posera
p(P)= U Gelig($)) (resp. 3(Y)= U Gl (),
$ €D ¢ €D

ou par abus de notationis G, est considéré comme une relation qui asso-

cie a des transformations naturelles ¢ les transformations naturelles
G-t

Si U=(A,pu,9), il est clair que les triplets (U, Gy » Ug) sont
des fléches de Co". Supposons que 1'on ait un objet U'=(B, u’, 9’) de
Co" et une transformation naturelle de source &, de but un foncteur cons-
tant sur U’ et définie par la famille ((U’, Gg, Up))g €Ko" Il existe un
unique V-foncteur H:A-B tel que H. Gy =Gy, pour tout K. Soit ¢ un
un élément de u () (resp. de 9(yY )). Il existe un objet K de K, un

foncteur 6]5.'!-'51( et une transformation naturelle £, tels que:

v,[;:gK.qﬁ, t=Gp .ty et tKe,uK(qS) (resp. tKGBK(d;)),
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On a: H.t=H. Gg-tg = Gk tg, qui est un élément de /L'(_G_;(.qﬁ) =
W (H. ) (resp. de B'(g;(. ¢)=v'(H.y)). Donc le triplet (U’, H,U ) ap-
partient & Co” et la proposition s'en déduit, ®

COROLLAIRE 1. Avec les hypothéses de la proposition 2.5, la catégorie
Co' est a {_é_" }-limites inductives.

PREUVE . En effet, le foncteur injection de Co’' dans Co” admet un ad-
joint. ®

COROLLAIRE 2. Avec les hypothéses de proposition 2-5 le foncteur de Co”

dans V-cat, qui a (U', F,U) associe F est compatible avec les {é}-

limites inductives.

PREUVE . En effet, le foncteur de V-cat dans cat, qui a F:A-~B as-
socie F:A~B, est compatible avec ces mémes limites d'aprés la propo-
sition [.2. =
COROLLAIRE 3. Toujours dans les mémes conditions, la catégorie Co'
est stable dans Co" pour les { & }-limites inductives.
PREUVE . Reprenons les notations de la démonstration de la proposition
2.6, od K=& . 1l suffit de vérifier que 1 (@) contient au plus un élément,
s'il en est ainsi de tous les pp (¢ ). Considérons deux foncteurs ¢ :J _'AK
et ¢':J—Ay, vérifiant: Y =Gy . P=Gg.. ¢'. Pour toute fleche j de J,
il existe un ordinal QI. <& tel que:

E( c]’ K) ¢(]):E( g]_, K') ¢ (7).

Posons (= is:g CI.. Ona: Fpy K)'¢:F( g,K')'¢" Si t est un élé-
ment de L, (P) et ¢’ un élément de . (E') (resp. ¢ est un élément de
aK(d?) et t' un élément de BK.(Q’J')), I'on a:

Cp(Fry k) t)=Gp(Fry oy 1)
Ceci achéve la démonstration, car la méme équation est vraie en rempla-
cant 4 par E.m
B. Un adjoint au foncteur inclusion de Co’ dans Lim'.

THEOREME 2.2. Supposons que Y est a petites limites inductives et pro-
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jectives, que le foncteur de base de N est compatible avec les {é}-li-
mites inductives. Si les § |J §-limites projectives commutent avec les
{ &}-limites inductives dans V, le foncteur inclusion de Co' dans Lim'

admet un adjoint.

PREUVE . A partir d'un objet U=(A, 1, 9) de Co’, nous allons définir
une famille ((Ug, F( ror) Ugr))gng r<e de fléeches de Co’, ou
Up=(Ag g BC)’ Foo Z)-Zla’Ag et U;=U.
Puis nous montrerons que Ug est un objet de Lim', c'est-a-dire que Mg
est une application J-céne projectif partielle et aé‘ est une application
§-céne inductif partielle.
1°) Supposons que U, et Fry, 1) sont déterminés. Définissons un ho-
momorphisme de V-graphes orientés G- [Ag] =By, ou [AC] :OV(AQ ),
susceptible de transformer les applications cdne en des applications cdne
«plus proches d'applications limite»:
a°) L'ensemble des sommets de B, est l'ensemble (Ay Jo.
bo ) Soit AC un tel sommet. On désigne par M(Ag) (resp. N(AC))
'ensemble des foncteurs ¢ de source appartenant 3 J (resp. a 9), de but
A et vérifiant:
u(P) (resp. 9(¢)) est défini et, si la source de u (@) (resp. le
but de 9(®)) est un foncteur constant sur A, on a: Ag‘—:_f_’( 1 )(A).
Supposons donnés un élément ¢ de M(Ay) (resp. de N(A ) et
un autre objet A'g de Al' Le foncteur Ag(':A'g)'F( !,1)'¢ (resp.
Ag(A'g, -). Fir g ).¢*) admet une limite projective V? (resp. V'Z’) et la
transformation naturelle Ag(-, A’;). F( 11 M (¢) (resp. Ag(A'g, -).
Frr 1) 3 ($)*) admet un crochet

v AL (Ag Ay) = VE (resp. v'E:AL (A}, Ap) V'),
D'autre part, la famille (U?)¢ eM(Ay) (resp. (U'?)qssN(Ag)) admet
une somme fibrée V§ (resp. V'g) dans VY. Notons w(Ag) (resp. w’(Ac))

la co-projection canonique
w(AC).'Ag(A;, A'g)—’- VC (resp. w'(Ag).‘Ag(A'g,Ag) “"V'g).

Si M(Ag) (resp. N(Ag)) est vide, on posera:
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w(AC):IdAg(Ag, Ay) (resp. w,(AC):IdAC(A'C’ Ag))'

Pour tout couple (A'C’ Ag) d'objets de A;, le couple (w'(Ag), w(A'g ))
admet une somme fibrée B (A7, Ay). On notera G, (A%, Ay) la co-pro-
jection canonique Gy( A%y, Ay): Ay( Ay, Ay) ~By( Ay, Ay).

c°) Si A'§:A§, nous poserons ]'B (AZ):GC(AC’ Ag).jA (AC) .
Ainsi 1'homomorphisme de V-graphes orientés Gy: [AC] *Bg est bien
défini. On désignera par HE"AC_.CC une @v-quasi-surjection associée
a Gy.

U, induit sur Cy, une relation g-céne projectif p 'y et une relation
d-cone inductif 8’! comme suit: i/(\)) (resp. O7(y)) est l'ensemble
pour ¢ vérifiant Y = Hy. ¢, des transformations naturelles ﬁg. p,c(cf))
(resp. Hy. 0y (#)). Si Uy=(Cy, uy, %), le triplet (Uy, Hy, Uy) est
une fléche de Co”. Par définition, U§+1 est une structure libre associée
a U'g et relative au foncteur inclusion de Co’' dans Co”. Le projecteur

correspondant est noté ( Urss ,H';, U'g). On posera:

Fopr, )70y Hy et Fropg p)SHy He Fog gy
si Foy pr) est défini.

20 ) Supposons que (" est un ordinal limite et que (Upgs For vy Ug,)
est défini, pour tout (' (<™. D'aprés le corollaire 3 de la proposition
2.6, la famille ci-dessus admet une limite inductive dans Co’. On note
Uy cette limite et ((Uyn, Fy g0y, Uyr)) est entiérement définie. No-
tons que la limite U, se projette dans cat et dans V-cat en une limite
d'aprés le corollaire 2 de la proposition 2.6 .

3°) Montrons que U, est un objet de Lim'. Soit v :d~ A, un fonc-
teur, ou Jed (resp. J€9). La transformation naturelle ,ug(l,b) (resp.
3§(L/J )) est définie si, et seulement si, il existe un foncteur ¢:J-A
tel que Y=F , |, - ® et que () (resp. 9(¢)) soit défini. On sup-

pose que tel est le cas. On considére un objet A'g de A§ . Comme Ag est

est une limite inductive des foncteurs F ; ;i on a: A= U A r- 1l
o [<¢
exi_ce un ordinal (<& et un objet A'g de AZ tel que Aé:fgf, Z)(A'z-);

posons AY=F , 7,(A%) et b(=F, ,“1).¢, pour tout (L (<&, La
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transformation naturelle
N, vy Ap( Ap) dp == Agl- Ap)- &y
3 . ’ . * ' *

(resp. 'y o) Ap (A, <) ¢f == Ap (A7 -). 97)
définie par la famille (F, 5,)(¢§,(i), Al{')ie.lc) (resp. (E oy rr)(Afs,
<}5§.-(i))i€_lo) admet une limite projective dans V :

. ‘75 ¢ ’ . v¢ —e— :Q5
u(glg.).vcy—»—Vg(resp.u(g’g.).Vg: Vg).
Cette limite est relative a la limite naturalisée Ag (resp. A'g) du fonc-

teur AC(-,A’Z).qﬁC (resp. AZ(A'!,-).d}’Z) définissant V? (resp. V'Qg):

f( g' g.)(¢§.(l').A'C')

LIRS
Ap(by (i), A )
vt A (Bpe(i), Ay)
Eoy, p)fepi A7)
A
A
gL
) . p
Vi “g,r)

Notons / &£/ la sous-catégorie de & formée des couples (C, {’) tels
que: (S L'<L<E. A toute fleche ((, ') de /&£ / est associée une
transformation naturelle

Sg, )i M= Ay resp &'y gy A= AY)
déterminée par 7y g0y €t Uy o) (resp. par 7' ¢ yv) et @'y, rr))-

Le foncteur de source / &/ quia ({, (') associe cette trans-

formation naturelle admet une limite inductive Af (resp. K‘f ); cette li-

mite est, par hypothése de commutation de limites, une limite projective
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naturalisée dans V. La source de Af (resp. le but de A'§ ) est un fonc-

teur constant sur un objet de Az noté V?. On désigne par:
(resp. -é'( z’ E')AC.(A'gy,azy(qﬁgv)) i Ac(A'g: ag((bc)))

la transformation naturelle déterminée par 7, , ) et par Ecr, C')(A'g' ,
A’g,) (resp. par 7’)(’ ¢, ¢y et par Eop !')(A'C" Ayr)). Le foncteur de
source / &/ quia (L, {') associe ER rr) (resp. 5‘( 7 §')) admet
pour limite inductive Ag(ug(bgz), Ay) (resp. Af(Ag,8§(¢§))y 11
s'agit de montrer que cette derniére limite est isomorphe a A§ (resp. a
A'g V(x| crest-a-dire que:

Ap(Ag, Ap)xVE (resp. Ag(Ay, Ag)=V'E).
Montrons-le dans le cas de V? (le cas de V'? est semblable). Soit &
(resp. 8) le foncteur de /_é:/ vers ¥ quia (g, ') associe Uy ey
(resp. Fry v (Ap, Ap)) et (zg)7¢p<g (resp. (Zp)fcrcy) la
famille définissant la limite inductive naturalisée déterminant V? (resp.
Aé(Ag, A’g)). 1l existe une transformation naturelle & de source & et
de but un foncteur constant sur V? définie par la famille (z,. u?). On
désigne par k le co-crochet de T . Il existe aussi une transformation na-
turelle 0 de source O et de but un foncteur constant sus Ag(Ag, Ay),

définie par la famille (Z Yy ® , si yy est le composé canoni-
{41 Y7L L<E 4 P

(:) (:) K(AE,AZ)

que:

H'C(CE’ C'C) }
gy (Agpy Abyy)

ou @ et @ sont des co-projections de sommes fibrées, ou (CC’
Ky Gy, Hy) définit la quasi-surjection Hy, et ou C,= Iﬁg(Ag)r Cy=
Ky(AY).

(%) Cette démonstration présente une certaine analogie avec la démonstration
du théoréme 4 de [S.C.F.D.].
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Eeg, 1)((i). AY)

ME, L)
Ag(Bg(i)AY) Ar(d/17). Ay)
_E(é-' §)(¢C(i')'A'§)
Y A
A
e -
. z=Frg, )(Ap Ay)
Af(Af’Af) — C% 17
. ¢ Arpildrir Aty
Y+l
4 e £y
k vy
s b b
Ve Zrag Viki Ve
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La relation Yo V%): Ervgr, C)(AC’ AIE) assure que le co-crochet k de

O est un inverse a gauche de k. La relation Uglrl Y= U gy, r) assure

que k est un inverse a droite de k. 1l est clair que:

Mg =k Ag(pg(p) Ap)=k Ky et K=k A,

Ainsi Ag(#é(k// ), Az ) est une limite projective naturalisée et Ug est

un objet de Lim'.

Considérons un élément (U, Ry, Ug) de Co', ou U'=(D,pu’',9")

est un objet de Lim’, et un foncteur ¢ de M(AC)' Posons

d)C:E( 5'1)(#, D':EE(AZ) et D:BC(Ag)

Puisque u#'(Ry.¢®,) est une V-limite projective naturalisée dans D, la
g R Py proj
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transformation naturelle Bg(”A'g)' ¢€ admet une limite projective:
R? 1) VE —— '
RE(Ay, Ay VY D(D,D').
On en déduit la relation: Ry( Ay, i&’g)ZE"Z(AC,A'c). v§. Cette décom-
position est unique. La famille (R% (A, AY))y eM(4y) admet un cro-
chet ﬁc(Ag,A'g):Vg-'D(D,D'). Donc:
On montre de méme que RC(AC' A'g) s'écrit de maniére unique sous la
forme :
RC(AC’AZ):RZ(AC’A'C)'w’(A'E)'
Il s'ensuit qu'il existe un unique élément Sy( Ay, Ay) vérifiant:
SC(Ag,A'g),Gg(Ag,A&):RE(AE,AZ).
La famille (SC(AC’ AY)) définit un homomorphisme de Y-graphes orien-
tés SyB;* [(D],ou [D] :GV(D), tel que:
Sy-Gy=[Ry 1, on [R1=0y(Ry).

D(D,D')
B¢ '
Ry(Ay, A,
A4 .
{ Rg(Ag-Ag)
Sg(AC,A'c)
b
vy Yy
v§¢
w(Ag)
Bg( < {) GQ(AC' 4

w'(A'g)

Ve
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Il existe donc un unique V-foncteur Tc.'Cg-' D vérifiant Tg'ngRg‘
Comme U’ est un objet de Co’ et que (U',Tg, U,i) est une fléche de

Co”, on a une décomposition unique :

(U Rypgr Upyr ) (Upyr Frggn, gy U =0 Ry, Up)-

Soit {" un ordinal limite. A une famille ((U’, Ry, Ug))§< ¢r de
fleches de Co’, vérifiant R{':Ré‘ F( ¢, rv) bour tout <<, cor-
respond une transformation naturelle et, donc, un co-crochet (U’,Rgn;
Ug,,). On en déduit qu'une fléche (U’, R;, UI) de Co’' s'écrit d'une seu-
le maniére sous la forme: (U’ Re, Ug)'(Ug' F(f, 1) U;). Ainsi Ug
est bien une structure libre associée a U=U; =
COROLLAIRE . Avec les bypothéses du théoréme précédent, la catégorie

Lim' est a { {" }-limites inductives et le foncteur d'oubli de Lim' dans

V-cat est compatible avec les { & }-limites inductives.
PREUVE. En effet, avec ces conditions, la catégorie Co’ a les proprié-
tés indiquées. m

C. Un adjoint au foncteur inclusion de Lim' dans Lim .

Considérons un objet U=(A, u,90) de Co’ et les triplets (u”,

u',u) de fleches de Co’ vérifiant:
U est la source de u' et u, u". u'=u.
Ces triplets forment une catégorie de triangles. Nous considérerons sa

sous-catégorie pleine A['J dont les objets sont les triplets (U’, F,U) tels
que :
si Jeg (resp. Jed) et si p:J~+A est un foncteur, u'(F. )
(resp. 9'(F.¢)) est défini, ot U' =( A", u', 9').
PROPOSITION 2.7 .Avec les hypothéses de la proposition 2.5, la catégorie

Az} admet un objet initial .

PREUVE. Associons & U un homomorphisme de VY-graphes orientés G
A-B . On pose Bo=Ao BBJ_LB«':’ , ou Bb (resp. BY) désigne l'ensem-
ble des foncteurs ¢ dont la source appartient a g (resp. a ), dont le but

est A et tels que © (@) (resp. 9(®)) n'est pas défini. Pour tout cou-
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ple d'objets (A, A’) de A, posons
G(A, A')=1dy 4 pv) et B(A,A")=A(A A").

Soit ¢ un élément de Bb (resp. de Bd"), A un objet de A et N,
I'ensemble des objets ] de J vérifiant: ¢(]J)=A. Par définition:

B(¢.¢)=1 et B(A, )= _| |1 (resp. B(¢, A)=_||1).

JeNy JeN,

Si (B, B') est un couple de Bo et si B(B, B') n'est pas encore défini,
B(B,B') désignera une structure initiale de Y. Ainsi G est entiérement
défini.

Considérons une @v-quasi-surjection H:A-C associée & G et
définie par le quadruplet (K, [C],G,H). Définissons sur la catégorie
C une relation d'équivalence r. Remarquons qu'a tout objet | de J est

associée une fléche canonique

T(]):1-B(P(]), ) (resp. o(]):1-B(Pd,d(])))
dans [E]et que, si j:J—~]' (resp. j:]J'=]) est une fleche de J, le com-
pose K(d(j)).K(T(])) (resp. K(o(]J)).K(¢(j))) est défini. On note
qu (resp. Ng ) tous les couples de la forme :

(K(T(]')), K(P(j)).K(T(])))
(resp. (K(o(]')), K(o(])).K($(7)))),

pour j parcourant la catégorie J. On désigne par r la relation d'équiva-
lence engendrée par l'ensemble :
( U M¢,) uc U N¢).
¢ €Bg ¢ € B

D'aprés le corollaire du théoréme 1.3, il existe une Y-catégorie quasi-quo-
tient D de C par r. Soit H' la quasi-surjection associée, H':C~D.

La construction précédente induit sur D une structure U”=(D,
", 9"), objet de Co": Soit ¢ un foncteur de source J et de but A; si
n(P) (resp. 0(¢)) est défini, alors H'.H. pu(p) (resp. H'.H. (<))
est une transformation naturelle appartenant a u"(H'.H.¢) (resp. a
O"(H'.H.®)); si ¢ est un élément de Bl (resp. de Bd'), la famille
(ﬁ'.K(T(])))] € Jo (resp. (fI_'.L(((T(])))] € Jo ) définit une transforma
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tion naturelle de source H'.H. ¢ (resp. de but H'. H. ¢) et de but (resp.
de source) un foncteur constant sur H'.K(¢). Nous supposerons que
cette transformation naturelle est un élément de pw”"(H'.H.¢®) (resp. de
O"(H'.H.¢)). Aucune autre transformation naturelle n'est considérée.
Comme les conditions de la proposition 2.5 sont vérifiées, U” admet une
structure libre U'=(A', ', 9’) dans Co’. Si H" est le projecteur asso-
cié, posons F=H"”.H'.H.

Montrons que (U’, F, U) est un objet initial de la catégorie A .
Considérons un objet quelconque (U, F,U) de A}, on U=(A,[Z,9).
Il existe un homomorphisme entre Y-graphes orientés K:B ~A, défini par:

a°) K(A)=F(A) et R(A" A)=F(A’,A), pour tout couple d'objets
(A", A) de A.

b° ) Si ¢ est un foncteur de Bl (resp. de BJ*), K(¢)=A4, si la sour-
ce (resp. le but) de la transformation naturelle Z ( F. ) (resp. 3(_1:: oP)}

est un foncteur constant sur A . De plus
R(p, d)=jg(A):1-A(A, A).
c©) Si ] est une unité de J et si Z(F.®) (resp. O(F.¢)) est dé-
fini par la famille (7(])) (resp. (G(]))), il existe une fléche de V:
p(]):1-A(F.¢(]),A) déterminée par T(])

(resp. p'(]J):1~A(A,F.¢(])) déterminée par &(])).
K(A,¢) (resp. K(¢,A)) est alors le co-crochet de la famille (po(]))
(resp. (p'(]))), ou ] parcourt N, et A=d(]).

d°) Si K(B',B) n'est pas encore défini, ce sera l'unique fléche de la
structure initiale B(B’, B) vers A(K(B'),K(B)).
D'aprés le a, on a la relation: K. G=F. Par suite, il existe un unique
V-foncteur H rendant commutatifs les diagrammes :

7 [A] (A
fI c A l [c]

>|

ol
X

A B
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L'application sous-jacente a H est compatible avec la relation d'é-
valence r. En effet, G (F.¢®) (resp. J(F.¢$)) est une transformation na-
turelle pour tout ¢ de Bd (resp. Bd"). Il existe un unique V-foncteur H’

tel que le diagramme suivant commute :

H' D

H'

Ty

C

Par suite, H’ est I'unique V-foncteur tel que l'on ait la relation :
(U,H,U").(U", H'.H,U)=(U,F,U)

dans Co”. La fin de la démonstration se déduit du fait que U’ est une
structure libre associée a U”. m

Supposons que U soit un objet de Lim' et désignons par AU
la sous-catégorie pleine de Ab dont les objets sont les triplets (U’, F,

U) tels que U’ soit aussi un objet de Lim":

COROLLAIRE . Avec les hypothéses du théoréme 2.2, la catégorie AU

admet un objet initial.

THEOREME 2.3. Avec les hypothéses du théoréme 2.2, le foncteur inclu-

sion de Lim dans Lim' admet un adjoint .

PREUVE. A partir d'un objet U=(A, u,9) de Co’, construisons une

famille (u( r) C'))C'S (<€ de fléches de Co' telle que:
Up=(Ap pge 9p)e Up=Us a0y =(Up Fey ) Uy

Rt e T ey
a® ) Supposons que Ug est déterminé; par définition, “¢rpg, r) €stun
objet initial de la catégorie AUg définie dans le corollaire de la proposi-
tion précédente.
b ) Supposons que u , gr) est défini, pour tout ordinal {< (", ou ("

est un ordinal limite. Par définition UC" sera la limite des “er ) quand
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(L.L’) parcourt la catégorie (", et uw ¢) Sera une co-projection.
Il s'agit de montrer que U, est une structure libre associée a U=
U; . D'aprés le corollaire du théoréme 2.2, le foncteur d'oubli de Lim’
vers cat est compatible avec les {_ﬁ:}-limites inductives, de sorte que:
A= U Ay
{<¢

Soit ¢ un foncteur de source J, catégorie de g (resp. de 9), vers
A, . Pour tout élément j de J, il existe un ordinal Z,’- <& et une fleche
aii de A;i tels que: ¢ (j)=F , gj)(aij). Désignons par (' le sup
des gi, pour j parcourant la catégorie J. Puisque £ est un ordinal ré-
gulier et que l'ordinal associé & J est strictement inférieur a £, on en

déduit: {'<&. Posons ijE( v, )(ai; ). Pour tout couple composa-
e 7

ble £=(j',j) de la catégorie J, il existe un ordinal {’k tel que {'<(,
<& et que F, L. c.)(bi').f( Ly ;.)(bi) soit composable et égal a
i'i

Désignons par { le sup des {k , quand %k parcourt l'ensemble des
couples composables de J, et par cl I'image de b7 par le foncteur Ecr vy
En posant ¢C(j):Cj’ on définit un foncteur ¢‘C -'J*Ag qui vérifie : ¢=
Fog, g)-d’g . Posons

Prer=Ecn, 1) %o
Par construction, Ly, ; (¢€+1) (resp. 3§+1 (¢§+1 )) est définie et
Pe(P)=Fig gir) Hror(Preg)
(resp. Og(P)=Frg r41) Ogs1(Prar))-

Par suite, U, est un objet de Lim.

On considére une fléche (U’, Gy, Uy) de Lim', ot U'=(A", pu’,
0') est un objet de Lim. C'est aussi un objet de AUg: on a une décom-
position unique

(U Grpgr Upgr ) (Uggpr g, ) U= (U G Uy

Supposons que {" est un ordinal limite et que 1l'on ait une famille
de fleches ((U', Gy, Uy))y« ¢n telle qu'il existe une décomposition uni-

que:
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(U'! Gg, UZ)(Ucl F(g, gy), Ugr):(U', Gzr, UC')
Cette famille définit une transformation naturelle dont nous notons (U’,

ng, UC") le co-crochet. La décomposition précédente reste donc valable

pour 1'ordinal (", en particulier pour £ . Le théoréme en résulte. ®

REMARQUE . Nous allons montrer que le foncteur F(f. 1) est V-fidele.
En effet, d'aprés le théoréme IV.2.1 de [K.E.C.T.] on sait que I'on peut
plonger, par un V-foncteur V-pleinement fidéle compatible avec les peti-
tes V-limites projectives et inductives, une petite Y-catégorie A dans
une V-catégorie B a petites V-limites inductives et projectives, ceci pour-
vu que V soit localement petite. Supposons donc donnés un objet U=(A,
L, 9) de Lim', et de «bons» choix ,L'i et O de V-limites projectives et in-
ductives définissant un objet G=(B,i,0) de Lim et une fleche (U, H,
U) de Lim’. Construisons, par récurrence, une famille de petites V-sous-
catégories (Xg)gsg de B: Supposons que KC est définie et que c'est
une petite Y-catégorie. Notons M§ (resp. Ng) I'ensemble des foncteurs
ayant leur source dans § (resp. dans ), ayant B pour but et dont l'image
est contenue dans Al On note (C,), Il'ensemble des objets de B qui
sont les sommets des cénes [ () (resp. 5(¢)) quand ¢ parcourt M,
(resp. NC)‘ C'est un petit ensemble; en effet, AZ est une petite catégo-
rie, donc MC et Ng sont petits. A§+1 est la sous-Y-catégorie pleine de
B ayant 'ensemble d'objets (A, ) U (Cy),. Si {" est un ordinal limi-
te, on désigne par AC" la sous-Y-catégorie pleine de B ayant pour en-

semble d'objets |J (Xg)o .
r<gr
Supposons que Y est un foncteur de source J€ g (resp. €9), de

but B et dont l'image est contenue dans Z«K. Pour toute fléche j de J

il existe un ordinal C.< & tel que Y (j) soit une fléche de Eg . Par sui-

te, si { est le sup des C , quand j parcourt J, 1mage de Y est conte-
nue dans AE’ et le cone def1mssant Q) (resp. a(k// )) est contenu
dans AC+1 , donc dans Ag On a ainsi défini un objet U= (A i, 9) de
Lim, ou A= Aé ,ou A et 9 sont des restrictions de 4 et a De plus,

si G est une restriction de H, (U, G, U) est une fleche de Lim’. Par
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suite, le V-foncteur G se décompose a travers F(g, 1 )3 comme il est V-
pleinement fidéle, F(g:' 1) est V-fideéle. De plus, pour tout couple d'ob-
jets (A’,A) de A, le morphisme F , ; (A", A) admet un inverse &
gauche. La restriction de F, ., ;, aux unités est injective, car ceci ré-
sulte de la construction de ce foncteur. Ainsi A s'identifie & une V-sous-

catégorie de sa (4, 9)-complétion.
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