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5. DIFFERENTIABILITE DE LA COMPOSITION

Soient E,F,G trois espaces admissibles. Le but de ce chapitre
est de montrer que, si F est équable, 1'application composition ¢ de
l'espace CkTP(G,F)XCk(F,E) vers C*(G,E) est CP, pour tous
entiers k et p méme nuls. Le résultat analogue de [2] semble inexact,
reposant sur 11-2-8. La démonstration nécessite les mémes lemmes que

dans l'article [2]. On les établit parfois d'une maniére trés différen-

te.
Signalons d'abord les résultats suivants dont nous aurons souvent
besoin:

a) Soient F un espace vectoriel quasi-topologique (en abrégé un
evqt) et E;,...,E  des evqt équables. L'application d'évaluation de
L(F; EI s En)XEI X... ><E,Z vers F est équable.

b) Soient G un evqt, F un evqt équable, et E;,...,E ~des evqr.
L'application composition de L (G, F)XL(F;E;,...,E, ) vers l'espace
L(G;E;,..., E,) (notations de [2]) est bilinéaire équable.

PROPOSITION 11. Soient E;, E,, E3 trois espaces vectoriels admissibles
et u un élément de L(E3 1 Ey, E;). Désignons par P I'application de
I'espace 'Ck(Ez, E)XCk(EI ,E) wvers [l'espace Ck(E3, E ) définie
par (g, f)=—= u. [g,f], oi E est un eqlc. Alors u est bilinéaire équa-
ble.

A .a) Rappelons d'abord que, si (x;,%x,) est un point de E XE, et
(hy,hy) un vecteur de E;XE, (respectivement ((h';,h'), (b7, h%))

un couple de vecteurs de E; X E, ), alors:
Du(xy,xy). (b, hy)=ul(x;, by)+ulby, x,)
et
2 : ’ n” n —_— L4 1 ” ’
D%u(xy, xy). ((h'y, b)), (b, b%))=ulh b )tulhy, b)),

Pour tout » » 3, D" u est l'application constante sur l'origine de 1'espace
n .
L"(E; E; XE,).
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b) Soient @9 { Ck(EI, E) et Fi Ck(E2, E ). Prouvons alors que
209, F)4 Ck(E3.E) . En d'autres termes, prouvons que le filtre
" [2(8Q,F)] converge vers 0 dans @K(L"(EB,E), E) pour tout
ngk, ou encore prouvons que D" [2(8,F)].X converge vers 0 dans
L"(E3,E) , lorsque X est un filtre convergeant dans E. Compte tenu
de la partie a, cela résulte immédiatement de l'expression donnée au

cours de la démonstration de la proposition 6, pour tout point x de E,

de D™(u. [ g, f]1)(x).

c) Soient G4 C*(E;, E) et WF4 C*(E, E). De méme 2(G, F)
converge vers 0 dans Ck(E3, E).V

THEOREME 4. Soient E,F,G trois eglc. L'application de composition
de CK(G,F)XC*(F,E) vers CF(G,E) est CO (c'est-a-dire con-

tinue ).

A. Compte tenu de la formule de Ver Eecke qui donne les k premiéres
différentielles de g./ en fonction des k premiéres différentielles de g

et { (voir proposition 6), la proposition est évidente. V

Désormais E,F,G sont des eqlc. On supposera toujours F équa-
ble. Convenons aussi de désigner par e I'application d'évaluation de
L(G,F)XF vers 6, par e’ l'application d'évaluation de L(L(G,F),
F)XF vers L(G, F), et enfin par b l'application de composition
de L(a F)XL(-I-:", E) vers L(E,F). Alors, convenons que ?,?’, et B
seront les applications associées & e,e' et b de la méme maniére que
dans la proposition 11 on associe % a u. Notons enfin que c désignera
toujours 1'application de composition de CK(G, F)X CK(F,E) ou de
Ck*P(G,F)XC*(F,E) vers Ck(G.E), tandis que c' sera l'ap-
plication de composition de CK(L(G,F),F)XCk(F,E) vers
ck(L(G F),E).

PROPOSITION 12. Soit g un élément de C*T1(G,F). Désignons par
g, l'application de C*(F,E) vers C*(G,E) définie par [ —=g.f.
C'est une applzcatzon différentiable en tout point de Ck(F,E) telle que
I'on ait D(g )/f). q‘)—e(Dg f, &) pour tout point [ de CK(F,E) et
tout vecteur ¢ de ck (I<,E).
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A. Soit f un point de C*(F,E;. Notons r 1'application Rg (f) de
Ck(F,E) vers CK(G, E) définie par:

¢—>g.([t+Pp)=g.[=e. [Dg. [, &],

et prouvons par récurrence sur k que c'est une application tangente & 0

en O pour tout [.

a) Supposons que k=0. Soient F et X des filtres convergeant res-
pectivement dans C%(F,E) et E. Prouvons que or(0,5).X converge
vers 0 dans 6 Or, pour tout nombre réel ¢, pour tout ¢ appartenant a
CO(F,E) et tout point x de E, Or(t,¢).x=60Rg(f(x))(t,d(x)),
en sorte que Or(W, F). X contient O [Rg(f(X))]. (W, F(X)). D'apres
la section 5-3-5 de [2], et compte tenu du fait que pour tout point x de

E et tout vecteur b de F,
DI[Rg(f(x))] . h=Dg(f(x+h))=-Dg([(x)),

le filre 6 [Rg(f(X))]. (W, F(X)) contient le filtre convergeant vers

0 dans 6 suivant:
(Dg(f(X)+VF(X))~Dg(f(X))].F(A)°~.

q . —_
Or(W,%). X contenant un filtre convergeant vers 0 dars G converge

. A -
lui-méme vers 0 dans G .

b) Supposons l'assertion du début vraie a l'ordre k& et prouvons -la
4 l'ordre k+1 . Par hypothése g appartient & Ck¥2(G,F). Soit F un
filtre convergeant dans CkHI(F, E), et prouvons que Or(0, F) con-
verge vers 0 dans ck1(G E). Compte tenu de la partie a , il nous
suffit de montrer que D(Or(0, %)) converge vers 0 dans C’“(L(E,F),
E). Rappelons d'abord la définition de l'opérateur A dont nous aurons
trés souvent besoin par la suite. Si [ est une application d'un eqlc E;
vers un eqlc E,, on désigne par Af 1'application de E; XE’I vers 75}
définie par: (x,bh)—=f(x+h)=f(x). Ceci dit, étant donnés un nombre
réel ¢ et un élément ¢ de CKTI(F, E ), calculons la différentielle de
Or(t, ) en tout point x de E. C'est I'application linéaire continue de

E vers G définie par (si t#0):
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b= (1/t)( [Dg.(f+td)(x)-Dg.[(x)].Df(x)h)
+[Dg.(f+td)(x)]. [Dp(x)h]
-Dg(f(x)). [D¢(x)b]
=D2g(f(x)).(Df(x)h, P(x)).
Somme toute
DOr(t,d)(x)=
=(1/)([Dg.(f+t¢)-Dg.f=e"(DP g.f 1)) (x).Df(x))
+[Dg.(f+td)-Dg.f1(x).Dp(x).
On en déduit que:
D[Or(t,¢)1=b(6r"(t, ), DI)+B(D((Dg)).(f,t). D),
7' désignant l'application associée comme au départ 2 Dg et f, autrement
dit 'application de C*(F, E) vers C*(L(G,F), E) définie par:
$ —= Dg.([+3)-Dg.f~S(DPg.1,$).
Il est alors évident que le filtre D [ O7(10,F )] contient le filtre
b(or(0,5),D)+5(A((Dg) ). (1, 0F ), DF).

Vu lhypothese de récurrence, l'apphcanon (Dg), de CK(F,E) vers
Ck(L(G,F), E) définie par /—»Dg f est d1fferent1able en tout point
de CK(F,E). Comme ellc est en particulier différentiable en f, le filtre
67 (0, F) converge vers 0 dans CR(L(G,F) E). De plus la dif-
férentielle de (Dg)_ est continue de Ck(F,E) vers L(C*(L(G,F),
E), Ck(? E)) comme on le prouve facilement. On en déduit que (Dg)

est une application C?. Il est alors immédiat que A ((Dg) ). (f, mcf)

converge vers O dans l'espace C* (L(G,F),E). Comme b est continue,

b(@r'((ﬁ,.‘f},D/)+b(A ((Dg)).(f, 0F),p¥)

converge vers 0 dans Ck(L(aF),E) ainsi que D [67(0,F)].V

On voit facilement que g _ est une application cl de Ck(F,E)
vers CH(G,E).

COROLLAIRE. S7 g appartient a cktr (g, F), alors g, est ce,
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A . On vient de montrer la proposition lorsque p =1. Admettant maintenant
la proposition a l'ordre p, on la démontre facilement & l'ordre p+1 . En

effet, on prouve que D(g ) est C¥. V

Admettons que l'assertion indiquée au début du chapitre sur la
différentiabilité de la composition soit vraie lorsque G est un espace
vectoriel admissible. Il résulte immédiatement du corollaire précédent
qu'elle est encore vraie lorsque G est un espace affine admissible. Ceci

explique que désormais G sera toujours supposé espace vectoriel admis-
sible.

Convenons de désigner par c, l'application de C*(F,E) vers
'espace L(Ck(G,E),C*"1(G,F)) (ouvers L(CK(G,E) Ck?(G,
F)) si p>0) définie par c,(f)=f*, ot f* est donné par f*(g)=g.[
pour tout élément g de C*¥t1(G,F).

THEOREME 5. L'application de composition de Ck+1(G, F)XCk(F, E)
vers C*(G,E), c, est différentiable en tout point de l'espace produit
Ckt1(G,F)XC*(F,E), et sa différenticlle en (g,f) est telle que
Dc(g,f). (Y, ¢)=e(Dg.f,d)+Y.f pour tout couple (Y, ) de vec-
teurs de C*T1(G, F)xC*(F E).

A. ¢ est partiellement continiment-dérivable en tout point (g, f) de
CkT1(G,F)XC*(F,E). En effet, 1'application [* est linéaire conti-
nue de Ck+1(G, F) vers Ck(G, E ), donc est continiment-dérivable
en tout point de cktlcG,F ). Quant a 1'application g, de C*(F,E)
vers CK(G,E), on a démontré dans la proposition 12 qu'elle était dif-
férentiable en tout point de Ck(F.E). Comme les différentielles par-
tielles D;c et D,c sont continues de C**1(G,F)XC*(F,E) vers
Ly\(Ck(G,E), C*1(G,F)) et Ly\(C*(G,E), Ck(F E)) respecti-

vement, d'aprés les propositions 8 et 2, c est B-différentiable. V

Nous allons maintenant prouver que c, est continue de C*(F,E)
vers L(C*(G,E), c*1(G,F)).
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LEMME 1. Soient § un filtre quasi-borné de C* G, F), F un filtre
convergeant vers 0 dans Ck(F;, E) et [ un élément de Ck(F, E ). Alors
le filtre R(G *)(/). F converge vers 0 dans Ck(G,E).

A, Le filtre [R(g*)(/)].ffo contient (D [R(Q*)(/)]?°.ff°)°—.
Ceci dit,
D[R(g)(f)](¢)=D(g )(f+d)=D(g (/)

pour tout g appartenantd C*T1(G, F) et tout élément ¢ de C*(F, E).
A
Pour tout élément ¢ de Ck(?, E),

DIR(g (/)] (}).b=c(Dg.([+$).$)=C(Dg. [, b)
=c(Dg.(f+d)—Dg.[, &)
On en déduit que (D [R(§ I Fo.Fo)o contient le filtre suivant:
(DG (f+F)~-DG.7, Fo )~

Il converge donc vers O dans C¥(G.E). 1l est alors immédiat que les

filtres [R(Q*)(/)].,‘f" et [R(g*)(f)].g: convergent vers 0 dans
ck(G,E). V

PROPOSITION 13. ¢, est continue de C*(F,E) vers L(C*(G,E),
c*¥l(G,F)).

A. Soient G un filtre quasi-borné de C**1(G,F), § un filtre con-
vergeant vers 0O dans Ck(—F.,E) et [ un élément de Ck(F,E). Prou-
vons que le filtre A c,(f, ). G converge vers 0 dans C*(G,E). Com-
me, pour tous ) et ¢ éléments de C*T1(G,F) et ck(F.E),

Dey(f, ) = (f+d)= . [=e(D. [ $)+R(Y )([). &,
le filre Ac,(f,¥).G contient :(DQ./,§)+R(§*)(/’).3". Compte

tenu du lemme précédent, on en déduit que le filtre A c,(f, ). G con-
verge vers 0 dans C*(G,E) .V

THEOREME 6. ¢ est une application C1 de C**1(G,F)xC*(F, E)
vers Ck(G,E).

A . C'est une conséquence immédiate des théoréme 5 et proposition 13.V
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Nous allons maintenant démontrer que c, est une application C?

(ot p»0) de Ck(F, E) vers L(C*(G,E), ckT?+l(G F)).

LEMME 1. Soit [ un point de CH(F,E). Pour touwr wvecteur @
de Ck(F;, E), convenons de désigner par ;\(¢) I'application de
C**t2(G,F) vers Ck(G, E) donnée par

HB) =R (). b= . ([+d)= . (=D [, ¢)
pour tout élément Y de ckt2(G,F). si G est un filtre quasi-borné
de Ck+2(G,F) et F un filtre convergent de Ck(;", E ), alors le
filtre Qr,\((l‘),?). © converge vers 0 dans C*(G,E).

A. Soit &, l'application de CE(F,E) vers L(C*(L(G,F), E),
C**I(L(G,F),F)) donnée par 32(f"). g’=g'.f pour tout /A appar-
tenant a Ck(F,E) et tout élément g’ de Ck+1(L(-G., F), F). C'est
une application continue ( voir proposition 13). D'aprés la section 5-3-5
de [2], le filee O7(10,F). § contenant le filtre QR(Q*)(/')-(@,?)
contient aussi [D [R(G )(/)] (0F). 5]~

Remarquons que
DIR(SIND]I(b) ¢y=B DY )(f ¢1). ¢y

=e(A((Dk/J)*)(/,¢1),¢2)

pour tout élément y de C*T2(G,F) et tous ¢;, P, appartenanta

CH(F,E). O D((DY) )(f ¢)=0E,(f,#;).DY, en sorte que

DIR(Y )(f))(¢;). ¢, est I'élément de C*(G,E) suivant:

(D, (f,¢;).DY, ¢b,).
D'aprés ce qui précéde le filtre [D [R(g*)(/)] (0F). 5] " contient le

filue (D &5(f,0F).DG,F)°" . Il converge donc vers 0 dans
Ck(G,E), ainsi que le filte 97(1,F).G.V

LEMME 2. C, est une application c! de C*(F,E) vers L(C*(G,E),
c**2(G,F)).

A .a) Commengons par démontrer que c, est différentiable en tout point
de CK*(F,E). Soit [ un élément arbitraire de C*(F,E), et prouvons

que ¢, est différentiable en f. Compte tenu de

(cy([+)=cy(f)).h =E(DY . f,E)+R(Y I(f). ¢

10



CALCUL DIF. DANS LES ESPACES NON NORMABLES 35

pour tout Y appartenantda C*%2(G, F) et tout vecteur ¢ de C* (F, E),
il nous suffit de prouver que l'application Dc,(/) de Ck(F, E) vers
L(Ck(G,E),C**2(G,F)) donnée par Dc,(f)( ). h=e(D.f, )
pour tout vecteur ¢ de C*(F,E) et tout point ¢ de Ck*t2(G F)
est continue, l'application Rc,(f) de CE(F.E) vers L(Ck(G,E),
Ck*2(G,F)) donnée par Rcz(f)(cﬁ)-k/J:R(l/J*)(/).¢ pour tout
point y de C*¥*2(G,F) et tout vecteur ¢ de Ck(;:, E ) écant tangente
4 0 en O d'aprés le lemme 1. Or il est immédiat que Dc,(f) est con-

tinue.

b) Nous allons maintenant démontrer que la différentielle Dc, de c,

est une application continue de C*¥(F,E) vers I'espace suivant:
L(L(Ck(G,E), c**2(G,F)),c*(F,E)).

Soient Q un filtre quasi-borné de Ck+2(G, F), B un filere quasi-borné
de Ck(?, E), F un filtre convergeant vers 0 dans Ck(?,E), et f
un élément de Ck(F, E ). Prouvons que [Dcz(/+3")—Dc2(f)] (B).6
converge vers O dans CAk(G. E). Pour tout point Y de CkT2(G,F)
et tous vecteurs ¢ et ¢ de Ck(F;, E),

[Dey(f+#)-Dey ()1 (). p=c(DY.(f+H)-D . [, b).
Or
DY.(f+@)=Dp.[=e (D@ Y.f,$)+R((DY) )([). ¢
d'aprés la proposition 12. On en déduit
[Dey(f+&)-Dey(f)](6). =
=e(e(D@y.f, $)+RU(DY) )([). ¢, ).

Ce qui précéde montre que le filwe [Dc,(f+F)=-Dc,(f)1(B).§
contient ?(?'(D(Z)Q./,?)+R((DQ)*)(f)..‘},$). Or ce dernier filtre

converge vers 0 d'aprés le lemme 1.V

PROPOSITION 14. Cy est une application CP de C*(F,E) vers l'es-
pace L(C*(G,E), c*ttt1 G F)).

A . Nous avons déja démontré la proposition lorsque p=0. Supposons-la

vraie A l'ordre p et prouvons-la & l'ordre p+1 . Pour simplifier nous

14
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POSCIOnS
E;=Ck(F, E), E,=Cktt*2(G, F), E;=C*(G,E),

E,=CtPr1(1(G,F), F) et E5:Ck(L(G,-I-;),E).

En vertu du lemme 2, c, est une application cl de E; vers L(E;, E,).
Prouvons que D c, est une application C? de E] vers L(i( EB s E2 ), 1_5.1 ),
ou mieux, que l'application T, de E; vers L(E3;Ey E;): [—=Cy(f)
définie par

(Y, ) = (Dcy(f).¢).y=2(Dy.{,¢)

— —
est CP_ Soient 7, et 7, les projections de E,XE; sur E; et E, res-
pectivement. Convenons de désigner par ¢ l'application de 1'espace produit
L(Es, Ey)XL(E;, E;) vers L(E;, E,, E;) définie par:
(P p) =< [p.7my, p.m;].

C'est une application bilinéaire équable. Soit ¢, l'application de E; vers
L(Es,E;) donnée par c5(f).g'=g’'.f. C'est une fonction C? | la
proposition ayant été supposée vraie a 1'ordre p . Soit par ailleurs D 1'ap-
plication linéaire continue g=—>Dg de E, dans E,. L'application D* de
L(Es;,E;) vers L(Eg, E,) définie par /= 1. D est aussi linéaire con-
tinue donc C* . Ceci dit, notons que ¢, (f) =7. [c'z(/). D.m,, m, ] pour
tout élément f de E,, en sorte ?32[7‘ 7.1, si 7, est l'ap-
ou men 1 n_’_.que 27¢€ L7y Tl si Ty estlap
plication de E; vers L(E;, E;) constante sur l'identité de E; et si

7,=D*. c). On en déduit que ¢, est C¥ .V

THEOREME 7. L'application composition c de Ck+p(G,F)><Ck(F,E)
vers l'espace Ck(G,E) est CP.

A. Nous avons déja démontré le théoréme lorsque p =0 (voir théoréme 4).
Supposons le théoréme vrai a l'ordre p et prouvons-le a l'ordre p+1.

Posons pour simplifier
E =C*(F,E), E;=Ck*?*I(G,F) E ,=c*(G,E),

E,=C*?(L(G,F),F) et E;=C*(L(G,F)E).

On sait (voir théoréme 6) que l'application composition ¢ de E,XE;

12
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vers E; est c!. Prouvons que sa différentielle D c est une application
CP de E,XE, vers L(E3,E2><I_:!1). Convenons de désigner par 77,
et 77, les projections de EZXE!I sur E, et E; respectivement. Soient
* —

T, et 77? l_c;s applications de L(Ej3, E,) et L(E; JE; ) vers I'espace
L(E;,E,XE;) définies par I, — I,. 7, et par [} — Iy
Ce sont des applications linéaires continues. e appartient a l'espace
L(E; /E5,E,) . Nous désignerons par e 1'élément de I'espace
L(L(E3, E2 ), Ej) qui lui est associé.

L'application composition de E,XE; vers Es, que nous écrirons c’,

est C?, le théoréme ayant été supposé vrai a l'ordre p . On sait que

De(g, ). (Y, p)=e(Dg. [, $)+ .
pour tous poiﬁs g et { de E, et E; ainsi que pour tous vecteurs 1 et
¢ de E, et E; . On en déduit
De=my.2. ¢ (DXj)+7y.cp- 1y
o j désigne l'identité de E;, D I'application canonique de E, vers
E, qui a4 une fonction associe sa différentielle. Ce qui précéde montre

que Dc est une application CP?, puisque ¢, est une application ct

en vertu de la proposition 14. V

On a ainsi démontré que l'application composition de 1'espace
ckt? (G, F)xC*(F,E) vers Ck(G,E) est C? si E, F, G sont
des espaces affines admissibles et si F est équable.

Désormais E, F, G désigneront des espaces affines admissibles
et X un ouvert de E. On supposera toujours F équable.

On aurait pu en fait prouver que I'application composition de
Ck*P (G, F)XCF(F,X) vers C*(G,X) est C?, et méme, si E est
de dimension finie, que l'application composition de l'espace produit
Ckte (G, Y)xCk(Y,X) vers C*(G,X) est CP, on C*(Y,X) dé-
signe l'ouvert de Ck(F, X ) formé des fonctions a valeurs dans Y, si

Y est un ouvert de F .

Ceci dit, on prouve sensiblement comme dans [2] les résultats

suivants:
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a) L'application d'évaluation de C*¥(G, Y)XY dans G est Ck .

b) L'application composition de C*(G,F)XC*(F,X) vers
C®(G,X) est C™.

c) 6 est un isomorphisme linéaire continu de C*(G,XXY) sur
C®(C®(G,Y),X) pourvu que E comme F soit équable, & désignant
I'application de C*®(G,XXY) vers C*(C*(G,Y),X) donnée par
Of(x).y=f(x,y). On suppose ici E, F, G espaces vectoriels admis-

sibles.

On démontre facilement & 1'aide des lemmes qui précédent le thé-
oréme de corrélation que, si f/ est une application C*™ de l'eqlc E;
vers l'eqlc E,, alors f est une application C*™ de E;k vers E; (ou
E, et E, sont des eqlc admissibles arbitraires). On en déduit que I'ap-
plication composition de C®*(G,F)XC®*(F,E) vers C**G,E)
est C® et que C®*(G,EXF) et C¥*(C*®*(G,F),E) sont isomor-
phes, si E, F, G sont des espaces vectoriels admissibles équables.

Il en découle immédiatement la proposition suivante.

PROPOSITION 15. Soit C* la catégorie des applications C* entre
espaces wvectoriels admissibles équables, et soit D le foncteur de
C®X(C®)* vers C™ surjacent au foncteur homomorphismes tel que
D(F,E)=C®*(F,E) pour tout couple d'objets de C*. Alors (C*,D)
est une catégorie tensoriellement dominée et C® est une catégorie car-

tésienne fermée (voir [ 6] ).

6. THEOREME DE FROBENIUS

Suivant une méthode indiquée par J. A. Leslie (voir [7]), nous

allons généraliser le théoréme de Frobenius.

LEMME 1. Soit F un espace de Banach. Soient $;= [0, a; 1, oa a;> 0,
un segment de R et V une boule ouverte de F de centre 0 de rayon r,

~

et soit T une application lipschitzienne et C" de S; XV vers L(F,R).
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Désignons par T ['application de S;XVXR dans F définie par
(x,y,b) —= ?(x, y).b. Supposons T(S;XVXS,) borné dans F.
Alors il existe une unique application C"+1, disons [, de SO =[o, ao:l )
o2 ay=Sup{dga; | T(S;XVX [%d]) inclus dans V/ 2}, dans V
telle que f(0)=0 et que Df(x)=T(x,f(x)) pour tout élément x de
Sy -

A . Posons
L=Sup {1T(x, y)Il | (x,y)eS,xV}.

On a a,.LgKr/2. En effet
ag. L=Sup {IT(x,y,ap)ll | (x,y)eS,xV}

et T(x,y, ao) appartient & 1'adhérence de V/ 2 pour tout élément (x, y)
de  §,XV, puisque T(x,y,d) appartient & V/2 quel que soit
0<d<a,.

Comme a,.L <r, d'aprés le théoréme de Cauchy (voir [8]), il existe
une unique application C! de So dans V telle que f(0)=0 et que
D/(x)=?(x,/(x)) pour tout élément x de S,. On prouve par récur-

rence que  est une application C”*t1 V

LEMME 2. Soient F un espace de Banach et S l'espace de Banach qui
a R? pour ensemble sous-jacent et dont la norme est définie par
N(x,y) l|=|x|+|y| quel que soit (x,y) élément de R2. Posons
51 =[0,a]lx[0,b] (o2 a>0 et b>0); soit V une boule ouverte
de F de centre 0 de rayon B, et soit T une application lipschitzienne
et C" de S;XV dans L(F,S). Désignons par T ['application de
S;XVXS dans F définie par ((x,y),2,b) == T((x,y),2). b . Sup-
posons que T(S;XVXS;) soit borné dans F. Enfin supposons que

l'expression
(3T/3S [(x,y),2). k). b
+(3?"/3F [(x,y), 2] ."F[(x,y),z] k). b

soit symétrique en h et k pour tout élément ((x,y), z) de S;XV.
Alors il existe une unique application cmtl ) disons [, de l'espace

So= [O,ao]X [O,ao] dans V telle que f[(0)=0 et que pour tout
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élément  (x,y) de S, Df(x,y)=T((x,y),f(x,y)) (avec
ag=Sup {Inf{1/2.d,a,b} | T(S;xVx[0,d]1? CV/4}).

A . Pour tout élément (x,y) de S,, nous désignerons par "I\“(x, y) 1'ap-
plication lipschitzienne et C! de IXV, ou I=[0,1], dans L(F,R)

donnée par
T(x,y)(&,2). 1=T(E(x,y),2,(x,y))

pour tout point (&£, z) de IXV, et par T(x,y) l'application de IXV XR
dans F canoniquement associée a ?(x, y).

Remarquons que, si [ est une application cl de S, dans V telle que
f(0)=0 et que Df(b)z?:(b,f(b)) pour tout élément b de S,, alors
'application g(x,y) de I dans V définie par & —>= f(&(x,y)) est
la solution de l'équation différentielle Dz:?’(x, y)(&,z) qui s'annule
en 0. On en déduit que f(x,y)=g(x,y)] est parfaitement déterminé.
Donc s'il existe une application clt , disons f, de S, dans V telle que
f(0)=0 et que D/(h)=’7\:(b,f(b)) pour tout élément b de S,, alors
cette application est unique.

L'application T(x, y) de IXV dans L(F,R) est lipschitzienne et cl,
De plus T(x,y)(IXVXI) est borné dans F.Enfin T(x,y)(IXVXI),
qui est inclus dans T(S§; X VXS,), est inclus dans l'adhérence de V/ 4
donc dans V/ 2. D'aprés le lemme 1, il existe une unique application

g(x,y) de I dans V telle que

g(x,y)0=0 et que Dg(x,y)(E). 1=T(&E(x,y), g(x,y)E,(x,y))

pour tout élément & de I.

Posons

L=Sup { WT((x,y),z) 0| ((x,y),z)eSyxXV},
et prouvons que ¢,.2L <B. Si d est un nombre réel positif non nul tel
que T(SIXVX[O,d]z):dT(SIXVXIZ) soit inclus dans V/ 4,
alors T(S;XVXI?) est inclus dans V/4d. On en déduit immédiate-
ment que, si B désigne la boule unité de centre 0 dans §, alors
T(S;xXV).B, donc ?(SOXV).B, est inclus dans V/ 2d, en sorte

que L B/2d . Ainsi 2dL est inférieur ou égal & B pour tout d< 24y;
comme 4a,L < B,ona 2a,L < B.
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On prouve alors (grace au méme raisonnement que celui utilisé dans [9]
pour démontrer le théoréme de Frobenius) que l'application / de S,
dans V, définie par (x,y) — g(x,¥)1, estune application C' telle
que /(0)=0 et que Df(x,y)=T((x,y),{(x,y)) pour tout point (x,y)
de S, . \%

THEOREME DE FROBENIUS. Si G est un espace localement-convexe
et z un point de G, convenons d'appeler disque en z tout translaté en z
d'un voisinage convexe équilibré de 0 dans G.

Soient F un espace de Banach et E un espace localement-convexe sépa-
ré. Soient U et ?/J des disques ouverts de E et F respectivement en
xg et y,, et T une application C", oa ny1, de B‘XV dans L(F,E).

Supposons que l'expression
[3T/3E(x,y).k).bh+ [3T/3F(x,y) .T(x,y).k].b

~ ~
soit symétrique relativement a b et k pour tout point (x,y) de UXV.

Alors il existe une unique application C"1

, disons [, d'un disque
ouvert U, de E en x,, inclus dans U, vers V telle que [(x4)=y,

et que Df(x):?(x,[(x))pour tout point x de UO'

A. Nous supposerons pour simplifier que x9g=0 et que y,=0. Dési-

~ ~
gnons par T l'application de UXVXE dans F canoniquement associée
~

arT.

Par hypothése 3T/ 3F est une application C? de UxV vers I'espace
L(L(F,E), F). On en déduit qu'il existe des disques ouverts 6 et V
de E et F, inclus dans U et "7, tels que[a";’/ BF(OXV).BI ] L’;
soit inclus dans une boule fermée B, (de rayon k), ot B; désigne
la boule fermée de F de centre 0 et de rayon I. On supposera que V
est une boul/e\ ouverte, pour simplifier. Comme T est ur/l\e application
continue de UXV XE dans F, on peut supposer que T (UX \i\x U) est
borné dans F . Soit alors r un réel positif non nul tel que rT(UXVXU)
soit inclus dans V/ 8. Nous désignerons par U l'ensemble 3(»0 et
par U, l'ensemble U/ 4.

Pour tout élément x de U, notons '.fx I'application de IXV dans l'es-

pace L(F,R) donnée par ?x(’r,a).1=T(’rx,a,x) quel que soit
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1'élément (7,a) de IXV . C'est une application lipschitzienne et C”
de IXV dans L(F,R) telle que T (IXVXI) soit inclus dans
T(lA/><V>< U) donc dans rT(ﬁXVXl/)) et dans V/ 2, si Tx désigne
I'application de IXVXR dans F canoniquement associée a ?‘Ix . D'aprés
le lemme 1, il existe une unique fonction cntl , disons g, , de I vers
V telle que g (0)=0 et que Dg (7) :t?"(’r' 8, (7)) pour tout élément
7 de I. Il est évident que gx(t):fo T (7,8, (7),1)dT pour tout ¢

appartenant a /. On en déduit
at t
gx(at)=f0 T, (T, g (T), I)dT:fo aT (aT,g (aT),1)dT,

donc

t
gx(at)=fo T, (7. g (aT),1)dT pour tous éléments a et t de I.

Mais alors, si b est l'application de I dans V définie par t——>gx(at),
b est une application cmt telle que h(0)=0 et que, pour tout t ap-
partenant a I, Db(t):"flax(t,b(t)). On en déduit b=gax. En consé-
quence g (at)=g, (t) pour tout point x de U et tous éléments a et
t de I. Désignons par [ l'application de U dans V définie par

x =g (1).0Ona

1 1
/(x):jo T (T, gx(’r),l)d’T:fO T,(T. g, (1),1)dT

1
= T (T [(Tx), 1)dT.

0 x
Imaginons qu'il existe une fonction C"+1, disons /', de U, dans V
telle que f'(0)=0 et que Df'(x)Z"F(x,f'(x)) pour tout élément x
de U, . Eour tout élément x de U,, désignons par g, l'application de
I dans V définie par ¢t — f'(tx). C'est une application "t telle
que g (0)=0 et que Dg;(T)Z"Fx(’r, g, (7)) pour tout 7 de I. On en
déduit g, =g, , en sorte que ['(x)=[(x).

c"tl ge U, dans V telle que

En conclusion, si f est une application
f(0)=0 et que D/(x)z";‘(x,/(x)) pour tout élément x de U,, alors
c'est 'unique telle application.

Prouvons maintenant que f est une application cl de U, dans V telle
que f(0)=0 et que Df(x)=T(x,{(x)) pour tout élément x de U,.
Par récurrence on pourrait alors facilement prouver que c'est une fonc-
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tion cntl . Soient x; et x, deux éléments arbitraires de U /2. Dési-

gnons par A l'application de I1°X VXR? dans F:
((s,t),z,(u,v)) —> T(sx;+tx,,z,ux;+vx,),

et par Y 'application de I°x V dans L(F, R?) canoniquement associée.
A est une application lipschitzienne et C” de I1°XV vers L(F,R?)
isomorphe a F2 De plus A(I2xVXx[0,2]2) est inclus dans 1'ensem-
ble 2A(12><V><12), donc 2T(UXVXU) et dans 2r T(UXVX(I}).
On en déduit que A(12xVX [0,2]2) est inclus dans 2:T(UxvxD),
donc dans 2V /8, c'est-a-dire dans V/ 4. D'aprés le lemme 2, il existe

une unique fonction ¢t disons g, de I? dans V telle que
g(0,0)=0 et que Dg(s,t)=A((s,t), g(s,t))

pour tout élément (s,t) de I2. Pour tout élément (s,t) de 12, dési-
gnons par g;x1+tx2 I'application de I dans V définie par T—> g(Ts, Tt).

C'est une application cmtl telle que

~

g;xl_sz(O):O €t que Dg.;x1+tx2(7):Tsx1+tx2(T’ g.’sx1+tx2(7-))

pour tout élément 7 de I. Ceci montre que g en sorte

.’s'x1+tx2:gsx1+tx2’
que g(s,t) est égal & f(sx;+sx,) pour tout élément (s,t) de 2.

En résumé, l'application g de 12 dans V définie par
(s,t) —>/(sx1+tx2)
est une application C?17 telle que
g(0,0)=0 et que Dg(s,t)=A((s.t),g(s,t))
pour tout élément (s, t) de 2. It est d'ailleurs évident que:
1
g(s,t)=f0 A((Ts,Tt), g(Ts,Tt),(s,t))dT .
Ceci dit, si y; et y, sont des points de U, alors
*1=1 et x=(y;~ )

sont des éléments de U/ 2. De plus [(yy)=f(y;)=g(1,1)-g(1,0)

est égal a

1 1 ~
jo Dg(1,o).(o,1)do:f0 A((1,0),g(1,0)).(0,1)do

donc a
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f T(x,+0x%,, [(x;+0x,),x,)do =

—f T(y1+<7(y2 Y1) [yt (y,=y1)), v, =y )do .
On déduit 1mmed1atement de ce qui préceéde que [ est continue de UO dans
V, car, T(UXV) A étant borné dans F et U ouvert dans E T(UXV)
est équicontinu. Soient maintenant x un point de U,, b un vecteur de
E, et t un nombre réel tel que x+th appartienne 2 U,. D'aprés ce qui
précéde, et si t#0,

(f(x+th)=f(x))/t=T(x,{(x), b)=
=f01 [(T(x+oth, f(x+0oth),h)=-T(x,f(x),b)]do .

Ceci montre que

lim  (f(x+th)={(x))/t=T(x,f(x),h)=T(x,[(x)).h.

t—=0

f est une application B-différentiable sur U, telle que D f(x):"l\“(x, f(x)),

pour tout point x de U, . C'est donc une application cl.v

7. ESPACES PSEUDO-TOPOLOGIQUES

Nous dirons qu'un espace quasi-topologique X est pseudo-topo-
logique ssi un filtre @ sur X converge vers un élément x de X lorsque
tout ultrafiltre contenant ( converge vers x. Les pseudo-topologies ont
été introduites par Gustave CHOQUET (117, qui a énoncé le théoréme
suivant pour les espaces topologiques. La démonstration qui va suivre
est dued Armando MACHADO (elle figure dans un texte de cet auteur non

encore publié).

THEOREME 8. Soient Y un espace pseudo-topologique et X un espace

quasi-topologique. Alors C)}\(Y, X ) est un espace pseudo-topologique.

A . Soit f un élément de C(Y, X). Soit F un filtre sur C(Y, X) ne con-

vergeant pas vers [ dans GK(Y,X). Nous allons prouver l'existence

20



CALCUL DIF. DANS LES ESPACES NON NORMABLES 45

d'un ultrafiltre § contenant F et ne convergeant pas vers /.

Soit donc X un filtre convergeant vers un point x¥ dans X, tel que FX
ne converge pas vers f(x) dans Y. Alors il existe un ultrafiltre Y con-
tenant FX tel que Y ne converge pas vers f(x). Quels que soient ¢ ap-

partenant & , A appartenant 2 X et B appartenant a Y, posons
¢(B,A)={[ed [BOf(A)#& }.
On voit que $(B,A) est non vide, puisque BN@P(A), qui appartient &

Y, est non vide. Désignons par J' le filtre ayant pour base l'ensemble
des ¢(B,A). Soit @ un ultrafiltre quelconque contenant %' donc F.
Raisonnons par 1'absurde. Supposons que § converge vers f dans I'es-
pace GK(Y,X). Comme §X converge vers f(x) ;i\ans Y, le filtre Y
ne contient pas GX. Il existe donc des éléments @ de § et A de X
tels que dID\(zi) n'appartienne pas 2 Y. Comme Y est un ultrafiltre, on
voit que Y - gb(A) appartlent a2 Y. Soit ¢ un élément quelconque de .
Les ensembles¢ et H(Y~- ¢(A) A) sont tous deux des éléments de Q
Si l'on tient compte de ¢n¢(Y—¢(A),A)=Q5, on voit que ¢ appar-

tienta G, ce qui est une absurdité. V

THEOREME 9. Soient F un espace vectoriel pseudo-topologique et E
un espace vectoriel quasi-topologique. Alors L(F,E) est un espace vec-

toriel pseudo-topologique.
A . La démonstration est analogue a celle donnée ci-dessus (ou 1'on prend

[=0).V

Reprenons les hypothéses du théoréme 9. Il est immédiat que
L™ (F,E) et L"(F,E) sont des espaces vectoriels pseudo-topolo-

giques pour tout entier 7.

DEFINITION 7. Nous dirons qu'un espace quasi-topologique X est com-
pact si tout ultrafiltre sur X converge dans X. Lorsque X est pseudo-to-

pologique, on retrouve la notion d'espace compact donnée dans [1].

Soit désormais E un espace vectoriel quasi-localement-convexe.
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Nous désignerons par 7 la topologie localement-convexe sous-jacente a

E et par U le filtre des voisinages de 0 dans 7. Si ¢ est une partie de
~

E, nous désignerons par ¢ son enveflgppe convexe équilibrée. Si Q@ est

un filtre sur E, nous désignerons par ( le filtre engendré par les envelop-

pes convexes équilibrées des éléments de Q.

PROPOSITION 16. Soit B une partie de E et soit (a;), , une famille

finie d'éléments de B. Posons H—{a , ie€l}. Alors, quel que soit

¢ appartenanz a OB, il existe une famille finie (x ) d'éléments de
H telle que H soit inclus dans ké)] x,+¢.

A, Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par B. Pour tout réel
3, 8B est une partie convexe symétrique absorbante de F. On en déduit
que @E/ F est inclus dans le filtre des voisinages de 0 pour la topo-
logie fine de F. Ceci montre que, si G est le sous-espace vectoriel de
F engendré par H, alors WB/ G est inclus dans le filtre U/ G des voi-
sinages de 0 pour la topologie canonique de G. Comme H est précompact
dans 7, quel que soit V élément de U/ G, il existe une famille finie
(x; )lel x]-+¢.0n en

déduit immédiatement la proposition cherchée. V

d'éléments de H telle que H soit inclus dans

U
€]

DEFINITION 8. Nous dirons qu'une partie A de E est précompacte dans
E ssi on peut trouver un filtre @ convergeant vers 0O dans E (appelé
filtre de A-précompacité) possédant la propriété suivante: quel que soit
¢ appartenant a @, il existe une famille finie (a;),¢; d'éléments de

A telle que A soit inclus dans ike)I a,+¢.

PROPOSITION 17. Supposons que E soit un espace vectoriel admissible.

~
Soit K un ensemble précompact et borné. Alors K est précompact.

A. Soit @ un filtre de —précompacxté Soit & un élément de wK+@
Il existe ¢ appartenant a & convexe équilibré, et 5K appartenant a ()4
tels que 3K+c;l5 soit inclus dans 0. Soit (4;);.; une famille finie d'é1é-
ments de K telle que K soit inclus dans iLe)I ai+¢. Posons H={ a; l

i€l}. On voit que K est inclus dans 'PT+¢ Or, d'aprés la proposition

16, il existe une famille finie (Xj )].EJ d'éléments de K telle que H soit
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inclus dans ;‘kejj x].+31?. Il est alors évident que K est inclus dans
~ ~ ~ Ly ~~
]-kejj xi+(3K+¢), donc dans ].keJ] x].+9. Comme WK+®@=0K+Q@® con-

verge vers 0 dans E, ceci montre que K est précompact. \Y

PROPOSITION 18. Supposons toujours E admissible. Alors l'adbhérence

dans T de tout précompact de E est précompacte dans E.

PROPOSITION 19. Toute partie précompacte A de l'eqlc vectoriel E qui

est compléte (au sens de [1])est compacte.

A . Soit @ un filtre de A -précompacité. Soit X un ultrafiltre sur A. Soit
¢ un élément de @ et (4;);., une famille finie d'éléments de A telle
que A soit inclus dans l-LEJI a;+¢. Puisque X est un ultrafiltre, 1'un au
moins des ensembles a,+¢ appartient & X. On en déduit que }—¢ ap-
partient 3 X —X. Ceci montre que X —X contient @-@, donc converge

vers 0 dans E . Ainsi le filtre X converge dans A.V

Notons maintenant que, si E est pseudo-topologique et si K est
un compact de E, alors 7 et la quasi-topologie de E induisent sur K

la méme quasi-topologie.

PROPOSITION 20. Supposons E pseudo-topologique. Alors tout compact

de E est précompact dans E.

A. Puisque K est T-précompact, quel que soit ¢ appartenant a 1, il
existe une famille finie (a,);,, d'éléments de K telle que K soit inclus
dans iLEJ, ai+¢, donc dans iLe)I ai+¢n(K—K). On en déduit alors que
U/ (K-K) est un filtre de K -précompacité. V

PROPOSITION 21. Supposons toujours que E soit pseudo-topologique.
Tout compact K de E est borné dans E.

A. 11 suffit de wontrer que toute partie équilibrée compacte de E est
bornée dans E. Or une telle partie K, qui est 7T-compacte, est aussi
T-bornée. Quel que soit U appartenant a U, il existe donc 0< 8<1 tel
que 8K soit inclus dans U et par suite dans UNK. On en déduit que le

filre U/ K est inclus dans 0K, ce qui prouve que 0Ok converge vers 0
dans E.V
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THEOREME 10. Supposons que E soit un espace vectoriel pseudo-topo-
logique admissible complet. Alors l'enveloppe convexe équilibrée fermée

dans T de tout compact de E est compacte dans E.

A . Ce théoréme résulte des propositions précédentes. V

8. SUR LE THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

Soient G et F deux espaces localement-convexes séparés com-
plets. Soit E un espace localement-convexe séparé. Supposons que le
sous-espace de G (resp. F ) engendré par tout compact de G (resp. F)
soit normable.

Soit / une application C” (731, r fini ou infini) d'un ouvert O

de EXF vers G.

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES. Soit U un ouvert de E. Soit
¢ une application continue de U dans F telle que (x, d(x)) appartienne
a O et que f(x,P(x))=0 pour tout x de U. Supposons que, quel que
soit x appartenant @ U, D, f(x,P(x)) induise un isomorphisme de tout
sous-espace F' de F engendré par un compact de F sur l'espace image
D2f(x,¢(x))F'. Alors

a) ¢ est dérivable en tout point de U et dans toute direction. Si

D¢(x) est sa dérivée en x, on a

D2f(x,<}5(X)).D¢(x)+D1/(x,¢(x))=O.
b) Si E est métrisable, ¢ est une application C7.

c) Supposons  toujours E métrisable. Posons f1:f - Quel
que soit 2kgr, désignons par [k I'application de UXL(*71)(F E)
dans L*7D (G, E) définie par:

(x,8) =D, f* 1 (x, D*"2p(x)). 64D, /1 (x, D’ 2 g(x)).

Alors fk(x,D(k)¢(x)):0 pour tout x de U .
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A . Avant de commencer la démonstration, expliquons quelles notations
nous utiliserons.

Soit x un point de U et x’ un élément de E. Posons P={ 8> 0 ,
[x,x+8x"] CUY}. Soit @ l'application de P dans F définie par
= b(x+6x")~P(x).

Soit alors D l'ensemble
{850 5eP, [x, x+8x"]1X(P(x)+ [0,1]$[0.3] )cO}.
Nous désignerons par /~1'application de D dans G définie par:
8= f(x+08x",P(x)+P(8))~[f(x+8x",d(x)).
De toute évidence on a
(lim_ J(8)/8)+D,[(x,d(x))x"=0,
50
puisque
f(x+8x",P(x)+D(8))—f(x,P(x))=0
quel que soit & appartenant 2 D . L'ensemble
K(8))=Dyf [x,x+8,x"1x (p(x)+ [0,11F[0,8,])

est compact dans L (G, F) pour tout 50 de D. D'aprés le théoréme 10,
son enveloppe convexe fermée L(SO) dans la topologie localement-con-
vexe sous-jacente 4 L (G, F) est donc compacte dans L(G, F). Quel
que soit 30 appartenant 4 D et quel que soit 0< 8¢ 30, I'ensemble
L(So).¢(3)/ 8 est donc convexe compact dans G. Compte tenu de
I'expression de 7.'( ), on voit que /~( 8)/ 8 appartient & L(3,). $( 8)/ 8.

Nous abordons maintenant la démonstration proprement dite qui

comprend de nombreuses parties.

a) Soient G' et F’' deux espaces normés. Soit i une application
linéaire continue de F' dans G' telle que 7 soit un isomorphisme de
F' sur i(F'). Désignons par ¥ le filere des voisinages de i dans l'es-
pace L(G',F') et par O(G’) le filtre des voisinages de 0 dans G'.
Soit FT1O(G") le filtre engendré par les ensembles de la forme sui-

vante *
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671v=_\u"T(V), o 6 appartienta F et V 2 O(G").

Prouvons que ¥ “I0¢G") converge vers 0 dans F'.

Soit 0< &< 1.8Si 6 désigne l'ensemble
{itu| uel(G', F'), lul< e},

prouvons que 9_1(31 (G')) est inclus dans B , ;_¢ (F'), étant entendu
que B;(G") et 31/ 1-¢ (F') désignent les boules fermées de centre
0 dans G' et F' de rayon I et 1/ (1-¢) respectivement. Soit y un
quelconque élément de F' tel que |lyll>1/ (1~ ¢). Alors quel que soit
i+u appartenant & @, supposant que la norme de F' est image réciproque

par i de la norme sur i( F') induite par la norme de G’, on 2
NCitw)ylz Uiy i=nul(y) iz lyn(I=1llz(y)l/ iyl) > lyli(1=e),
donc
Nitu)yl>1.

On en déduit que l'intersection de 9—1(31 (G')) et du complémentaire
par rapport a F' de B; ;) 1-¢(F") est vide, c'est-a-dire que l'ensemble
Q-I(BI(G’)) est inclus dans BI/I—t(F')' Mais alors il est im-
médiat que H_I(Bk(l._z)(G')) est inclus dans B, (F') pour tout réel
positif k, ce qui prouve que F~10¢c") converge vers O dans F'.Si
maintenant F est un filtre quelconque convergeant vers 7 dans l'espace
L(G',F') et O(G’) un filtre quelconque convergeant vers 0 dans G',
alors F71(0(6")) converge vers 0 dans F'.

b) Désignons par @ et @ les filtres sur G et F engendrés respec-

tivement par les ensembles

A'(8y)=17(8)s8 |0<8g8, 8eD}

OI
et
A(8)={5(8)/8 | 0<8<8,, 8eD}.
Prouvons que @ est un filtre quasi-borné de F.
Soit 7) un réel arbitraire de D . Désignons par F' le sous-espace de F

engendré par $[0 m] , et par G' le sous-espace de G engendré par
L(n).3L0,m) . Si i est la restriction de D,/(x,$(x)) a (G’, F*),
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c'est par hypothése un isomorphisme de F' sur i( F'). Soit J le filtre
engendré par les ensembles L(8,)/(G', F'), ot 0< 8 m. U converge
vers i dans L(G’,F'). D'aprés la partie a, le filwe F 1(0@') con-
verge vers 0 dans F’'. Puisque '/73)/ 8 appartient a L(SO).g( 8)/8
quel que soit §, appartenant & D, §,< 7, et quel que soit 0< 8< 3,
on voit que W@ contient FL(DQA’); il en résulte que 0@ converge

vers 0 dans F'.

¢) Nous allons maintenant prouver que @ est un filtre de Cauchy sur

I'espace F.
Soient &' et & deux éléments de D . Soient v et u des points de L( §')

et L(8) tels que

T08)/ =0 [P(8)/ 8] e 1(8)/8=ulP(8)/ 5],
On voit que:

w(P(8) /8 ~F(8)/ 8)=(u-v)P(8) /8" +([(8)/8* =T(8)/8).
Il s'ensuit que B(8)/8' ~@P(8)/S appartient &
w7 [(u=v)(8) /8 +(T18) /8 =T(8)/8)].

Ceci montre que A( 8))~A(8,) est inclus dans

L(8) 1 L(L(8))=L(8)))A(8,)+(A"(8,)=A"(8)))]

quel que soit 80 appartenant a D, 0< 80< 7). Compte tenu de la partie

b , on en déduit immédiatement (grdce & a ) que G-@ converge vers 0
dans F.

d) Puisque F est complet, @ converge dans F vers un élément
D@(x)x". Soit D@(x) 1'application de E dans F définie par x'=—>

—-D¢(x)x". Le filtre @', qui contient F@, converge vers
D,f(x,¢(x)).Dp(x)x".

Ceci montre que

D2/(x,§b(x)).D¢(x)x'+D1/(x,q5(x))x'=0.

On voit donc que

sz(x,qb(x)). D¢(x)+D, f(x,d(x))=0.
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e) Supposons désormais E métrisable. Quel que soit » appartenant
a N, nous désignerons par U, la boule de E de centre 0 et de rayon
1/ n. Nous supposerons dans ce qui suit x+U; inclus dans U, pour
simplifier.
Appelons D¢ l'application de U dans l'ensemble £(F, E) des applica-
tions linéaires de E dans F définie par x == D¢ (x). Pour que D¢
soit continue vers L(F, E) en un point x de U, il faut et il suffit que
I'assertion suivante soit exacte:
Etant donnée une suite (x,) de points de U convergeant vers

x et une suite bornée (a, ) de points de E, le filtre

<[D¢(x,)-Ddp(x)]a,>
converge vers 0 dans F.
En effet, supposons l'assertion ci-dessus vérifiée. Nous allons prouver

que, quel que soit le filtre quasi-borné X de E, le filtre
(De(x+U)-Dp(x)] X

converge vers 0 dans F, ol u désigne le filtre des voisinages de 0 dans
E, ce qui montrera que D@ est continue en x vers L(F,E).

Quel que soit n appartenant a N, il existe & >0 et X  appartenant a
:’/X\ tels que [ - e, te, ] X, soit inclus dans U, . Supposons X, in-
clus dans X quel que soit » appartenant 2 N. Désignons par X le filtre
engendré par /l\es X, . C'est un filtre quasi-borné de E. De plus X est
inclus dans X. Nous allons prouver que [Dp(x+U)-DP(x)] X est
un filtre convergeant vers 0 dans F.

Raisonnons par l'absurde. Supposons que [Dp(x+U)-DPp(x)] X ne
converge pas vers 0 dans F. Puisque ce filtre admet une base dénom-
brable, il est l'intersection des filtres élémentaires qui le contiennent.
Il existe donc une suite (y,) d'éléments de F ne convergeant pas vers
0 dans F telle que <y > contienne [Dp(x+U)=DP(x)] X. 1l existe
un voisinage V de 0 dans F tel que, quel que soit n appartenant a N,
il existe un entier 7,3 n pour lequel y  n'appartient pas a V.D'ailleurs

n

on peut choisir 7, supérieur 4 tout entier donné a l'avance. Or
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H =[Dp(x+U )-Dp(x)] X,

A

appartient & <y > quel que soit n appartenant & N. Il existe donc ¢,
appartenant 2 N tel que {yq ’ 9% 4, } soit inclus dans H_ . Choisissons
r, supérieur ou égal a q, - Alors on peut trouver x, dans x+U et a
dans X, tels que yrn = [D¢(xn)‘D¢(x):| a,. Comme la suite (x, )
converge vers x dans U, et comme la suite (a, ) est borée dans E
(puisque <a > contient X)), le filtre
<yr >:< [Dd)(xn)—D¢(x):| an>
n

converge vers 0 dans F, ce qui est absurde.

f) Démontrons effectivement que, étant données une suite (x ) de
points de U convergeant vers x et une suite bornée (a,) dans E, le
filee < [D@(x,)=D¢(x)] a,> converge vers 0 dans F.

Soit (A, ) une suite de réels positifs convergeant vers 0 et ne contenant

pas 0. On sait que (A a,) converge vers 0 dans E. Soit & un réel posi-

tif tel que

Q=({x, | neN}U{x})+ [0, e]{X a, | neN}
soit inclus dans U. Comme Q est compact dans U, son image K par
¢ est compacte dans F.

Désignons par F' le sous-espace de F engendré par K. Compte tenu de:

D$(x )a_ =lim [d(x +8a )-d(x. )] /8 YneN
n n 8>O, 50 n n n

et de

Dp(x)a =lim (p(x+8a_ )—d(x)] /8 YneN,
n §>0, 50 n

on voit que Dp(x, )a, et Dp(x)a, appartiennent & F' pour tout n€N,
en sorte que [Dp(x )=D@(x)] a appartientd F'. Soit G' le sous-es-

pace de G engendré par
({D,f(x,, ¢(x,)) | neNIU{D,[(x, (%)) DK.

Par hypothése la restriction 7 de D,f(x,$(x)) & (G',F') est un iso-

morphisme de F' sur i(F'). Soit

G =<D,f(x,, p(x )).([Dd(x,)-Dd(x)]a )>.
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Compte tenu de la partie d , on voit que g converge vers 0 dans G.
Le filre < [D¢p(x,)=D¢(x)] a,>, qui contient le filtre
<D, f(x , P(x,))> 1. G,
converge vers 0 dans F d'aprés la partie a.
g) Nous avons montré que ¢ est C! et que
Dyf(x,d(x)).DP(x)+D;f(x,d(x))=0
quel que soit x appartenant & U. Nous allons maintenant prouver par ré-
currence que ¢ est C”. On suppose bien entendu 7> I.
Soit k un entier, I < k< r. Supposons déja démontré que ¢ est c* . po-
sons fI =f, et, si 2 i<k, désignons par fi I'application de ['espace
UXLO D(F, E) dans LG7D(G,E) définie par:
(2, 0)=2D, [ Hx, DO px)). 0+D, (2, DT p(x)).

Supposons que [i(x, D@ ¢(x))=0 pour tout entier i, 1 i< k, et quel

que soit x appartenant & U. Désignons alors par /k+1 I

UXL® (F E) dans L) (G, F) définie par:

application de

(x,0)=>D,f*(x, DA Dg(x)). 6+D,f*(x, D* Dep(x)).

Nous nous proposons de démontrer que ¢ est cktl

x appartenanta U, f*T1(x, DT (x))=0.

et que, quel que soit

h) Soit x un point de U et x' un point de E. Nous désignerons par
(> g

D*¢ I'application de P dans L(*)( F, E) définie par-
§—DH ) p(x+8x)-D R p(x).

M

Soit f¥*1 I'application de P dans L®) (G, E) définie par:
oy
§—r L (xt+ 85, DR p(x)+DRg(8)) =t (x+8x", DF p(x)).

Compte tenu de la définition de fk+1 , on voit que:

w _ Ly

PEHL(8)=D, 5 (x+8x, DRV g(x+5x)). DEGp(5) Ysep.
Mais alors, compte tenu de

D,fi(x,0)0 =D, 1(x, D72 p(x)). 6

pour 2 i<k et pour 6,0" de L(i72(F, E), on remarque que:

(D) ~ > )
PRYL(8) ay. . a =Dy f(x+8x", p(x)+P(8)). [DRPp(8). a;..... a,],
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ceci quel que soit & appartenant & P et quels que soient @; yeee, @y AP~

partenant & E. La relation ainsi obtenue est trés importante; en effet, le

reste de la démonstration est basé dessus.

i) Nous désignerons par (@ le filtre sur L *)(F,E) engendré par les

ensembles
oy
akcs,)={b*ecs)/ 8] lo<sgs, s ep).

Prouvons que (@ est un filtre quasi-borné de L (K)(F,E).

Supposons que, étant données k suites bornées arbitraires (ai)...(ai) de
E, le filere (D@)< arll > <a: > converge vers 0 dans F. Un raison-
nement analogue & celui de la partie e prouve alors que W({ converge
vers 0 dans L®(F,E). Nous devons donc montrer que le filtre
(m&)<ai > <a: > converge vers 0 dans F. Soit (A, ) une suite de
réels positifs convergeant vers 0 et ne contenant pas 0. On sait que

(N, a:;) converge vers 0 dans E, pour 1< i<k, en sorte que l'ensemble
Si:{}\nafl | neNYU{0}

est compact dans E. Soit F' le sous-espace vectoriel de F engendté pa:

—
D gplo,n]. S;... Sy, et soit G’ le sous-espace vectoriel de G engen-

dré par
~ e
{D,f(x+8x", d(x)+P(8)) [0< 8 n}(D*gpl0,m].5,...5,).

Par hypothése la restriction de D,f(x,@(x)) a (G', F') est un isomor-
phisme de F' sur i(F'). Il résulte alors de la partie a que le filtre

(m&)<ai>... <a§> converge vers 0 dans F.

j) Prouvons maintenant que @ est un filtre de Cauchy sur l'espace
L (%) (F,E).
Un raisonnement analogue a celui que nous avons tenu dans la partie i
prouve que @ - converge vers 0 dans L®)(F,E) ssi I'assertion sui-
vante est exacte:

« Etant données k suites bornées arbitraires (ai)...(a:) de E,

le filtre (@-@)< ai >...< aﬁ > converge vers 0 dans F».
Démontrons effectivement 1'assertion ci-dessus.
)

Soit -, un €lément quelconque de I’ et soient ;,...,, des entiers

arbitraires. Posons
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H(8,)={Dyf(x+8x", ¢p(x)+F(8))/ 0< 8 8}

. _ 7 . '
et, pour 1gigk, posons H,={a ‘ nyv,}. Soient 0< 3, 8'< 8,
et soient n;,...,n, des entiers tels que 7, soit supérieur & v, pour

.

ig k. On sait que
w M
(88 =1 1(8)/ 8) ay ey =

(9% oy
=u(D*¢(8')/8". al ..t )-u(DRP(8)/8.a] ..ak ),
7 "k 1 3
ol nous posons
vED, [(x+8%, Plx)+P(8)) et u=D,[(x+8x", P(x)+P(8)).

1l s'ensuit:
el w
u[(Dk¢(8’)/8'—Dk¢(8)/8)ail,,,ak ]=
(u-v)[D*p(8 )/ 8',a11...a§k]
+ [/k+1(8)/8' fk+1(5)/51a /;k,

—
en sorte que I'élément (D * ¢(8’)/3'—D P(8)/ S)a ...aik de F ap-

partient a
"
W l(u-v) [ DEps) /8. al .. ak ]
S ey I k
+ (ks 8 =Rt 108y, S]ail...aﬁk].
Posant

(- oY [P ]
ak(s )= M) 8 -k s)ss lo<s, <8, ),

ceci montre que (A% (8 )- Ak (8 JJH;...H, est inclus dans le sous-en-

semble de F suivant:
H(8y) "L [(H(S,)=H(8))). [A*(8,)H, ... H,]
+ [Ak(8)-A*(5)1H, . H,].

On en déduit immédiatement, compte tenu de la partie i , que le filtre
(Cf"@)<cz’12 >... <aﬁ > converge vers 0 dans F.

k) D'aprés la partie j , le filtre @ converge dans L*(F, E) vers

un élément que nous noterons D*FD g )nr Compte tenu de 1'égalité

32



CALCUL DIF. DANS LES ESPACES NON NORMABLES 57

/k+1(;c\, D p(R))=0 pour tout % appartenant & U, on voit que:
e

[ lim AL 8)/ 81+ D, Rt (2, DR p(x))x"=0.
5>0, 80

Puisque:
w _ "':1 ey
[¥P18) /8 =D,y fk(x+8x", DR D op(x)+D* 1 p(8)) - DRP(8)/ 8
pour tout S E€P | on en déduit:
szk(x,D(k—1)¢(x))~ D(k+1)¢(x)x'+D1fk+1(x,D(k)¢(x))x'=0.
Il en résulte-
Dy 1 (x, D™ p(x)) . D*R D p(x) + D, /¥ (2, D p(x))=0.
quel que soit x appartenanta U.

1) Un raisonnement analogue a celui des parties e et f prouve que
I'application D*71) ¢ de U dans 1'espace (L®(F,E), E) des ap-
plications linéaires de E vers L*)(F, E), est continue de U vers l'es-
pace L&tV (F E) V

Soit désormais E un espace localement-convexe séparé, et soit
F un espace localement-convexe séparé complet tel que le sous-espace
de F engendré par tout compact de F soit normable. Posons = [0,1] .
Nous désignerons par C l'ensemble des applications continues de [ dans
F, par COI I'ensemble des applications continiment-dérivables de [ dans
F s'annulant en 0, et par A 1'application de dérivation de COI dans C
qui 2 un élément S de COI fait correspondre sa dérivée ﬁ On munit C
de la topologie de la convergence compacte et COI de la topologie image
réciproque par A de la topologie de la convergence compacte sur C. Soit
alors { une application C” (r3 1, 7 fini ou infini) d'un ouvert O(/) de

EXF vers L(F,E). Désignons par g l'application de
(92{(x,y,y)eE><F><C01 [ (sx,y+ys)eO(f), Vser}

vers C donnée par:
g(x,y,v)s=ws)=f(sx,y+7ys)x pour tout s de I.

LEMME. g est une application C” de O dans C.
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A . Désignons par b I'application de C(L(F,E),I1)XE dans C(F,I)
donnée par [h(u,x)] s=u(s)x . Désignons par fx l'application de
c(O(f),1) dans C(L(F,E),1) définie par Q—-»/.é\. On sait (voir
chapitre 5) que f% est C”. Enfin désignons par e l'application de O dans
C(O(f), 1) donnée par [e(x,y,¥)] s=(sx,y+7ys). C'est aussi une
application C’. Comme gZA.pB—h. [f*.e.pl] , ou p; et py dési-
gnent les projections de O sur E et COI respectivement, on Vvoit que g
est C7.V

THEOREME 11. Soit W un ouvert de EXF. Soit ¢ une application con-
tinue de W dans COI telle que (z,$(z)) appartienne a O et que l'on
ait g(z,¢(z))=0 pour tout z de W. Alors

a) ¢ est dérivable en tout point de W et dans toute direction. Si

Dp(z) est sa dérivée en un point z de W, on a:
Dsg(z,¢(z)).D¢(z)+D1g(z,¢(z)).pE+D2g(z,¢(z))-pF:0,

od pp et pp désignent les projections de EXF sur E et F respective-
ment.
b) Si E et F sont métrisables (F est alors normé), ¢ est une ap-

plication C'.

A .a) Prouvons que D3g(x,y,7y) est une injection de C01 dans C quel
que soit (x,y,7) appartenant & O. Soit 3 un point de C01 tel que l'on
ait Dy g(x,y,7)8=0.Nous allons montrer que B=0.
Soit Y I'application de [ dans L(F, F) donnée par
L/J(‘s)v=D2/(sx,y+’ysv).v,x
quel que soit s appartenant 4 I et pour tout v de F. C'est une appli-
cation continue de I dans L(F, F). Soient F; et F, les sous-espaces
banachisables de F engendrés respectivement par (1) et par Y (1).8(1) .
Comme ,é(s)=¢(s). B(s) quel que soit s appartenant & I, on voit que
,é(I) (donc B(1)) est inclus dans F,. Ceci montre que F; est inclus
dans F,. Introduisons une norme sur F,. Quel que soit s appartenant
a I, nous désignerons par ||Y(s)Il la norme de la restriction de Y(s) a

(F,,F;) dans l'espace normé canonique L(F,, F;). Comme

ﬁ(s):J";w(s')/(Fz, Fy). 5(s")ds’
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quel que soit s appartenant & I, on a:

||B(s)||<(5up§“nsb(f)n).f:nﬁ(s')uds'.
On en déduit 8=0 (d' aprés le lemme de Gronwall).

b) Soit (x,y,7) un point de ©. Soit K un sous-ensemble compact
de COI . Prouvons que Dag(x, ¥, Y) induit un isomorphisme 7 du sous-es-
pace G; de COI engendré par K sur G,=D3g(x,y,7y)G;. Montrons sim-
plement que i1 est continue en 0 de G, vers G;. Autrement dit prou-
vons que, si (,Bn) est une suite d'éléments de G, si (bn) est une suite

d'éléments de G, , telles que
B,(s)=Dyf(sx,y+ys).B,(s).x+h (s)

quel que soit l'entier positif » et pour tout s de I, si (bn) converge vers
0 dans C, alors (,Bn) converge vers 0 dans COI.

Désignons par F; et F, les sous-espaces banachisables de F engendrés
respectivement par K.I et par Y(I)(K.I1)U(K.I). Alors G; est inclus
dans COI(FI,I) et G, dans C(F,,I). De plus F; est inclus dans F,
et, quel que soit s appartenant & I, Y(s) envoie F; dans F,. Introdui-
sons une norme sur F, et, quel que soit s appartenant & I, désignons
par IY(s)ll la norme de Y(s)/(F,, F;) dans 1'espace normé L(F,,
F;).De

B(s)=] (). B,(s)ds + [ b, (s7)ds"
quel que soit 7 appartenant & N et pour tout s de I, découle:
18, ()< Sup. [ UG, (s )ds" + e,
ot 1'on pose:
1

Sup=Sup , WP(E)N ex en:fo b, (s')lds".
Il en résulte II,Bn(s)I|\< €, - [exp(Sup.s)] d'aprés le lemme de Gron-
wall. On voit donc que (ﬁn) converge vers 0 dans C(F,, ) et par suite
dans C. Puisque l'application o de C(L(F,F),1)XCF,I)dans'es:
pace C(F,I) donnée par o(y',b',h).s=y'(s)h'(s)+h(s) est con-
tinue, on en déduit que (Bn) converge vers 0 dans C. Nous avons ainsi

démontré que (3, ) converge vers 0 dans C01 .

c) Le théoréme résulte alors du théoréme des fonctions implicites. V
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Supposons désormais que E est métrisable et F normé.

THEOREME 12 (théoréme de Frobenius). Reprenons les hypothéses et les
notations du théoréme 11. Supposons de plus que, pour tous (x,y) de W,

s delet(ay,a,)de EXE, l'égalité suivante ait lieu:
D f(z)aja, + [D,f(z).(f(z)a;)] a,=
=D;f(z)aya; + [sz(z).(f(z)az)] a;
od z=(sx,y+@(x,y)s). Alors l'application o de W dans F définie par

(x,y) = y+@(x,y)] est une application C' telle que, pour tout (x,y)
de W, D1 a(x,y)=f(x,al(x,y)).

A. Soit (x,y) un point de W, et soit @ un élément quelconque de E.
Nous nous proposons de montrer D; a(x,y)a=f(x,a(x,y))a.
Soient h; et b, les éléments de C01 définis respectivement par:
s —==(D;P(x,y)a)s et s=—>[(sx,y+P(x,y)s).sa.
Nous allons prouver que
[Dyg(x,y, d(x,y)). by s=[Dyg(x,y, ¢(x,y)).hy]s

pour tout s de I. Compte tenu du fait que Djg(x,y,P(x,y)) est une
injection, on en déduira h;=h,. De h;(1)=h,(1) résultera 1'égalité
cherchée.

Par définition de b, , on a, quel que soit s appartenant & I:

(Dyg(x,y,d(x,y)). byl s=([Dyg(x,y,d(x,y))-D;d(x,y)]a)s

=-[D;g(x,y,¢(x,y))als,
d'ol
(Dyg(x,y,P(x,y)). by s==[(sx,y+P(x,y)s)a
=D, f(sx,y+P(x,y)s). sa.x.

Par définition de D3 g(x,y, $(x,y)), on a:

[Dyg(x,y, d(x,y)).hy) s=hy(s)=D,f(sx,y+d(x,y)s).h,(s). x

pour ‘tout s de [. A l'aide de 1'égalité indiquée dans 1'énoncé, on en dé-

duit:
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[DBg(x,y,q':(x,y)).bz] s=—f(sx,y+¢(x,y)s)a-
=D, f(sx,y+@(x,y)s). sa.x. \Y

La démonstration du théoréme 12 est celle du théoréme 1 de [10] .

PROPOSITION 22. Reprenons les hypothéses du théoréme 11, et supposons
que r soit strictement supérieur a 1. Supposons de plus que, pour tous
(x,y) de W et s de I, (sx,y) appartienne a W et que l'on ait I'égalité
¢E(x,y)s=¢d(sx,y)1. Alors

([DI(D2¢)(sx,y).x]y')1:
=D,f(sx,y+P(x,y)s). [y'+(02¢(x,y)y')s] . x
pour tous (x,y) de W, y" de F, et s de I.

A . Soit (x,y) un point de W, et soit ¥’ un point de F. On prouve faci-
lement que [qub(x,y)y'] s= [D2¢(sx,y)y'] I quel que soit s ap-

partenant & [. On en déduit
[(Dyd(x,y)y" Is=([D(Dy¢)(sx,y).x].y')1.
La relation
Dyg(x,y, P(x,y))-Dyp(x,y)==D,yg(x,y,P(x,y))
entraine
[D3g(x,y,¢(x,y)).(D2¢(x,y)y')]s=—[02g(x,y,¢(x,y))y']s
pour tout s de I, c'est-a-dire
[D2q.‘>(x,y)y'] s—sz(sx,y+¢(x,y)s).[quS(x,y)y')s] =
==[Dyg(x,y,¢(x,y))y" ]s.
On voit donc que
(D5 ¢(x,y)y" 1 s=D,f(sx,y+d(x,y)s). [y'+(Dyb(x,y)y")s] . x
pour tout x de I, d'ox l'on tire 1'égalité cherchée. V
Supposons que ¢(0,y) soit égal & 0 pour tout point (x,y) de W.

Si E=R, examinant successivement les cas ot s=1I1, x#0, et s=0,

x#0, on déduit de la proposition précédente 1'égalité
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D,(Dya)(x,y). 1=Dyf(x,a(x,y))-Dya(x,y)

pour tout (x,y) de W.

Reprenons les notations antérieures au théoréme 11. On exige sim-
plement F espace localement-convexe séparé complet et E espace loca-
lement-convexe séparé. Soit W un ouvert de EXF . Supposons que les
assertions suivantes soient exactes:

a) Quel que soit (x,y) appartenant & W, il existe une suite
(z,(x,y)) d'éléments de C01 telle que (x,y,z,(x,y)) appartienne a
V) pour tout 7, que z,(x,y)=0 et que

z, (x,y)=z,_;(x, y)-A071 (g(x,y,z,_;(x,5))]
pour tout 7 supérieur ou égala 1.

b) La suite des applications z, définies par (x,y)—>z (x,y)
est une suite de Cauchy dans C NES I'w).

c) Si ¢ est sa limite, (x,y,¢(x,y)) appartient 2 O pour tout
(x,y) de W.

Alors ¢ est une application continue de W dans COI telle que $(0,y)=0
et que g(x,y,P(x,y))=0 pour tout (x,y) de W.

PROPOSITION 23. Supposons que l'assertion a ci-dessus soit exacte
ainsi que les suivantes:

b') La suite des applications z, est une suite de Cauchy dans
¢ (c,w).

c') Si ¢ est sa limite, (sx,y+P(x,y)s) appartient a O(f) quel
que soit (x,y) dans W et pour tout s de I.

Alors les assertions b et ¢ ci-dessus sont exactes.
A . Comme
S
z,(x, y)s:fo flox,y+z _i(x,y)0).xdo

pour tous (x,y) de W, n31 et s de I, on voit que zn:A -z, s'ex-
prime en fonction de z _;. Il est alors immédiat que (z"n) converge dans

€\(C,W).V

REMARQUE. Si F est banachisable, si E est normable, et si (O,yo)
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est un point de O(f), on sait qu'il existe un voisinage ouvert W de
(0,y,) dans O(/) tel que les assertions a, b' et c' ci-dessus soient

satisfaites.

Appendice.

Soient E et F deux espaces normés. Notons que la quasi-topologie équa-
ble A* associée a la quasi-topologie A de la convergence locale sur l'es-
pace L(F,E) est égale a la topologie de la convergence bornée. On voit
donc qu'en général T(A*) est différent de T(A). C'est pourquoi nous

pensons que le lemme 11-2-8 de [ 2] est inexact.

Note ajoutée a la correction des épreuves.

1) Soit (E,7) un espace vectoriel quasi-topologique et soit @ un
filtre sur E. Nous avons désigné (voir les Généralités) par @° le filtre
engendré par les enveloppes convexes fermées dans 7(77) des éléments
de @. En fait, comme dans [2], @°  ne peut étre que le filtre engendré
par les enveloppes convexes fermées dans 7(7) des éléments de @NO.

Sinon les importants théorémes 5-3-4 et 5-3-5 de [ 2] ne seraient pas vrais.

2) Enfin signalons qu'on trouvera dans la thése de 3°™¢ cycle de
F. Berquier d'intéressantes propositions qui complétent certains résultats
exposés ici dans les chapitres 1 2 4. Mentionnons en particulier le théoréme

suivant:

THEOREME. Soit (E',7') un espace admissible, (E,T) un espace
admissible et X un ouvert de E. Soit [ une application continiment-
dérivable de X dans E' telle que D[ soit continue de X vers L(E".E).
Alors soit x, un point de X. Soit r l'application de X —x, dans E' défi-
nie par b =—>f(x,+th)=f(x,)=Df(xy,)b. Pour tout filtre quasi-borné
Q® de E, le filtre 8+(W0, @) converge vers 0 dans E'.
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