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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIII-4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

TRIPLES p -STRUCTURES

par Dominique BOURN

Le but de cet article est de montrer que l'on peut généraliser les
constructions d'Eilenberg-Moore et de Kleisli, associées & un triple sur
une catégorie, dans le cadre de la théorie des catégories p -structurées au
sens d'Ehresmann [1] (ot p est un foncteur d'homomorphismes saturé
vers la catégorie des applications). Il n'y a pas de difficulté a définir un
triple structuré, puisque les foncteurs et les transformations naturelles p-
structurées ont été systématiquement étrudiées [1]; si certaines démons-
trations sont un peu longues et auraient pu étre allégées avec des données
supplémentaires, c'est que nous avons tenu & n'utiliser qu'une seule hy-
pothése, qui est le ‘plus souvent satisfaite: le foncteur p est a produits
fibrés finis.

Ce travail souléve des questions plus générales sur les triples,
qui font apparaitre la catégorie de Kleisli comme un certain type de limite
inductive et la catégorie des algébres comme un certain type de limite pro-
jective dans la 2-catégorie des transformations naturelles. Nous montre-
rons dans un prochain travail (partiellement résumé dans [6]) comment
étendre les résultats de cet article a certaines 2-catégories abstraites.

Je tiens a remercier ici M. Ehresmann des multiples encouragements
qu'il a bien voulu me prodiguer. Je suis également heureux de l'occasion
qui m'est offerte d'exprimer ma reconnaissance & Mme Bastiani pour l'at-

tention généreuse qu'elle a portée a ce travail.

On rappelle que, conformément aux notations de [5], si C' est
une catégorie, on note Co 1'ensemble de ses unités, a et [ ses applica-
tions source et but, (I1C' la catégorie longitudinale de ses quatuors et
He 1a catégorie latérale de ses quatuors. Enfin, J1(C", C' )™ désigne
la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de C° vers la
catégorie C”, et le composé latéral de deux transformations naturelles

est représenté par un point.
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2 D. BOURN

0. Triples structurés.

NOTATIONS. Les notations sont celles de [1]. En particulier p est un
foncteur d'homomorphismes saturé d'une catégorie H' vers la catégorie
M des applications associée & un univers U. On supposera, ici, de plus
le foncteur p a produits fibrés finis. On sait alors que les produits fibrés
canoniques de M induisent des produits fibrés canoniques sur H'.

On rappelle qu'un triple sur une catégorie C' est un triplet T=
(T, N p) tel que 7=(C,7,C ) soit un foncteur et (si l'on identifie
C' au foncteur identique de C') que A=(7,\ C) et u=(7, Ko 72)

soient deux transformations naturelles vérifiant:
LN T=pM7T-A=id_ et p7T.- u=p 0 .7

On dit aussi que (7, A, it ) définit le triple T sur C".

Soit (C', s ) une catégorie p-structurée.

FINITION. On appelle triple p-structuré sur (C',s) un triplet T=

DE
(t,1,m), ou:
3

((C,s),t,(C,s)) est un foncteur p-structuré,

-1=(%,1,(C,s)) une transformation naturelle p-structurée, ainsi que
m=(T,m,1%),

-(p(t),p(l), p(m)) définit un triple sur C', noté T.

On posera désormais p(t)=7, p(l)=A ,p(m)=p et T=(7, A, ).

EXEMPLES. 1° Considérons le triple des parties (P, N\, 1), on ?
est le foncteur «parties» de M vers 3!1, ou A associe A tout ensemble E
I'application de E vers P(E) qui a 1'élément x fait correspondre la par-
tie {x} de E, et ot u associe 2 E I'application de P(P(E)) vers
P(E) qui, a toute famille de parties (A;);¢; de E, fait correspondre la
réunion de ces parties. On vérifie facilement que (P, X\, ) est sous-

Y

jacent a un triple ordonné, si I'on munit M de I'ordre suivant: <@’ si
et seulement si ¢ est une restriction de ¢’.
20 Soit T=(7,\, ) un triple sur C'. On peut définir

alors un triple TP=(7, \™, , ™) sur (OC' de la maniére suivante:

T(b o f b)=(T(h" ), T(f*), T(f), T(b)),
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TRIPLES p-STRUCTURES 3

NB(h)=(7(h), N(B(h)), N(a(b)), b)
et
wEO(h)=(T(h), p(B(B)), p(a(h)), T2(h)).
On vérifie aisément qu'il s'agit bien 1a d'un triple.
On notera pg le foncteur d'oubli fidele, vers N, de la catégorie
¥ des foncteurs associée a U.

PROPOSITION 1. Le triple T™ est sous-jacent & un triple p§-structuré.

PREUVE. La catégorie BC' structure [JC' . D'autre part on sait que

m

T est sous-jacent & un foncteur double. Montrons que A est sous-

jacent a un foncteur de (([MC )a)B vers HC . Or si e€Ch, ona
NB(e)=(7(e), N(e). N(e),e)e(HC )
et, si b et b’ sont deux morphismes composables de C':
NI(h . b)=(T(h"h), N(B(h". b)), N(alh'h)) b'h)
S(T(R ) N(B(B)), N(a(b')), b )B(T(h), N(B(h)) N(a(h)), b),
car a(bh')=8B(h); dod N(b.b) = Tp )ENT(h).
On ferait une démonstration analogue pour u™. v

PROPOSITION 2. Si f:(t-, I,m) est un triple p -structuré sur (C,s),

alors T est sous-jacent & un triple p-structuré.

PREUVE . T étant un triple p-structuré, on a le diagramme suivant dans

H ', ot ao,, bo et k structurent les applications source, but et loi de com-

txtl
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4 D. BOURN

position de C', ol t, est déterminé 3 partir de ¢ comme étant un p-sous-
morphisme de ¢t et txt comme étant le crochet [tv' tv] (cf [1], page
18) relativement au produit fibré naturalisé ((ao.,v),(bo,v"')). Le pro-
duit fibré canonique de k. et & (noté [Is) structure un ensemble isomor-
phe a l'ensemble des quatuors de H' . Soient p? et pZD les projections de

ce produit fibré. On vérifie 1'égalité
ko(tst). pT=k. (tx2).p3
par t.k. pID:t. k. p2D (puisque k.txt=t.k) d'ou un crochet
9= [(ext) p7 (txt). pP) €Os. H . Os;
on construit ensuite les crochets
P=[[t,0.a0], [1.bo,s1] et m®=[[t,m. a0, [m.bo. %117,

appartenant tous deux 2 [s.H .s. Les fleches tU, /Y, m® nous donnent

les fléches nécessaires a la structuration cherchée. V¥

On remarquera que les propositions 1 et 2 ici nous donneraient le
matériel utile a l'élaboration d'une catégorie et d'un foncteur doubles
structurés.

Enfin, on démontrerait qu'un 2-triple sur une 2-catégorie est un
triple p -structuré. De plus un 2-triple T détermine un triple double T

q
sur la «catégorie double des quintettes» associée a la 2-catégorie de base.

I. Sur la catégorie de Kleisli.

PROPOSITION 1. Si T=(7,1, m) est un triple p-structuré sur (C,s), on
peut déterminer canoniquement une structuration de la catégorie de Kleisli
Kl du triple T sous-jacent, ainsi que du couple d'adjoints (Ygp XKI)

associé a cette catégorie.

PREUVE . Rappelons que K/ est l'ensemble formé des couples (e’ f)e€
Co XC tels que T(e')=/(f); on peut par conséquent le structurer par
Sy teVbo, produit fibré de to et bo, naturalisé par les projections b,
et p,. On vérifie do.m=13 en projection dans M (car p est fidele),

puisque a(,u(e))-:TZ(e) pour tout e € C; ; il s'ensuit

ao.m.[)l—-toz-[ll “—to-bo-112“—bo-t-p2,
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TRIPLES p-STRUCTURES 5

car to est un sous-morphisme de ¢; d'ou le crochet

[m-plyt-p2]€S*S-H«SKl, et )’KI:k-[m-pIrt-pz];
Yk €S- H . sg,. Par construction yy, structure l'application Y, de K!
vers C quia (e’, f) fait correspondre p(e’). 7(f).

La source de (e’ f) est identifiée &3 a(f) et son but & e’. On
structurera donc les applications source et but de KI' par ay,=ao-p,
et by,=p;. Soit maintenant ((ayg;, vyg;):(by,, vg,;)) le produit fibré
dans p, dont on notera sy, %Sy, le produit fibré canonique. On vérifie que:

ao.yKl.vKIZaa.k. [’”'pI't'pz]'UKl:“”'t'Pz'"Kl

car ao,-k=a,.v' dans toute catégorie structurée. Puis
@o -t Py Vg =to-@o.py Vg =to. Ay Uy =to by vy
=to.py-vg;=bo by vg; -

Il existe donc un crochet [yKl' Vg by UI'<'I] €sxs. H . sp xsp;. D'auw
tre part on a bo.m=to, car B(p(e))=7(e) pour tout e€ Cs ; ainsi
to-pI-UKl:bo-m-pI-UKI:ba-k. [m-PI;t-PZ].vKI

=bo Yy vgy=bo- ke Lygpvgy by vy 1

d'ou le crochet ky,= [pl'UKI‘k’[yKI'UKl'pz‘”;(I] ] qui structure la

composition dans K[, celle-ci associant
(e, pu(e”). T(f').f) a ((e".["). (e’ . f))e KL «KI .

On reconnait dans yy,; la fleche qui structure le foncteur d'oubli
Yy, de KI' vers C . On structurera son adjoint X, de C° vers Kl ,
qui A tout morphisme / de C' fait correspondre (S(f), N(B(f)).f) de
la maniére suivante: on constate que d,./=s, (par a(X(e))=e pour
tout e € Co); il s'ensuit ao. /. bo =b,, de sorte qu'il existe un crochet
[1.bo,s] €sxs.H .s; puis on obtient to =bo./ étant donné que, T(e)=

B(X(e)) pour tout e € C; ; on en déduit
to-bo:ba-l.bo—_—bo.k. [l.boys].

Par suite, il existe un crochet X1 = (bo, k. [1.bo,s]] esKI.H'.s

qui structure Xp ;. On posera



6 D. BOURN

g =((C, s),yKl,(Kl',sKl)) et Xy, =((KI',sg,) xgp (CLs)). v
Soient T=(7, A, n) et T'=(7", X, ") deux triples sur C' et
C" respectivement. On appellera premier morphisme de triples un quadru-
plet (T 7 & T), ot T et T' sont des triples, ou ¢ est un foncteur
¢=(C", ¢ C ) et ¥ une transformation naturelle y=(7" & ¥, p. 7) vé-
rifiant :
1) ymo. A=\".¢,
2) y M¢. p =p'-pm7’.y My T
On dit aussi que (T',7y, ¢, T) définit un premier morphisme de triples.
On rappelle qu'un tel morphisme de triples détermine un foncteur ® entre
la catégorie de Kleisli KI't de T et celle Kly, de T' de la maniére sui-
vante: & (e’, f)€KI7 on fait correspondre (p(e’),y (e'). d(f))e Klg,.
Soient T=(%I,m) et T'=(#, ', m') deux triples structurés sur

(C,s) et (C",s') respectivement.

DEFINITION 1. On appellera premier morphisme de triples p-structurés
un quadruplet (T', 3, 5, T), od T et T' sont deux triples p-structurés,
h=((C",s"),bh;(C,s)) un foncteur p-structuré et g=(i".h,g.h.1)
une transformation naturelle p-structurée, tels que (T',p(g),p(h), T)

définisse un morphisme de triples noté (T',7y, ¢, T). On posera
p(h)=¢ e pg)=7y.

PROPOSITION 2. Si (T'. 5,5, T) est un premier morphisme de triples
p-structurés, alors le foncteur ® déterminé a partir du morphisme sous-
jacent (T'.y, &, T), peut étre canoniquement p-structuré.
PREUVE . On indicera d'un prime (') les notions relatives & (C",s").
L'égalité a(7y (e))=¢.T(e) pour tout e€ Co nous donne (p étant fi-
dele) a;.g=bho.t,, ou b, est déterminé & partir de b, comme ¢, A par-
tir de ¢ . Il en résulte (avec les notations de la proposition 1)

b h.py=ho.bo.p,=ho.to.-p;=as.g.p; .
de sorte qu'il existe un crochet [g. Py hpy Jestys' . H. sk de plus

B(y(e))=T'.¢(e) pour tout e€ C,, d'ou bb.g=ts.h, et par con-

séquent
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TRIPLES p-STRUCTURES 7

th.ho.py=bb.g.p;=bs k. [g.p;. h.p,].

On en déduit un crochet h=[ho.p;, k" [g-pl,b.pz] ] qui structure
®. On posera h=((Klq.. sg;) b, (Klg s )). v

REMARQUE . On sait que ®. X, , =X, ¢ et que 7y définit une transfor-
mation naturelle de ¢. Yy, vers Ykl‘q)' Alors dans les conditions de la
proposition 2, la fléche g qui structure 7y détermine une transformation
naturelle p-structurée entre 5. Yk €t Yk h.
Obligations et réductions.

Soit T=(7T, A, ) un triple sur C' et R=(C", R, C') un foncteur.

DEFINITION 2. On appellera réduction de R par T la donnée d'un fonc-

teur R"=(C", R’, KI3) vérifiant R". X}, =R.

DEFINITION 3. On appellera obligation de T sur R la donnée d'une

transformation naturelle 8 =(R, 8, R. T) vérifiant :
(1) $MR.A=idy et (2) SMR.p=6mM5s.7.

PROPOSITION 3. L'ensemble des réductions de R par T est isomorphe

a l'ensemble des obligations de, T sur R.

PREUVE. 1° Soit R’ une réduction de R par T.
Posons 8(e)=R'(e,T(e)) pour tout e€ Cy. Alors & définit une trans-

formation naturelle 8 de R.7 vers R. En effet, soit fe C'. On obtient:
R(f).8(a(f))=R(f).R'(a(]),T(a(f)))
=R' (X, (f)).R'(a(f), T(a(f)))
=R'(B(1), N(B([)).[). R (a(f), T(alf)))
=R(B(1) w (B TINB)). T(f))
=R'(B(f), T(f))
=R'(Bf),T(B(fI)).R(BIT([)), NT(B(f))).T(f))
=8(B(f))-R (X, (T(f)))=8(B(f)).R(T(f)).
De plus
S(e).R(A(e))=R'(e,T(e)).R(\(e))

333



8 D. BOURN

=R'(e,7(e)).R"(Xg,(N(e)))
=R'(e,7(e)).R" (1(e), \(T(e)). N(e))=R'(e,N(e))=R(e)
pour tout e € C, et
5(e).R(p(e))=R'(e,T(e)).R" (Xp,(p(e)))
=R'(e,7(e)).R"(7T(e), N(T(e)). u(e))=R'(e, u(e)).
D'autre part,
S(e).8(T(e))=R'(e,T(e)).R'(T(e), T2(e))=R'(e, p(e))

pour tout e € Co .

20 Réciproquement, soit & une obligation de T sur R.
Posons R'(e'.f)=5(e').R(f) pour tout (e’,f)€Kl3. On détermine
ainsi un foncteur R’. En effet, pour toute unité (e, A(e)) de Kiy, ona
R'(e,A(e))=8(e).R(N(e))=R(e) (d'apres (1)) et R(e)eC",.
D'autre part, soit ((e”, '), (€', f)) € KI'4«KIy . Alors

R'(e" [').R*(e", [)=8(e"). R(f).8(e").R(f)
et
R'(e" p(e”). (). f)=8(e"). R(u(e")).R(T([")).R(f)
=8(e”). 8(7(e")).R(T([")).R(f) (d'aprés (2))
=8(e").R(f").5(e").R(f)
(car & est une transformation naturelle). Par ailleurs,
R (X, ([)=R (B NBI)-I=8(B(])).RINB(f)).f)
=8(B(f)).RIN(B(f))).-R(f)=R(f)
d'apres (1).

32 Enfin ces deux opérations sont inverses l'une de 1'autre:

En partant de R’, on obtient
d(e').R(f)=R'(e" 1(e')).R(f)
=R'(e",7(e'))-R'(B(f), N(B(f))-f)=R'(e".[).

En partant de & , on obtient

R'(e,7(e))=8(e).R(T(e))=8(e). ¥
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TRIPLES p-STRUCTURES 9

Considérons toujours le foncteur R de C° vers " . Il détermine
un foncteur de N(C, C" )™ vers JU(C", C" )™ pour toute catégorie
C™ | foncteur noté JI(R, C™ ) et défini par JU(R, C™ )(6)= RY, si Uest

une transformation naturelle.

DEFINITION 4. Si G'=(C", G',C" ) est un foncteur, on appellera co-

expansion de G' par R une structure colibre de G’ par rapport au fonc-
teur (R, C™ ).

PROPOSITION 4. Lorsque R admet une coexpansion par lui-méme, il

détermine un triple T, qu'on appellera triple de cointensité de R.

PREUVE . Notons 7 la coexpansion de R et &8~ (R, 8, R. 7T) l'éjecteur
correspondant. Le foncteur id.. se projette sur R par (R, C), don

une transformation naturelle A=(7, A, C') telle que
e [DR.\=idy (1).

De méme, 72 se projetant sur R. 72 , la transformation naturelle eI €. T

nous donne une transformation naturelle pt telle que
eMR. p-eMe.T (2).
Montrons que T=(7, A, &) est un triple. On vérifie-
eMMN(R, C ) D7 A)=eMR. wMR.T. A
=e[Me.7OR.7- N\ (d'aprés (2)) =e[MR. A=
(car e . 7[OR. 7. A=R. A[MDe=¢e.A)
= e (d'aprés (1)) = e MIUR, C )(id ).
Puis,
eMM(R,C)(pmA.T)=eMR. L MR-\ T
—e[@Me.TMR- AN.7T=e[(eMR.-\N).7=¢.
Dod pufM 7 - A=id_= A 7. Enfin:
eMN(R, C)(pM7.u)=eMR.LDR.7T u
=e[@Me.7TMR. 7-u

=e[MR.pM e. 72 (car E‘.T[]]R.T./J,:S./_L:‘—R.#EDE.TZ)
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10 D. BOURN

:SEDE.TD]S.TZ

et
emMMN(R, C)(p Mp-7)=eMR.uMR.u.7T
ze@e.7TMR.u.T=ed(eMRu). 7
—e[MDd(eMe. 7). 7= ¢e. 7 e.72.
Dot w M. 7= 7. u et le résultat. Vv
REMARQUE. On constate que les égalités (1) et (2) font de € une
obligation de T sur R. On notera Fp la réduction correspondante.
On a un exemple de triple de cointensité de R lorsque R admet
un coadjoint.

Soit maintenant T'=(7', \’, ") un triple sur C".

PROPOSITION 5. Si R admet un triple de cointensité (noté T )}, il exis-
te une bijection entre les obligations de T' sur R et les morphismes de

T' vers T dont la troi sieme projection est id. .

PREUVE . Soit &' une obligation de T' sur R. La transformation natu-
relle 8’'=(R,8',R.7') détermine une transformation naturelle unique
7=(T, 7, T") telle que e[MR.7=8"' (car T est la coexpansion de
R par lui-méme).

Montrons que 77 définit bien un morphisme (T, 7,id..,T').Or
emMJ(R,C)(nmMA)=emMR.1 MR\
=8'MR.N'=idy (d'aprés la définition des obligations)
=eMR. A=emMmN(R,C)(N) d'aprés (1), Proposition 4;

d'od 77 [ A'=A. D'autre part:
emMJ(R, C)(nmMpu’)=e@MR.7MR. pu’'
=8'"MR.u'
et
emMJ(R,. C)(pmn?)=e@MR.u OR. 772

2

—eMe.TMR.7 (d'aprés proposition 4, (2)5

—eMe.7MR.7.7TMR.7'.m=e@M(eMmR.7).TOR. T". 7
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TRIPLES p-STRUCTURES 11

—e@M&'".TMR.7T". 7T
=e[MR.7M8" .7 ( car 8" 7TMR. 7" 7=8".w=R.7mM8".7")
=3'M&'. 7'=0"MR. u'

(d'aprés la définition des obligations ), d'ol:
T u'=p M7? et le résultat.

Réciproquement, soit un morphisme (T,7,id.., T'). Posons

8’=e [ R. 7. Montrons que &' est une obligation deT' sur R. Or:
S'MR.N=e@MR.7MR.N=eMR.(rm@MN)
=e M R. A (7 définissant un morphisme de triples)
=idp (d'aprés prop. 4 (1)).
De plus:
S'mé’.7'=emMR.7mM(emR.7). 7'
=eMR.mMye.7T'MR.7m. 7'
—e[@Me.7TMMR.77T@™R.7w. 7"
(car e. T(OR.7.m=R.me.7T"'=€.7)
=e@MR.pu MR(7.- w3 7. 7"') (d'aprés prop. 4,(2))
=e [MR.(p M7n?)=emMR.(np")
(car 77 définit un morphisme de triples)
=eMR.7MR.u'=8"OR. u".
D'odr le résultat. ¥
Soient eé. la sous-catégorie pleine de la catégorie des triangles
au-dessous de C' ayant pour objets les foncteurs qui admettent une coex-
pansion par eux-mémes et 3"(;. la sous-catégorie des premiers morphis-

mes de triples sur C ayant pour troisiéme projection l'application id. .

On peut alors définir un foncteur

0=(C¢..0,J.) par 0Ty mide., Ty)=(Xgy o Fr Xgey ),

ot F_ est la réduction correspondant a l'obligation déterminée par (T, ,
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12 D. BOURN

m,idc., T1); on vérifie aisément que, si (e’ f)e KIT] ., F_(e’, 2)2
(e',m(e'). f). On définit également un foncteur O’ :(3"C. , 0 "GC')
par @'(R,,F" R, )=(Tp ., 7gu,idc. . Tp ), 00 Ty et TR2 sont les
2 1 1
triples de cointensité de R; et R, et (T, ,WF..,idC.,TRI) est le
2
morphisme correspondant & 1'obligation déterminée par la réduction F"F
(cf. remarque proposition 4). On vérifie aisément que, si &; et €, dé-
signent les éjecteurs correspondant aux coexpansions, 7~ est l'unique

transformation naturelle vérifiant e, M RZ' Taw = F". e, .
PROPOSITION 6. ®" admet ® pour adjoint.

PREUVE . Montrons que XKIT. est une ®'-structure libre associée a T'
dont le projecteur est l'identité. Soit R un élément de (@é Jo et T son
image par ®'. Soit (T, 7,id.., T') un morphisme; on sait qu'on peut
lui faire correspondre une réduction F_ de R par T' qui par construction
est telle que ®'(R, F_, XKIT,):(T’ 7, idc., T'), et qui par définition

de ®' est unique a vérifier cette égalité. v

p-obligations et p -réductions.

Soit T un triple p-structuré sur (C,s) et 7=((C"s'),7,(C,s))

un foncteur p-structuré.

DEFINITION 5. On appellera p-réduction de 7 par T un foncteur p- struc-

- =

turé 7 =((C",s"), 1", (KI'q, sg;)) tel que 7. %, =7.

DEFINITION 6. On appellera p-obligation de T sur ¥ une transformation
naturelle p-structurée d=(7, d, 7. t) vérifiant:
dmMr.l=id. et d (D7 m=d (Dd.1.

PROPOSITION 7. L'ensemble des p-réductions de T par T est isomor-
phe a I'ensemble des p-obligations de T sur 7.

PREUVE. Soit 7' une réduction de 7 par T. On définira d a partir de
d=r". [se,to]. Réciproquement, si d est une p-obligation de T sur 7,
on définira 7 avec la fleche r'=k. [d. by T pz} . Le foncteur p étant

fidéle, on obtient le résultat demandé. w

Le foncteur structuré 7 détermine un foncteur de J((C',s),

(C™,s"))™ vers N((C",s"),(C™,s"))™ pour toute catégorie p-
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structurée (C™, s" )}, foncteur noté s (cm, s")); en particulier
Y7 (cm,s"))(g)=7.g
DEFINITION 7. Si g=((C",s"),g,(C",s")), on appellera p-coexpan-

sion de § par 7 une JU(7,(C™, s"))-structure colibre de g .

PROPOSITION 8. Lorsque 7 admet une p-coexpansion par lui-méme, il

détermine un triple p-structuré T qu'on appellera p-triple de cointensité

de 7.

PREUVE . Cette démonstration est analogue & celle de la proposition 4;
on ne fait que restreindre les calculs a

F(C,s’),(CLs))T e N(C,s),(C,s))TP . v

N

REMARQUE. Si on note j l'éjecteur correspondant 4 cette coexpansion,
on constate qu'il s'agit en fait d'une p-obligation de T sur 7; on notera

h, la p-réduction correspondante.
Soit maintenant T' un triple p-structuré sur (C, s).

PROPOSITION 9. Si 7 admet un p-triple de cointensité T, il existe une
bijection entre les p-obligations de T' sur 7 et les premiers morphismes

de triples structurés de T' vers T dont la troisiéme projection est 5.

PREUVE analogue & celle de la proposition 5. V¥

Soient G(AC. . s) la sous-catégorie pleine de la catégorie des tri-
angles au-dessus de (C,s) ayant pour objets les foncteurs p-structurés
qui admettent une p-coexpansion par eux-mémes et T(C' s) la sous-caté-
gorie des premiers morphismes de triples structurés ayant pour troisiéme
projection S = ld(C',S) .
On peut alors définir un foncteur
- A . T = =T )=(% 7 =
®p _(G(C',s)’@p' 3-(C',s)) par @p(TZ’ u, s, T] )—(xKZZ, b, xKll ),

A

ol Zu est la p-réduction correspondant a la p-obligation déterminée par
(TZ’ 7,5, fl ), on vérifie aisément que -};u est déterminée par la fleche
h,= [p; ke Lu. pi pé] ], olt les exposants indiquent les triples auxquels
sont attachés les morphismes.

On définit aussi un foncteur
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0

“s) =

[ A v TP o= ) —/(T = = T
b G(C',s)) par @p(r b T )—(Trz, ayn: 3, T'I ),
ou T et Tr2 sont les p-triples de cointensité de 7; et 7, et (T’z’ dyw,
5, Tr ) est le morphisme correspondant a la p-obligation déterminée par
1 - -
la p-réduction h". b’] (cf. remarque proposition 8). On vérifie aisément
que, si 71 et 72 sont les éjecteurs correspondant aux p-coexpansions,
#,» est l'unique transformation naturelle p-structurée vérifiant
I M, uu=h"7,.
PROPOSITION 10. ®t'7 admet ®p pour adjoint.

N

PREUVE immédiate & partir de la proposition 6 et de la fideélité de p.

Il. Sur la catégorie des morphismes d'algebres.

Soit T=(7, X, ) un triple sur C. On rappelle qu'une T-algé-
bre est un couple (e,b) d'éléments de C', ou bee.C .T(e) vérifie
b.N(e)=e et b.u(e)=b.7(b).

On définit:

- les morphismes de T-algébres par des triplets ((e',b'),f, (e, b)),
ot (e',b') et (e, b) sont des T-algébres, a(f)=e, B(f)=e' et [f. b =
b'.T(f),

- la catégorie AT’ des morphismes de T-algeébres avec la loi

((ef b)) fp.(e; b)) ((e"b"), [, (e, b))=((e/ . b/). f;-[.(e.b))
si et seulement si (el , b1 )=(e", b").
LEMME 1. Si T est un triple sur C' et si b et b" sont deux morphismes
de C vérifiant:

b-N(e)=e, b'. N(e')=e' et b.u(e)=b".71(b"),
alors b=b" et (¢, b) est une T-algébre.

PREUVE . On obtient successivement :

e=B(b.Ne))=B(b.pu(e))=B(b" T(b'))=L(b" X(e'))=¢e"

et

b=b.pu(e). 7(N(e))=b"T(b"). T(N(e))=b".T(b'.N(e))=b". ¥

340



TRIPLES p-STRUCTURES 15

LEMME 2. Soient (e, b) et (e’ b") deux T-algébres et [ et [* deux mor-
phismes de C' tels que
al(fl)=a(f')=e, B(f)=B(f)=e" et [.b=b"T(f")
alors f={" et f détermine un morphisme de T-algébres.
PREUVE. [.b=b".7(f") entraine f.b. N(e)=b".7(f'). A(e), or
T(f').AN(e)=N(e').{" d'aprés la naturalité de A;
d'od
[=].b.N(e)=b".N(e').[' =]
et donc [ . b=b"T(f). ¥

Soit T=(t,1, m) un triple p-structuré sur une catégorie structurée
(C,s).
PROPOSITION 1. Si T est un triple p-structuré et T le triple sous-jacent,
on peut déterminer canoniquement une structuration de la catégorie des
morphismes de T-algébres AT ainsi que du couple d'adjbints (Y ¢
XAT) associé a cette catégorie. A
PREUVE . On considére d'abord l'ensemble §; des couples (e, b) de
C' tels que 7(e)=0a(b), qu'on structure par s; =to v @ , déterminé au
moyen du produit fibré canonique ((to,p}). (a0, p5)).

Les égalités T(e)=B(N(e)) et T(e)=p(u(e)) pour tout

e € Co entrainent les égalités 1o, =0o.1 et to=b,.m, d'ot
ao»ﬁé:lo-p;:bo-l-p; et ao-Pé:to-p;:bo~m-P},'
par suite il existe des crochets et donc les fléches suivantes:
k. [pé,l.p; ] €s.H.s, et k. [pé,m.p; ] €s.H s,
qui structurent les applications qui & (e, b)€S; font correspondre res-
pectivement b. A(e) et b. u(e).
Soit S2 I'ensemble des (e’,(e, b)) tels que e'€Co, (e, b)€ SI

et b.A(e)=e’'. On vérifie alors que e'=e et que S, est isomorphe

I'ensemble des (e, b) tels que b.A(e)=e. On structure S, par

sy;=ivk. [py.1.p7]
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au moyen du produit fibré canonique ((i7,p;).(k. [p'z Ipy ] +p5)). On

vérifie alors les différentes égalités suivantes:
(1) ao-k. [p).1py) =ao-1.p} =p5,
car @o.k=ao.v' et ao-l=so nous est donné par a(A(e))=e pour tout
e €Cos don py-ph=p7-
(2)  bo.py-py=bo-k. [py, L.py ). p%=bo-i.p=p7.
(3) @0-py-#5=to-py-p5=to-p7=to-bo-p3 D3=bo-1.p5 D

U s'ensuit alprs l'existence d'une fléche k. [pz'-pz", t-pé.pZ"] corres-

pondant & l'application qui envoie (e, &) sur b.7(b).

SxS

sor=k logompid 5w ke Logvge 05051,

au moyen du produit fibré canonique

(ke Logemopy ) o507 (k- Loyepz.0005 03 1.05)).
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L'ensemble sous-jacent a S, T est isomorphe & l'ensemble des ((e’, b'),
(e, b)) tels que b.A(e)=e, b N(e')=e', b pu(e')=b.7(b), lequel
d'aprés le lemme 1 est isomorphe a A;r'. D'aprés ce méme lemme on ob-
tient py=py(=p"), car cette égalité est vérifiée en projection dans m
et p est fidéle.

D'autre part TZ(e)Za(/,L(e)) nous donne to° =ao.m, d'ot la
fleche [to, m] €s;-H .so. De plus, de p(e). A(7(e))=7(e) on dé-
duit

ito=k. [m, 1 te] =k. [p).1.07) [t0,m],
d'otr le crochet [to, [to, m] ] € Sy- H' . so. Enfin,
k~ [pé’WZp‘;]Pg [toy [to,m] ]:k [Pé:mpi] [to:m]

=k. [m, m.to]
et

ko Lpyopstpy.05) . [to, lto,m] )=k [m,t.m]
sont égaux, car k. [m,m.to]=k. [m,t.m] nous est donné par
pwle). pu(tle))=ple). t(pu(e))
pour tout e € Cy . On en déduit la fléche
T [Lto. [t0,m] ], (2o, [te,m]]] €SA;r.H‘.so.
On considére ensuite s;=ao v p;.p", grace au produit fibré ca-

nonique ((ao, q;),(p7-p".q,)). L'ensemble sous-jacent a4 s; est iso-

morphe 4 l'ensemble (noté S;) des (f.(e, b)) tels que
[€C, (e, b)eAr et al(f)=e.
On vérifie
@o-qy=p7-b"- 4y =bo-py-b5- 0" 4,
(d'aprés (2)), d'ou l'existence d'un crochet
k. Lap. 0y 0507 ay) es. H . sy
correspondant a 1'application qui envoie (f, (e, b)) sur f-b.Les égalités

a -k Lap.py-05-0"-ay) =ac-py. 050" q,
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18 D. BOURN

:z.,.p;.pé',p", q2:bo. l.p;’.p".qz
assurent l'existence d'un crochet
2= [k [qp. 050507 9,).1.p7-0" gy €sus . H .55,
correspondant a 1'application qui envoie (f,(e, b)) sur (f.-b,A(e)).

On pose enfin s,=p7-p" v bo grice au produit fibré canonique
((67-b"+935): (bo, q4)). L'ensemble sous-jacent & s, est isomorphe a
I'ensemble (noté S,) des ((e',b'),[") tels que (e’ b')€AJ ,['€C et
e’ =B(f"). On vérifie

@o.py-p3- 0" g3 to-py-D5- 0" 43 te - p7-P" 43

:to-bo' q4:bo-l-q4,

de sorte qu'il existe une fléche k. [pé-pz"-p". 93¢ q4] €s.H.s,
correspondant a l'application qui envoie ((e’, '), ") sur b’ 7(f'); puis
on a

a,. k. [pépé’p" g3 t- 4y ] =ao-t.q;=to-a0-q,

:bo-l.ao. q4,
d'ou la fléche
z"=[k. [pé.pé’.p".q3,t.q4],l.ao.q4] Es*s.H'.s4

correspondant & l'application qui envoie ((e’,b'),f') sur (b' 7(f'),

Ala(f)))-
Soit alors SAT=z"v z' au moyen du produit fibré canonique
((z",4™),(z',4")). L'ensemble sous-jacent 2 s T est isomorphe 2a

I'ensemble des ((e',b").f',f.(e, b)) tels que
((e",b"),f)eS,, (. (e, b))eS,
et (b'.7(f ), NMal(f)))=(f.b,\(e))
(ce qui entraine en particulier
a(f)=e=a(A(e))=al(X(a(f)))=a(f")

et

B)=B([-b)=L(b".T({"))=B(b')=e"=B([")).
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N

Cet ensemble est lui-méme isomorphe a AT d'aprés le lemme 2. On re-
marque l'égalité q,.9"=¢q;. ¢" (:yAT). qui nous est donnée en projec-
tion dans M.

On structurera les applications source et but (il s'agit en fait ici
d'applications isomorphes aux applications source et but) par aAT=

9,- 9" et bAT=q3-q

" "

On pose s s =a b au moyen du
p AT ¥, 774, TV, y

duit fibré canoni ((a 1, ), (b +.v" <))
produit fibré canonique LT UT LTV T

On vérifie
do - v =a. .q".v =p¥.p". .q". v
0 yAT AT % 9:- 9 AT p;-0"-495-9 AT
— n' »'a v — "' "'b -'U' - "_ n' . "l.vl
SRR ARESE SN Bt S R AR EL R Bl S RN AR CRL AR |
:b°q4'q'"v:4T:b°yATv:4T
Par suite il existe un crochet
B. [ LU e, v xles. H.s s
VAT VAT Y T T AT ¥ 4T

correspondant & l'application qui envoie f=(((e”, b"),f".(e" b')),
((e '), {,(e, b)) sur f".f. Puisque

ao. k. [ N TR v ]l =a,. v’
° VAT VT Y T, T PYAT LT
= a, . . "-‘U' =p". p". . "-‘V’ =p". n'a .vl ,
o 414V, T p;-0"-49,-4 AT b;-p AT VAT
il existe un crochet
z,=[k. [ U -, v el,a v 2 l€Ees, H.s s
1 YaT VT Y, TV, T AT Uyt 3 AT *5,T

correspondant a l'application qui envoie f sur (f".f,(e,b)). On constate

enfin
p;’.p". bAT.vATZP;'.p". 93 - q""vAT=bo.q4. q"'.vAT
:b"'yAT’vAT:b"'k' [yAT-vAT,yAT.vAT] ,
de sorte qu'il existe un crochet
z,= [bAT.vAT,k [yAT'”AT’yAT‘”;‘T] ] 634.H'.SAT *SAT

correspondant & l'application qui envoie f sur ((e”, b"),[". f).
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20 D. BOURN

On vérifie alors z".z,=z".z; en projection dans M. D'onr le

crochet kAT: [22, z; le S 4T H. S, T* sAT, qui structure la loi de
composition de la.catégorie AT". ‘

On reconnait dans Y41 une fleche qui permet de structurer le
foncteur d'oubli YAT de AT vers C' qui envoie ((e’.b'),f.(e, b))

sur f. De plus, comme

ao-t:to-ao:p}’~ [to; [to.m] ]-ao:P;-p"-XAT-ao:
o

il existe un crochet [¢, xA T a ] € s3-H . s correspondant a l'appli-
cation qui envoie fe€C sur (7(/),(7T(a(f)), u(a(f))))€S;. Enfin,
on a

p;.p".xAT-bozto-bo:bo't;

on en déduit le crochet [xAT. bo,t] € Sy H .s. 1l reste a vérifier les

o

égalités

z". [xAT-ba;t] = [k [Pé'pé"p"'xAT'bo:tz]:Z-ao-l]

a

=[k. [m.bo, 21, 1.a0.2],

z'. [z.onT.aa]= (. [z,pé.pg.p".onT.aa ],l.p;’.p".onT.ao]
=[k. [t.maoc]l,l.to.a0].

Or l.to.a0=1.a,.t est évident et k. [m.bo,° ] =k. [t,m.a0 ] nous

est donné par le fait que, u étant une transformation naturelle de 72

vers T,ona w(B(f)). T2(f)=7(f). u(a(f)).

On peut par conséquent poser
x x=[[x 1.60,t], [t,x z.a, )1,
AT UL UL
L}
ce qui permet de structurer le foncteur X  de C' vers AT qui envoie

fsur ((T(BOfI)pu(BIII)T(f), (r(alf)), m(al(f)))).

On notera désormais par abus AT  1a catégorie sous-jacente a
.V
SAT

Soient T=(7, A, ) et T'=(7', N, ') deux triples sur C

et C" respectivement. On désignera par second morphisme de triples un
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quadruplet (T', b, 7, T) o T et T' sont des triples, ou ¢ définit un
un foncteur ¢=(C", ¢, C ) et 7y une transformation naturelle y=(¢. 7,
Y, T'.¢) vérifiant:
DymN.¢=¢. A,
yymMu'-¢=¢.pmy.7MT".y.
On rappelle qu'un tel morphisme de triples détermine un foncteur
® entre la catégorie AT et la catégorie AT'" défini de la maniére sui-

vante:a ((e',b'),f,(e, b)) on fait correspondre
((Pple’), p(b').y(e')), p(f), (Ple), p(b).y(e))).

Soient T=(t,I,m) et T'=(t',I",m') deux triples structurés
sur (C',s) et (C",s") respectivement, T et T' les triples sous-ja-
cents.

DEFINITION 1. On appellera second morphisme de triples p-structurés
un quadruplet (T', b, g T), oa T et T' sont deux triples p-structurés,
h=((C",s"),h.(C.s)) un foncteur p-structuré et g=(h.t,g.1.5)
une transformation naturelle p-structurée, tels aue (T p(h),p(g), T)
définisse un second morphisme de triples; on pose p(h) = ¢ et p(g) =7 .
PROPOSITION 2. Si (T',h, g, T) est un second morphisme de triples
p-structurés, alors le foncteur ®, déterminé a partir de (T'. ¢, v .T),

peut étre canoniquement structuré.

PREUVE . Nous nous bornerons a esquisser le début de la démonstration,
qui est du méme type que celle de la construction de XAT. On indicera

d'un prime (') les notions relatives & (C", s’ ). On vérifie
ao-h.ph.p5 0" =ho-ao-py.p5.p"=ho-to.p].p"
=by. g by-D"s
il en résulte un crochet, d'ou la fléche
k. Lb.py.p5-p" 8.p7-p" ] €s". H'.sAT,
correspondant a l'application qui envoie (e, b)eAJ‘ sur ¢(b).v(e).
Comme 7'(¢(e))=a(7y(e)) entraine t" ho =al. g , on obtient

th.bo.py.p"=as.g.py.p"=as. k. [h.p5.p5- 0" g-p7.p"1,
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de sorte qu'il existe un crochet
q

hy=[ho-py-p" k' [h.-py.05-0". 8- 075" ] ] ESE'H.'SAT'

o

Ceci nous permettra de construire
ho € s’A;r,. H. SAOT puis he S‘:‘T" H . SAT,

et enfin de structurer ®. v
REMARQUE. On vérifie facilement Y;‘ - ®=0. YAT . De plus il existe
une transformation naturelle de X;‘ T ¢ vers ®. XA 1 définie par 1'ap-
plication qui envoie tout e € Co sur

((p(T(e)), p(ple)).y(T(e))),y(e) (T (P(e)), u'(P(e)))).
On démontrerait sous les conditions de la proposition 2 que cette trans-
formation naturelle peut étre canoniquement p-structurée.
p-relévements et p -actions.

Soit T wun triple structuré (7,1, ) sur (C',s), dont le triple
sous-jacent est noté T, et §=((C,s),q,(C",s"')) un foncteur struc-

turé. Nous reprenons les notations précédentes.

DEFINITION 2. On appelle p-relévement de q par T un foncteur p -struc-

ré 7'=((AT0s 1), (C",s")) tel que 5 ¢-3'=7.

DEFINITION 3. On appellera p-action de T sur § une transformation na-

turelle structurée n=(q,n, f. q) vérifiant:
ﬁl]]l_.§=idé (1) e« #Mm.g=nmmi.a (2) .
PROPOSITION 3. L'ensemble des p-relévements de q par T est en bi-

jection avec l'ensemble des p-actions de T sur §.(Ce résultat est une

spécialisation des résultats de [3].)

PREUVE. Soit 7' un p-reléevement de 7 par T. On définira 7 2 partir
de la fleche n=p,.p5. p". gi€s.H.s;. En effet, on a naturellement

v.z2".q". ¢ =v.z"'. q". q";

il en résulte
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k- Loy p5-0" a5.t-9,) .97 q=k Lap. 050507 9,1 9" ",

ou encore
’ ” ” m r m r]_
kE-Lpy 050 43-9 -9, t-q,.9" . q'1=
k-la;-q"-q.0505 0" 9y-9"- 9" 1
par suite

E.LpL 026" b v. ¢ty v.q') =
byt 070 v 9.1y 14
E. [ g pL b a . q' ]
Y11 by- b3 0 AT 9

don k. [n. b5, t.q] =k.[g,n.ab], desorte que n détermine une trans-

formation naturelle structurée. De plus 1'égalité
iopy-p” qe=k. [phy. 1.0} ] 050" gt

entraine 7. go =k [n,1.qo ] (car yAszi'-p"),et

ko Lpyomopyd.py 0" qi=k. [p}-p5.t.05- 05107 g5
nous donne k.[7n,m.q0] =k. [n,t.7]. Par conséquent » détermine bi_en
une p-action de T sur q.
Si inversement 7 est une p-action de T sur g, on constate que
to.-qo=ao.n, car n détermine une transformation naturelle structurée de
source f.g. D'ot un crochet [go, nle s;-H . so relativement au pro-

duit fibré de (2o, @o ). Puis 1'égalité (1) nous donne
i.qo =k.[n, 1.9,

soit encore

iqo=k. [py.1.p7]. [go,n],
d'ot la fleche [go, [ g0, 7] ] €s,-H .s;. Enfin

k. [pémp}]pé’ [g0. [go.n])=k. [n,m.q0]

=k. [n,t.n] (d'aprés (2)) =k. [pé.pé’,t.pé.pé’]-. (g0, [go,2]1].
Donc il existe, relativement au produit fibré définissant s

?

H .s} .

al

g5 = [[gq0, [qo.n1], [ g0, [qo,n]]] €s 1

Comme a@o. g = go.a> = p";.p". qo.as, il existe [g.95.-a5] ;0na
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py-p"- b b5 =qo- b5 =0 q,
d'on l'autre crochet [g¢5. b5, q | . Enfin
z". [q{,.b.’,, q] =[%. [pé.pé’.p"‘ qo.-bo,t. q] ,l.a.,.q]
=lk . [n.bs,t.q), 1. qo-as 1 =[k. Lg.n.ab ), 1.p].p". g5 a5 ]
(car 7 est une transformation naturelle entre Z. 4 et g)
=[k. [qy.05- 050" 9,1, 1.07-0"-9,]1. [q.45. a5 ]
=z". [q, gs-ab ],
de sorte qu'il existe un crochet
g=[0q5.05.91.[q,45.a51] €SA-|-'H'-s'-
On vérifie bien yA 199
De plus ces deux correspondances sont inverses: en partant de
n, on retrouve p5.p5-p”. g0 =n; en partant de ¢', on constate que [ g0,
[qo,p'z-pé’. p".q51] est égal a p". g5 (car leurs projections dans M
sont égales), ce qui est suffisant. w
Le foncteur p-structuré g détermine un foncteur de JU((C™, s"),

(C,s))T vers JU((C™,s"),(C".s"))™ pour toute catégorie struc-

trée (C",s"), foncteur noté JU((C™,s"),3), qui associe -9 a g.

DEFINITION 4. On appellera p-coextension de g' par § une J((C™,

s"), q)-structure colibre de g°.

PROPOSITION 4. Si g admet une p-coextension par lui-méme, il détermi-

ne un triple structuré T, appelé p-triple de codensité de q.

PREUVE. La démonstration est la méme que celle du cas général [3]
c'est-a-dire du type de celle de la proposition I-4. Si on note ] 1'éjecteur
associé a g, on constate que 7 est en fait une p-action de T sur . On
notera Fq le p-relévement de g associé. v

Soit T' un second triple structuré sur (C', s).

PROPOSITION 5. Il existe une bijection entre les p-actions de T' sur
q et les seconds morphismes de triples structurés du p-triple de codensi-

té T de g vers T' dont la seconde projection est s
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PREUVE. Le raisonnement est du méme type que celui de la proposition
I-5. Si # est la transformation naturelle structurée qui détermine le mor-
phisme de triples, on lui fait correspondre la p-action ;EDJ- g9, otlj_
est l'éjecteur associé a ¢g. Inversement si ;' est une p-action, on lui
fait correspondre l'unique transformation naturelle z" telle que
jmu'- =7

qui déterméne un morphisme de triples. ¥

Soit G(VC.IS) la sous-catégorie pleine des triangles au-dessus de
(C,s), ayant pour objets les foncteurs structurés qui admettent une p-
coextension par eux-mémes. D'autre part on constate que fr(*c.’s) est la
sous-catégorie des seconds morphismes de triples structurés ayant poutr
seconde projection S -

On peut alors définir un foncteur ‘I'p=(@(vc.'s):‘£p. 3.(*6',5)) par
¥, (7,52 TI):(yATZ,bu,yATI),

oi b, est le p-relévement correspondant a la p-action déterminée par le

morphisme (TZ' 5,4, TI ), et un foncteur ‘I’;} =(3(’E.’S), ‘l’; G(VC',S)) par

‘_I’P(qz,b ,ql):(Tq2,§, ub..,TqI),
ou 7 et qu sont les p-triples dé codensité de §; et g, et (qu,

S,ipw, Tq ) le morphisme correspondant 4 la p-action déterminée par le
1

p-relévement b .b".
12

PROPOSITION 6. ‘I‘p admet ‘P;) pour adjoint.

PREUVE . Analogue a celle du cas général. Vv

Il. p-adjoints.

On rappelle qu'un foncteur Q de C” vers C' admet un adjoint
s'il existe une application R, de C, vers Ci’ et une application A de
de C, vers C telle que a(A(e))=e et B(A(e))=Q(Ro(e)) pour
tout e € C,, admettant la propriété suivante: pour tout couple (e’, f) tel
que Q(e')=p(f), il existe un unique morphisme f'€e’" C". Ro(a(f))

tel que Q(f').A(a(f))=f. On peut exprimer cette propriété en disant
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que l'application { du produit fibré a .., v Ro vers Qo v B qui au cou-
ple (f'.e) fait correspondre le couple (B(f'), Q(f'). A(e)) est inver-
sible.

Soit ¢=((C,s),4q,(C",s")) un foncteur p-structuré et Q le
foncteur sous-jacent, et on reprend les notations des paragraphes précé-

dents pour (C',s) et (C",s").

PROPOSITION 1. Si le foncteur Q sous-jacent & q admet un adjoint et
s'il existe l€s.H .so et ro€s) H .so tels que p(l)=N\ et p(ro)=
Ry, alors [ se reléve en un morphisme z de H', de source le produit

fibré canonique ab v 1o , de but qo~ bo.

PREUVE. On notera ((ao,p ). (ro,p . )) et ((qosp ). (bosp.))
les produits fibrés canoniques dans H' correspondant aux produits fibrés

utilisés pour définir un adjoint de Q. On vérifie que
ao-q-ps.=qo-a.';-ps.:qo-ro-pso=bo.l-pso,
car B(A(e))=Q(Ro(e)) pour tout e€C, nous donne qo-7o=bo-1.

Il en résulte la fléche k. [q.ps.. L.pg les.H .ay < ro au-dessus de

I'application qui envoie (f',e) sur Q(f'). A(e). Enfin
Go-bo-p=bo-q.p=bo-k. Lq.p_., Lo, ],

de sorte qu'il existe un crochet z = [bé-PS.,k- [q'ps.,l-ps 11 au

dessusde (. v

DEFINITION 1. On dira que le foncteur p-structuré g admet un p-adjoint
si les conditions de la proposition 1 sont réalisées et si la fleche z est
inversible.

En particulier si H' =% | un foncteur pF -structuré (i.e. un fonc-
teur double) admet un pF-adjoint dés que les conditions de la proposi-
tion 1 sont remplies.

Lorsque le foncteur Q admet un adjoint, on sait construire a par-
tir de Ro et A un foncteur R et une transformation naturelle v’'=(C",
V', R.Q) telle que A\ définisse une transformation naturelle A=(Q.R,

A, C) et que

Q.v'mMA.Q=idy et v'.RIOR.A=idy.
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PRO POSITION 2. Sous les conditions de la proposition 1, § admet un

p-adjoint si et seulement si on peut structurer R et V'.

PREUVE . 1° Supposons que ¢ aitun p-adjoint. On a ao...b,=bo, car
a(X(e))=e pour tout e€Co nous donne a@o-l=s,, d'ou le crochet:

[1.bo,s) €sys.H.s. Comme
Go-1o-bo=bo.l.bo=bo. k. [l.bo,s],

il existe un crochet [ro.b0,k. [1.b0,5]] €go~ bo.H .s. On pose:
rzps..z—l. (0.0, k. [1.bo,s]]es" H.s . Alors, ((C",s'),r,
(C',s)) estun foncteur p-structuré 7 structurant R. D'autre part on cons-
tate que go=bo.i.qo, d'ot la fleche [sb.i.g0] € o~ bo.H .sb; on
pose n'zps..z—l- [st.i.qoles" H.sb, ce qui montre que V' est

structuré par (id¢cr goyn',7.q).

2
/ 2 qovbn
[—
S0 i’ s’
b'o pS
/// z
9o To q '
I
Qo ps'
1
So s
bo pso

AovTo

20 Réciproque : D'aprés la définition de {, l'application { ™
est définie par {I(e’,f)=(v'(e').R(f),a(f)). Or
a.';.n’.ps; =To - qo-ps; :To-bg-pszb:)-r.ps;

de sorte qu'il existe un morphisme k’. [n'.ps. ,r.ps] €s'.H .qo~ by,
o

et enfin les égalités
ab k. [n'.porp )=al.r.p =10 a0.p,
assurent que z admet le crochet [&'. [#". by ,r-ps] ,ao-ps] pour in-
o

verse. Vv
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REMARQUE. On a ainsi déterminé un couple d'adjoints dans la 2-caté-
gorie des transformations naturelles p-structurées (7(",.9_(!?3), au sens
de [2].
PROPOSITION 3. Un couple (g,7) de p-adjoints détermine un triple p-
structuré.
PREUVE. Avec les notations de la proposition 2, il s'agit de T=(7.7,

l,q.72".7), qui est la structuration du triple T associé au couple d'ad-

joints (Q,R). V¥

Premiére application.
PROPOSITION 4. Si T est un triple p-structuré, les foncteurs p-struc-
turés ¥y, et y admettent x,, et X% respectivement pour p-ad-

Yk1 YT K1 AT p pour p
joints (wvoir § 1 et Il pour les notations).
PREUVE. La tansformation naturelle 14/ est donnée par VK'I( e)=
(e, 7(e)). On vérifie immédiatement to =bo.1i.to, d'ou la fleche ny,=
[so.i 0] € sg;-H - so qui structure 1y/;. D'autre part la transforma-
tion naturelle VA'T est donnée par

VA’T(e, b)=((e,b), b, (1(e), pn(e))).

Comme, d'aprés la proposition 1-II,

ao.pé.pé’.p":to.p;’.p":p;.p".xAT.p;’.p",

o

il existe un crochet [pé. p5-0", xA T-?7- p" e s3-H'. SA 1 - Puisque

o

p7-0" = bo. by - by - p" (voir 1-II), on détermine [SAT. py-05-0" ]. Enfin

z". [sAnT,pé.pé'.p"]:
=Lk [py-p5- 0"t 05 05-0"1 . 1. ao-ph-p5-p" ]
=Lk [py-p5.t.05- 051 0" 1. to.p]-p" ]
=[k. [pyom.py ) p5- 0" 1 to.p].p")
=[k. [py- 050" m. b7 p" 1. 1. p]. p™ onT.p;.p"]
=z'. [pé.p;.p",xAT.p;.p"].

o
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Ainsi il existe un crochet
n' :[[S Lt pT. n]’[r‘n. "ox pm. n]]’
AT A.,T by by -0 by-05-0 AoT p;-0

qui structure V,'qT' v

On appellera le couple (¢,7) de p-adjoints une p-factorisation du
triple p-structuré T associé a (4.7) et on appellera morphisme de p-fac-
torisations de T un triplet (( 7575, b, (g;,77)) tel que b soit un fonc-
teur structuré vérifiant h.7, =7, et ,-h=q;.

PROPOSITION 5. ()7Kl. ’?Kl) est un objet initial de la catégorie des mor-

phismes de p-factorisations de T et ()7AT,§AT) en est un objet final.

PREUVE. Pour cela il suffit de remarquer que, si (7,7) est une p-fac-
torisation de T, le foncteur R sous-jacent & 7 admet une coexpansion
dont 1'éjecteur est v'.R (car R admet comme coadjoint le foncteur Q
sous-jacent & §) et que cet éjecteur, qui est en fait une obligation, déter-
mine la fléche initiale habituelle entre factorisations du triple T sous-
jacent a T. On peut structurer cette fléche d'aprés la proposition 8-1,
remarque. On fait un raisonnement analogue pour la fléche finale. v

On sait [4] que la catégorie de Kleisli d'un triple T apparait
comme une 2-structure libre associée & T par rapport au foncteur insertion
de (YU, ™M) vers la 2-catégorie des premiers morphismes de triples
(? ,—j’m). Pour une 2-catégorie quelconque (C', Cc1), on peut définir
d'une maniére analogue un 2-foncteur insertion de (C,CL) vers une
2-catégorie (TC.,Tg.:’); ceci suggeére d'appeler objet de Kleisli d'un
triple t de (C',CL) une 2-structure libre de t, si elle existe, par rap-
port & ce 2-foncteur insertion. Avec cette définition appliquée dans (.T(p )
T(E;j), il est aisé de vérifier que (KIy,sp,) est un objet de Kleisli du
triple p-structuré T (de triple sous-jacent T). Ainsi (Kl'.l.,sKI) est
non seulement la catégorie de Kleisli de T, mais aussi la catégorie p-
structurée de Kleisli du triple T. On a bien entendu une propriété sembla-

ble pour (AT, SAT) (en utilisant le fait démontré dans [4], que la ca-

tégorie des algébres d'un triple T est une 2-structure colibre de T par

rapport au foncteur insertion de (JU, N™) vers la 2-catégorie (T, T ™)
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des seconds morphismes de triples).

Deuxiéme application.
4 A

Soit U un univers tel que ‘UC‘ﬁ et ‘Ue‘ﬁ. Notons ﬁ etA? les ca-
tegories des applications et des foncteurs correspondant a U. Soit N
I'ensemble des transformdtions naturelles associées a ‘fl On rappelle que
JU est une catégorie cartésienne fermée, le coadjoint du foncteur -XC*

étant JU(-, C' )™, I'éjecteur Ve étant défini par
ve (X )((G,w, F), f)=w(B(f))-F(f) .

pour tout € C' et toute transformation naturelle (G, w, F)eJl(X',C) ,

et le projecteur A - étant défini par
>\-C(X.)(JC):((/B(X):')!(x»')’(a'(x)-')) Si X€Cb.

De plus on sait que (JU, ™) est une catégorie double et que les fonc-
teurs -X C et J(-,C )™ déterminent des foncteurs doubles pour tout
Ce%,. Comme Ac(X') et vi(X') définissent des foncteurs, c'est-
a-dire des unités de JI™, on prouve que (JU(-,C )™, -XC') est un
couple d'adjoints sous-jacent & un couple de pf—adjoints pour tout C' €
¥, . On pourrait dire que (JU . JI™) est une catégorie double pff:-carté—
sienne fermée et introduire de cette fagon plus généralement la notion de

catégorie p-structurée, p-cartésienne fermée.
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