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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIII-1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

THEORIES ALGEBRIQUES ET EXTENSION DE PREFAISCEAUX

par Laurent COPPEY

INTRODUCTION.

Nous considérons, dans cet article, qu'un type de structures algé-
briques associé A une catégorie C est déterminé par la simple donnée d'une
«sur-catégorie» P de C (i.e. une catégorie P admettant C pour sous-ca-
tégorie et ayant les mémes objets que C); les fleches de T qui ne sont
pas dans C s'interprétent comme des «opérations formelles» ajoutées a C;
une P -algébre sur un objet X de C est déterminée par une application de
de la classe $Xo dans la classe @Xo satisfaisant trois conditions (¥). Ce
point de vue englobe celui de 1'algébre au sens des triples: lorsqu'on se
donne un triple dans C, la catégorie de Kleisli correspondante joue alors
le rdle de T (ceci nécessite une interprétation de la catégorie de Kleisli,
dans laquelle la multiplication du triple sert & la définition des fléches
et non & la composition des fléches). Dans le cas général, il y a toujours
un foncteur d'oubli des T -algebres vers C; si celui-ci admet un adjoint a
gauche, il est automatiquement algébrique.

Les D-algébres correspondent en fait & des extensions d'actions
naturelles (2 gauche ou a droite) de C sur certaines classes. En ce sens
il est possible de définir des P-algébres sur des «bjets attachés a C»
(par exemple, les foncteurs de but C); ce genre d'algébres est étudié dans

le dernier paragraphe.
Conventions et notations.

Diverses catégories sont données par une classe d'objets et une
classe naturelle de fléches, la composition des fléches n'étant pas indi-
quée quand il n'y a pas de doute & son sujet. La fléche neutre associée a
un objet X d'une catégorie est notée Iy, ou parfois simplement «I». Une

classe d'objets d'une catégorie 2 est souvent notée 3, -

(*) Voir Conventions et notations.
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Soit S une catégorie et X un objet de 2; la classe des fléches
de but X est notée ZXO et la classe des fléches de source X est notée
> %o ; la catégorie des fléches au-dessus (resp. au-dessous) de X est no-
tée Zy (resp. >X), de sorte que ZXO (resp. 2%°) est une classe d'objets
de ZX (resp. de sX ).

Nous n'employons pas de symbole particulier pour la composition
longitudinale des transformations naturelles, tandis que nous indiquons
par un point la composition latérale; les foncteurs sont identifiés aux trans-
formations naturelles identiques qui leur sont associées. La «valeur d'une
transformation naturelle 7) en un objet X est désignée par 7y . Nous écri-
vons CH’ pour la catégorie des transformations naturelles entre foncteurs
de H' vers C.

Soient My et M, deux univers cels que:

M, efﬂo et M, c i, ;

A

les catégories pleines d'applications correspondantes sont notées M et M ;
les ensembles éléments de N, sont en principe écrits avec des majuscu-
A
les italiques, tandis que les éléments de M, (qui ne sont pas éléments de
A
M,! ) sont écrits avec des majuscules de ronde (par exemple: M, € ).
2z . Pl - Yt
Les catégories de foncteurs associées aux univers M, et N, sont not s
A
. 2 . 2z . Y ~
F et F. Enfin, un préfaisceau sur une catégorie C, a valeurs dans M, st

un foncteur F tel que F(X)NF(X')=9 si X Z X".
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4 L. COPPEY
A. ACTIONS DE CATEGORIES ET PREFAISCEAUX.

Soit C une catégorie telle que Go EWO ; les actions (2 gauche ou
4 droite) de C sur les ensembles de ﬁ(o sont les algébres de triples dans
la catégorie fﬂeo des applications au-dessus de C,; si C n'a qu'un ob-
jet, on retrouve les actions de monoide comme algébres de triples dans la
catégorie f. Nous avons tenu 2 écrire ce paragraphe pour fixer les nota-
tions et pour mettre en évidence la seule utilisation des produits fibrés fi-
nis dans T , de sorte que le résultat est encore vrai en remplagant jﬂ par
une catégorie f‘( A produits fibrés finis et C par une «éalisation dans j:(»
de l'esquisse des catégories (cf. la notion d'espéce de structures struc-
turée [la]).

La catégorie C est donc représentée par son schéma usuel:

G L G K G @

dans lequel a et [ sont les applications «source» et «buw, « I'applica-
tion «composition» dans C, et ¢ 1'application qui & un objet X de C fait
correspondre sa fléche neutre Iy.

Soit 7: & #C, un objet de iﬂ@o . L'endofoncteur sous-jacent au
triple que nous devons décrire sera noté C ; a 1'objet 77 il fait correspon-
dre I'objet défini comme suit: Soit (@m P& pe) le produit fibré du cou-
ple (77, a) dans ﬁl; on pose par définition C (77) = ﬁop@.

5 nous

Il est facile de décrire alors complétement le foncteur C ;

laissons ce soin au lecteur.

2§ c4{m < s

& Ul e,

Définissons les rransformations naturelles



THEORIES ALGEBRIQUES ET EXTENSION DE PREFAISCEAUX 5

i1 -C, et u:C2-c,
qui feront de C =(C, 8 ,U.) un triple dans DT(G [Ponctuellement & cor-
respond a 1'application de & dans 57, q qui & x associe (7(x),x) et ,u
correspond a 1'application de éC - (7),a dans @W o quia (g',(g,x)) asso-
cie (g g,x)]. Précisons donc, pour tout objet 7 de ﬁ(@ les fléches

877 et ,u,”, uniquement a 1'aide des fléches de ﬂ‘( et des produits fibrés fi-

nis dans M . Nous posons:
e, = (Co(m) & m), p_=(Clm),p,CYm)).

Définition de €_: en usant du fait que (é,”' o pg,p@) est un produit fi-
bré, on voit qu'il existe une seule fléche (c'est 8;) de & vers é,ﬂatel-

le que l'on ait:

peo €W=io77, pgoeﬂ:]é.
On trouve
Ca(TI)O 877:,50[)@08,”:,501'077:77

A

et €_ est bien une fléche au-dessus de C,.
Définition de y _: on prend d'abord un produit fibré (pé,pé‘)) du couple
(Cm),a) dans fﬂ On voit alors qu'il existe une fléche et une seule,

soit v_, de source éCa(ﬂ),a et de but Cx C telle que
’ ’
VgV = P@, VoV, = PR opg,
Vg €t Vg étant les projections canoniques du produit fibré de (a, 5). En u-

sant du fait que (éma, vg, p@) est un produit fibré, on trouve une unique

v
¢ (m)a - CxC
/4 VK vﬁ,
e
b af 1218
&, )
& ¢,
T7
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fleche (c'est p ) de éca(,”)’a vers @w’a telle que
pgo#wngop'g, peclu,’”:KOV,”.
On obtient successivement:
Co(m)ou, =Bokov, =,Bovaovﬂ:
=Bopp =Clm),

et ,21" est bien une fléche au-dessus de C, .

Puisque ©_ et u _ ont été définis a patur de la propriété univer-
selle d'un produit fibré dans ﬁ( il en resulte que e et p sont des trans-
formations naturelles. Les égalités entre e et ,u faisant de C_ un triple

dans m@ reviennent 2 exprimer (en termes d'égalités entre fléches) que
(]

i(C,) estune classe d'unités pour K et que Kk est associative.

PROPOSITION 1. La catégorie des C ,-algébres au-dessus de 311@ est ca-
o

noniquement isomorphe & la catégorie des préfaisceaux sur C.

La démonstration est laissée au lecteur. Utilisant cet isomorphisme
canonique, la présentation d'un préfaisceau 1:" sous forme de C -algébre
revient 2 le regarder comme une «action de C» sur I'ensemble somme des
1:"(X), ot X parcourt C, . La proposition précédente est I'analogue de cel-
le qui exprime les actions d'un monoide fixe comme algébres d'un triple
dans f .

En échangeant les roles joués par @ et [, on obtient un triple
C,B = (C,B' ,u "), dans fﬂ@ dont les algébres sont en correspondance
biunivoque avec les préfaisceaux sur C*

Désormais nous identifions un préfaisceau I:" sur C avec la C.-
algébre correspondante, de sorte qu'un préfaisceau se présente sous la for-
me d'un triplet F= (m,F,C (7)), dans lequel F est une fléche au-des-
sus de @0 .

REMARQUES ET EXEMPLES.

1o Tout ce qu'on vient de faire & partir de la catégorie ﬁ? des applica-
tions a encore un sens dans une catégorie K abstraite, & condition que f(
soit a produits fibrés naturalisés; cette fois on doit cependant remplacer

C par une f(-catégorie (c'est-a-dire par l'image d'une réalisation de l'es-
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quisse des catégories dans ]A'(). Ce cas comprend celui des espéces de
structures p -structurées, ol p est un foncteur d'oubli de }A( vers ﬁl
Lorsque f( = ff, on obtient des catégories doubles opérant (pour

une loi de composition) sur une catégorie [la]. Soit (C° ,C7) la caté-
gorie double en question; C, est une sous-catégorie de G(*); un objet de
?@; est un foncteur 77 de & vers @;('L) (pour la loi --). Une Calgébre
sur 77 est une action a gauche de C’ sur &, compatible avec la loi +; on
a donc essentiellement les deux axiomes suivants:

(i) (qy-9)x = q;(gx) lorsque gq;. g est défini,

(ii) (g'+g)(x'.x)=q'x". gx, lorsque x'.x est défini dans & et que

(g, q)eCH)x )

x’ q'x
pe x %/‘
) (9;-9)x
™) uey
m(x) 0
al i V5

Si on oublie la loi de composition + dans C, lorsque (@',GJ') est une
2-catégorie, on obtient une espéce de morphismes au-dessus de C°. Les
autres axiomes, concernant a , S, a(J‘), ﬁ(;), sont apparents sur la
figure.

2° Choisissons comme objet 77 de départ dans fﬂ@o 1'application 3

de C vers Cy; dans ce cas
€r0a=Cpao=C*C et k*=(B,k,Co(f))

est une C -algébre sur 53, représentant en fait |'action naturelle & gauche
de C sur elle-mé&me. De méme, en prenant pour 77 1'application o, on ob-
tient la Cﬁ-algébre PLE (a, k, Cﬁ(a)) sur o, représentant l'action na-
turelle & droite de C sur elle-méme.

3° On peut localiser, en chaque objet X de C, la situation précéden-

te. Soit GXo la classe des unités de la catégorie @X; alors € agit a droi-
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te sur @X de fagon naturelle (i.e. par composition dans @); a cette ac-
tion naturelle correspond une CB-algebre sur ay GX -G, ot Xy,
est la restriction de @ a GX Cette Cﬁ-algebre sera notée /<§ De méme
en partant de CXo , classe des fleches de source X dans €, on obtient
une C-algébre, notée /A<§, représentant l'action naturelle a4 gauche de C
sur CXo

Soit /: X = X' une fleche de C; il lui correspond un homomorphis-
me canonique entre Cﬁ-alg% es, de source K’B et de but /A<§., et un ho-
momorphisme canonique entre C _-algébres, de source KX. et de but KX
Ces correspondances définissent en fait deux foncteurs canoniques, notés
Fﬂ et [%:

F,B . re
€ ————— c,(f1,0) C*————c (1, 0)

ol Cﬁ(ﬁ(,c) (resp. Ca(m,e)) désigne la catégorie des homomorphismes
entre Cﬁ-algébres (resp. C-algébres). Les foncteurs F,B et [ % sont in-

jectifs et pleins.

DEFINITION. Soit F = (7, F, Cg(m)) une action de C sur &, présen-
tée sous forme d'une Cﬁ-algebre (il s'agit donc d'une action a droite); F
sera dite presentable s'il existe un objet X de C et un morphisme A dans
C,é‘ ﬁl ,C) de source F et de but rﬁ(X) tel que, pour tout autre morphis-
me ., de source F et de but I_‘,G(Y), il existe une fléche g,: X =Y de
C telle que u —F,B(g#‘) o A\; autrement dit, 1'objet X est une F,@-struc-

ture libre engendrée par F .

PROPOSITION 2. Avec les notations précédentes, la projection Pe de
éw g vers e assoczee au produit fibré de (71, 5) définit un foncteur (d'bhy-
permorphismes); F est présentable si, et seulement si, pe @ une limite

inductive dans C.

4° Puisque les catégories des préfaisceaux sur C (ou @*) sont iso-
morphes & des catégories d'algébres au-dessus de ﬁl@o et que cette caté-
gorie-ci est a limites projectives, on en déduit que les catégories de pré-
faisceaux sur C (ou @*) sont a limites projectives et celles-ci se calcu-

A
lent facilement a partir des limites dans W@ , car les foncteurs d'oubli
(]

10
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d'algébres sont & limites projectives. Ceci présente un intérét dans le cas
o Tl est remplacée par une catégorie H 2 limites projectives. Les résul-
tats généraux d'existence de limites inductives dans une catégorie d'algé-
bres (Linton [2a]) sont alors applicables pour les catégories de pré-

faisceaux.

50 Etant donné que M, 65[(0 et i, C ﬁlo , on peut, dans ce qui préce-
de, considérer le cas particulier ot C =M, qui interviendra de fagon évi-

dente dans la suite.

6° Il convient de regarder les foncteurs r,B et ['* comme des plonge-

ments de Yoneda.
B. EXTENSIONS D'ACTIONS DE CATEGORIES.

Dans cette section, nous étudions, du point de vue algébrique, ce
qui se passe lorsqu'on fait varier la catégorie d'opérateurs C, c'est-a-dire
lorsqu'on se donne un foncteur 7: C = T, Cette situation sera exploitée
ultérieurement, en prenant pour 7 le foncteur naturel de C vers la catégo-

a

rie de Kleisli KT(G) associée 2 un triple T dans C.

Soit 7: € = T un foncteur donné dans ﬁ( par le schéma suivant,
dans lequel les symboles surlignés se rapportent 2 T, les symboles 7, et

T* T ayant un sens évident:

a

e N0

¢ exe
7
To _ T Tx T
2N & ghg

0\ﬁ/
A T, correspondent deux foncteurs naturels:
- T¥, de fﬂeo dans ﬁ(@o , défini grice a la composition par T, ,
A

- .’;o,de DT(@

3 dans fﬂe , foncteur «image réciproque» (produit fibré
0



10 L. COPPEY

par To ).
-
Le foncteur 7, est adjoint a droite de 7§ et, si 7, est injectif, on a

Ty 0 T = 1.
PROPOSITION 1. Il existe une transformation naturelle canonique, ;7 , de
C,o To vers ;0 oD, telle que (";o , :f)) définisse un morphisme du triple
D, vers le triple C .
Ce qui est donné au départ, c'est I'objet 77. On construit d'une part:
-le produit fibré (71, p) de (71,7, ), ce qui conduit & I'objet 7 = T, (7),
-le produit fibré (pE,pg) de (7, a), ce qui conduit a I'objet
C (1) =ChoTo(T);
d'autre part:
-le produit fibré (g, g§) de (7, ), ce qui conduit 2 l'objet
Do(7)=Foqq),
-le produit fibré (771, p;) de (Da(7—7), To ), ce qui conduit & 'objet..

Ty =To (D (7)),

G

La valeur de la transformation naturelle 7) en I'objet 7 est don-
née par une fléche 7)- de éw o VErS 51, telle que 7; 0m==C_ (7).
Indiquons comment on obtient 75t considérons le couple (p °pg,TobE);
on a:
;op opé =T owopg: To oaope :aoTope,
de sorte qu'il existe une fléche unique A de @ﬂ o Vers g;r 7» crochet du
couple (popg, TopE) relativement au produit fibré de (71,a). Considé-

rons ensuite le couple (C_(7), A); on a, par définition de Cq»

12



THEORIES ALGEBRIQUES ET EXTENSION DE PREFAISCEAUX 11

To o Colm) =Ty 0 fope=FfoTopE
et, par définition de D,
Da(;)ox :qu@oxzﬁomp@,
en utilisant les propriétés de A. Ce couple admet donc un crochet, soit 7)-
relativement au produit fibré de (Da(% ), To ). On aura en particulier
myom==C,(7).
Le reste de la proposition résulte aussitdt des propriétés universelles de

A et ure (Les calculs, assez longs a vérifier, sont omis.)

Au morphisme de triples (’Fo , ;7) correspond un foncteur canonique
T, de la catégorie Da(m,@) vers la catégorie Ca(fm,@) , tel que le car-

ré suivant soit commutatif:

p,(fi,D) s c,(.e)
U U
g, CEN—

(U et U sont les oublis usuels associés a des catégories d'algébres.)

REMARQUE. Si l'on regarde une D -algébre F comme un préfaisceau sur
P, a valeurs dans fﬂ, la C_-algébre 'ra(ﬁ) correspond au préfaisceau sur
C obtenu par composition de F avec T et dissociation éventuelle des «fibres»
au cas od 7T identifierait des objets. L'intéréet de ce qui précéde réside
dans le fait qu'on peut effectuer les constructions dans une catégorie K,
a produits fibrés finis, dans laquelle la notion de préfaisceau en tant que

«foncteur» n'aurait pas de sens.

L'adjoint 2 gauche 7 de To est sans grand intérét pour la suite.
Par contre, nous aurons a considérer 1'adjoint 4 droite '?o de .'7—'0 , dont nous
allons donner une construction ne faisant intervenir que des produits fibrés
finis, des sommes (d'une «certaine taille») et I'objet 1 de ﬁ’(, qui permet de
de représenter les objets de ﬁ( Cette construction serait donc aussi pos-

sible, sous certaines conditions, dans une catégorie f( ayant le méme gen-

13
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re de limites et un objet K représentant les objets de f( (on entend par 13
un objet K tel que tout objet de } soit limite inductive d'un certain fonc-

teur appliquant tous les objets sur K; par exemple, si f( = ff, on ﬁrend

-
Construction de T,: Nous procédons en trois petites étapes:

a) Sections T, -locales. Soit 7 :& = C, un objet de meo; a toute
fleche Y: 1 = D, correspond un produit fibré (vl Ty) du couple (Y, 7, );
la source de Y est notée 7’0']( Y ) pour une raison bien évidente.Une sec-

tion locale S de 77 est une fléche de T3 (Y) vers & telle que 7o S = y1,

'I(Y)———»—-l

|

0

B) Objet «sections T, -locales» associé a 7. Soit ['y 1'ensemble des
sections T, -locales § de source TO'I(Y); on appelle objet «sections T, -
locales» associé 2 Y une somme de FY exemplaires de 1; notons EY cet
objet; considérons I—'Y exemplaires de la fléche Y; on obtient, par propri-
été universelle d'une somme, une fléche et une seule, soit )7, de gy vers
Po telle que Y °jg =Y, pour toute injection canonique jg de 1 vers la
somme gy

v ) Objet image de 7. Soit /\, !'ensemble des fléches de 1 vers T, ;
faisons la somme des gY dans :fﬂ, lorsque Y parcourt A, ; on obtient un
objet & et une fleche (crochet des Y) de & vers To, soit -7—7, telle que
7 01 vy = Y , ot ty est l'injection canonique de gY dans E; quand on a
choisi un foncteur somme naturali sé dans fﬂ, on définit ainsi le foncteur

- - —_— -
To : To(T)=m7; ce foncteur est évidemment un adjoint & droite de 7, car

il a été construit pour cela.

-
Nous avons vu qu'd 7, correspondait un foncteur canonique 7, de

Da(fﬂ,@) vers Ca(fﬂ,@). On peut construire un adjoint a droite et un ad-

1%
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joint & gauche de 7,, en s'inspirant des constructions précédentes (7 et
7o ). Nous ne le faisons pas ici, car le cas qui nous intéressera dans la
suite est celui oi C a les mémes objets que T.

De plus, il suffira de connaitre alors I'adjoint & gauche de 7,. Dans
la fin de ce paragraphe, nous supposons que C est une sous-catégorie de
T , ayant les mémes objets que D. Nous allons donner une description
«ponctuelle» de 1'adjoint & gauche o de 7, c'est-a-dire que cette descrip-
tion fera intervenir les éléments des objets de fﬂ On peut présenter cette
construction de O, uniquement a l'aide de fléches dans fi et de certaines

limites inductives appropriées; nous ne le ferons pas pour alléger le texte.

Terminologie et notations particuliéres.

- Les catégories Da(ﬁ(, Ty et Ca(jﬁ,@) sont simplement notées dé-
sormais &Da et @ca, rappelant ainsi qu'il s'agit de catégciries d'algébres
(pour les tr‘\iples D et C_) au-dessus d'une méme catégorie, fme

-Si 6=(m, (9 C,(7)) est une C,-algébre au-dessus de 77: & — (A‘-_)
nous dirons aussi que & définit wne action A gauche de C sur &»;si 6=
=(7,0,D (7)) est une 7, -structure au-dessus de ¢9, c'est-a-dire une
D, -algébre telle que 7, (9) = 6 nous dirons que 5 définit une «action
de D sur & étendant 1'action de C sur & définie par . Aux C,B ou D,B'
algébres correspondent les notions d'actions & droite.

- Soit 0 = (71,68,Cq (7)) une C,-algebre sur 7: & = C, ; soit (x, f)
un élément de @,”'a; on écrira souvent f;x au lieu de &(x, f); de méme,
si 6=(m,0, Cg(m)) est une Cjg-algébre, on écrira x %/ au lieu de:
O(x,f).

Construction de o,
Soit 6 =(7,6,C,(7)) une C,-algébre sur 77: & - C,; consi-
dérons dans l'ensemble f‘;w 5 des couples («x, f) e&EXT tels que 7(x)=

=a(f) la relation d'équivalence suivante:

(x,f)~ (x',f') sietseulement si il existe:
i) une suite (%5, x7,...,x, ) d'éléments de &,
ii) une suite (f;, f}, f2, foree. o[y f),) d'éléments de C,
iii) une suite (g;, g9,...,8,) d'éléments de T,

15
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ces divers éléments vérifiant les conditions suivantes, dans lesquelles
les composés écrits sont supposés définis:
D fi%x,;=1i%x, pourtout i de I a n,
ii) g;.f; = 8;41-1;4; pourtout i de I a n-1I,
iii) g;.f; =8 et xp=x, g,. [ =[ et x =x".
REMARQUE. Il s'agit en fait de la relation d'équivalence engendrée par la
relation élémentaire dont le graphe est formé des couples ((x,f),(y,g))

tels qu'il existe f; € C vérifiant:

Dog.fr=1, i) f1Hx=y.

Soit & I'ensemble quotient de éma par cette relation d'équivalence;
la classe d'équivalence de (x, /) sera notée < x, {>; soit 7l application
canonique de & dans G, qui & <x, > fait correspondre S5(f); la remar-
que précédente permet de décrire 1'objet 7 comme but d'un certain conoyau
dans fﬂ@o , évitant ainsi la notion de relation d'équivalence, si on le désire.

La 7,-structure libre 6 engendrée par 6 estla D, -algébre sur 7

suivante:
A

6=0,(8)=(7,8,D,(7)),

N

ot § est défini par:
gé‘f(x,/> :<x,g,/>,

pour tout g tel que a(g)=7<x,{> (=p5(])).
[La relation d'équivalence décrite plus haut est telle que <x,g.f/> ne

dépend pas du représentant (x, f) choisi dans la classe <x,[>. ]

16
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PROPOSITION 2. T, est un foncteur algébrique, c'est-a-dire que le triple
dans 'Gca défini par la paire (T, 0, ) conduit @ une catégorie d'algébres

qui est canoniquement isomorphe a GD .
a
La démonstration (assez longue) est laissée au lecteur.

-
REMARQUES. 1° Puisque 7, = Ide , le foncteur 7, est le foncteur iden-
o ~

- -

tique, et la transformation naturelle 7), de C,7, vers 7,D,, exprime
- a

que C_ est un sous-foncteur de D_; (D, (7, 7),C_ ) est un monomor-

phisme du triple C, vers le triple D, et 7, est le foncteur entre catégories

d'algébres associé & ce monomorphisme.

2° Indiquons quelle est l'injection canonique j de 6 dans
T,0,(0)=(7,80m=, Co(T9);
on aj=(7m,j,m), on j est défini par j(x) = <x,7(x)>; dans la dé-
monstration de la proposition, on doit vérifier avant tout que
o6 =180m50C,(j),
de sorte que ;' définit bien un morphisme de C  -algebres.

3° Pour une démonstration ne faisant pas intervenir les «éléments» des
objets de ﬁ'(, indiquons que 7 est le but d'un conoyau 7 de la paire:
(Da(8). bty oDal B (1))
4° Nous indiquons dans un diagramme les diverses fléches au-dessus
de C, qui interviennent dans la construction précédente et les seuls ob-

jets 7 et T (les symboles sont non chapeautés, conformément & une con-

vention déja utilisée plusieurs fois).
D,(m,)
g - a TT 6
Cyfma Dy(7),a

17



16 L. COPPEY

5o Le foncteur d'oubli naturel U de ( vers ﬁ( est algébrique et
D G g

a
se décompose en deux foncteurs d'oubli, U et T,, algébriques tous deux.

(Tca
L

U
e,

Nous désignerons par L (resp. Ly adjoint a gauche de U (resp. de U)

tel que:
C,=UoL et D, = UoL .

Pour achever ce paragraphe, nous souligons le lien évident entre
les constructions précédentes et I'extension de Kan. Telle que nous I'avons
faite, il s'agit d'une extension qui n'identifie pas les objets; de plus, cel-
le-ci est présentée sous la forme d'extension de foncteurs d‘'hypermorphis-
mes (ou, ce qui revient au méme, d'actions de catégories), c'est-a-dire que
I'on peut éviter de parler de «préfaisceaux» (voir aussi [1b] ). A ce su-
jet, indiquons quel est le foncteur d'hypermorphismes correspondant a une
C,-algébre O sur l'objet 7 : & — C ; nous reprenons les notations (et la
figure) qui ont servi & la définition des transformations naturelles ; et
L . On voit que (p'g, C,(6)) est un produit fibré de (pg, &). La partie
gauche de la figure représente alors la catégorie d'hypermorphismes au-

dessus de C, soit éw o» Sous forme de réalisation de l'esquisse des ca-
?

6Ca('rr),a ————— G*@

V7T
Ys
b\ FA vy cy6) vl Y«
g,”’a P@¥ C
pg 87’_“ 8 a ‘L‘ ﬁ
& T, C,

18



THEORIES ALGEBRIQUES ET EXTENSION DE PREFAISCEAUX 17

tégories dans ﬁl; (rg, 6) joue le role du couple (a, f3), (P:é, C6))

celui du couple (v, Uﬁ)7 e, celuide i et u,  celuide «; la fleche pp

m

représente le foncteur d'hypermorphismes de & vers C, et 7 doit étre

m,a

regardé comme la restriction de pe aux unités. Ceci achéve de montrer

que les notions de «foncteur d'hypermorphismes» ou «d'action de catégorie»
)

ont un sens dans une catégorie H 2 produits fibrés finis, ce qui permet

de définir la notion de j(-préfaisceau.
C. ALGEBRES GENERALES ET ALGEBRES AU SENS DES TRIPLES.

Dans ce paragraphe, nous proposons une définition des structures
algébriques d'un certain type au-dessus d'une catégorie C, ou au-dessus
de certaines catégories attachées 2 (; nous montrons que cette définition
englobe celle des T-algébres, ot T est un triple donné dans C. Notre
point de vue comporte donc une double généralisation de la notion de T-
algébre:

- on peut définir des T -algébres sur d'autres objets que ceux de la ca-
tégorie C sous-jacente au triple T,

- on peut considérer que les types d'algébres au-dessus de C que nous
définissons forment une classe bien plus vaste que les types d'algébres

correspondant aux triples dans C.

a) 9 -algébres.

Soit € une catégorie et D une sur-catégorie de C, c'est-a-dire
2z . A . .
une catégorie ayant les mémes objets que C et telle que C soit une sous-
catégorie de T . Nous reprenons les notations des paragraphes précédents.

Selon qu'on donne priorité & a ou /5, on a les deux diagrammes suivants:

19
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DEFINITION. Soit X un objet de C; une T-algébre a gauche (resp. & droi-
te) sur X est une T -structure (resp. une Tﬁ-structure) au-dessus de ['*( X))

(resp. de F,B(X))'

En utlisant la terminologie particuliére introduite au paragraphe
précédent, on peut dire de fagon plus intuitive qu'une T -algébre a gauche
(resp. a droite) sur X est une action a gauche (resp. a droite) de P sur
CXo (resp. sur GXO ) étendant l'action naturelle @ gauche (resp. a droite)
de C sur C%o (resp. sur @XO ).

La catégorie T:BI(rﬁ(G)) est une sous-catégorie pleine de GD
que nous désignons par C‘f_(D; les objets de &@ sont les T -algebres a droi-
te sur les objets de C et les fléches de ﬁ@ sont les homomorphismes en-
tre P -algebres 2 droite; la restriction de T, 8 @@ définit un foncteur d'ou-
bli naturel de (‘f@ vers C, noté uq -

On définit de méme la catégorie @@ des homomorphismes entre T -
algébres a gauche (et son foncteur d'oubli naturel gU vers G), en consi-

dérant la catégorie duale de ’T;](I_' *(C*)) pour fD& .

Ug T4 U s ¥

8

¢ — G o G¢
g A ra* @

Avant de poursuivre, nous devons remarquer que l'objet sous-jacent

A
i la O g-structure libre engendrée par F,B(X) = K§ a une interprétation

20
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trés simple par rapport au cas général (étudié en B). La Cﬁ-algébre KQ
sur Qy @XO — C, représente l'action naturelle & droite de C sur GXO .

Désignons par ay,: éXo - (, I'objet sous-jacent a la Cﬁ-algébre
xB
Tg UIB(K X/
PROPOSITION 1. -GX est canoniquement isomorphe a @Xo et l'injection
o

j de GX dans GX _s'interpréte alors comme étant l'inclusion de GX
o o o
dans SBX,,‘

DEMONSTRATION. On trouve d'abord qu'un élément de GXO est une clas-
se d'équivalence de couples (x,y)e@x0 XD pour la relation suivante:
(x,y)~(x",y") si et seulement si x.y et x'.y" sont définis et

égaux dans T.

L'application qui & <x,y> fait correspondre x.y définit une bijection

canonique de GX sur $Xo et le reste est évident.
o

Moyennant cette identification, on voit que la 7 g-structure libre en-

& p B - & a . P - é 'ac-

gendrée par Ky est la D,B algébre sur oyt JJXO C, représentant l'ac

tion 2 droite de T sur @X ; on peut alors, griace au plongement plein et
o

fidele r,B de P dans GDﬁ , identifier 9 a la sous-catégorie pleine de la

catégorie de &D ayant pour objets les 7g-structures libres engendrées

par les objets de C.

DEFINITION. Pour une raison qui va &tre exposée plus loin, nous dirons
que T est la catégorie de Kleisli associée au type de structures algébri-
ques défini par les T -algébres a droite.

GTJ——-—»———

Ds

D) e D)

ug
@L——»

~
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Nous allons examiner maintenant comment les Uq - structures  se
présentent concrétement, compte tenu de la proposition 2 de B.

Nous omettons les symboles ay, s 'BXO aX , etc... des objets
de ﬁl@ qui interviennent ici, puisqu'il n'y a aucune confusion possible,
et, pour alléger encore, nous notons simplement 5a (resp. 65, éﬁ, 55
ce que nous notions auparavant é,”’a (resp. gw,a, 5mﬁ, @77”5) s'il n'y
a pas de doute sur 77.

Les Uq)-structures au-dessus de X se présentent donc comme des
actions 2 droite de P sur GX étendant 1'action naturelle :<§ de € sur
GX Il y en a autant que d'applications &: @ 0, B @X définissant une
D,B-algebre au-dessus de K’B D'apreés la proposition 2 de B, ces U.b struc-

tures sont en correspondance biunivoque avec les algébres sur KB relati-

ves au triple dans GC défini par (7., g ).

/ ”\

PROPOSITION 2. Les algébres sur K§ relatives au triple défini par (T

0,8

Oﬁ) sont en correspondance biunivoque avec les applications G' de "(DX
0
dans GX satisfaisant les conditions suivantes:
o
i) a'(g)=alg), pourtout geDy .
o
i) §'(f)={, pourtout f€ @XO
iii) 0'(0'(g).g;) = O'(g.g;)» pour tout g, g E@XO
Indiquons seulement quelle est la bijection & entre les applica-
tions & (définissant les Dﬁ-algébres au-dessus de ;)'8() et les applications
0" vérifiant 1, ii et iii,
- Soit &': @Xo - GXo une telle application et soit (f,g)e(

XO )ﬁ »on
définit O= £(0') par 1'égalité

0(f,8)=06"(1.8);
si geC,ona O(f,g)=/f.g d'aprés ii et
0(6(f.8)81)=0"(6"(f.8).8;)=06"([.g.8,)=6(].g.8,)

22



THEORIES ALGEBRIQUES ET EXTENSION DE PREFAISCEAUX 21

d'aprés iii, de sorte que O définit bien une action de P sur (‘_’Xo étendant
I'action naturelle de € sur @Xo .

- Inversement, soit & une telle action; I'application 6’ =¢&71(6) est
définie par:

0'(g)=06(1y,g).

Les conditions 7 et ii sont faciles & vérifier. En ce qui concerne ii7, voici

le calcul qu'il faut faire:

6'(60'(g).g))=0(1y,0(1y,g).g;) par définition de &’
=0(6(1y4,6(1x5,8)),8;) car 6 estune action
=0(0(1x,g).8;) car B(IX,g)eeXo
=0( 1y,g-8y) car O estune action
= 9'(g.g1) par définition de &'.
C.q.f.d.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que £ est bien une bijection.

Pour terminer, nous caractérisons les homomorphismes entre T-al-
gébres par la
PROPOSITION 3. Soit X\ une fléche dans C de source X et de but Y, sup-
posons données des T-algébres (a droite) sur X et Y sous la forme d'ap-
plications 0% et 0% satisfaisant a i, ii et iii; la fleche A\ définit un ho-
momorphisme de 0% vers 0y si et seulement si
N. B%(g) = Oy( N.g) pour tout gefnxo .

Démonstration laissée au lecteur.

B) Premiers exemples.

Ces exemples nécessitent une construction préalable, qui leur est
commune, et que nous décrivons d'abord.
On part d'un foncteur F d'une catégorie C vers une catégorie = et
on construit une catégorie, notée C(F), de la fagon suivante:
- les objets de C(F) sont ceux de C;
- soient X et Y deux objets de C; par définition HO”‘(‘?(F/ Y,X) est
la réunion disjointe de Hom@('Y, X) et de Homy (FY, FX);
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- en ce qui concerne la composition des fléches dans C(F), elle est
donnée par la régle suivante: soient X, Y et Z trois objets de C; soit
fe Hom@(p)(Y, X) et ge Home(F)(Z, Y ); alors le composé g. [ est dé-
fini comme étant la fléche de Hom@(F)(Z, X ) composée de:

g et f dans C, si g et fappartiennenta C,
g et f dans X, si g et f appartiennent & 2,
F(g) et fdans 2, si geC et fe2Z,

g et F(f) dans 3, si g€ et feC.

REMARQUES. 1° Les fléches neutres de C sont les fleches neutres de
C(F), tandis que les fleches neutres de 5 ne sont plus neutres dans la
catégorie C(F).

2° Intuitivement, on a ajouté 4 chaque Hom dans C le Hom corres-
pondant (par F) dans Z; les composés dans C et X restent inchangés;
quant aux «composés mixtes», ils s'effectuent dans 2 ; le foncteur F s'é-
tend de fagon évidente en un foncteur F de C(F) vers > ; nous dirons
que C(F) est une sur-catégorie (cf. paragraphe C-a) absorbante de C.

30 Soient F:(C =3 et F':(C = 3' deux foncteurs; " s'il existe un
foncteur G de 2 vers X' pleinement fidéle tel que Go F = F’, les sur-
catégories C(F) et C(F') sont canoniquement isomorphes.

4° Si F est l'inclusion ¢ d'une catégorie C dans une sur-catégorie
P, la catégorie T est un quotient strict de C(¢) (intuitivement, chaque
fleche de C est «comptée» deux fois dans C(¢) et on doit «identifier» les
deux exemplaires pour retrouver D).

Se Si F est le foncteur identique de C, soit 1e, chaque fléche [ de
C «apparait deux fois» comme fleche dans C( 1), soit f, et ;. La com-

position dans C( 1) satisfait les régles suivantes:
g-fo=(g-flo, g1-f;=(8-/),
81-/0 =go./1 = (8-”1 .
On peut dire que C( 1) est Z,-graduée (pour la loi multiplicative de 22).

Venons-en aux premiers exemples de T -algébres (2 droite). Prenons
pour C la catégorie M et pour T une sur-catégorie absorbante M( F) de M.

(1I-1) Si F est le foncteur constant de M sur une catégorie 4 un seul

2%
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objet (et une seule fléche), la catégorie des J( F )-algébres est canonique-
ment isomorphe a la catégorie des ensembles pointés. On pourrait aussi
prendre pour F le foncteur canonique de Jl vers le groupoide des couples
de My (cf. remarque 3).

(I-2) Si F est le foncteur identique de N, une m(F)-algébre sur un
ensemble E consiste en la donnée d'un endomorphisme idempotent e de
E, un J( F)-homomorphisme de (E,e) vers ( E’', e’) étant déterminé par

une application f de E vers E’ telle que foe=¢e'of,

Reprenons la construction générale du paragraphe, dans le cas ou
F est un foncteur fidele. Soit C une catégorie et C(F) une sur-catégorie
absorbante de C; considérons la relation d'équivalence bicompatible 7 sur
C(F) engendrée par la relation élémentaire r qui identifie dans chaque
Home(F)(Y,X) les fleches de C avec leurs images par F dans 2 (cf.
remarque 4). Soit Cp, la catégorie quotient strict de C(F) par ret?le

foncteur canonique de C(F) vers @F+. Puisque F est fidéle et que 7

C(F) —Tpo Cp,

JORLT

n'identifie pas d'objets, le foncteur composé de 7 et de l'inclusion de C
dans C(F) est un foncteur injectif; on peut donc identifier C(F) aune

sur-catégorie de C. 1l existe un foncteur unique F, de GF+ vers 2, tel
que I.—: of = F; ce foncteur F est pleinement fidéle et la correspondance
F — F définit une projection. Intuitivement, on a «ajouté» dans chacun des
Hom@(Y,X) les fleches de Homy(FY,FX) qui ne sont pas images de

fleches de C par F.

Reprenons les exemples dans le cas oa C =M.

(I-3) Si F est un foncteur Hom(.,K) de M dans m, les WF+-algé-
bres sur un ensemble E sont en correspondance biunivoque avec les dé-
compositions de E en produit de K -facteurs (cf. [3]).

Les exemples (I-1) et (I-3) rentrent dans le cas général du para-

graphe suivant.
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v ) T-algébres comme exemples de T -algébres.

Si T est un triple dans la catégorie C, on peut interpréter la ca-
tégorie de Kleisli KT(e) comme une sur-catégorie de C, lorsque !'endo-
foncteur T sous-jacent au triple est fidéle. Dans ce cas, la catégorie des
KT(@)-algébres au-dessus de (, a notre sens, est canoniquement iso-
morphe & la catégorie des T -algébres, au sens habituel. Ce résultat est
contenu «en gros» dans l'article de Linton [2b] , mais notre point de vue
nécessite une description différente de celle qu'on donne d'habitude de

la catégorie de Kleisli.

a) CATEGORIE DE KLEISLIL
Soit T=(T, e, ) un triple dans la catégorie C; on suppose T
fidele. La catégorie de Kleisli KT(G) associée & T est généralement pré-
sentée comme suit:
1° Ses objets sont ceux de C;

2° Ses morphismes sont donnés par |'égalité:
HomKT(e)( Y,X)= Home(TY,X);

30 Notons par un rond la composition dans KT(@) et par un point
la composition dans €. Alors la composition dans KT(@) est définie par
la formule: gof=p,.T(g).f, ot Z est lebut de g dans KT(G).

Le foncteur d'oubli naturel de KT(@) vers C, soit U, , est dé
fini par:
Up(/)=py.T(f), ot Y estlebutde [ dans Ky (C) ,
et I'adjoint & gauche F, de U, est déterminé par:
Fo(g)=2,.8g=T(g). &y,
X et Z étant les objets source et but de g dans C.

Voici une autre présentation de KT(@). Partons de la catégorie
CeC des trios de € de la forme

(ey.foey), on TX=a(f)eTY=p(f),

la composition étant celle (usuelle) des trios (notée par un point). Notons

C ¢C la sous-catégorie de C¢C formée des trios ( & y: [+ 8x) tels qu'il
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existe f;, de X vers Y, satisfaisant T(f;) = /. [ Puisque T a été sup-
posé fidele, cette sous-catégorie :¢(C s'identifie canoniquement a la ca-
tégorie des quatuors de C de la forme ( ey, T [y [, 8x), qui est elle-méme
isomorphe 2 C].

Désignons par E#G la sous-classe de T formée des trios du
type (Sy , py, Epy).
PROPOSITION 4. La sous-classe de ESG formée des éléments

t,te, o t#eE#G et to€CoC,

définit une sous-catégorie de [ o C, canoniquement isomorphe & la caté-

gorie de Kleisli KT(@).

DEMONSTRATION. Soit (t,,¢ _;,...,%;) une suite de 7 éléments com-
posables dans C¢C, chacun d'entre eux étant dans ¢ C ou dans E#@.
Supposons que le couple (¢t;, ;, ;) soit tel que

tie[“G et t,,,€C:C;
alors on peut écrire

’ N ” ’ A
, ou ti+1€E#€ et tiEE,ee.

— ”
Liypof; =t 08

En effet, soit
t;=(8x, Hy,®rx) et t;  =(8y, [, ex);
il suffit de prendre
tl’: =( STy,Tf, STX) et t£'+1= ( 8Y,/-iy, STY)'
Ceci prouve déja que t =1t ot ;0..0t; peut s'écrire sous la forme:

tpo.. oty ot;)o... oty, les t7 étant dans Ep‘@ et les t! dans CgC;

on peut supposer qu'il n'y a qu'un élément du type t” puisqu'un composé

”

t]!’+1 otI'-' peut s'écrire aussi iy ot]'-, avec t]'.éEzee; en effet, soit
ex = L(t}) et a(tr;)= epy;
ona X =TY, puisque ,B(t]'.') = a(t]'.'+1), et comme
My My =ty -bpy =py- T(py),

on peut remplacer z;.' par t]! =(epy, T(py), €T2Y). On peut aussi sup-

poser qu'il n'y a qu'un élément du type t', puisque e@_ définit une sous-
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catégorie de CgC. Ajoutons qu'un élément t' =(ey,T([;), &y) peut
s'écrire sous la forme d'un composé t"ot} , avec
t"e E#G et thel¢C,
car on a toujours
( 8Y| T(f])l eX’ ) = ( eYv,u Y 8TY) O( 8TY» T(T(fl)' SX)’ SX)'
En résumé, n'importe quel élément de la catégorie b3 engendrée par
Z=(ceClu(c,C)
peut s'écrire sous la forme t” o ¢’ avec
t"eC,C et t'€CC
Ceci achéve de prouver la premiére partie de la proposition.

Montrons que KT(@) et 2 sont canoniquement isomorphes. Pour

cela, on définit deux foncteurs inverses l'un de l'autre:

s %

¢

soit t=(8y,f, €y)€Z; on pose Y(t)=/[.ey; on montre que ) estun

Ke(C) 5

foncteur 4 1'aide de la premiére partie de la proposition. Soit f€ KT(@),
de source X et de but Y; dans C, on a a(f) = Xet S(f)=TY; onpose

¢(f)=(ey, puy.T(f), ey).

Le reste de la démonstration n'est que vérifications.

Désormais, la catégorie KT(@) est identifiée avec 2.

b) KT(G)-ALGEBRES ET T-ALGEBRES.

Comme T est fidele, on peut identifier C a la sous-catégorie T NG
de KT(@); celle-ci devient alors une sur-catégorie de C.
Notation: Nous allons donner la préférence a C; les fleches de KT(@)
qui ne sont pas dans C sont appelées fléches formelles; la composition
est maintenant notée par un point; au trio ( 8y, y, 5y ) correspond une
fleche formelle de TX vers X, notée Ly . Cette fléche formelle est inver-
se 4 gauche de &y : X — T X. Toute fleche formelle de source Y et de but
X peut s'écrire, d'aprés a, sous la forme ;‘X‘ f, ol fée, et correspond

autrio (&y,uy.T(f), &y).
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REMARQUE. Il ne faut pas confondre les fleches 1y et Uy, dans KT(G)
regardée comme sur-catégorie de C. L'endofoncteur T de C se prolonge
en un endofoncteur T de KT(G) en posant T( U y)= uy. Enfin, I'éga-
licé KMy -Mpx = Hy. 'I‘(,uX) entrafne 1'égalité

Mx-Hrx =Hx-Hx-

a -

et U est une transformation naturelle de T vers 1.

PROPOSITION 5. La catégorie des KT(@)oalgébres (au sens du paragra-
phe C-a ) et la catégorie des T -algébres (au sens usuel) sont canonique-

ment isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit 6 une K (C)-algébre (2 notre sens) sur I'objet
X; on peut supposer que & est une application de KT(G)XO dans @XO
satisfaisant les trois conditions i, ii et iii de la proposition 2 (C-a). Po-
sons O = 5(;“){)3 alors O est une fleche dans C de source TX et de

but X (condition 7); ensuite:

B.ey=0(py) ey=0(uy.e4)=0(1y)=1ly;

enfin:
O.uy=0(iy) py=06(uy.py) (conditions ii et iid)
= 49(;1X . ;1 rx) (remarque précédente)
= 6(6(py). jtry) (condition iii)
= 6(0. x5
mais

O gy =iy T(6)=py. T(B),

car U est une transformation naturelle de T vers 1 et T prolonge T.

Finalement:

Il

6(fiy). T(B) (conditions ii et iii)
. T(O) ;

on reconnait donc en & une T-algébre sur X.
Réciproquement, soit & une T-algébre sur X; considérons une

fleche de KT(@) de but X; elle peut s'écrire ,ZLX./; définissons alors
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I'application & par
- -
Ouy-1)=0.1;

les conditions i et i sont trivialement satisfaites par &; quant & la con-
dition 7ii, elle se démontre facilement lorsqu'on sait écrire sous forme ré-
duite (;‘X‘ f) la composée de deux fléches formelles. Nous laissons ce
soin au lecteur.

La correspondance entre les & et les 6 est évidemment une bijec-
tion. Celle-ci se prolonge en une bijection pour les homomorphismes, grace

4 la proposition 3 de (C-a), ce qui achéve la démonstration.

Pour toute sur-catégorie P de C, I'appellation «catégorie de Kleis-
li associée au type de structures algébriques défini par les P-algdbres»
est maintenant justifiée.

Les premiers exemples de T -algébres (cf. paragraphe [5) peuvent
étre considérés comme des cas particuliers de 1'exemple que constituent
les T -algébres; cependant la sur-catégorie P de M qui a été utilisée dans
ces exemples n'est pas la catégorie de Kleisli associée au triple corres-
pondant; ceci montre que plusieurs sur-catégories de C peuvent définir

des catégories d'algébres isomorphes (2 notre sens).
D. FONCTEURS D'OUBLI DES T -ALGEBRES.

a ) Caractérisation des foncteurs d'oubli ayant un adjoint a gauche.

Les notations sont toujours celles du paragraphe (C-a); en par
ticulier, une .(D-algébre (a droite) sur X est donnée comme une application
@ satisfaisant les conditions de la proposition 2 (C-a) et les homomor-
phismes entre @-algébres sont des fléches (dans () satisfaisant la con-
dition de la proposition 3 (C-a).

Soit donc T une sur-catégorie de C et Uq le foncteur d'oubli na-

turel de Cf@ vers C.

PROPOSITION 1. Si Uq) admet un adjoint & gauche Fq), alors Uq est un

foncteur algébrique (au sens ordinaire).

DEMONSTRATION. Soit T=(T, €, ) le triple dans C déduit de la pai-
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re d'adjoints (Uﬁ), FfD)‘ Notons E le foncteur de comparaison d'Eilen-
berg-Moore de source (‘f@ et de but GT’ catégorie des T -algébres; notons
enfin & la transformation naturelle de FqUq vers 1 définie par 1'adjonc-
tion (U@, F@) et posons & = U@g.

Nous démontrons directement que E est un isomorphisme de caté-
gories, plutdt que de vérifier les conditions équivalentes de J. Beck indi-
quées dans [2c] . Soit 6 une T-algébre sur X; la T-algébre E(0) est
définie par

E(6)=Up(8,)=3,.

Réciproquement, soit A une T-algdbre sur X; posons & =FQ(X); en tant
qN. \ . . q . .
que D-algébre, & est une application de 'LTXO dans GTXO satisfaisant
les conditions de la proposition 2 de (C-a). Considérons alors 1'applica-

tion & de @XO dans GXO suivante:
O(g)=A.E(ey.8).
Vérifions les conditions 7, i7 et iii pour O.
- Condition i: af(g)=a(&(ey.g))=a(g).
- Condition ii: soit g€ C; alors
ex.g€C et &(ey.g)=ey.¢,
puisque £ satisfait i ; donc
9(g)=A.8X.g=g.
- Condition 7ii: soient g et g; € T tels que g. g; soit défini; on a:
O(g.-g1)=4.&( €x.g.87)= A-f(f(ex.g).gl),
car £ satisfait iii ; d'autre part
0(6(gl.g)=A.8(ey. A &(ey.g).g;)

mais T(A) définissant un homomorphisme de la T-algebre FQ(TX) :3
vers la @-algébre F@(X) = £, il vient, d'aprés la proposition 3 de (C-a),

E(T(A). eqy . E(ey.g).g))=T(A)E(epy.E(oy.8).8)),

d'ou
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6(6(g).g))=A.T(A).E(epy.E(ey.8).g,)
=A-#X-~.:f( erx-$(€x.8).81),
car A est une T-algebre;
py=UPSFQ(X) =8 Fq(X)
définissant aussi un homomorphisme de & vers £, on peut écrire, encore
d'aprés 3(C-a):
0(6(g).g;)=A.E(puy.epx.E(€x.8).87)
=A.E(E(ey.g).8;)

etonabien O(g.g;)=06(0(g).g;).
En résumé, O est une (J)-algébre sur X; posons 6 = E'(A); re-
marquons alors que A définit un homomorphisme de & vers 8, car, si b

est un élément de @TXO , on a:

G(A.h)=A.&(ey. A h)=A.E(T(A). epy.h) =
=A.T(A).E(epy.h)=A. uy.E(epy.bh)=
=A.S(py.epy-h)=A.8(h).

Il est aisé de vérifier que E' se prolonge en un foncteur de @T vers @@,

inverse de E.

REMARQUES. 1° Cette proposition et la proposition 5 du paragraphe C éta-
blissent le rapport exact entre les T -algébres et les T -algebres.

20 Deux sur-catégories T et T' de C distinctes peuvent conduire 2
des catégories de T -algebres et T' -algébres isomorphes. Plus précisément,
soit T une sur-catégorie de C telle que Ug: G.‘D = C admette un adjoint
a gauche; il existe alors un foncteur naturel y de T vers KT(@), prolon-
geant l'inclusion de € dans KT(G); soit g€ T avec B(g) =X et soit

toujours £ la @-algébre libre (sur T X) engendrée par X; \/ est défini par:

k/f(g)=;ix.§(€x-g)

[si geC, on abien

Hb(g):/lx.ex-g:g ].

Dans cette €galité, il faut faire attention au fait que le composé €y.g est
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effectué dans T, lorsque C est regardée comme une sous-catégorie de
T, tandis que ,uX.§() est effectué dans KT(G), lorsque C est regar-

dée comme une sous-catégorie de KT(G).

[5) Foncteur fondamental.

Soient £ et ' deux sur-catégories de C et soit Y un foncteur
de T vers prolongeant 1'inclusion de C dans T'; la proposition sui-

vante permet de comparer les T -algébres et les T' -algébres.

S

PROPOSITION 2. Il existe un foncteur canonique de &@. vers @@, soit
¥, tel que: Ug oy* = uge.

@l

DEMONSTRATION. Soit O’ une T'-algébre sur X, donnée comme une ap-
plication de @}(o dans (‘?Xo; on définit une application & de $Xo dans
Cx, par I'égalité:
O(g)=206"'(Y(g)), pour tout ge.(EXo .
Si geC, on a:
0'(Y(g)) = 6'(g) (car Y prolonge 'inclusion)
=g (car 8’ satisfait ii) ;
donc O satisfait aussi ii.
Soient g;, g €T et supposons g. g; défini; il vient:
6(6(g).g)=0"(Y(O'(Y(gl).g;))
=0 (Y(0'(Y(g)).Y(g;))

= 9'(9'(‘~/1(g)).l/4(g1 )) (car 6'(Y(g))eC et Y pro-
longe I'inclusion € ¢ T)
0'(Y(g).Y(g;)) (car §' satisfait iii)

6'(Y(g.g;)) (car Y est un foncteur)
= 0(g.g;) (par définition de 6),

de sorte que 6 définit une T-algebre sur X; 1'application qui a 6’ fait
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correspondre ¢ se prolonge en un foncteur ‘,ZJ* de @@' vers @@ satisfai-

sant la condition indiquée dans 1'énoncé.

Les foncteurs tels que Lﬁ* forment une catégorie notée AP . La
correspondance entre \ et L/J* est fonctorielle. Soit alors F un foncteur
fidele de C dans 3; on a défini en (C-/5) la sur-catégorie €F+ , comme
quotient strict de C(F). Cette sur-catégorie a la propriété universelle sui-
vante: Pour tout foncteur G d'une sur-catégorie © de C vers X, prolon-
geant F, il existe un unique foncteur G de T vers GF+ tel que l'on ait

EO—G_=G.

Soit ?fe la catégorie des foncteurs au-dessous de C; soit ff'e la
sous-catégorie pleine de 3"6 dont les objets sont les inclusions de C dans
ses sur-catégories; la propriété universelle indiquée plus haut signifie en-
core que .éfe est a .‘}'e-éjections. En utilisant cette remarque et la propo-
sition 2 (D-8), on voit qu'on peut faire correspondre & tout foncteur au-
dessous de C un foncteur entre catégories d'algébres (2 notre sens) au-
dessus de (C; cette correspondance définit un foncteur contravariant de

?@ dans A@ , que nous appelons foncteur fondamental.

¥ ) Limites.

Soit Uq) le foncteur d'oubli des P-algebres vers €, ou T est une
sur-catégorie de C. Si Uq admet un adjoint 2 gauche, on sait que Uq est
compatible avec les limites projectives, et mieux, que toute limite projec-
tive dans C se «eléver dans @@ , parce que (‘f_fo est alors isomorphe & une
catégorie de T -algébres (proposition 1 de D-a). Méme si Uq) n'a pas d'ad-

joint 4 gauche, cette propriété est encore vraie:

PROPOSITION 3. Soit ¢ un foncteur d'une catégorie H' vers (‘f@ tel que
Ug o ¢ admette une limite projective P, alors ¢ admet une limite projec-

tive 0, qui est une Uqy-algébre sur P.
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DEMONSTRATION. Pour toute unité e de H', nous posons:
X€¢= Ug ° d(e)

et nous désignons par p, la projection canonique de P vers X¢; 1a P-

algébre ¢(e) sur X est présentée sous forme d'application de T e vers
o

@Xg, soit &,. Nous définissons 0, de .‘DP vers GP , de la maniére sui-

A . [\ . R _ . .

vante: Soit g € Lp; la famille (6,(p,. 8))een; est ¢ -compatible dans C;

il existe donc une fléche unique ¢ dans C, «crochet des 6,(p,.g)» tel-

le que:

Pe-&=0,(p,-g), pourtout e€H, ;
par définition, on pose G(g) = §. Il est facile de vérifier que & définit
une @-algébre sur P, limite inductive de ¢; la définition méme de & mon-

tre que les p_ définissent des morphismes de T -algebres, de @ vers g, .

En ce qui concerne les limites inductives dans @@ , nous indiquons
seulement qu'il faut des conditions supplémentaires pour qu'elles exis-
tent, lorsque C en est déja pourvue (par exemple: existence de certains
produits fibrés finis dans 9, commutation des limites inductives dans
C avec ces produits fibrés finis et une autre condition portant encore sur

les produits fibrés dans C). Nous ne traiterons pas de cette question ici.
E. T-ALGEBRES SUR DES OBJETS ATTACHES A LA CATEGORIE DE BASE.

Soit toujours C une catégorie et P une sur-catégorie de C. Con-
sidérons encore un foncteur F de C vers une catégorie >; on suppose
que F est injectif sur les objets; un objet de X s'appellera objet attaché
a C par F. Dans ce paragraphe, nous montrons qu'cn peut définir des T -
algébres sur les objets attachés 2 C et des morphismes entre eux (de deux
sortes en général) et nous étudions les principales propriétés des fonc-

teurs d'oubli correspondants.

Soit C un objet de X; désignons par Zg la classe des fléches
dans X, de source dans F( () et de but C; alors C opeére a droite sur

Zg de fagon évidente et ceci définit une C'B-algébre :<'g dans fﬂ@o sur
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I'objet a: Zg - G, (ar(g) est l'unique objet X de C tel que l'on
ait F(X)= a(g); ici intervient I'hypothése que F est injectif sur les
objets). L'application qui 2 C fait correspondre Kg se prolonge en un

foncteur F,B,F de > vers &C

REMARQUES. 1o Si F est pleinement fidéle, on peut écrire, 2 un isomor-
phisme fonctoriel prés: I_'ﬁ poF = F,B'
20 Le foncteur Fﬁ F est injectif, mais non plein, en général, méme

si F est plein.

DEFINITION. En reprenant les notations du paragraphe (C-a), une P-al-
gébre sur un objet C de Z est, par définition, une 7 g-structure au-dessus
de K'g = Fﬁ p(C), c'est-a-dire une action a droite de T sur Zg éten-

dant I'action naturelle a droite de €.

Quant aux morphismes, il y en a de deux sortes:

lo Ceux correspondant au produit fibré des foncteurs Tg et rﬁ’F et
appelés réels: Soit 6 une T -algebre sur C et 0’ une P-algebre sur C';
un morphisme réel de 6 vers O' est une fléche f de C vers C', dans X,
telle que I‘ﬁ’F(/) définisse un homomorphisme entre les algébres 0 et
0', regardées comme algébres du triple défini par la paire (T,B 108 ).

20 Ceux correspondant aux homomorphismes existant dans dc , mais
ne provenant pas de fléches de 3 par le foncteur r/.?,F3 ils seront dits

formels.

Notations: La catégorie des homomorphismes réels entre T -algébres sur
les objets de = est désignée par G{j, son foncteur d'oubli vers X est no-
té U%. La s_ous-catégorie pleine de GC engendrée par rﬁ’F(E) est dé-
signée par 2 ; la catégorie des homomorphismes (réels et formels) entre
T -algebres notée @cz est une catégorie au-dessus de >, l'oubli naturel
étant U% Nous identifions > et F,B p(Z), de sorte que UfE est un sous-
foncteur de UR

aq (fgf . @f . @Dﬁ
sf W@ s
C—EH 5 . 5 (fc
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La proposition suivante montre que le foncteur U_% est de méme
nature que le foncteur UQ; en particulier, dés que U% admet un adjoint

a gauche, c'est un foncteur algébrique (cf. paragraphe (D-a)).

PROPOSITION 1. Soit @F la catégorie somme fibrée de F et de l'inclu~
sion de C dans T alors @F peut étre regardée comme une sur-catégorie
de 3 et la catégorie des Dy -algébres au-dessus de 3 est canoniquement

isomorphe a la catégorie @% .

La démonstration, assez longue, utilise la description explicite de
$F comme quotient d'une catégorie libre; nous laissons ce soin au lecteur,
indiquant seulement que 1'isomorphisme entre &g)F et (‘f% ne fait interve-
nir que des classes d'équivalence de chemins de longueur 1 ou 2. Rien fai-
re attention aussi au fait que les propositions 2 et 3 de (C-a) ne sont

plus valables ici, mais seulement la proposition 2 de B.

Voici une autre proposition qui caractérise la catégorie Cf% lorsque

F admet un adjoint a droite.

PROPOSITION 2. Supposons que F ait un adjoint a droite G, alors la ca-

tégorie (‘f% est un produit fibré des foncteurs Ug et G.

DEMONSTRATION. Les algébres intervenant ici sont présentées comme
des actions a droite de @, ou de C, sur certaines classes. Considérons
un couple (Y, &) formé d'un objet Y de 2 et d'une T -algébre 6 sur G Y.
Au couple (Y, &) nous allons faire correspondre une action 0 de T sur
Zg étendant 1'action naturelle de C (a travers F); désignons par i et 7
les transformations naturelles de I vers GF et de FG vers I, respecti-

vement, faisant de’ G un adjoint a droitede F.

Z) et 7 —Z  _GFZ le--d»-- FZ

(Gl 12\ % g

FGY—>—Y
[

Soit gezc;, de source FZ, et soit d une fleche de T de source

Z, etbut Z; l'action & est définie par I'égalité suivante:
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g"éd'—‘ My-F((G(g).iz)%d).
Si de C, on doit vérifier que g’%d= g. F(d); or, dans ce cas, on a:
My -F((G(g).izg)hd)=ny.F(G(g).iz.d)=
=g.mpg Fliy).F(d)=g.F(d),

car Npy.F(iz)=1p,.
On doit vérifier aussi que, si d. d1 est défini dans T, alors
(g%d)%d; = g% (d.dp);
c'est une simple manipulation de transformations naturelles et I'hypothése
que O est une action qui entrainent cette derniére égalité.
Réciproquement, si ‘O est une action de T sur Z§ étendant |'ac-
tion naturelle de C, on peut faire correspondre 2 0 le couple (Y, 8), ot

O est une P-algébre sur GY définie par:

{ étant une fléche dans C, de Z vers G Y. La correspondance entre les
G et les (Y, 0) est évidemment une bijection; celle-ci s'étend d'une fagon
trés simple en un isomorphisme de &% sur le produit fibré ordinaire des
foncteurs G et UQ; grace & cet isomorphisme, le foncteur UE représente
une des projections du produit fibré; 1'autre projection 8, foncteur de @%

vers (‘f@ , est justement définie par la derniére égalité écrite.

Gp—LE a3

U@' U%
C T __—>

EXEMPLE. Soit H une catégorie et soit CA" 1a catégorie des transforma-
tions naturelles entre foncteurs de H' vers C; prenons pour F le foncteur
canonique A de € vers CH' il est injectif (et pleinement fidele si H  est
connexe). Si T est une sur-catégorie de C, on sait définir, par la méthode
précédente, les @-algébres sur les foncteurs vers €. On retrouve, comme
cas particulier, les T-algébres sur les objets de C, en considérant les

foncteurs constants; les morphismes réels entre T -algébres sur foncteurs
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correspondent A certaines transformations naturelles: il peut y avoir des
morphismes formels. Si C est & H' -limites projectives, le foncteur A ad-
met un adjoint A droite Lim, dés qu'on a choisi des limites projectives
précises pour les foncteurs de H' vers C, et une structure de P-algébre
sur un foncteur ¢ s'identifie canoniquement (d'aprés la proposition 2 de
E) 2 un couple (¢, 6 ), on O est une P-algébre sur Lim .

Signalons pour terminer qu'on peut de la méme fagon définir des T -
algébres sur les transformations naturelles entre foncteurs vers T, tou-

jours par le méme procédé.

Nous réserverons pour un autre article 1'étude plus compléte des
structures algébriques sur des objets attachés & une catégorie, et en par-
ticulier le cas des foncteurs, qui conduit & des problémes de complétion
de foncteurs. Citons simplement le résultat suivant, concernant la com-
plétion projective d'une catégorie C ayant un objet initial. _

Soit H' une catégorie; soit A le plongement de C dans @H', com-
posé de A et de d'inclusion» de CH" dans CH" | ce plongement a les pro-
priétés suivantes:

10 1l est injectif (et pleinement fidéle si H™ est connexe);

20 Si ¢ est un foncteur de H' vers €, l'action naturelle ;g de C
sur la classe @¢ des transformations naturelles de source dans A(G) et
de but ¢ est une limite projective de Ao ¢ dans GH., relative 2 C (i. e.
la propriété universelle de limite projective est vraie seulement vis-a-vis
des cénes formés de fléches & images dans A (C)).

30 Si Y admet P pour limite projective dans C, alors A(P) est une
limite projective de A o) dans CH’ (évidemment isomorphe a ;go\p); au-
trement dit, A préserve les limites projectives existant dans C.

40 S'il existe un foncteur | de C vers C' ayant les propriétés 1, 2,
3, en particulier si C' est 2 H' -limites projectives et si | est compati-
ble avec les limites projectives, il existe un foncteur K, défini & une équi-
valence naturelle prés, tel que K oA =7].

Le passage de Ca @_H représente donc la premiére étape de la
construction d'une complétion H -projective de C dans laquelle € se plon-

ge injectivement. (Il suffit d'itérer la construction précédente unmombre de
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fois» suffisant, par exemple |Hl fois, en désigant par [H[ 'ordinal régu-

lier suivant immédiatement 1'ordinal associé & H).

REMARQUE. Si C n'admet pas d'objet initial, il se peut que la clas-
se @qs soit vide pour certains foncteurs ¢ de H' vers C. Dans ce cas,
I'application canonique (G, Qs @45) n'est rien d'autre que (C,,0,0)
et la catégorie CH" prest pas la catégorie convenable pour la premiére éta-
pe de la construction d'une complétion projective. Il convient d'ajouter &

C (si c'est nécessaire) un objet initial.

BIBLIOGRAPHIE

1. C. EHRESMANN: a) Catégories structurées d'opérateurs, C.R.A.S. Paris,
t. 256 (1963) .
b) Expansion des systémes de structures dominés,
C.R.A.S. Paris, v. 262 (1966).

2. F.E.J. LINTON, Lecture Notes n° 80, Springer (1969):
a) Coequalizers in categories of algebras,
b) An outline of functorial semantics,

c) Applied functorial semantics.

3. L. COPPEY, Décompositions algébriques de structures en produits,
Esquisses Mathématiques ne 14, Paris (1971).

Département de Mathématiques, Tour 45,
Université Paris VII,

2 Place Jussieu,

PARIS 5

%0



