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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII,4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS

par Pierre MICHAUD

Introduction

L'essentiel de cet article est 1'exposé d'une méthode permettant d'étudier
les voisinages d'un sous-espace X d'un espace topologique Y lorsque X
et Y sont munis de diverses structures. Moyennant le théoréme de restric-
tion (1.2.2) et les propriétés des r-plbngements (2.3.2), il suffira en ef-
fet de montrer que certains faisceaux de germes d'homéomorphismes sont
fins par rapport 4 certains autres (1.2.1) pour avoir un voisinage de X
dans Y possédant une structure plus précise que celle qui est donnée
(2.3.6). C'est ce que nous faisons dans trois cas; en 3.1.3 on obtient un
voisinage feuilleté transversalement pour une sous-variété d'une variété
différentiable réelle, en 3.1.4 on obtient un voisinage tubulaire sous des
conditions de différentiabilité plus faibles que lorsque 1'on utilise 1'appli-
cation exponentielle; enfin en 3.2.1 on donne un exemple d'utilisation dans
le cas topologique.

Les résultats de cet article ont, pour l'essentiel, été annoncés dans

[o].

%69



) P. MICHAUD
Chapitre 1

FAISCEAUX PRINCIPAUX

Apres avoir fait quelques rappels sur les faisceaux principaux, on

démontre le théoréme de restriction.
1.1. Généralités sur les faisceaux principaux. (cf. [4]. Chapitre 1)

1.1.1. Soit G un groupe opérant & gauche sur un ensemble P. Nous disons
que G opeére principalement sur P si, pour tout couple de points p, p’ de
P, il existe un élément g de G et un seul tel que gp=p’. Si P est non
vide, pour que G opére principalement sur P, il faut et il suffit qu'il e
xiste p € P tel que l'application g— gp de G dans P soit un isomorphis-
me d'ensembles & opérateurs; cette propriété est alors vraie pour tout élé-
ment p de P.

Soit G un groupe opér-ant principalement sur deux ensembles P et
P' non vides; un homomorphisme d'ensembles & opérateurs de P dans P’
est toujours un isomorphisme; on dira que c'est un G-isomorphisme et on

étendra 1'expression au cas ot P et P’ sont vides tous les deux.

1,1.2. Soit X un espace topologique et soit § un faisceau de groupes :sur
X opérant & gauche sur un faisceau d'ensembles ? sur X; on dit que ?
est un faisceau G-principal si tout point de X posséde un voisinage ou-
vert U tel qu'il existe un isomorphisme QI U*?IU de faisceaux d'en-
sembles & opérateurs; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que pour
tout x € X la fibre @x

derniére soit non vide, ou encore il faut et il suffit que, pour tout ouvert U

opére principalement sur la fibre ?x et que cette

de X, Q(U) opére principalement sur PeU) et que tout point de X pos-
séde un voisinage U tel que P(U) soit non vide.

Si P et ?' sont deux faisceaux G-principaux sur X, on appelle
G-isomorphisme de P sur P tout isomorphisme de faisceaux d'ensembles
a opérateurs F:P -9 . Pour qu'un homomorphisme de faisceaux d'ensem-

bles F:P -9 soit un -isomorphisme, il faut et il suffit que, pour tout
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 3

ouvert U de X, F(U) soit un Q(U)-isomorphisme de P(U) sur Pvu),
ou encore que, pour tout x € X, F_ soit un Qx-isomorphisme de S)x sur
P .

x
1.1.3. Soient X un espace topologique et § un faisceau de groupes sur X.
Un cocycle sur X & valeurs dans § est un couple ((U;); v (gij)(i,j)el2)'
ot (U;); . est un recouvrement ouvert de X et g;; est un élément de

N

Q(Ui N U].), la famille des &;j étant astreinte a vérifier la condition:
V(ij,k)el], xeUn Uy N Uy g (%)=g;,(%)gj (%)
Si ((U);ep (gi]-)) et ((U'p), .+ (8};)) sont des cocycles sur X, a
valeurs dans Q , la relation :
Il existe un recouvrement ouvert (W ) ., de X, deux applications
G:M~I, 0':M-K et une famille de sections (b, ) . y» o0 b €
Q(Wm), tels que pour tout me€M on ait W CUy N U’y et que
pour tout couple (m, p) eM? et tout x € W N Wp on ait
’ —_ ~1 .
8 G'me'p(x)_bm(x) gﬁm@pbp(x)
est une relation d'équivalence.

Tout cocycle sur X a valeurs dans § étant équivalent 3 un cocy-
cle indexé par X, les classes d'équivalence des cocycles sur X a valeurs
dans § forment un ensemble que 1'on appelle premier ensemble de coho-
mologie de X & valeurs dans § et que 1'on note HI(X;Q);cet ensemble
n'est pas un groupe mais il posséde un élément distingué qui est la clas-
se du cocycle formé par la seule section neutre de & sur X.

Soit P un faisceau Q-principal; A toute famille de sections (pi)iel

de % dont les domaines de définition forment un recouvrement ouvert

(Ui)ie
la section de transition passant de pilUi N U]. a p].IUi N U]. (i.e. I'é-
lément de §( Uu; N U].) défini par la relation

Pi|Ui n szgij(Pj,Ui N U].) ;

1'élément de HI(X,'Q) défini par ce cocycle ne dépend que de la classe

I de X, on peut associer le cocycle ((Ui)iel’ (gij))’ ol gij est

de G-isomorphismes [?] de ?. En outre I'application qui, & une classe

de G-isomorphismes de faisceaux principaux, associe 1'élément de HI(XJQ)
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4 ' P. MICHAUD

obtenu comme ci-dessus, est une bijection et méme un isomorphisme d'en-
sembles a élément distingué, 1'élément distingué de HI(X;Q) étant la
classe [§] ([4] proposition 4.1 page 148).

1.1.4. Soient G, un sous-faisceat de groupes d'un faisceau de groupes
Q sur un espace topologique X et fPo un sous-faisceau d'un faisceau §-
principal 5’; on dit que ?o est une G, -restriction de ? (ou que ? est une
g-prolongation de ?o) si ?o est un faisceau Qo-principal pour la loi in-
duite. (La définition donnée en [9] 1.1 est inexacte).

Si on identifie ensembles de classes d'isomorphisme et premiers
ensembles de cohomologie et si fPo est une Qo-restriction de ? , alors la
classe [P] est I'image de la classe (%, ] par I'application

i* H (X;8,)-HI(X;§)

qui, A 1'élément de HI(X; G, ) défini par un cocycle sur X a valeurs dans
G, , associe 1'élément de HI(X;Q) défini par ce méme cocycle; ce der-
nier élément ne dépend en effet que de 1'image*du cocycle dans HI(x; S ).
Il en résulte que tout faisceau G,-principal admet une Q-prolongation;de
plus, un faisceau g‘principal ? admet une G, -restriction si et seulement
si sa classe [P] est dans I'image de i*; plus précisément, l'ensemble
des classes de Qo-isomorphisme des Qo-restrictions de P est égal a I'i-
mage réciproque de (7] par i*.

Notons enfir que, pour qu'un faisceau §-principal P posséde une
Go-restriction, il faut et il suffit qu'il existe une famille de sections de ?
dont les domaines de définition constituent un recouvrement ouvert de X

et dont les sections de transition soient a valeurs dans &, .
1.2. Un théoréme de restriction.

1.2.1. DEFINITIONS. Soit §, un sous-faisceau de groupes d'un faisceau
de groupes § sur un espace topologique X. On dira que G est fin relati-
vement & Gy si, pour tout point x € X, il existe un voisinage ouvert {1 de
x tel que, pour tout ouvert U inclus dans ), pour tout couple (A, B) de
sous-ensembles de U fermés dans U et disjoints, et pour toute section
s de § au-dessus de U, il existe une section s de G au-dessus de U

égale 2 s sur A, prenant ses valeurs dans §, sur B et telle que pour
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 5

tout y € U, la relation s(y) €8, implique ;(y)=s(y). Les ouverts )
possédant la propriété ci-dessus seront appelés domaines de finesse pour

G relativement & G, .

1.2.2. THEOREME . Soit G, un sous-faisceau de groupes d'un faisceau de
groupes § sur un espace topologique X. On suppose que:

a) X est paracompact et tout ouvert de X est un espace normal;

b) le faisceau § est fin relativement & G, .

Alors tout faisceau G-principal posséde une G,-restriction.
La démonstration repose sur deux lemmes:

1.2.3. LEMME . Soit X un espace topologique et soit (V;) ;. une famille
localement finie d'ouverts de X. Soit R I'ensemble des familles d'ouverts
(Ui)ieJ de X telles que ] soit un sous-ensemble de I, que, pour tout

i€, U, soit inclus dans V. et que les ensembles |J U, et |J V. soient
’ ! i€] ie] *

égaux. Sur R la relation (U;);ey S(U}) ;¢ pr définie par

eyt e Viel, U\(U upCuUiCy,’

jel'y
est une relation d'ordre pour laquelle R est inductif.
DEMONSTRATION ., La relation € est évidemment réflexive et antisymé-
trique; pour établir que R est une relation d'ordre, seule la transitivité
pose un probléme. Supposons que:
(Ui)iel< (U'j)je./'< (U';c)kef"'.

alors :
(M Yiel, UN\(U UCUCU,
jeINg
@ Y€l U\(U UpCUCUL
keJ™J'

Pour /€] on a donc U";C U',CU;; prenons l'intersection de (1) avec
X\( U U,';) et utilisons (2) avec j=1i. Il vient
kejnvr
UN[c U uprucu up)lcun;
jeIN kejmy’

or d'aprés (2)
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6 P. MICHAUD

( U U’].) Uc U U")c U U% (et méme égalité),

jel'y keJ™J' ke]"y
d'od l'on conclut U, \( U U" )C U%, ce qui montre que < est une re
lation d'ordre. Montrons que fR est inductif pour cette relation et pour cela
soit A un ensemble totalement ordonné d'éléments de R. Pour tout ae A
écrivons a=(U});.; et posons J= | ] ; par ailleurs pour ie] po-

a a€d

sons U;= gi Ul. Nous allons montrer que la famille (Ui)ie] est dans

a

R et majore A. Pour cela nous allons choisit pour tout x € | V]- un voi-
je

sinage ouvert V  qui ne rencontre qu'un nombre fini de V. Désignons par
le yeers V]. ceux parmi ces derniers tels que i€ ] et choisissons B(x)¢€
P
A tel que {71"" }C],B(x) 3i a2 ,B(x), on a pour tout ’efﬁ(x)
UPEINL U uelc UG uft;
jelN, Lol
,3()
mais V  ne rencontre aucun des Vj pour jE]a\ ],B(x)’ donc a fortiori

aucun des U.a pour les mémes j. D'oi les relations:

LN Uﬁ(x)— 1% Uﬁ(x)\\f Ulc uFn v,C Uiﬁ(x) nv,.

j J
Fel)gx)

x |

Soit Ufﬂ V,= Uiﬁ(x) NV, et, comme la famille (U%) e 4 est décroissan-
te, on aboutit au résultat que, pour tout a2 /S(x) et tout iE],B(x)’ on a
a —
uvrnv, =u, Ny,
Si x€ Ui ,onaie€ ],B(x) et le résultat ci-dessus montre, U'?(") étant ou-

vert, que U; est ouvert. Par ailleurs on a: .U]U. - UJVi ; vérifions 1'in-
i€ i€

clusion opposée: Soit x €V, pour i€]; on a ie],B(x)’ or

U v,=u Uf¥,
ielgx) ! ]EJ,B(x)
par conséquent il existe ]ejﬂ(x) tel que x € U}.B(x) , d'odr

xEU]:B(x)ﬂ V,=U;nY,

Nous avons finalement montré que la famille (U, )l j est dans R. Reste

a montrer que (U;); ; majore un a quelconque de A. Soit donc, pour un
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 7

tel a,i€] etsoit x€ Uf'\( . U U.); il nous faut montrer que x €U, ,

jeN,
les autres conditions étant évidentes. Soit K I'ensemble des ]'6]\]‘,L
tels que V]. rencontre V,-Ona

a -
xeV, N UAN [ U gl=v,n uN [ y vl
jelJ jek
Soit B =Sup (a,B(x)); on a, en vertu des relations B> a et i€]
v, nUN L U vflcv, nuf;

jelgl,

de plus {
v,nUNLuUvulcy,nugND U U](3] (et méme égalité),
jekK ]’611[;\]“-

puisque, si, pour ]'6],6\ Tas U].'B rencontre V, () U% on a jeK, et que,
par ailleurs, puisqu'alors je],B(x)’ on a U}.Bﬂ V.= U}. NV, donc aussi
Vx\ U}.B= v, \ U].. Finalement

eV, nUNL U glecy, nuNL v vflcy, nuf=v,ny,
jekK jel g\,

ce qui achéve la démonstration du lemme 1.2.3.

1.2.4. LEMME . Sous les hypothéses du théoréme 1.2.2 , soit ¥ un fais-
ceau Q-principal, soit (U;); g une famille localement finie d'ouverts de
X telle que chaque U, soit inclus dans un domaine de finesse pour G re-
lativement a Qo et, pour tout i € K, soit p; 6?( Ui)’ les sections de tran-
sition de la famille (p;) étant a valeurs dans G, . Alors si V est un ou-
vert de X tel que ?(V) soit non vide, il existe une famille (Wi)ieK
d'ouverts de X et une section p de P au-dessus de V telles que pour
tout i€ K on ait les inclusions Ui\ VCW,CU; et que les sections de

transition de la famille constituée de p et des pilwi soient a valeurs

dans G, .

DEMONSTRATION . Sur I'ensemble (non vide) & des couples (g, (Wi)ie])’
ot ] est une partie de K, ou, pour tout i€ ], W, est un ouvert de X tel
que Ui\ Vc WiC Ui et o g est une section de P sur V telle que pour

tout i€ ] la section de transition passant de Piiwi 4 g soit a valeurs

375



8 P. MICHAUD

dans ©,, considérons la relation d'ordre: (g, (W)ieg) < (@' (W) i)
définie par

“Ic]J', pour tout i€], Wi:W'i et sur V\ [ U Ui] les sections ¢ et
jelnj )

g’ sont égales.”

Pour cette relation 1'ensemble de ces couples est inductif. En effet, soit
A un ensemble totalement ordonné de tels couples et pour a € A écrivons

_ a — —_wa . Py
a=(q, (WQ )iefa)‘ Posons ]-—a.EJA]a et W,=W= pour i €],C ] (définir
tion indépendante du @ ); nous allons définir ¢ de fagon que le couple
(q,(Wi)iej) majore A.

Pour chaque x €V soit V, un voisinage ouvert inclus dans V et

‘p

lv,. si

ne rencontrant qu'un nombre fini de U; pour i€ ], a savoir Uil. s U,
et soit a(x) €A tel que {’I""' i }C]a(x) - Posons ¢,

v, nVy#(Z), on a qlexﬂVquy'Vanyi

= qa(x)

en effet, si par exemple a(y)> a(x), Qa(x) ©t. 9afy) coincident sur

VWN\[.[ U U.et vV, N Vy ne rencontre aucun des U] si jEJa(y)\ ]ar(x) .

IelaryMarn) |

On peut ‘donc définir g par ql V, =4, - Soit maintenant a €A et soit x€

v\ [ 'U U]J . Posons S =sup(a(x),a); comme 95 €t dqp,) sont
]6]\[1
égales sur v\ [ U .U;]et, comme V, ne rencontre pas U]. pour j€
Felg\ogz) :
],3\ ]a(x)' il s'ensuit que q(x):qa({)(x): qﬁ(x); par ailleurs x est é
lément de V\ [ U U].] , donc qa(x):qﬁ(x) et finalement

i€\
]E,{Bja q(x):qa(x).

Donc il existe un cquple maximal (q’(wi)iej) dans g,; montrons
que pour ce couple J=K, ce qui démontrera le lemme. Raisonnons par
1'absurde :' soit 7 < K\]. Dans 1'espace normal Un U V considérons les
deux fermés disjoints Un\ Vet V\ U,; ils possédent des voisinages
fermés disjoints, N; et N, respectivement. Soit geg(Un N V) défini
par q| U NV=glp, | Un N V). Comme U NV estinclus dans un domai-
ne de finesse pour § relativement a G, il existe EEQ(U,, N V) qui

prend ses valeurs dans §, sur Ny NV, qui est égale & g sur N, N U,
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 9

et telle que, si g(x)€G, , alors E(x)Zg(x). Posons
g =g(p,|U, NV

alors ql;\)/2 et q' coincident sur 1:12 N Un et définissent donc une sec-
tion p de 9 sur V. Enfin, sil'on pose Wn‘—‘;l]. le couple (p’(Wi)iefu{n})
est dans {5; en particulier si 7€ ] la section de transition passant de
b; I W. a p est dans G, , puisque la section de transition passant de ?; l LA
3 g est elleméme dans G, , que si g(x)e§, alors g(x)=g(x) et
que le cocycle défini par les p]. est 4 valeurs dans &, : on a majoré le

couple maximal , ce qui est contradictoire.

1.2.5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.2 . Soit # un faisceau §-
principal et soit (Vi)ieI un recouvrement localement fini de X par des
ouverts de finesse pour Q relativement 3 Qo tels que, pour tout i €l,
fP(Vi) ne soit pas vide. Considérons |'ensemble’ ‘(RI des couples ((U;); . ;»
(b);cy)» ot (U;); ; appartient & l'ensemble R du lemme 1.2.3, relatif
au recouvrement (V).
famille (pi)iel ayant ses sections de transition dans &, . La relation

((U) iy (0;);e7)<<((UY);cin(b});eye)

| ci~dessus et oll, pour tout €[, p; E?(Ui), la

définie sur ((R] par

«

(U;);egS$(U%); .y (ot £ est la relation du lemme 1.2.3) et pour tout
ie],p, U, =p7

est une relation d'ordre pour laquelle 5{1 est inductif; cela découle immé-
- diatement du lemme 1.2.3.

Soit donc ((W,); g:+(p;);.g) un élément maximal de ‘(Rl et sup-
posons K#I. Soit [ € I\ K; alors, appliquant le lemme 1.2.4 avec V=V,
on trouve un élément '(((Wi)iefK, Vl ), ((pi|Wi)ieK’pl )) qui est dans
fRI et qui majore strictement 1'élément maximal. Donc K =1 et le théoréme
en découle, puisqu'on a obtenu une famille de sections de ? dont les do-
maines de définition forment un recouvrement ouvert de X et qui définit

un cocycle a valeurs dans G, .

1.2.6. REMARQUE . La fin de la démonstration du lemme 1.2.4 montre que

IS
ce théoréme reste valide si, dans la définition 1.2.1 , on ne considére pas
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10 P. MICHAUD

des parties A, B fermées dans U mais ouvertes; elle montre aussi que

dans cette méme définition la relation

VY xeU, s(x)egoé s(x)=s(x)

peut &tre affaiblie en
VxeU, s(x)eGo=> 5(x)eG,

sans nuire non plus A la validité du théoréme.
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 11
Chapitre 1l

I"- PLONGEMENTS

Le but de ce chapitre est de démontrer 1'énoncé 2.3.6 qui est 1'ou-
til essentiel du chapitre 3. En 2.1 et 2.2 on présente les notions interve-
venant dans cet énoncé, en 2.3.2 on démontre une proposition inspirée de

(7] p- 296 dont 2.3.6 sera un corollaire.
2.1. Plongements admissibles.

2.1.1. DEFINITION. On appellera plongement toute injection p d'un es-
pace topologique M dans un autre N telle que p soit un homéomorphisme
de M sur p(M). Si en outre la condition suivante est réalisée:
Pour tout faisceau d'ensembles F sur N, toute section s de F au-
dessus de l'image par p d'un ouvert A de M se prolonge & un vois-
sinage de p(A ) dans N,
on dira que le plongement p est admissible.
(Cette définition differe de celle qui est donnée en [9] 2.1., cette der
niére ne suffit pas en effet pour montrer que Pj]" -voir 2.2- est un fais-

ceau).

2.1.2. PROPOSITION. Soit p:M—=N un plongement. Si I'une au moins des
conditions suivantes est vérifiée:
(1) Tout ouvert de N est paracompact,
(2) Tout ouvert de M est paracompact et il existe une rétraction
m:W-=p(M), oa W est un voisinage de p(M) dans N,

alors p est un plongement admissible.

DEMONSTRATION : L'assertion relative a la condition (1) découle de [6]
I1.3.3.1. Supposons la condition (2) vérifiée et donnons-nous un faisceau
d'ensembles F sur N, un ouvert A de M et une section s de F au-des-
sus de U=p(A). On peut recouvrir U par une famille (W,); e d'ouverts
de N inclus dans W et trouver des sections s; 63:(Wi) telles que s;=s

dans U;=U ] W.. On peut supposer en outre que le recouvrement de U
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12 P. MICHAUD

par les U, est localement fini. Soit (U%;) ;. une famille d'ouverts de U,
recouvrant U, telle que pour tout 7 1'adhérence E'i de U} dans U soit

xelU!

incluse dans U;. Pour x€U posons Vix)= N U\ }Ju'v'] Alors, si
x .

]
V(x) N V(y)#9, il existe i€l tel que x et y soient dans U, ; il suf-
fit en effer de considérer un 7 tel que x € U’; puisqu'alors, V(y) T]'i
n'étant pas vide, y est dans U’,. Maintenant, pour toute partie finie K de

I on peut trouver un voisinage ouvert Wy de . nKUk dans N ol les s,
€
telles que k € K soient définis et coincident. Posons, pour x € U,
K(x)={iellxeU;} ec W =m71(V(x)) N Wy, )i

soit enfin O, la section de ¥ sur W, égale a la valeur commune des s,
pour k€ K(x). Alors o, et O'y coincident sur, W Wy, puisque, si cet
ensemble est non vide, K(x) | K(y)+#¢ et il suffit de considérer la sec-

tion o de F sur y EJUW" égalea o, sur W .

2.2. Le faisceau Pi]" .

2.2.1. Soit B un espace topologique. Un pseudogroupe d'automorphismes
locaux de B est un ensemble " d'homéomorphismes ayant pour source et
pour but des ouverts de B, tel que les axiomes suivants soient vérifiés:
a)Si (f:U-V)el' et (g:W-X)el', alors I'homéomorphisme
x-g(f(x)) de fI(W) dans g(W( V) -que l'on note gf- est
dans I'.
b) Si fel, alors f1el
¢) L'application identique de B est dans I .
d) Si U est un ouvert de B, égal a la réunion d'une famille d'ou-
verts (U;); ;> si f:U~V est un homéomorphisme de U sur un ou-
vert de B tel que pour tout i 1'homéomorphisme de U; sur f(U,)
induit par [ soit dans [, alors f est dans [ .
e)Si (f:U-V)el et si U' est un ouvert inclus dans U, I'homéo-
morphisme de U’ sur f(U’) induit par { est dans [".
Dans toute la suite de ce paragraphe 2.2, B est un espace topologique
fixé et ' un pseudogroupe d'automorphismes locaux de B.

Une (B,[")-structure sur un espace topologique E est la donnée
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 13

d'un atlas U sur E, a valeurs dans B et compatible avec I, i.e. d'un en-
semble d'homéomorphismes d'ouverts de E, recouvrant E, sur des ouverts
de B (appelés cartes) tels que, si f, g€ U, alors g/’lel“. Deux tels at-
las U et U' définissent la méme (B, [ )-structure si U |J U' est un atlas
compatible avec I" (cf. [7] ch.l, §1 et ch.Il, §3, exemple 1. Nous avons

ajouté 1'axiome c) pour ne pas avoir i introduire le faisceau Pr).

2.2.2. Soient Y et Y’ deux espaces topologiques munis de ( B, I )-struc-
tures s et s’ respectivement. Un (s, s')-homéomorphisme local est un
homéomorphisme local F d'un ouvert W de Y a valeurs dans Y’ tel que
pour tout y € W il existe une carte ¢ de s définie sur un voisinage U de
y dans W et une carte ¢' de s" définie sur F(U) telles que ¢ Fl
soit dans [.

Si, A tout ouvert W de Y, on associe l'ensemble des (s, s’)-homéomor-
phismes locaux de W dans Y'/on définit un préfaisceau d'ensembles sur Y’,
car l'axiome e) de 2.2.1 nous assure que la restriction & un ouvert d'un
(s, s')-homéomorphisme local est encore un (s, s’)-homéomorphisme local,
et ce préfaisceau est un faisceau en vertu de l'axiome d). '

Soit maintenant X un espace topologique et j (resp. j’) un plon-
gement (2.1.1) de X dans Y (resp. Y'). On définit un sous-faisceau du
faisceau précédent en imposant aux (s, s’)-homéomorphismes locaux F la
condition F(j(x))=j'(x) chaque fois que F est défini sur j(x). On dé-
signera par H].]., ce sous-faisceau. .

Enfin, on désignera par P].]., le préfaisceau sur X qui associe 3
I'ouvert U I'ensemble des germes - selon le filtre des voisinages de j(U)
dans Y- des éléments des H].].,(W) qui sont des homéomorphismes, W
parcourant l'ensemble des voisinages ouverts de j(U) dans Y.

Si pour un ouvert U de X on représente f€ Pi]"(U) par FeH].].,(W),
on définit une section de H].].. sur j(U) en associant & x€j(U) le germe
de F en x et cette section ne dépend que de f; de plus, 1'application

P].].,( U)«Ho(j( U), H].].,) ainsi obtenue est injective.

2.2.3. PROPOSITION. Soient j:X-Y et j':X-Y' deux plongements

d'un espace topologique dans deux autres. On suppose Y et Y' munis
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14 P. MICHAUD

respectivement des (B, " )-structures s et s'.

Si les plongements j et j' sont admissibles (2.1.1), alors, pour tout ou-
vert U de X et toute section fEHO(j(U), HJZI.,), il existe un voisinage
ouvert W de j(U) dans Y et un élément F € H].]..(W) qui est un homéo-
morphisme de W sur F(W) et tel que pour x €U le germe F].(x) de F
en j(x) soit égal a f(x).

DEMONSTRATION . Puisque j est admissible, il existe un voisinage ou-
vere W de j(U) dans Y et FGH (W) el que F(x) f(x) pour x€U.
Or F étale W dans Y et joi' " |i'(U) est une section de cet espace
étalé; comme j' est admissible, cette section se prolonge 2 un voisinage
de j'(U) dans Y’ en un homéomorphisme dont 1'homéomorphisme réci-

proque répond A la question.

COROLLAIRE . Si les plongements j et j' sont admissibles, alors P..,

est un faisceau et il existe un isomorphisme naturel P].].,:f‘l(H].].,).

En effet, pour U ouvert de X, la proposition 2.2.3 nous assure que l'ap-
plication de P .(U) dans Ho(y(U) H .) est surjective et on a vu qu'
elle était m]ectxve d'autre part, on sait que les ensembles HO(](U) H v)

P H].].,)( U) sont en bijection canonique.

REMARQUE . Dans tous les cas le préfaisceau ij' est canoniquement
isomorphe au préfaisceau P]. s
2.2.4. Soient j:X-Y, j':X-Y', j":X~-Y" trois plongements admissi-
bles d'un méme espace dans trois espaces munis de (B, [ )-structures

s, s' et s". On définit un homomorphisme de faisceaux
0..o.0:P .., XP,, -P..
ittt "

en associant a (7,7 )eP” "X P].,].,,x le germe composé y'YyeP.

comme on le voit d'aprés le numéro précédent.

ji"=?

Si p™:X -+ Y™ est un quatriéme plongement admissible, o Y™ est
q g

est muni d'une ( B, [ )-structure, la commutativité du diagramme

P..,xP,,,xP,,,,, Off'i"x_.l P..uXP.pm
17 ji 777
l IXO 'n m O“"m O]]”]'"
P, 'XP]']” .-._LL—-» P]],,,,
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et la remarque que, pour tout x € X, P].]- , €St un groupe opérant principa-
’

lement sur P nous assurent d'abord que le faisceau P]-]- muni de la

jj'=
loi Ojjj est un faisceau de groupes qu'on notera 'G]., et ensuite que, si

aucune des fibres de P].].. n'est vide, la loi 0].].].. fait de ce faisceau un

faisceau G].'principal et la loi Ojj j» un faisceau Gj ~principal.

2.2.5. Soit maintenant 'y un sous-pseudogroupe d'automorphismes locaux
de T' (i-e. un sous-ensemble de [’ qui est un pseudogroupe d'automor-
phismes locaux). Si des espaces topologiques Y et Y’ sont munis des
(B, T, )-structures s et s’ définies par les atlas U et U', alors ces mé-
mes atlas définissent des (B, )-structures s et S:_' qui ne dépendent
que des structures s et s' données; par conséquent, si j:X~Y et j':
X-Y' sont deux plongements admissibles, on obtiendra deux faisceaux
ij' distincts suivant que l'on considere les (B, [ )-structures ou les
(B, T, )-structures. Nous les noterons P]-].. (ri, P]-].. [[",] etle second
est un sous-faisceau du premier; plus précisément, si les fibres du fais~
ceau ij' [[",] sont non vides, ce faisceau est une Gj [T, ]-restriction

du faisceau G]. [I" ]-principal P]-]-. (ril.
2.3. ["-plongenients.

Dans le paragraphe 2.3, X désigne un espace topologique, p: X~ B
un plongement admissible de X dans un espace topologique B et ' un
pseudogroupe d'automorphismes locaux de B tel que, pour tout (F:W-W’)
el’ ettout yep(X)N W, F(y)=y. L'espace B sera muni de sa(B,[")-
structure canonique O, a4 savoir celle qui est définie par 1'atlas consti-
tué de la seule carte Ip; un (0, 0)-homéomorphisme n'est autre alors

qu'un élément de I" en vertu de l'axiome d) de 2.2.1.

2.3.1. DEFINITIONS: On appelle ['-plongement de X tout triplet (7, Y,
s), ott j est un plongement de X dans un espace topologique Y muni
d'une (B, [")-structure s telle que pour toute carte ¢:U-B de cette
structure on ait la relation @¢(j(x))=p(x) chaque fois que j(x)eU.
On dira qu'un tel [-plongement (7, Y, s) est admissible si le plongement
j est admissible. (Etant données les propriétés de [, cette définition

des [-plongements est équivalente a celle de [7] ch.IV, §2).
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16 P. MICHAUD

Si (j,Y,s) est un [-plongement, aucune des fibres du préfais-
ceau P].p n'est vide; si en outre ce [-plongement est admissible, P].p
est donc un faisceau Gp-principal. _

Soient (j,Y,s) et (j',Y',s') deux [-plongements admissibles
de X. Si le faisceau P].].. posséde une section globale, alors les fais-

ceaux P et‘P]..p sont Gp*isomorphes. La relation <‘P']-]-. posséde une

section ;Fl’obale» étant une équivalence sur les [-plongements admissi-
bles (la ['-équivalence), on en déduit une application qui associe a une
' classe de ["-équivalence de [-plongement admissible de X un élément
de HI(JX,‘GP)- De plus, si X et B sont localement compacts et a base
dénombrable d'ouverts et si on ne considére que des plongements 3 va-
leurs dans les espaces séparés (on montre alors qu'ils sont nécessaire-
ment admissibles), cette application est bijective en vertu du théoréme
1, page 296 de [7] et de son corollaire. Dans la proposition suivante

on démontre cette méme bijectivité sous des hypothéses différentes.

2.3.2. PROPOSITION Sous les conditions du début de ce paragraphe:

(i) L'application qui associe a la classe de I'-équivalence d'un I
plongement admissible (j,Y,s) de X ['élément de HI(X; Gp) défini
par.le faisceau Pjp est injective.

(ii) S'il existe une rétraction 7 de B sur p(X) telle que, pour tout
homéomorphisme F:W-W' de I' et tout yeW, m(F(y))=m(y) (ce
que nous exprimerons en disant que T est compatible avec 1) et si en
outre tout ouvert de X est paracompact, alors l'application considérée au

(i) est aussi surjective.

DEMONSTRATION . (i) Soient (7,Y,s) et (j',Y',s') deux [-plonge-
ments admissibles de X tels que les images dans HI(X, Gp) de PiP
et P]..p soient identiques. Il est donc possible de trouver un recouvre-
ment ouvert (U;); , de X, des familles de sections (f;); 1> (f';); .
(h)ier de Py

f;» I'; et b, soient définies sur U; et que les cocycles sur X 2 valeur

, P].,p et G]. respectivement telles que, pour tout 7€/,

dans Gp définis par les relations’

[i(x)=g(x)fi (%) et f,(x)=g,, (x)f", (x), pour xe U; N U,
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 17

vérifient les relations g'ik(x)-—-b;I(x)gik(x)bk(x) pour les mémes x.
Soit I; la section de ij' sur U; définie par li(x)=f§—1(x)bi(x)/i(x):
alors I; et I, coincident sur U; | Uy, donc ij. posséde une section
globale.

(ii) Soit ((U.). E1,(g”)) un cocycle sur X 3 va-

i’i
n
leur dans Gp et posons Ui] = n .k On peut supposer que le re-

couvrement est localement fini. Par définition du faisceau GP (2.2.4 et
2.2.2), on peut associer & chaque g;; un voisinage ouvert de p(Ul.].)
dans B et un homéomorph'isme Gijer' défini sur ce voisinage, dont le
germe en y=p(x)6p(Ui].) soit gi]-(x)- On peut supposer que G,,=1Ip
et G].i :Gi;l .

2.3.3. LEMME . Soit X un espace topologique ou tout ouvert est normal
et (U;);¢ un recouvrement ouvert localement fini de X. On pose, pour

Kcl, UKz_ﬂKU. et, pour x€X, K(x)=.{j61|x€Uj}. Alors on peut

i
ie
associer & tout x € X un voisinage ouvert V(x) de facon que:

(i) ¥ xeX, V(x)C Uy, '
(ii)¥ x,yeX, (V(x) NV(y) $0)=>(K(x)C K(y) ou K(y)CK(x)).
Pour tout couple de parties finies et non vides K, L de I choisissons
des voisinages ouverts disjoints Uf p et UI%,L pour les fermés disjoints
U \UK et UK\UL respectivement dans l'espace normal U, |J U,
Par ailleurs, pour chaque x € X, soit V;(x) un voisinage ouvert de x ne
rencontrant qu'un nombre fini de U;, et soit

K'(x)={jel|V,(x)n U490 et x¢U;}.
Enfin, si K'(x) n'est pas vide, posons

*
V(x):VI(x)nUK(x)n( N UK,K')"
2

¢#K'CK'(x)
¢ #+KC K(x)

cet ensemble est un voisinage de x, puisque pour les couples K, K’ con-

sidérés on a xEUK\UK,C UK K> si K'(x) est v1de, on pose
Vix)=V,(x)N UK(x)‘

Maintenant supposons que V(x) et V(y) se rencontrent; alors
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18 P. MICHAUD

V(x) rencontre UK( ) donc K(y)\K(x)C K'(x); par conséquent si
on avait a la fois K(y)\K(x)#¢ et K(x)\K(y)#¢, on aurait

VI(x)CURx)\K(y), K(y)\K(x)

et symétriquement

V) CURy)NK(x), K(x)\K(y)"
ce qui est impossible, car on a li 1l'inclusion de V(x)dans deux ensem-

bles disjoints. Donc K(x)C K(y) ou K(y)CK(x).

" Continuons la démonstration de 2.3.2 (ii).
A
A) Choix des voisinages W;. Soit x € X; nous allons montrer qu'on peut

associer & tout i € K(x) un voisinage ouvert W; de p(x) dans B de ma-
niére que les conditions suivantes soient réalisées:
.. JUT i i wi .
(1) pour tous i,j €K(x), Gji est défini sur Wx et Gji( Wx)—WQ,

(2) pour tous 7,j,k€K(x) le diagramme suivant commute

o
W

(3) pour tout i€ K(x), W(Wi)c p(V(x)), ou 7 est la rétraction
donnée dans 1'énoncé 2.3.2 et ot V(x) est fourni par le lemme 2.3.3.
Remarquons d'abord que, si on trouve des Wi tels que (1) et (2) soient
réalisés, il suffit de remplacer Wi par Wi N7 lp(vix))) pour que
(3) soit vérifié et que (1) et (2) restent vérifiés; en effet, on aura (en
posant A=7T"1(p(V(x)))) Gi].(Wi nac WL N A en vertu des rela-
tions W(Gij(y))—ﬂ(y) exprimant la compatibilité de 7 et [', et de
méme G (W’ nAac W] N A; donc GUG”(WL ﬂA)CG (W' N4), soit
fmalement, puisque G ;=G 1 , G, (W] na= W‘ nAa.
Maintenant, si on pose K(x)— { igseeeriy }, les relations G _G—l
G = IB nous assurent que, si on trouve des Wl tels que (1) soit véri-
f1e pour les couples (7,,i;) avec 1<c<d<n et que (2) le soit pour
les triplets (i ,i;,i,) avec 1Sc<d<e<n, alors ces mémes relations
seront vérifiées pour tous les couples et triplets respectivement d'élé-

ments de K(x). Considérons alors 1'égalité
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FAISCEAUX PRINCIPAUX ET PLONGEMENTS 19

l i (x)gl i (x)'“gi i (x)=gi i (x)

qui découle des propnétes de cocycle des & elle signifie que sur un

voisinage ouvert W_ ' de p(x) les homéomorphismes G; , G, , ...G, .
‘1'2 '2'3 n=1'n
et Gili sont définis et égaux. Posons, par récurrence
n . .
13 13
i (W k+1 )=W k
Ee+1 % %
puis considérons un couple (¢, d) d'entiers avec 1<c<d<n; on peut

pour k=1,...,n

rapetisser W/ 'd de maniére que les homéomorphismes G, ; -G

ieler1 id-1%d

et G, . (qu1 définissent le méme germe en p(x)) soient def1ms et é-
ctd

gaux sur Wx et on peut rapetisser en conséquence tous les W de ma-

niére que les relations G; (Wk“):Wk soient conservées; on a
Krv1 % "
alors
() G G lwid:c; |Wid et G (wid)—wic
* icic+l“. ig_yiq % icid x icid x 77 Tx °

Faisons cette operation pour tous les couples ¢<d de K(x); on remar-

que *que la relation (x) relative a un tel couple reste vérifiée aprés les
i

rétrécissements des ka effectués pour un couple considéré ultérieure-

i
ment. A la fin, les ka obtenus répondent & la question.

B) Construction de l'espace Q. Posons .= U Wi e Q.= U W‘
d xel, x ) er

alors Qij est un sous-espace de Qi et la relation (1) du § A c1-dessus
nous assure que Gii est défini sur Qij et Gji(Qij):jS; remarquons en
outre que d'aprés (3) du $ A et (i) du lemme, on a
Qi Np(U)=p(U,).

Pour que l'on puisse recoller les espaces topologiques Qi le long des
Qij au moyen des G ( [1] , ch.I, §2, n®°5), il suffit donc de vérifier
que, si tGQi]. N ka’ alors Gji(t)EQ].k et Gki(t)=ij(§].L.(t)); or,
si tEQij N Q.ik’ par définition il existe y € Uij tel que t€ W;, et z€U,,
tel que teW‘z; donc en vertu de la relation (3) du § A ci-dessus on a
m(t)ep(V(y)) Np(V(z)), dod V(y) N V(z)#P et en conséquence
(2.3.3 (ii)) on a

K(y)CK(z) ou K(z)CK(y).
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Soit par exemple K(y)CK(z); or {i,jtCK(y) et {i,k}CK(z),
donc {i,j. k}YCK(z); on en déduit (§ A, condition ( 2) appliquée au
triplet (k,7,1))
G (1) €G(We)=WiC Qu et Gp(1)=G (G (1))
Soit {) 1'espace obtenu par recollement des Qi et soient PO;: Qi-'fl les
injections canoniques; comme Qii est ouvert dans Qi’ p; est un homéo-
morphisme de Qi sur pi(Qi) qui est lui-méme ouvert dans {1 ([1]loc.
cit. proposition 9); de plus la famille des ,0:1 constitue un atlas sur {1
4 valeurs dans B et cet atlas est compatible avec r (2.2.1); en effet,
d'une part, lorsque l'on a construit {2, les points de Qij sont les seuls
points - de Qi qui ont été identifiés 4 des points de Q]., par conséquent
l'intersection des domaines pi(Qi) et p].(Q].) des cartes p;l et ,0;-'1
est exactement égale a ,Oi(Qi].)=,oi(IjSi; d'autre part,]'homéomorphis-
-1~

me de changement de carte (p].-l)(pi n'est autre que G‘ilQij qui

est un élément de ['; nous avons donc une (B, )-structure s sur
Enfin, p(X) étant stable par Gij’ dans l'identification de jS et Qij’
les points de p(Ui].) sont identifiés avec eux-mémes, autrement dit p; et
p; sont égales sur p( Ui].); par ailleurs
(8, . .))=p. (2. (0, . .
p;(32) ﬂp](P(U])) p; (34N ,0]( ]) n P](P(U]))
=p.(Q., . { .
,O]( ”) n P; (P(U]))

=0 (p(U;)):

donc, en vertu de la remarque qui précéde, on a
AN (p(U))=4 (p(U;)).
Si I'on pose X ;= 5} p].(p(U]. )), il vient alors
pi(Qi) nx;= ]U pi(p(uij)):pi(P(Ui))’

ce qui montre que 0;(p(U;)) est ouvert dans X, puisque ,Oi(Q,-) est
ouvert dans (1. Donc les p; induisent un homéomorphisme local o de
p(X) sur X;; en fait, O est un homéomorphisme car il est injectif: si
p(t)=p(t"), cela signifie que tep(U;), t'Ep(Ui) et pi(t)=,0].(t'),

donc ce dernier point est dans
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P ()N P (Q)=p (o )=0,(),
d'od tep(U;)N Qiizp(Uij) et il en est de méme pour t'; finalement
par injectivité de o, et P; qui sont égales sur p(Ui].), t=t'. Posons
enfin U =p,p; le triplet (,Q,s) est un [-plongement en vertu des
relations ,0;1(/./. (x))=p(x) pour x€U,; c'est un I-plongement admis
sible, car les rétractions des Qi sur les p(Ui) sont compatibles avec les
Gji et définissent ainsi une rétraction M :Q-'Xl (2.1.2 (2)). Enfih, ce
[™plongement admissible a pour image daas HI(X; Gp) la classe du co-

cycle donné au départ en vertu des relations p;z p;= Gi]'

2.3.4. DEFINITION: Soit (7, Y,s) un [-plongement de X et soit [’y un
sous-pseudogroupe d'automorphismes locaux de ['. Une ['y-restriction du
[™plongement (7, Y,s) est un [,-plongement (j,W,s,), ot W estun:
voisinage de j(X) dans Y muni de la (B,[, )-structure s, de fagon
que la’ (B, I )}structure ;o définie par s, sur W soit identique & celle
qui y est induite par s.

Une telle ['y-restriction est donc donnée par une famille de cartes
de s formant un atlas compatible avec [, sur un voisinage de j(X)
dans Y. Si j est admissible et si une telle ["y-restriction existe, alors
P]-p [[,] est une Gp [I", ]-restriction du faisceau Gp [T"]-principal
P]-p [T et on définit 1a une injection de l'ensemble des classes de [',-
équivalence des [,-restrictions de (7,Y,s) dans l'ensemble des clas-
ses de Gp [ro]-isomorphisme des Gp [T, ]-restrictions de Pjp [['], cela
d'aprés 2.3.2 (i). Inversement, si on se donne une GP [ro }-restriction
P de PiP ["], sion suppose tout ouvert de X paracompact et p(X)
muni d'une rétraction 7B -p(X) compatible avec Iy, alors il existe
un Iy-plongement admissible w :X - tel que le faisceau Pﬂp [[y] soit
GP [I';]-isomorphe & P en vertu de 2.3.2 (ii); par suite, d'aprés 2.3.2
(i), les éléments de H(X; G, [[']) definis par P, [T'] et P (r]
étant identiques, le faisceau PP-J' (rl posséde une section globale qui,
si on la représente par un homéomorphisme d'un voisinage de u(X) dans
Q sur un voisinage W de j(X) dans Y, munit W d'une ( B, [, )-structure
So et fait du triplet (j, W, s,) une [',-restriction de (j, Y, s). D'ol le

résultat suivant:
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2.3.5. PROPOSITION . On suppose que tout ouvert de X est paracompact
et qu'il existe une rétraction m:B-~p(X) compatible avec I'y; alors
pour tout F-pl‘ongement admissible (j,Y,s) de X, I'ensemble des clas-
ses de I'y-équivalence des I'y-restrictions de (j,Y,s) est en bijection
avec les classes d'isomorphisme des Gp ([, -restrictions de Pjp (ri.
En particulier, poﬁr qu'il existe une telle [, -restriction, il faut et il suf-
fit que P].p posséde une Gp [I"; J-restriction. Le théoréme 1.2.2 fournit

alors le résultat suivant:

2.3.6. COROLLAIRE. Si les hypothéses de 2.3.5 sont réalisées et si
Gp [T'] est fin relativement & Gp ("1, alors tout I'-plongement posséde

une I_'o -restriction.
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Chapitre 111

APPLICATIONS

3.1. Applications a I'étude des voisinages d'une variété.

Dans ce paragraphe, X désigne une variété paracompacte réelle de
classe C” avec r21. On sait qu'alors, X étant métrisable, tout ouvert
de X est paracompact. On désigne par E un espace de Banach réel et on
pose B=XXE. Le plongement p:X ~B défini par p(x)=(x,0) est donc
admissible d'aprés 2.1.2. Désignons enfin par I le pseudogroupe d'au-
tomorphismes locaux de B formé de tous les Cl-difféomorphismes d'ou-
verts de B induisant l'identité sur p(X) (i.e. pour (F:W-'W')erlet
x€W N p(X), F(x)=x). Nous sommes donc dans les hypothéses du dé-
but de 2.3.

3.1.1. Nous allons définir un certain nombre de sous-pseudogroupes d'au-
tomorphismes locaux de 'l en imposant diverses conditions sur ses élé-

ments. Pour un tel homéomorphisme F:W~W' on écrira
F(x,t)=(&(x,t), T(x,t)) avec £,x€X et T,te€E;

d'autre part on désigne par GL(E) le groupe des homéomorphismes li-
néaires de E sur E; rappelons que cet ensemble est un ouvert de 1'alge-
bre de Banach des endomorphismes continus de E. Auparavant notons_.la
propriété suivante:

LEMME. Si (F:W=XXE)el'l, alors, pour tout x€ X, si ¢p:U-E' est
une carte de X définie au voisinage de x, la différentielle de I'applica

tion (¢X1E)F(¢X1E)-1 en (x',0) avec x'=¢(x) est:

[ (P Ix1.)]
lg, ¢°§31¢ £ (x,0)
0 27
at(x.O)

o %I(x.O) est un élément de GL(E).
t
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Cela découle immédiatement du fait que, sur (Xx{0}) N W, F se ré-
duit A l'identité et du théoréme d'inversion locale.
Voici maintenant le tableau des sous-pseudogroupes de r! que

nous considérons: (g est un élément de {1,2,...,7r}. )

Condition sur F Notation pour le pseudo-

groupe obtenu

F est de classe C? rq

E(x,t)=x r

F est de classe C? et
1'application x - l-r(x, 0) *re

est aussi de clas;aet c1

F(x,t)=(x,g(x)t) ou g
est une application de classe rLe
C? de X dans le groupe GL(E) ‘

Enfin [9=T9 N[ et *[9=T17 n *"9.

Dans tous les cas on obtient des sous-pseudogroupes de 'l seul le fait
que *I'? est stable pour la composition et le passage & I'inverse nécessi--
te une démonstration; or il résulte du lemme que, si F1=(§1,7'1) et

F2=(§2,7-2) sont d.es éléments de *['7 et si F:(§,7‘)=F20F1, alors

9T o7, O
_ - _2,_1
at(x.()) 33 °at (%,0),
donc aussi, si FI_I =(§}. T4)
o7’

oT
1 ~1
= ’ O = [ ’0 ] ’
ot (%.0) ot (x:0)

ce qui résoud la question posée puisque pour u, v€ GL(E) les applica-

1

tions (u,v)—=uov et u~u ' sont analytiques.
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Nous montrons maintenant que, pour diverses valeurs du couple
(8,8, ) de sous-faisceaux de groupes de GP(FI) avec G, C G, G est
fin relativement a §°; les dvomaines de finesse de 9 relativement a Qo
seront les domaines de cartes de X. Pour chacune des démonstrations
qui suivent, U est donc un ouvert de X inclus dans un domaine de carte
de X, A et B deux parties de U fermées dans U et disjointes; [ est
est une section de § au-dessus de U et l'on représente [ par un homéo-
morphisme F=(&, 7):W-W’. On démontre alors I'existence d'un élément
F de T'! tel que la section f_de GP [T1] définie par F soit dans G,
que, pour x € 4, f_(x)=f(x). que,pour ¥ € B,?(x)'ego et que f(x)eG,
entraine ~f‘(x)=f(9f)~
3.1.2. PROPOSITION . Soit g€ {1,2,...,r} tel que X admette des par-
titions de 'unité de classe C9; alors

(i) 'Gp ([9] est fin relativement a GP (re].

(ii) Gp [*['9] est fin relativement a Gp (rre].
DEMONSTRATION . On peut supposer que U est un ouvert d'un espace

de Banach car ensuite, dans le cas général, il suffira de poser
F'=(¢x1p)F(px1g)7,

ol ¢ est une carte de X sur U, puis F' étant construite de poser
F=(¢x1p) TR ($x1g)

qui répondra & la question; cela découle du lemme 3.1.1 en particulier

pour le cas (ii).

(i) Choisissons une fonction réelle A\ de classe C? sur U égale

2’1 au voisinage de A et 4 0 au voisinage de B et posons
F(x,0)=(&(x, 1), T(%,8))Z(Nx)E(x, 1)+ (1=Nx))%, (%, 1)),

La différentielle de F en (x,0) s'écrit

3
1X gt—(x,O)
0 B—T' 0
3; (x,0)
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elle est donc inversible; par conséquent, F estun homéomorphisme local
sur un voisinage de UX {0} donc aussi un homéomorphisme sur un voi-
sinage plus petit (2.2.3) et cet homéomorphisme répond & la question; en
particulier si le germe de F en (x,0) est dans GP (9], i.e. si,au voi-
sinage de %, £(y,t)=y, alors £=& et F=F sur ce voisinage.

(ii) La démarche est la méme; on pose cette fois

_ 3
Flx,t)=(x Mx)7(x, 1) +(1 —x(x))—a—;-r(x.o)z),

-
qui est de classe C? puisque x -~ —(x,0) l'est, et qui définit encore
une section de GP [*#['?], puisque la différentielle de F et celle de F

sont égales aux points (x,0).

3.1.3. THEOREME . Soit X une sous-variété d'une variété paracompacte
réelle Y de classe C" avec r21. On suppose que l'espace transversal
a X dans Y ([2] p. 49) est en tout point isomorphe & un espace de Ba-
nach fixe E. Alors pour tout qe {1,2,...,7} tel que X admette des
partitions de I'unité de classe C9, il existe un voisinage ouvert W de

X dans Y muni d'une submersion m:W =X de classe C9 ( [2] 5.9.1).

Cela découle du corollaire 2.3.6, de la proposition précédente, assertion
(i) et du fait que la donnée d'une (XX E,['9)-structure s sur un voisi-
nage W de X faisant du triplet (j,W,x) -ott j:X-=Y est l'injection -
un ['%-plongement équivaut 2 la donnée d'une submersion 7:W-X de
classe C?. Notons qu'alors W est muni d'une structure feuilletée dont

les feuilles sont les variétés 7 1(x) pour x € X et sont transversales
aX.

3.1.4. THEOREME . Sous les mémes hypothéses qu'en 3.1.3 mais en sup-
posant r22, pour tout q€{2,3,...,r} tel que X admette des parti-
tions de l'unité de classe CY, il existe un voisinage tubulaire (au sens

de [8] page 76) de X dans Y de classe C9°1,

Par application du théoréme 3.1.3, on trouve une [ %restriction (7, W', s)
du ['%-plongement (7, W, s) défini par l'injection j:X =Y, donc a fortiori

un *l—'q—l-plongement (7, W',*s); il découle alors du corollaire 2.3.G et
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de la proposition 3.1.2 assertion (ii) que (j, W, *s) posséde une L res-
triction (j, W”, o). Il suffit alors de construire le fibré de fibre E associé au
cocycle sur X a valeurs dans GL(E) défini par les cartes de o ( [2]:
6.4.3, 6.5.1), et de remarquer qu'en vertu de 2.3.2 (i), la section nulle
de ce fibré posséde un voisinage Cq-l-difféomorphe 4 un voisinage de X
dans W”.

3.2. Yoisinages tubulaires de codimension 1.

3.2.1. THEOREME . Soit X un espace topologique; soit I" le pseudogrou-
pe d'automorphismes locaux de XXR formé des homéomorphismes F:
W-W' tels que pour tout ye W (X X0), F(y) =y, et [}, lesous-pseudo-
groupe de ' formé des homéomorphismes F tels que F(x,t)=(x, tt)
(x€X, teR). Alors, si X est métrisable et localement connexe, tout

["-plongement de X posséde une I'y-restriction.

Comme le théoréme 3.1.3, ce théoréme découle de la proposition suivan-

te, et du corollaire 2.3.6.

3.2.2. PROPOSITION. Sous les conditions du théoréme, le faisceau
Gp (I"] est fin relativement a Gp [[o] (0@ p:X~XXR est le plonge-
ment admissible défini par p(x)=(x%,0) ).

Soient U un ouvert de X, A et B des parties de U fermées dans U et
disjointes et soit (F:W-=W')el’ représentant fe€ Gp [T1(U) donnée,
avec W N (XX {0})=U; on écrit F(x,t)=(&(x,t),7(x,t)) avec
£,x€X et T,teR. Quitte A rapetisser W, on peut supposer que 7(x, ¢)
garde un signe constant lorsque t garde un signe constant et que x par-
court une composante connexe de U; en effet, pour x € U donné, il exis-
te un voisinage de x connexe V C U et un nombre £>0 tels que le voi-
sinage VX{tl |t1 < e} soit inclus dans W; si (x',%'), (x",t") sont
dans ce voisinage, t et t' n'étant pas nuls et ayant méme signe - suppo-

sons-les positifs par exemple - 1'ensemble
€
{(x*,s")eW|o<s'<e} | {(x",s")eW|0o<s"<e} |y (VX {—2—})

est connexe, donc son image par 7 I'est aussi et comme elle ne rencon-

tre pas 0, elle a un signe constant. Les composantes connexes de U é-
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tant ouvertes, on peut donc définir un homéomorphisme J:UXR-UXR
par J(x,t)=(x,t) si T(x,t) a méme signe que ¢ et J(x,t)=(x, ~t)
sinon. 4

Choisissons un voisinage ouvert V de B dans U tel que I'adhé-

rence de V dans U ne rencontre pas A et posons
N(x)=inf {8(x,U- V),—-d((x 0),(XXR)=W)} pour x€ U,

0\‘1 d((x,t),(x,¢t'))= sup{S(x,x) [t-#]}, & étant une distance

sur X compatible avec sa topologie. Soit
Wo={(x,)eW | [t]>\(x)/ 2}
et soit 77 I'homéomorphisme de W, dans W ~( Ux{0}) défini par
(x,t) si It[>/>\(x)

(x,2t- mx(x)) si N(x)/2< |t €n(x).

On définit alors un élément F de [ en prenant I'application | dans
W-W, et 771 F 7 dans W, la section de GP ('] sur U définie par F
répond 2 la question. (Nous avons utilisé la technique des “spindle-neigh-
borhood” de Morton Brown, [3] lemme 2 p-334).

REMARQUE . Les notations étant celle de 1'énoncé 3.2.1, on associe de
fagon naturelle & un [,-plongement h:X-Y un fibré A de base X, de
fibre R et de groﬁpe structural 22 et en vertu de 2.3.2 (i) il existe un
voisinage de la section nulle de ce fibré homéomorphe & un voisinage de
b(X) dans Y, la section nulle étant envoyée sur h(X). Le théoreme
4.1 de [9; est donc un cas particulier du théoréme 3.2.1 (cf. [S] théo-

réme 1).
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