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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII,3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

6n guunma—g,e amicd
& 9asé Luis Vidiente

T -CATEGORIES
(Catégories dans un triple)

par Albert BURRONI

Introduction.

Si T est un triple sur une catégorie &, les T-catégories sont des
structures plus générales que les T -algébres; elles correspondent au pas-
sage de «ois partout définies» a des «lois partiellement définies» (en un
sens trés large d'ailleurs) et englobent ainsi des structures aussi diverses
que les topologies et les catégories.

Manes avait montré dans [Ma] que la catégorie des espaces topolo-
giques compacts était une catégorie de T-algébres, o T est le triple des
ultrafiltres sur & = Ens. Ceci avait conduit Barr dans [Ba] a définir les
«relationnal T -algebras», de sorte que la catégorie des espaces topolo-
giques soit une catégorie de «elationnal T-algebras». Mais Barr semblait
dégu de ce que, en dehors de ce cas particulier et de celui des préordres
relatifs au triple identique, il y ait peu d'exemples. Indépendamment, le
nouveau systéme d'axiomes des topologies que nous avions donné dans
[Bul nous conduisait 4 une idée voisine (malheureusement avec le triple
des filtres... mais notre but était de situer les topologies parmi les quasi-
topologies) qui consiste a voir les topologies comme une notion analogue
aux préordres (il est significatif d'ailleurs que la structure de topologie
finie soit équivalente & celle de préordre fini). Mais cette idée devait nous
conduire & chercher a passer des préordres aux catégories et nous avons
trouvé dans les définitions de Bénabou [Be] des catégories a l'aide de
spans ce qu'il nous fallait pour définir les T-catégories. Nous montrons

(proposition I.2.4) que les «elationnal T-algebras» sont obtenues comme
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I A. BURRONI

cas particulier: celui des T-préordres (qui sont aux T-catégories ce que
sont les préordres aux catégories).

Le plan général de cet article est le suivant: Un chapitre O est con-
sacré a des détails de termiﬂblogie. Le chapitre I donne d'abord une défi-
nition des T-catégories qui met en évidence leur rapport avec les catégo-
ries: si & = Ens, les morphismes d'une T-catégorie apparaissent non pas
comme des fléches allant d'un objet vers un autre objet mais comme des
fleches allant d'une structure sur les objets vers un objet. Ainsi une «con-
vergence» dans une topologie peut étre représentée comme une fléche F-x
allant d'un filtre vers un point. Il est facile de constater alors qu'il faut
que ces structures soient données par l'endofoncteur d'un triple pour pou-
voir définir les propriétés de réflexivité, transitivité, neutralité et associa-
tivité d'une T-catégori'e. Ensuite nous développons quelques propriétés
générales: celles qu'on peut obtenir sans faire d'hypothése sur le triple
T, essentiellement !'existence de limites projectives et fibration du fonc-
teur d'oubli vers & (ce qui nous permet, en passant, de résoudre le pro-
bléme qui consiste a plonger universellement le foncteur d'oubli des T-al-
gébres dans un foncteur fibrant). D'autres propriétés telles que l'existence
de limites inductives, adjonction au foncteur d'oubli vers les T-graphes
(1'analogue du théoréme de Stone-éech-Barr), ou cofibration du foncteur
d'oubli vers & ne pourront étre obtenues que si on suppose que le triple
T soit «bornén.

Le chapitre II est consacré essentiellement & deux interprétations
des T-catégories, d'une part comme monades (ou monoides si on préfére)
de la «pseudo-catégorie de Kleisli» et d'autre part comme pseudo-algébres
de la «bicatégorie des spans».

Le chapitre III donne divers exemples dont le plus développé est
celui des multicatégories (qui généralisent celles définies par Lambek
dans [La)]). Pour cela nous avons été amené a étudier dans les sections
III.1 et III.2 le cas particulier ou T est un triple «fortement cartésien»,
ce qui permet non seulement la construction de T -catégories libres sur le
modéle habituel des monoides libres (voir 1'appendice), mais donne une

description maniable de cette structure. Nous améliorons ainsi quantitati-
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T-CATEGORIES . 111

vement les exemples donnés par Barr, et d'ailleurs nous étudierons plus
tard d'autres exemples utiles, mais ce probléme nous apparait moins impor-
tant dans la mesure ol notre définition nous semble plusnaturelle et de por-
tée plus générale.

Le chapitre IV est consacré d'abord a la description de divers cas
particuliers de T-foncteurs, par exemple les T-foncteurs étales (ou « fi-
bration discréte»), puis & une généralisation, les T-profoncteurs qui donnent
une approche des T -transformations naturelles.

Dans un prochain travail, nous définirons les T-catégories tenso-
rielles qui donneront diverses formules «de cohérence», en particulier celles
des «pseudo-catégories» introduites au chapitre II. Nous espérons également
faire une étude homologique sur ces structures.

Je voudrais, en terminant, exprimer mes remerciements a2 Madame
Bastiani qui m'a encouragé a développer ce sujet et qui a relu le manuscrit,

ce qui m'a permis de corriger de nombreuses imperfections et parfois des

erreurs.
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0. TERMINOLOGIE

Les catégories généralisent a la fois les monoides et les préordres;
il en résulte deux sortes de définitions des catégories (et deux choix de
foncteurs d'oubli vers les ensembles). Le choix de ces définitions dépend
surtout de nécessités pratiques ou des généralisations qu'on désire obtenir.
Les rapports entre ces deux définitions peuvent s'éclairer par les notions
de monade et de polyade de Bénabou [Be].

Une telle situation se retrouvera a propos des diverses structures
que nous introduirons, et nous appellerons respectivement définitions «glo-
bales» et docales» ces deux types de définitions. Les rappels ci-dessous
ont seulement pour but de nous permettre de préciser la terminologie et de
nous fournir un modéle de définition «locale», mais, bien entendu, nous sup-
posons connus les éléments de la Théorie des Catégories et des Triples

et ce chapitre peut étre parcouru rapidement.
0.1. Catégories.

Une catégorie est un quadruplet C =( IG | Hom@E, ¢, k) vérifiant
les conditions 1 a 6 ci-dessous:

r |C , est un ensemble; ses éléments sont appelés objets de C.

2° Hom(@ est une famille d'ensembles (que nous supposerons dis-
joints entre eux et disjoints de I(? | -ceci, afin de simplifier les construc-
tions; mais c'est rarement le cas en pratique et, en théorie, ce n'est pas

indispensable). Cette famille est indexée par |C |2 et les relations
e€ IG ', e'e IQ | et feHome(e’,e)

s'expriment simplement en disant que [: e = ¢' est un morphisme (de C);
on appelle e la source de [ et e' le but de f.

30 ¢ est une famille d'applications de la forme
((e): {@} ~ Homp(e ,e),

ou l'indice e parcourt I'ensemble e | On notera id(e), id,, ou méme

simplement e, le morphisme ((e)(®): e 2 e.(C'est une maniére sophisti-
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2 A. BURRONI

quée'de se donner une famille de morphismes id,: e e, ol e€ IG D.
4° Kk est une famille d'applications de la forme
K(e",e',e): Hom@(e", e')XHom@(e’, e) —’Home(e', e),
ot l'indice (e”,e', e) parcourt 1'ensemble IG |3. On notera en général
g-/ le composé, c'est-a-dire l'image par une telle application, d'un cou-
ple (g, f).
50 Si f: e e’ est un morphisme de C,ona
fid, = [ = id,.. {.
6° Si f:re—e', g:e" —e", bh:e"e™ sont trois morphismes.
«consécutifs» de G, on a
h(g-f) =(h.g).f,
ce qui permet de noter b. g. [ ce morphisme.
Un couple ( |@ ’,Hom@) vérifiant'1 et 2 est appelé graphe; un tri-
plet ( [@ |, Hom@, ¢) vérifiant 1, 2 et 3 est appelé graphe pointé, et on ap-

plique chaque fois la terminologie correspondante de 1, 2 et 3.

On dit que F: C~C" est un foncteur si C et C' sont deux caté-

gories et F un couyple ( IF » Fy) tel que:
1'c |F | ‘@ |—‘ |@' | est une applicatidn. On notera simplement
F(e) l'objet |F |(e), pour tout e€ |C|.

2'c  F, est une famille d'applications de la forme
Fl(e', e): Home(e', e) ™ HomG.(F(e'), F(e)),

ot l'indice (e', e) parcourt 1'ensemble I@ |2. Si f: e e’ est un morphis-
me de @, on note simplement F( f) au lieu de Fl(e', e)(f).

3'¢ On a F(id,) = idF(e) pour tout e € IC .

4° Ona F(g.f)=F(g). F(f),si fre—e' et g:e' *e” sont2
morphismes consécutifs de C. )

Une transformation naturelle 1: F~F', od F: C~C" et F': C—=(
sont des foncteurs de méme source et de méme but, est donnée par une
famille de morphismes de @ de la forme I(e): F(e)*F'(e), ou l'indice

2 parcourt l'ensemble ’@, telle que pour tout morphisme /: e e’ de C
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T- CATEGORIES 3

on ait la relation I(e’'). F(f) = F'(f).I(e). On notera @.(‘2 la catégorie
habituelle dont les objets sont les foncteurs F: C~C' et les morphismes
les transformations naturelles entre ces foncteurs. La loi de composition
dans G‘e empruntera généralement sa notation a celle de ', ce qui ris-
que de produire une confusion: En effet, si F: C-C et G:C ~C" sont
deux foncteurs consécutifs, on note G.F:C—C" le composé habituel.
Une telle composition s'étend aux transformations naturelles:esi I: F=F'

’

est un morphisme de @@ et J: G =G’ un morphisme de C"“', on définit

un composé J.I: G.F —=G'. F' par la formule:
(J].1)(e)=]J(F'(e)).G(I(e))=G'(I(e)).J(F(e)).

Mais la notation par un point de cette composition risque de se confondre
avec la composition dans C“ lorsque par exemple € = G =C" et que la
composition est notée par un point dans C. Aussi, bien que nous notions
en général par un point les compositions de «morphismes entre structuresy,
on notera souvent JI le composé [.I ci-dessus, de sorte que, par exem-

ple, on peut écrire:
JI=JF.GI=G'I.JF .

De méme, on notera souvent Fe, Ff, le aulieude F(e), F([),
I( e); cette convention est surtout employée lorsque la convention précé-

dente sur la notation JI au lieu de [.I est en vigueur.

Sur les limites, nous adopterons la terminologie suivante: Si e € |@ |
et si ¢:A =& est un foncteur, on dit que C: e—¢ est un cdne projectif
si C est une famille de morphismes de &, appelés projections canoniques
de C, de la forme C(n): e 2 @(n) pour tout n€ ’A', telle que, pour tout
morphisme x:7n —n' de A, on ait ¢(x).C(n)=C(n'). On dit que le
cone projectif C est une [imite projective, ou simplement que e est la [i-
mite projective de ¢, si, pour tout cdne projectif de la forme C': e’ = ¢, il
existe un et un seul morphisme [:e'—e de & tel que C'(n)=C(n).f
pour tout n € |A|. On appelle [ le crochet de C' confronté a (ou par rap-
port a) la limite C. Cette rerminologie est souvent modifiée pour des limi-
tes particuliéres: produits, produits fibrés, diagrammes divers. Par exem-

ple, on dit que le diagramme commutatif suivant

224



4 A. BURRONI

e" ‘_—1)2__—— Ui
8l Y1
e <__/____ e’

est un carré cartésien, ou encore un produit /z'bre’f ou encore que (UI‘ v2)
est un produit fibré de (f, g), ou simplement que 77 est un produit fibré
de (f.g), silarelation f. [ = g.g' dans & entraine 'existence et 1'uni-
cité d'un crochet b tel que /" =wv;.h et g’ =v,. h. On fait des conven-
tions analogues sur les limites inductives - mais 1'expression «projection
canonique» doit alors &tre remplacée par injection canonique. On dit que
& admet des A-limites projectives, par exemple, si, pour tout Pe |6A ',
il existe une limite projective C: e *¢; et si on a choisi une telle limite
pour tout ¢, on dit que & est muni d'un choix canonique (ou officiel) de
A-limites projectives. On fait des conventions analogues pour les produits
fibrés, les limites inductives, etc.... Souvent un tel choix est classique et

se fait tacitement.

Nous ne reviendrons pas sur la notion de foncteur commutant avec
des limites, ni sur celle de limites commutant entre elles; ces notions sont
assez claires.

Rappelons que, si C: ¢~ e est un cone inductif, ou ¢: A —& est
un foncteur, si f: e’ e est un morphisme de & et si on peut former pour

tout n€ |A | un produit fibré

t(n)
F(n) — F(n)
C(n) lC'(n)
/ .

e @ —a e

alors la famille ¢'(») se prolonge en un foncteur ¢ A - & entiérement
déterminé par la condition que t: ¢’ — ¢ soit une transformation naturelle.
On dit que le cone C’': ¢' — e’ est obtenu par le changement de base f{,
et on le note parfois {¥C. On dit que dans & les A-limites inductives
sont universelles si, chaque fois que C est une A-limite inductive et que

C' existe, alors C' est une A-limite inductive.

t Cette terminologie suppose qu'on considére le diagramme comme orienté dans le plan.
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T-CATEGORIES 5

0.2. Triples.

Soit & une catégorie. On dit que T =(T,I,K) est un triple sur
& si T: & = & est un foncteur, I: idg =T et K: TT =T deux transfor-
mations naturelles telles que
(1) K.TI=T=K.IT, K.TK=K.KT.
On dit que (M, m): T—=T' est un morphisme de triples si T=(T,I,K)
est un triple sur &, T =(T',I',K') un triple sur une autre catégorie &,
M:& =& un foncteur et m: T*M—=MT une transformation naturelle,
tels que:

(2) m.I'M=MI, m.K'M=MK.mT.T"m.

En général, lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion, les notations I et

K seront les mémes pour tous les triples.

On dit que le foncteur F: & ~ g est un foncteur adjoint du fonc-
teur U: & —= & s'il existe deux transformations naturelles I: idg »UF
et I: FU —idg telles que
(3) UI.IU=U, IF.FI=F.

Pour tout c€ |& [, on appelle e morphisme d'adjonction associé a e;
pour tout e € &1, on appelle 1e morphisme de coadjonction associé a e;
On montre que T =(UF, I, UIF) est un triple sur &: on dit qu'il est dé-
duit du couple d'adjoints ( F, U); il dépend du choix (tacite en général)
de I etde I.

Rappelons que, si T est un triple sur &, on note Alg(T) la ca-
tégorie des T-algébres: Une T-algébre sur e€ |& | est un morphisme de

de & de la forme b: Te~e tel que
(4) b.le=e, b.Ke=b.Th.

Un morphisme f: b —b' de Alg(T) est défini par un morphisme f: e e’

de & telque b soit une algébre sur e, b’ une algébre sur e’ et que
(5) f-b=b".Tf.

On note KI(T) la catégorie de Kleisli de T: elle a les mémes objets que

& et un morphisme g: e 2e’ de K/(T) est un morphisme g: Te > Te' de
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6 A. BURRONI

& tel que g: Ke " Ke' soit un morphisme de Alg(T). Rappelons qu'il
revient au méme de se donner un morphisme h: e 2 Te’ et que le composé
de b avec un deuxiéme morphisme bh’': e’ > Te” dans KI(T) est égal 2
Ke”.Th'.h:e—Te". Les foncteurs d'oubli Alg(T)=& et KI(T)—~ &
(ce dernier foncteur associe au morphisme g: e —e’ de KI(T) le morphis-
me g: Te—Te' de &) admettent des adjoints et T est le triple déduit
de chacun de ces deux couples d'adjoints. '
Rappelons enfin que, si T est le triple déduit d'un couple d'ad-

joints (F, U), on a un diagramme commutatif;

KI(T) > & —Alg(T)

&

les fléches horizontales étant de plus uniques lorsqu'elles rendent commu-
tatif le diagramme obtenu en remplagant les trois foncteurs vers & par leurs
adjoints. Le foncteur & —Alg(T) s'appelle le foncteur d'Eilenberg- Moore
associé a (F, U), ou simplement & U. Lorsque ce foncteur est un isomor-
phisme, on dit que U est triplable. Par exemple, le foncteur d'Eilenberg-

Moore KI(T)—Alg(T) est pleinement fidele, mais pas toujours injectif.
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|. PROPRIETES GENERALES DES T-CATEGORIES

Nous allons remplacer le morphisme &6:Te —e d'une T-algébre,
ot T est un triple sur une catégorie &, par un span, c'est-a-dire par un
couple de morphismes de & de m&me source

b:mT—e et a:mT—Te,

et définir la notion de T -catégorie en ajoutant des données et des condi-
tions sur ce span, de fagon A généraliser la notion de «elationnal T-alge-
bra» de Barr [Bal. Nous verrons au chapitre II que cette généralisation est
naturelle; ci-dessous nous nous inspirons de la définition «globales» d'une

catégorie pour choisir nos axiomes.
I.1. T -categories.

Dans tout le reste de ce chapitre, & sera une catégorie admettant
des produits fibrés finis, et T =(T, I, K) un triple sur G.

Un T-graphe sur un objet e € |§ | est un couple ( b, a), ou
b: T—=e et a:T—Te
sont deux morphismes de &.

Un T-graphe pointé est un triplet (b, a,i) tel que (b, a) soit un

T-graphe sur e et i:e = 7 un morphisme de & tel que:

(1) b.i=id, et a.i=le.

Formons alors un produit fibré de (a, T b):

T7T ————— I
) 2

O

Te @—%—0 7
Les relations
a. ia’ﬂ:azz’dTe.a: Tb.(Ti.a),
a.(i.b)=le.b=Tb.IT

entrafnent l'existence de crochets iy, ig: T ~Ty tels que

(2) Ul-ilzidﬂp U2ci1:Ti~a,
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8 A. BURRONI

(3) vl.i2=i.b, u2.i2=l77.

Formons alors un produit fibré (wy,wy) de (v, Tvl). Si k: Ty =T est

morphisme vérifiant

(4) b.k=b.vg, a.k=Ke.Ta.v,,

les relations

a(k.w;)=Ke.Ta.vy. w;=Ke.TTb.Tvy. wy = Tb.(K. Tv2. wy),
“'(Ul‘wl) = Tb.TvI.w2 = Tb.('F'k.w2)

entrainent ' existence de crochets &, ky: 73 = 71, tels que:

(s) vl.kjr—'k.wl, vz.kI:K'ﬂ.Tvz.wT
(6) v1~k2:'l)1-w1, v2.k2’—‘Tk.w2.
TTa Tv, Wo

T3

TTTe —TTT ———— 17 ¢———

TTb
KTe TKe
Ta T
TTe 4—— 7 44—
Tb
ITe Tle
Ke
Ti
a

le FIGURE I

e

Une T-catégorie est, alors, un quadruplet & = (b, a,i,k) tel que
(b,a,i) soit un T-graphe pointé et vérifiant de plus les axiomes (4), ( 5),

(6) et, ci-dessous, (7) et (8):

(7) k.i; =id = k.i, («neutralité),
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T-CATEGORIES 9

(8) koky =k kg ( «associativité).

REMARQUE. En réalité, 6 dépend du choix des produits fibrés (v;, v,)
et (w;,w,), et on appellera ces couples les produits fibrés associés a
la T-catégorie & ; leur donnée est sous-entendue dans le quadruplet (b, a,
i, k). On appelle respectivement b et a le morphisme but et le morphisme
source de O; l'objet e sera noté |6 ] et appelé objet des objets, 1'objet
7 sera appelé objet des morphismes. Plus généralement 77, pour » =0, I,
2,3, od 7T, = e et 7, =T, est appelé objet des chemins de longueur n

de O . (Toute cette terminologie peut aussi s'appliquer a un T -graphe.)

Lorsque & est muni d'un choix canonique de produits fibrés et que
(vI, v2) et (“’1' w2) sont canoniquement choisis, on dit que 6 est une
T -catégorie canonique (ou officielle). En fait, dans le cas ot & est muni
d'un tel choix, il sera sous-entendu que la T-catégorie est canonique, et
nous le signalerons explicitement s'il n'en est pas ainsi. Il est évident
qu'a toute T-catégorie non canonique est associée une T -catégorie cano-
nique ayant méme T -graphe sous-jacent et qu'il y a un isomorphisme (voir
la définition de morphisme qui suit) unique entre elles. Inversement, si &
est une T-catégorie canonique, tout autre choix des deux produits fibrés
ci-dessus fournit une et une seule T-catégorie non canonique qui lui est
isomorphe. Cette remarque sera tacitement appliquée & d'autres structures

analogues.

Si @ =(b,a) et 8" =(b', a’) sont deux T-graphes, un morphisme
/[ de O vers 8', aussi noté (fg-f1): 6—6", est déterminé par un couple
de morphismes f,: e ~e’', f;: 7 =7 de & entre les objets des objets et
les objets des morphismes, vérifiant les relations:
(1) ' fy=fp-b, a.f;=Tf,. a.
/o est encore noté |f | et appelé morphisme sous-jacent a f.

Si 6 =(b,a,i) et 8'=(b',a',i') sont deux T-graphes pointés,
un morphisme ( f,. f;): 60" est défini par un morphisme des T-graphes

sous-jacents vérifiant de plus:

(2") i fy =i
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10 A. BURRONI

Enfin, soient € =(b,a,i, k) et 0'=(b",a',i', k') deux T-ca
tégories; si (f,, f;) définit un morphisme des T -graphes pointés sous-
jacents, il existe deux crochets f,: 7, =, et f3: T3 =273 caractérisés

par les relations:
Yyfy=fpvps vy fo =Tf vy,
w . fy =y wp w'2.f3=Tf2.w2,

ou (vy, ”2)' (wl, w2) sont les produits fibrés associés 2 O et (v}, U'Z),
(w},w)) ceux associés a 6'. Alors (/0_' f1) définit un morphisme de T-
catégories, ou T-foncteur, (fy, f;): 6 = 0" si de plus:
(3") ko fy = fp- ke

Soit 2 la catégorie réduite & deux objets 0 et I et un seul morphis-
me 0 — 1 autre que les deux morphismes identiques. Un objet de &2 est
identifié a un morphisme de &, et (g, g'): [ estidentifié & un mor
phisme de &2, si g, & [, [ sont des morphismes de & tels que I'on
ait ['.g' = g.f. Si & admet des produits fibrés, il en est de méme de &2
et, si T=(T,I,K) est un triple sur &, on en déduit un triple T2 sur
62, on T2 = (Tz, 12, K2), comme on le ferait pour n'importe quelle caté-
gorie de préfaisceaux (i.e. de foncteurs) 4 valeurs dans &. Si f: e~ e
est un morphisme de &, donc un objet de &2, on a T2f =Tf, et 12/. K2f

sont les morphismes de &2 suivants:

(le',l1e): f=Tf, (Ke',Ke): TT{—Tf{.
Si (g,g'): [ est un morphisme de &2, son image par T2 sera, par
définition, le morphisme (T g, Tg'): Tf—=T/ de &2.
PROPOSITION I 1.1. Une Tz-cate’gorie est identifiable @ un morphisme
de T -catégories.

PREUVE. La démonstration, élémentaire, est laissée au lecteur; <in'diquons
simplement que, si (f,, f;): € 260" est un morphisme de T-catégories, fo
est l'objet des objets, et f; l'objet des morphismes de la T2-catégorie

associée. m

On peut faire des remarques analogues pour les T-graphes et pour
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les T-graphes pointés.

Si & est munie de produits fibrés finis officiels, on notera Gr( T)
et Cat(T) les catégories ayant respectivement pour objets les T-graphes
et les T-catégories officiels. Lorsque & admet des produits fibrés finis
sans qu'on en ait choisi d'officiels, on note encore quelquefois Gr(T) et
Cat(T) les catégories (équivalentes aux précédentes) :ée tous les T-gra-
phes et de toutes les T-catégories, respectivement. Les lois de composi-

tion dans ces catégories sont évidentes.

1.2. T-préordres.
Un T-graphe régulier est un T-graphe (b, a) tel que les relations
b.f=b.f" et a.f=a.[

entrainent f = f'. Un T-préordre est une T-catégorie dont le graphe sous-

jacent est régulier.

PROPOSITION 1.2.2. Si (b, a) est un T-graphe régulier, e ['objet des
objets, T ['objet des morphismes, T, la source d'un produit fibré de

(a,Tb) et i: e =7, k: 7 =T deux morphismes de & vérifiant les seuls

2
axiomes (1) et (4) de 1.4, alors (b, a,i, k) est un T-préordre. De plus
les conditions (2') et ( 3') sont conséquences de (1') pour un morphisme

vers un T -préordre.

PREUVE. Il faut montrer que les axiomes de neutralité et associativité (7)

et (8) de 1.4 sont automatiquement satisfaits. (b, a) étant régulier, les

relations
koi, =T =k.i,, k.k, :k.k2

se raménent aux égalités suivantes:

(a) b.k.z‘IZb:b.k.iz,
(B a.k.iI:a:a.k.iQ,
() bk ok, =b.k.k,,
(3) ak k,=ak.k,.

En effet,
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12 A. BURRONI

b. k.1 b

i = b.v,. i
d'aprés (4)

171 d'ap;s (2)
et de méme

b.k.1 b.i.b = b,

=b.v =
d'aprés (1)

.7 =
2 2 d'aprés (3)
ce qui démontre ().

a. k.1

Ke.Ta.v .z’IZKe.Ta.Tz'.a:

I g'apres (4) 2

=Ke.T(a.i).a = Ke.Tle.a=a
d'apreés (1)

et

a.k.iZ:Ke.Ta.v .1'2:Ke.Ta.MT:Ke.ITe.a:a,

2

ce qui démontre ( 3).

k,=b.k.w,=b.v,.

b.k.k; =b.v,. k, 1

d'ou (). Enfin

a.k./e1 =Ke.Ta.v2.k1 =Ke.Ta.K7T.TU2.w2:

Ke. KTe.TTa.Tv2.w2 =Ke.TKe.TTa. Tu2.w2 =

Ke.T(Ke. T a. ug).w2 :Ke.T(cz.le).w2 = Ke.Ta.Tk.w2:

Ke.Ta.v2.k2: a.k.k2,

ce qui démontre ( 8 ). La vérification de la derniére affirmation de la pro-

position est aisée. B

Cette proposition permet d'identifier un T-préordre au T-graphe
sous-jacent et de noter quelquefois (b, a) au lieu de (b, a,i, k) un T-
préordre. Parmi les T-préordres, nous distinguerons beaucoup de cas in-
téressants suivant les propriétés de a et b (voir des exemples auchapitre

IV). Limitons-nous a constater le fait suivant:

PROPOSITION 1.2.3. Une T-algébre b sur e s'identifie a un T -préordre

(b,a) tel que a=idy, et réciproquement.
PREUVE. C'est tout a fait évident, puisque la relation a = id,  entraine

i=le, Ta=v,=idpp et k=Ke. m

On notera Ord(T) et Alg(T) les sous-catégories pleines de la
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T-CATEGORIES 13

catégorie Gr(T) ayant respectivement pour objets les T-préordres et les
T-algébres. Nous venons de voir que Alg(T) s'identifie & la catégorie
habituelle des T-algébres. De plus, lorsque & = Ens est la catégorie des

ensembles associée i un univers, on a:

PROPOSITION 1.2.4. Si & = Ens, la catégorie Ord(T) est équivalente

ala catégorie des «relationnal T-algebras» de Barr [Bal.

PREUVE. Une «aelationnal T-prealgebra» est une relation r: Te ~e. Flle
est définie par une partie 77 de eXTe, qui définit un T-graphe régulier
(b, a) obtenu en prenant pour b et a respectivement les composés de
I'inclusion 77 e XTe par les projections eXTe—e et eXTe— Te.

C'est une «elationnal T-algebra» si elle vérifie de plus les conditions:
(1) id,Cr.le, (2) r.Trcr. Ke,
ot Tr: TTe—Te est larelation définie par I'ensemble
7 ={(Tb(z), Ta(z))|zeTT }CTexTTe.
On identifie toute application f: e e’ a une relation et on notera
7: {(/(x),x) |x€e }Ce' xe

son «graphe». Nous allons montrer que ( b, a) est un T -préordre.
Pour tout x€e, posons i(x) =(x,le(x)); on a i(x)€7, car

d'aprés (1), comme (x,x)€id,, il existe y€ Te tel que
(x,y)er et (y,x)ele

et, puisque le est une application, on a y =Ile(x), donc i(x)€T, et

i: e 7 est une application telle que
b.i=id,, a.i=le.
Un élément ((x,y), m) du produit fibré 7, de (a, Tb) est carac-
térisé par les relations (x,y) €7, meT7 et y=Tb(m). Posons
k((x,y),m) =(x,Ke.Ta(m));

ce couple est un élément de 7. En effet, comme (T b(m), Ta(m))E’;T,
I'axiome (2) entraine que (x, Ta(m))€er.Ke, donc il existe ye Te tel

que (x,y)€T et (y, Ta(m))€Ke. Comme Ke est une application, on
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14 A. BURRONI

en tire y = Ke. Ta(m), ce qui montre que k((x,y), m) €T et que I'ap-
plication k: 7, =7 vérifie les conditions:

b.k=b.v et a.k=Ke.Ta.v,.

1 2
Ceci, d'aprés la proposition 1.4.2 achéve de montrer que ( b, a) est un

T -préordre. ®

1.3. Propriétés (limites projectives, fibrations,...).
On a une suite de foncteurs d'oubli
(*) Alg(T) = 0rd(T) = Cat(T) =~ Gr(T) = &.

Les deux premiers sont des inclusions pleines, le troisiéme est fidéle et

le dernier ne I'est pas en général.

PROPOSITION 1.3.5. Si & admet des A-limites projectives, il en est de
méme des catégories figurant dans la suite (*) et les foncteurs de cette

suite commutent avec ces limites.

PREUVE. Nous montrerons d'abord comment construire une limite projec-
tive pour un foncteur ¢: A = Cat(T). A chaque symbole d'objet x sur
la figure 1 (1.3) correspond un foncteur évident, qu'on note U,: Cat( T)-6,
qui associe & toute T-catégorie  l'objet noté x sur cette méme figure 1.
Ainsi

U,(0)=e, u.(6)=m, UTe(@)zTe, etc...

et 4 chaque symbole de morphisme &£: x —x' sur la figure 1 est associée

une transformation naturelle U, . U,—~U_, telle que Ug( 6) =& . On pose
f:Ux.¢ et &= U§~¢,‘
ainsi, pour tout 7 € ’A |, on a
F(n)=(b(n). &(n), i(n) k(n)).

Si #: A—& est un foncteur, on notera pr: lim%~%(n) la n-iéme projec-

tion canonique de cette limite. De méme si £: £ 2 %' est une transforma-
"~

tion naturelle, on note lim&: lim% —1lim%' 1'unique morphisme de & tel

que limé.pzzp:'.é:(n) pour tout n€ |A|. 1 On pose e = limé.

t Dans un travail ultérieur, nous considérerons la figure 1 comme «l'esquisse» des
T-catégories, ces derniéres n'étant que des «réalisations» de cette «esquisse» mu-

nie de «typifications» (voir terminologie de [Bul, par exemple).
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Soit ml€ I

unique morphisme (appelé encore crochet) qui‘résulte
de la propriété de la limite projective lim Te, tel que pz;e.mTe =Tp:

pour tout n € |A|. Formons un produit fibré de (lima, mTe):

~ Te
limTe @4—"2— __Te
lim &T ta
v
limfr —Lea— 77

On a ml'€.le=1limle. Le T-graphe (b, a), ou b= 1limb.m" et ot a
est la projection définie ci-dessus, se prolonge en une T-catégorie. En

effet, les relations
A
lima. limi = limle =mT€. le
entrainent I'existence d'un crochet i: e =7 carac¢térisé par les relations

m . . - .
m'.i=1Ilimi et a.i=le,

et alors (b, a,7) est un T-graphe pointé.
A
Soit mI”: T7 =limT7 le crochet caractérisé par les relations

Tm

A
pgw. mT™=Tp™; on montre que limTb.m'" =mI €. Th en obtenant des

n b
PR T . N Te
égalités chaque fois que l'on compose a gauche par les p, ©. Il en résulte,
puisque les limites projectives de produits fibrés restent des produits fibrés,

2

. . T LA
qu'il existe un crochet m “: 7, = 1lim7, tel que

2 _ I

l. - .
tmvg. m =

v, et lir}zﬁl.m 2= . v,
ou (v, v2) est le produit fibré de (@, Tb). Les relations
lima. limk.m"2 = limKAe -(limTAa. limd,. mﬂz) =
limKe.mTTe. Ta.v, = mT€. Ke.Ta. vy
entrainent 'existence de k: 75 =7 tel que
a.k=Ke.Ta.vy, et m™. k= limk. mﬂ2.
On en déduit b.%k = b.v; . Il ne reste plus qu'a démontrer que (b, a, i, k)

vérifie les axiomes de neutralité et d'associativité, ce que nous laissons

au lecteur.
Pour voir que (b, a,i, k) est bien une limite projective, supposons

que (b',a',i', k") soit une T-catégorie, (v}, vh)et (w], wy) les pro-
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16 A . BURRONI

. . ”’ .z ’
duits fibrés associés, e’, 7', 7Té v g

mins de longueur n =0, I, 2, 3, et considérons un ¢dne projectif de cette

respectivement l'objet des che-

structure vers le foncteur ¢ : A —=Cat(T). Pour tout symbole d'objet x
de la figure 1, notons ¢ : x’ ~%(n) la n-iéme projection et ¢ le crochet
caractérisé par g, = p,. ¢ pour tout n € |A|. En composant par les p"Te,
a gauche, on constate que mTe: Tq¢° = qTe, donc

lima.q" = qTe.a' =mle, Tq%. a',

ce qui implique 1'existence d'un crochet g: 7' =7 caractérisé par:

a.q=Tq%.a e m".q=4q".

On termine alors facilement la démonstration en montrant que (¢°,q) dé-

finit un homomorphisme de T -catégories.

La construction de limites projectives de T-graphes et de T-gra-
phes pointés est, évidemment, «sous-jacente» & celle qu'on vient de faire.
Il est alors immédiat que le foncteur d'oubli Cat(T)—=Gr(T) commute
avec ces limites. Enfin, si dans la construction précédente de lim¢, les
T-graphes (b(n),a(n)) sont réguliers, il en est de méme de (b, a),
ce qui explicite les limites projectives dans Ord( T) et, si les a(n) sont
réduits a des identités, il en est de méme de a; donc le foncteur «inclu-

sion pleine» Alg(T) = Ord(T) commute avec ces limites. ®

COROLLAIRE. Si T commute avec les A-limites projectives, la construc-

tion précédente se simplifie et on a x = lim X pour tout symbole x.

PREUVE. C'est tout a fait immédiat, puisque les A-limites projectives de
produits fibrés restent des produits fibrés (commutation des limites pro-

jectives entre elles). m

Si U:&~& estun foncteur, on dit qu'un morphisme [: e’ e de
& est U-cartésien (ou est une U -injection, dans la terminologie de [Eh])
si, pour tout morphisme E e" 2 e de & et toute relation U(é) = U(/—). b

’

dans &, il existe un et un seul morphisme h:e"~e' de & tel que l'on
ait b = U(Z). On dit que U est fibrant si, pour tout e€ |5 | et tout mor-
phisme [:e'—~U(e) de &, il existe un morphisme U-cartésien 7 e' e

tel que [= U(?); on notera quelquefois f*e l'objet e'. Si U’: & -§&
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est un autre foncteur fibrant, on dit que le foncteur V: &-&" est compa
tible avec ces fibrations s'il transforme tout morphisme U-cartésien en un
morphisme U’-cartésien. On a, avec les notations précédentes, un isomor-
phisme V(f*e)—/*V(e).

PROPOSITION 1.3.6. Les foncteurs X =& extraits de tous les compo-
sés de la suite (*) (proposition 1. 4. 4) pour X = Ord(T), Cat(T), Gr(T)
sont fibrants, et ces fibrations sont respectées par les foncteurs de la sui-

te (*) entre ces catégories.

PREUVE. Soient & = (b, a) un T-graphe et fo: e ~e un morphismede

@, ol e = |<9 | Formons une limite projective du diagramme (en traits
forts)
Te QL—— Te'
aT *a'
7wl L

(I'existence d'une telle limite résulte de celle des produits fibrés finis).
Nous obtenons des projections (notées en pointillés sur la figure) &', f;,

a'. On obtient ainsi un T-graphe 0’ = (b’, a’) et un morphisme
(forf7): 6= 6 de Gr(T).

Soient ( fb f'I) 6" -8 un autre morphisme, ot 8" =(b", a"), et gpe" e’

tel que e” = |07 | et fp=1y- 895 nous allons construire un morphisme

(g9 81/ O = 0" tel que /7 =1;-8;- Considérons le diagramme commu-

tatif:
T !
Te 4# Te'
a? TTgO. a'
/1

T t——————— 7"

b¢ ‘go. b’
/'

e<—0—e'
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18 A. BURRONI

La comparaison avec la limite projective fournit un crochet g;: 7" =7’

tel que

a.g; = Tgo.a", /1. g1 = f’l et b’.gl =gp- b".

Il en résulte que (g5, g;): " =0’ est un morphisme de Gr(T) et que
(for11): @' =6 est un morphisme cartésien pour le foncteur d'oubli
U:GfT)—&. On posera 6’ ;/0*@. Notons de plus que, si € est régu-
lier, il en est de méme de &'.

Supposons maintenant que & =( b, a) soit seus-jacent a une T-
catégorie 6 = (b,a,i, k); nous allons construire une T-catégorie g =
(b',a,i', k') telle que f0*9 =(b',a"). Considérons les diagrammes

commutatifs, ou f,: 77,7, est défini plus haut a partir de ([, f;):

T T

Te‘fo‘ Te' Te -‘-—-—/0—— Te'
a* Tle' a Ke'" Ta'. v
| £ 1o , k- fy ,

T ——— ¢ 7 e 71§
b‘ lide' b Lb'-‘ull

. fo o v lo ,

- - €

ils fournissent deux crochets
i're T et k' Ty ~ e

'

tels que (b',4a',i', k') soit la T-catégorie cherchée, notée O' = /0*5
De plus (/. f;): 6’ =0 est un morphisme de Cat(T). On démontre alors
que, si le T-graphe 6" de la démonstration précédente est sous-jacent a
une T -catégorie O, et si (fo f5) 0" -6 est un morphisme de Cat(T),
il en est de méme de (g9 81): _9—"—';5’. Donc (fy.f;): 0" =6 est carté-

sien. Enfin, si & est un T-préordre, &’ en est aussi un. m

Soit maintenant T' =(T',I', K') un triple sur une autre catégorie
&' admettant des produits fibrés finis. Soit (M, m): T =T’ un morphisme
de triples (voir I.3), ot M: & — &' est un foncteur respectant les pro-
duits fibrés finis. Supposons enfin que & et &' admettent des A-limites

projectives et que M respecte ces limites projectives. Posons M = (M, m ) .

236



T- CATEGORIES 19

PROPOSITION 1.3 .7. On peut Construire\u’\es foncteurs Alg(M), Ord(M),

etc... rendant commutatif le diagramme suivant:
Alg(T)=—>0rd(T)—> Cat(T)—=Gr(T) — &
Azg(M)l Ord(M)l Caz(M)l Gr(M)l lM
Alg(T') == 0rd(T' )= Cat(T')—=Gr(T') —= &

Ces foncteurs respectent les A-limites projectives et les fibrations défi-

nies dans la proposition 6.

PREUVE. Soit & = (4, a) un T -graphe et formons un produit fibré:

MTe @—LEeo— T'Me
Ma a’
M 4_L__. T’

Alors 0" =(b',a'), ou b =Mb.m', est un T'-graphe. Cette correspon-
dance se prolonge en un foncteur Gr(M): Gr(T) = Gr(T").
Maintenant, si de plus (b, a,7,k) est une T-catégorie, on a un
crochet i': Me =7’ caractérisé par:
m.i'=Mi et a.i'"=1Me.

Posons m”" =m7.T'm'; on montre que MTb.m" = m e . T'b’', de sorte

. . . ! . .
qu'il existe un morphisme m" : 7, = M7, rendant commutatif le diagramme:

MT ‘_—Z’i——- T'mm’
M UZT Tvé
mll/
M772 -+ 7
M Ull Lv’]
VR S A—
(les données 77!, 773’ , v’l, ... étant définies comme d'habitude a partir du

T'-graphe (', a')). Le morphisme &' Ty =T’ est le crochet caractérisé

par les relations:

m .k =ME.m" et a'./e':K'Me.T'a'.vb.
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20 A. BURRONI

On vérifie sans peine que (b',a',i', k') est une T'-catégorie et que la

correspondance ainsi définie s'étend en un foncteur
Cat(M): Cat(T) = Cat(T’).

Le reste de la démonstration est purement technique, bien que pé-

nible. m

REMARQUE. A titre d'exercice, il est intéressant d'examiner le cas ou
M=idg, m=1 e T=(idg, idg, idg): il y a une g)-catégorie sous-ja-
cente a toute T -catégorie (terminologie de III. 2).

Nous étudierons plus tard la question de savoir si tous les fonc-

teurs de la suite (*) admettent des adjoints et des coadjoints; nous nous

a

limiterons ci-dessous a certains d'entre eux. Rappelons que Alg(T) -6

a un adjoint. On suppose que & admet des limites projectives finies.
PROPOSITION 1.3.8. Les foncteurs d'oubli
X -6, pour X = Gr(T), Cat(T) et 0rd(T),

admettent des adjoints et coadjoints, qui sont de plus des foncteurs sec-

tions de ces foncteurs d'oubli, commutant avec la suite de foncteurs:
0rd(T) = Cat(T) = Gr(T).
PREUVE. Soit e€ |&|. Posons
D(e)=(id,,le) et G(e) =(pp.049),
ce demier couple étant formé des projections canoniques d'un produit de
(e, Te). Alors D(e) et G(e) sont des T-graphes, qui déterminent des
T-catégories
D(e)=(id, le, id, id,) et G(e)=(py. by ig ky),
ou i, et k, sont les crochets caractérisés par les relations:
pp-ig=idy, py-ig=le, py.ky=p;.v;, by-kg=Ke. sz. vy,
ou (v;, v2) est un produit fibré de (p,, Tp; ). De plus on remarque que
D(e) et G(e) sont des T-préordres. Il est aisé de montrer qu'on définit

ainsi respectivement un adjoint D et un coadjoint G au foncteur Gr(T)—&

et un adjoint D etun coadjoint G au foncteur Cat(T)—6, qui, par res-
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triction, donnent un adjoint et un coadjoint du foncteur Ord( T) -6 . =

On appelle respectivement T-catégorie discréte et T-catégorie gros-

siére sur e les T-catégories B(e) et E(e).

Examinons enfin le cas de l'inclusion Ord(T) — Cat(T).

Supposons que &, en plus de la condition d'existence de produits
fibrés finis, vérifie les conditions:

(1) Tout morphisme [ de & se décompose en un monomorphisme
et un épimorphisme p: [ =m.p.

(II) Tout épimorphisme p de & est une rétraction, i.e. il existe
un morphisme s de & (section de p)tel que p.s = id,, ou e = but de p.
Dans ce cas, la décomposition de [ est unique & un isomorphisme prés;
on appelle (m, p) une décomposition canonique de [. Plus généralement,
si f=m'.p' et si m' est un monomorphisme, il existe un et un seul mor-
phisme g tel que m'. g =m et g.p = p".
PROPOSITION I.3.9. Si & vérifie ces bypothéses, le foncteur inclusion:
Ord(T) 2 Cat(T) admet un adjoint compatible avec les foncteurs d'ou-
bli vers &.

PREUVE. A tout T-graphe 0 =(b,a) sur e, on associe, 2race a la dé-
composition canonique du crochet [6]:7~exTe, un T -graphe régu-
lier <O> =(b",a") sur e et (id,,p): 6 »<0> est un morphisme, ol
p est I'épimorphisme de la décomposition canonique de [(6].

Si maintenant —é:(b,a, i, k) est une T-catégorie sur e, nous
allons montrer qu'on peut former un T-préordre <& > au-dessus de <G>.
Si (v}, vy) est le produit fibré de (a, Th) utilisé dans la construction
de O, et si (v}, u5) est un produit fibré de (@', TH'), soient p': 7, =7},

et s': 7, =T, les crochets caractérisés par les relations:
’ [ — 14 [ — LE— r r — ’
vpob'=p.vp wyp' =Tpov,y, vpest=s.vp, v,es' = Tsovp,
ol s est une section de p; on a alors p'. s’ = id”é' Posons
i"=p.i et R"=p.k.s;

en composant a gauche avec a’ et b', on voit que <8> =(b',a’, i', k')

est un T-préordre. On montre de plus que (id,,p): 6 =<8> est un mor-
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phisme définissant une transformation naturelle d'adjonction au foncteur

d'inclusion Ord(T) 2 Cat(T). m

En général le foncteur d'oubli Alg(T) =& n'est pas fibrant. La
proposition 11, plus loin, résoud le probléme de «endre» fibrant ce foncteur
en plongeant universellement Alg(T) dans une sous-catégorie pleine de
Ord(T). Pour cela nous aurons besoin de généraliser la proposition 2.4
de [Bal, en y remplagant la «catégorie des ensembles» par une catégorie
& quelconque, mais vérifiant 'axiome suivant:

(U) Il existe un univers tel que:

a) Homg prend ses valeurs dans cet univers.

b) L'ensemble des classes d'isomorphisme des sous-objets d'un objet quel-
conque e de &, et l'ensemble des classes d'isomorphisme des objets
quotients de e sont des éléments de cet univers.

c) & admet des A-limites projectives pour toute catégorie A associée a
I'univers (i.e. ]A l est un élément de cet univers et Hom, prend ses va-

leurs dans cet univers).
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Par exemple la catégorie Ens associée a un univers quelconque

|Ens | satisfait cet axiome.

PROPOSITION 1.3.10 (Stone- Cech-Barr). Le foncteur d'inclusion pleine
Alg(T) = Ord(T) admet un adjoint.

PREUVE. Compte tenu de I'hypothése b sur les quotients, qui assure la
formation d'images de morphismes de T-algébres, la démonstration est la
méme que celle de Barr, qui s'appuie sur le critére de Freyd d'existence
d'adjoints (sous une forme adaptée a la terminclogie des univers -ce qui ne

pose pas de problémes). Nous renvoyons le lecteur a (Bal. =

Nous noterons my: 6 -6 un morphisme d'adjonction associé a un
T-préordre & . Soit Egqu(T) la sous-catégorie pleine de Ord(T) ayant
pour objets les T-préordres € pour lesquels my est un morphisme carté-
sien (relativement au foncteur d'oubli vers g). Les objets de Equ(T) s'ap-
pellent des T -équivalences.

PROPOSITION I.3.11. Le foncteur d'oubli Equ(T)—& est fibrant et
compatible avec la fibration de Ord(T)— & . Pour tout diagramme com-

mutatif Ale(T) % %
8 —_—

U\gA/U

oa le foncteur d'oubli des T-algébres est factorisé par un foncteur fibrant
X = &, il existe un foncteur Equ(T) =X et un seul (a une équivalence
pres) vérifiant les propriétés:

I° Le diagramme suivant est commutatif:

Alg(T) —Equ(T) -_>5X

2% Ce foncteur transforme tout morphisme cartésien pour Equ(T)“‘g
en un morphisme cartésien pour U': X - &. 1
PREUVE. Soient & une T-équivalence et froe; ™ |6 | un morphisme de
&. si f: /1*9 =& est le morphisme cartésien tel que |f | = f;» on va mon-

Y Lorsque U est fibrant, on se gardera de croire que Alg(T)= Equ(T) (lorsque par exem-
ple T est le triple identité).
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trer que 51 = /1*9 est une T-équivalence, c'est-a-dire que mg, estcar
tésien. Soient g: 92 -*51 un morphisme de Ord(T) et h;: |t92 l—'el tel
que lmal l. hy = |g |; on va montrer qu'il existe un et un seul morphisme

b 92 —'91 de Ord(T) tel que

mg,.h =g et |b|=b1.

1
Soit alors b: 6, =0, tel que
bl=h, e mg. [ h=f.¢g
(ot / est l'image de [ par le foncteur adjoint de la proposition I.5.10); 5
existe, parce que mg et [ sont cartésiens ainsi que leur composé. L'éga-
licé mg, - h = g est conséquence de la fidélité du foncteur Ord(T)T'(g, de

méme que l'unicité de b . Ceci démontre la premiére partie.

Soient X: Alg(T) =X e U:X =& deux foncteurs, tels que
U=1U'.X soit le foncteur d'oubli des T-algébres et que U’ soit fibrant.
Pour tout G ¢ |Equ(T) |, soit X(8) la source (qu'on peut noter aussi
lm5 ]*X(é)) d'un morphisme cartésien m de X de but X(8), tel qu; I'on
ait U'(m) = Imel. Il est clair que la famille (X(8) |6 e |Equ(T) |) se
prolonge de fagon unique en un foncteur X: Equ(T)=X répondant aux con-
ditions exigées. L'équivalence de ce foncteur avec tout autre foncteur vé-
rifiant les mémes conditions résulte de ce que deux fléches cartésiennes

de méme but et méme morphisme sous-jacent sont reliées par un inversible. m

Sur les limites inductives, nous nous contenterons du résultat sui-

vant, dont la démonstration élémentaire est laissée en exercice.

PROPOSITION 1.3.12. Si & admet des A-limites inductives (en plus de
I'bypothése que & admet des produits fibrés [inis), si ces limites commu-
tent avec les produits fibrés et si T commute avec ces limites, alors les
catégories figurant dans la suite (*) (début de 1. 6) admettent des A-limites
inductives et les foncteurs [igurant dans cette suite commutent avec ces

limites inductives.
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I1.1. Pseudo-catégories.

Cette structure généralise un peu celle de bicatégorie définie par
Bénabou dans [Be]; dans les bicatégories, en effet, les familles I, 7, s,
considérées ci-dessous, se réduisent 4 des familles d'équivalences natu-
relles, ce qui ne sera pas toujours le cas dans nos exemples. (On verra au

chapitre III des structures plus générales.)
Une pseudo-catégorie est un septuplet
@:( |.(D| Home,c,K,l.r,s)

tel que les conditions de 1 & 8 ci-dessous soient satisfaites:
1o |D]| est un ensemble; ses éléments sont appelés objets de D.
2° Homg) est une famille de catégories indexée par 1D . Dire que

f: e e est un morphisme de P signifie que
e€ |fD |, e' € l.(Dl et fe€ |Home(e',e) |

Dire que a:f—g:ee’, ou simplement a: f—g, est un 2-morphisme
de D signifie que [:e —e’ et g: e e’ sont des morphismes de D et
a: f—g un morphisme de HomG)(e', e).

3° ¢ est une famille de foncteurs indexée par |D |, de la forme
t(e): 1 —HomqQ)(e',e), pour tout e€ IfD ‘, ou 1 estla catégorie réduite
a un objet 0 et au morphisme unité ido. On notera id(e), ou ide, ou sim-
plement e le morphisme ((e)( idy): e e’

4o x est une famille de foncteurs indexée par |fD I3, de la forme
K(e", e, e): Home(e”, e' )X Hom{D(e’, e) Home(e", e),

pour tout (e”,e',e)€ |fD 1. L'image d'un couple de morphismes ou de 2-
morphismes par ce foncteur s'appellera un composé et sera noté par un mé-
me symbole, qui sera généralement le symbole o dans cet article. Cette
composition s'appellera premiére loi de D, pour la distinguer des lois de

composition dans les Hom@)(e', e). Ces lois seront notées également par
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un symbole unique, appelé symbole de la deuxiéme loi de D.
so ] et r sont deux familles de transformations naturelles, indexées

par lfD l2 , de la forme:
I(e' e): pry P K(e' e e) (e )Xid(HomQ(e' e))),
r(e’, e): pry k(e', e, e).(id(Hom{D(e’, e))Xu(e)),
ou pr:):]XHome(e’,e) —’Hom@(e’,e),
pry: Homq)(e’, e)x1 - Homq)(e', e)
désignent les projections canoniques des produits. En d'autres termes,

pour tout morphisme f: e —e’ de D, r et I fournissent des 2-morphismes

«naturels», notés en abrégé
I(f): [f—idyof et r(f): ] L'/Oz'de,
ou o est la premiére loi de D.

6° s est une famille de transformations naturelles, indexées par

|@|4,de la forme
. D -
s(egregrenep)i Kypp(Kg30%Dyp) = iyap (DygXnzyp)
pour tout (64, €3, €9, e;) € l@ |4, en posant
_ o .. .
Kijk = K(e,, e e,) et "Lij = Homq)( e;, e/.) pour 1<i,j,k <4.

L %

Ces deux foncteurs ont pour source la catégorie @43 @32XED21 et pour
' P g% — . — . —

but fD“. En d'autres termes, si f: e; ey, g e, ey, h:ey; e, sont

trois morphismes de D, s fournit un 2-morphisme «naturel», noté en abrégé

S(b,g. /) (bOg)of —oho(gof).

On dit encore que s déplace les parenthéses vers la droite.

7°  Soit €: $32><@21 **3)32><SD22><,(D21 le foncteur composé du

foncteur trivial @32 X SDZI —*'(’DBZ x 1% ,(DQ] et du foncteur 932 XegX @21,
en adoptant les notations précédentes et également

t;=le;), Sijkl:S(ei'ej’ek’el)’ lij:Z(ei’ej)’ T

ij =7( €; e].),

si les e, ej, ey, e sont des objets de P.
Pour tout triplet (e;, ey, e3) € |@ 13, le diagramme suivant de trans-

formations naturelles:
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S3201°
Kygp-(K339xDgp). e _—""321 (Dgy%Kyp1)- @

Ksa1 (732 >’5)217\ /("321 (D%
K

doit étre commutatif. Autrement dit, en appliquant ce diagramme & un cou-
ple de morphismes f: e; "ey. g: ey ey, on doit obtenir un diagramme

commutatif dans la catégorie Home( eg.ep): (on pose e = e2)

(g, id,, f)
gozd Jof e f gO(zd of)

r(g)o/\ /M/)

8° Pour tout ey, ey, e3. ey, €5 € ‘fD \, on a un diagramme commu-

tatif (dont la notation des objets est laissée au lecteur):

Ksal - (55432’4)%/ Yﬂ (Ksq3* DyxDyy)

ssaz1 (DsgX K43 Xﬁ)zz)l

- Ssa31 (Dsgx Dy3x k357)
Ksa1 (s s4301) \

de sorte que, en «appliquant» ce diagramme & quatre morphismes de P,

frep ey greyes, hiegTe,, kiey e,

on obtienne un diagramme commutatif dans Hom@( es. e ):
(ko(bog))of @————-"
(hog))of (ki hgres ((kok)og)of
's(kOb,g,/)
s(k,bog. f) (kob)o(gof)
$S(k:b:g°/)
kos(h.g.f)

ko((hog)of) — 2 g ko(ho(gof))
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REMARQUE. Les axiomes 7 et 8 s'appellent les «axiomes de cohérence».
Si r, I, s sont des équivalences (resp. des identités), on retrouve les bi-
catégories de [Bel (resp. les 2-catégories). Au chapitre III, les multicaté-
gories donneront, comme cas particuliers, 4 la fois les pseudo-catégories

et les catégories doubles d'Ehresmann.

On dit que F: D -9 est un pseudo- foncteur si fD, D' sont deux
pseudo-catégories et F un quadruplet ( \F l, Fy;,u,c) tel que:

1'e |F|: lfDl - ‘@'i est une application.

2'c F; est une famille de foncteurs

Fi(e',e): Hom)(e', e) = Homq.(F(e'), F(e))

pour tout (e',e)€ |.(D |2. Si e€ le ],on note F(e) son image par IF l,
lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion. De méme, si f est un mor
phisme de D et a un 2-morphisme de D, on note F([) et F(a) leurs
images par F;.

3'® u est une famille de transformations naturelles indexée par I.(D l,
entre foncteurs de source 1; autrement dit u peut &tre considéré comme
une famille de morphismes de P de la forme ule): idp(e)-*F(ide), pour
tout e € |fD |

4'c ¢ est une famille de transformations naturelles indexée par
l@ |3, de la forme
c(e", e',e):k(F(e"),F(e'),F(e)).(F;(e",e')XFy(e',e))

—’Fl(e", e).kK(e", e, e).

Autrement dit, pour tout couple de morphismes f: e —e’ et g: e’ ~e”, on

donne naturellement un 2-morphisme, noté simplement
c(g.f): F(g)eF(f) > F(gof).

5*¢ Pour tout f: e ~e’, on a deux diagrammes commutatifs:

Fep ECDL Feoia,) Flid,of) <L) F(p)
r(F(f)) Tc(f- id,) clid,,, /)? i[(p(,'))
F(f)Oidp(e)mF(/)oF(ide) F(id,)oF(f) m idp oo ()
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. . "
6'c Pour trois morphismes [: e —e’, g:e'—e”, h:e" e de )

on a un diagramme commutatif:

(F(h), F(g). F(f)
E(b) O(F(g)°F(/’));———g)—/ (F(h)oF(g))oF(f)

F(h)oc(g. /) c(h, g) oF(f)
F(h)oF(gof) F(bog)oF(f)
c(h, gof) c(hog, f)
F(hof gof)) @ F((hogof)
gef F(s(h, g 1) gl

Toutes ces définitions sont calquées sur celles des bicatégories
de Bénabou [Be] (on notera toutefois que nous avons renversé le sens des
fleches r et [). On définit la composition des pseudo-foncteurs de fagon
analogue & celle des bifoncteurs [Bel. On pourrait définir les notions de
pseudo-transformation naturelle et méme de morphisme entre ces derniéres.
Ceci permettrait de définir une notion de «pseudo-triple», sur une pseudo-
catégorie, ce que nous ne ferons pas - Signalons simplement que la propo-
sition 3 plus loin donnerait des T-catégories une signification particuliére-

ment agréable.

REMARQUES.

1o Ces définitions de pseudo-catégorie et de pseudo-foncteur doivent
étre largement tenues pour provisoires. En effet, nous avons simplement
imité la définition des bicatégories de Bénabou [Be] , elle-méme inspi-
rée de la définition des catégories monoidales de Mac Lane; mais rien ne
nous assure qu'il ne manque pas des axiomes pour obtenir une structure
la «meilleure» possible, ni que le sens choisi pour les morphismes de co-
hérence - suggéré par l'exemple des T -spans qui suit - est le «bon». Nous
espérons bientdt faire une étude plus sérieuse de cette structure.

20 Dans les exemples pratiques, non seulement les deux morphis-
mes (fog)oh et fo(goh), o f, g, h sont trois morphismes «consécutifs»
de D, ne sont pas égaux, mais ils sont reliés a un troisiéme morphisme

noté fogoh et, d'une fagon générale, on a des «composés» de longueur 7> 2
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différents des composés obtenus par groupements des facteurs. C'est le
cas par exemple lorsqu'on considére la catégorie des ensembles Ens asso-
ciée & un univers, munie d'une premiére loi: le produit cartésien. Nous es-
pérons que la notion de multicatégorie définie plus loin (III.3) permettra

d'unifier ces diverses notions.
I1.2. Pseudo-catégorie des T -spans.

Soit & une catégorie munie d'un triple T, admettant des produits
fibrés finis et munie d'un choix canonique de ces produits fibrés. On va lui
associer une pseudo-catégorie Sp( T) ainsi construite: 1° lSp(T) | = ‘5 [
2° Pour tout e, e'€ |é |, soit Homsp(-r)(e', e) la catégorie dont les ob
jets sont les T-spans O : e —e', c'est-a-dire les couples (b, a), ol

b:m—=Te', a:mTe,
sont deux morphismes de & de méme source. Si 6': e —e’' est un autre T-
span, ot ' =(¥',a'), b': 7" =Te', a': 7' e, un morphisme m: O = 0"
de HomSp(T)( e’, e) (donc un 2-morphisme de Sp(T)) est défini par un mor-

phisme m: 7 = 7' de & vérifiant les conditions:

b'.m=b, a'.m=a.

7
/ X
Te' m e
‘N /
7T'
La loi de composition évidente sur Homsp(-r)(e , e) sera notée par un point
comme dans &.
30 Pour tout e€ |& | on définit un T-span (le,id,): e *Te, que nous no
terons encore id, si le contexte précise bien que c'est un T-span.
4o Si O:e—e’ et O':e" —e” sont deux T-spans, on définit la premiére
loi de composition de Sp(T) pour les morphismes en posant:
Oro0=(Ke".Tb'. vy, a.v,),

ou (v;,v,) est un produit fibré canonique de (T a', b). La composition

des 2-morphismes est alors obtenue grace a la propriété des produits fibrés.
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e \ \
TNTN

ell

PROPOSITION I1.2.13. Si B: e —e', O': e —e", O":e"—e" sont des

T-spans, on peut construire des 2-morphismes de Sp(T):

id,00 «L0) 6_10) _ Goia,

B"o(B'08) s(6.6'.9) (B7080')0 6

(r(6) étant de plus un isomorphisme) qui achéveront la construction de

Sp(T) comme pseudo-catégorie.

PREUVE. Posons 6 =(b,a); formons les produits fibrés canoniques:
(.13'1,1_/'2) de (idp,nb), (v;,7,) de (Ta,le). Comme idp s est un iso-
morphisme, il en est de méme pour 5. Soit 175'1 son inverse. Les relations
= "v" —_ '1’1
(Ke'.TIe'.u]).v2 =v]. 7% =5

(car b. 7y =v]) et (a. v2) v'I

= a permettent de poser

106) =551 0 = id, .0 6.
Les relations T a.I7 = le. a fournissent un crochet c: 7 = 7, tel que

v;.c =17, vy.c=a.
Les relations
(Ke'.Tb.FI).c= b et (z'de.172).c= a
permettent de poser r(0)=c:0 "'QOide.
Posons O'=(b',a'), 6" =(b",a"); la construction des compo-

sés (O"00')o0 et O"o( 0’0 8) conduit a la formation de produits fibrés
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qu'on peut suivre, pour les notations, sur les figures ci-dessous.

(G0 0')o0: e —e" est défini par le couple

(Ke".T(Ke". Tb".v'l).wl, a.vz-wg)-

em e" e' e
(Noter que, si( vy, v,) est le produit fibré canonique de (T a’, b), par con-
tre (w;, w,) est choisi tel que (w;, v,. wy) soit le produit fibré canonique

de ( Tv’2. Ta',b), ce qui est évidemment possible )

“i \

T b" " TW'
T
o TT o™
Ta"
KeI"

K e" Tb'

77’ v

T enl
\ a
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G"o(G'08): e =e" est défini par le couple
(Ke" . Tb". wh, a.vy. wh).
Les relations
(Ke".Tb'. vy) o wy = Ke". TTa". Tv}. w; = Ta". (Km". Tv}. wl),
par comparaison avec le produit fibré (w'l, w’2) de (Ke".Tb'. vy, Ta"),
fournissent un crochet s =s(6",0",6): 7 7' caractérisé par les re-
lations
w'g. s = 1wy, w’I s = K. TU'I. wy,
de sorte que s est le morphisme d'associativité cherché, puisque
Ke".Tb". why.s = Ke". Tb". Km". Tvy. w; =

Ke" . KTe".TTb". Tvyj.wy = Ke".TKe".TTb". Tvy. w,;
et
A.Vg. WH. S = d.Vg. Wy,

ce qui exprime que s; (87 00')ol0 = G" o (0’0 0) définit un morphisme
de Sp(T).

Démontrons 1'axiome de cohérence 8. Soient

t9i: e; e t9i =(b;,a;), pour ISi<4,
un T-span. Nous poserons
p =5(0,,0950,)00,, p'=s(6,0,00,,6,), p"=06,05(0,,6,,6,),
q = 5(54 o 93, 192, 691), q' = s( 94, 53, 920 91).

Il s'agit de montrer la relation ¢'. ¢ =p".p'.p. Pour simplifier le texte,
nous noterons de la méme fagon un morphisme entre T-spans (2-morphisme
de Sp(T)) et le morphisme de & sous-jacent, qui sert & le définir,a condi-
tion que le contexte empéche toute confusion. Enfin, on remarquera que les
produits fibrés ne sont pas toujours choisis de fagon & étre canoniques mais
de fagon a rendre canoniques d'autres produits fibrés.

Construction de (( 1940 93)0(92)051: Soit (”i’ ui') le produit fibré
canonique de (Ta;, ;. b;), pour 1€i<3, de sorte que 6;, ;06 e, ~e; .,
pour 1€7< 3 soit défini par (Ke;y;- Tb;yq-u; a;.ul). Soit (v;vj) un

produit fibré de (Tu;+1, ui)’ pour 1<7<2, de sorte que (”i' ul. vlf) soit
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le produit fibré de (T a;, ;. Tu; ;. b;) et que (6i+2°6i+1)°9i soit défi-
ni par (Kei+3. T(Ke;, 3. Tbi+2‘ui+1)'vi’ a;. uj. vlf), pour i =1 et 2.
Soit (wl, w'I) le produit fibré de (TU'Z, UZ) et 71, , 772- les sources de a; et u;.

Construction de 94 of (93 of 92091)): Soit (m;, m}) le produit fibré
canonique de (Tay, Keg. sz. uy), de sorte que 930(492091) soit défi-
ni par (Key,. Tbg.my, a;.uy.my). Soit (0,0") le produit fibré canonique
de (Ta4, Ke4. Tb3. ml), de sorte que 540(1930(92051)) soit défini par
(Kes. Tb4.o,al.u'1.m'l.o').

Construction de (19406)3)0( 920191): Soit (7,7') un produit fibré
de (TuYy, m;), de sorte que (94093) o( 6,008,) soit défini par

(KeS.T(KeS. Tb4.u3).r, al.u’l.m'l.r').
Construction de q: La relation
T(az.uy). K73 Tvy.wy =(Keg. Tby.up). vy . wh,

confrontée au produit fibré (r,m}. ') de (T(a3. uy ), Ke3. Tbg. ul),

fournit un cochet g (morphisme de &) caractérisé par:
(1) r.q:Kﬁé.Ty2.w1, my.r.q=vp. wh.
Alors

g: ((6,00,)08,)06 =(6,00,)0( 5,06,
est un morphisme de Sp( T ). En effet, on a

Ke5. T(KeS.Tb4.u3).r. q = Ke5. TKeS.TTb4.Tu3.K7T3'. Tv2.w

1
Kes. TKes.KTTeS. TTTb4. TTug. Tv2.wl =

Kes. T(Kes. KTes. TTby. Tug.vy). wp =
Kes. T(Keg. T(Kegs. Thy.ug). vy). w;
et
ap.ujy.my.r'.qg=a;. up.vhowh.
Construction de q': Les relations
Ta4.(K774. Tu3. r) = Ke4. Tbg. Tué.r =(Ke4. Tbg. my).r!

confrontées au produit fibré (o, 0') de (T ay K €y Tb3. ml) fournissent

un crochet g' (morphisme de &;), caractérisé par
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(2) o.q9' =Kmy.Tug.r, o'.q" =r1.
Et alors
q':(6,004)0(0,00,) = 6 0(6;0(8,06))
est un morphisme de Sp( T). En effet, d'aprés (2),
(Keg.Tby0).q" =Kes. Thy KTy Tuy. 1=
Ke5.KTe5. TTb4. Tu3.r: Ke5. T(Ke5.T194.u3).r

et

@ uy.my.o'.q" = ap.up.mp.r.

Construction de (940( 93092))091 . Soit (m2, m'2) le produit fibré
canonique de (Ta4, Ke4. Tb3.u2), de sorte que 940( 93052) soit défi~-
ni par (Ke5. Tb4. My, Ay. uy. m'2), et soit (t,t') un produit fibré de
(Tm%, vy), de sorte que (94 of 93092 ))051 soit défini par

(Kes. T(Ke5. Tb4.m2). t,ay.uy.vy. t')
(autrement dit, (¢, «'.v%.t") est le produit fibré canonique de
(Ta2. Tué. Tm'2, bl))'

Construction de 0,0((0400,)060,): Soit (n,n') le produit fibré
canonique de (Ta4, Ke4. T(Ke4. Tb3. u2). vy ), de sorte que le composé
194 of( 930192)091) soit défini par (Keg. Tby.n, a;.uj.vy.n').

Construction de p: Les relations

Ta4.(K774. Tu3. vy) = Ke4. Tb3. T”tg-“g =(Ke4. Tb3.u2). vy
confrontées au produit fibré (m2, mé) de (Ta4, Ke4. Tb3. u2) fournis-
sent un crochet d, caractérisé par
(3) nzg.d2=K7T4.Tu3.U2, m'y. d = vy
(c'est d'ailleurs le morphisme de & qui définit s(6,,6,.,0,)). Maintenant
les relations

Tmy. . Tdy. wy =T (my.dy) wy =Tvhy. wy =v;.wy
confrontées au produit fibré (¢, ') fournissent un crochet p caractérisé par

(4) t.p=Tdy.wy, t'.p=uwj.
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Alors
p: ((94093)0(92)051—’( 1940(93082)) o @1
est un morphisme de Sp(T). En effet, on a les relations
Keg. T(Ke5. Tb4.m2). t.p =Keg. TKeS‘ TTb4.(Tm2. Td,). w,

= Ke.. TKe.. TTb,. T(K7,.Tu, v,).w; =
dapres (3) 5 5 4 g Tug vy)-wy

Ke5.TKe5,TKTe5.TTTb4.TTu3.Tv2.wI =
Ke5.T(KeS.KTeS.TTb4.Tu3,v2).w1 =
Kes.T(Kes.T(KeS.Tb4.u3).vz).wl
et, d'aprés (4),
ay.uy. vy t'op=a;oup.vyowy.
Construction de p': Les relations
Ta4.(K'7T4. Tmy. t) =Key, TTa4. Tmy.t=
Ke4.T(Ke4.Tb3.u2).Tm'2.t:(Ke4.T(Ke4.Tb3.u2).v1).t',
confrontées au produit fibré (7, n') de (Ta4, Ke4. T(Ke4. Tb3' u2). v1),
fournissent un crochet p' caractérisé par
(5) n.p' =K. Tmy.t, n'.p'=1".
Alors
p':(0,0(0500,))00,~ 8,0((8;00,)00,)

est un morphisme de Sp( T). En effet,

e..Th, . n.p' = Ke..Tb,. K, Tm,.t =
5° 10470 dapres (5) 5 et 2
1\'65.KTe5.TTb4.Tm2.tZKeS.T(KeS.Tb4.m2).t
et
al.u'l.v'l.n'.p’:al.u'l.v’l.t'.

Construction de p” : Les relations
Ta3. K,. Tuy.v; =Key. sz. up.vy
entrainent 1'existence d'un crochet 4, caractérisé par

(6) ”l]-dI:KWB.Tu2-‘U1, m}.dI:yi
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(d, est alors le morphisme qui définit s( 6, 6,, 0,)).
1 P 32 ¥

Maintenant les relations
Ta4.n=Ke4.KTe4.TTb3.Tu2.v1.n' =
Ke4. Tb3 .K773. Tu2 cvgpen’ =(Ke4.Tb3.m1).d1.n'
confrontées au produit fibré (o, 0’) de (Ta4, Ke4. Tb3. ml) fournissent

un crochet p” caractérisé par
(7) o.p" =n, o'.p"=d;.n".

Alors
p": G, 0(( 63082)o61) =8, 0(0;0( 492061 )
est un morphisme de Sp(T), car
Kes.Tby.0.p" =Kes. Thy.n
et
apuy.vp.n'.

a,.u,.mh.o'.p" =a,.u).m),.d,. n' =
1- 41" b 1-%1-Mp- 4 d'aprés (6)

Construction du «Deus ex machina» x : Les relations
Ta4.(K7T4. KT7T4. TTu3. Tv2. wI) = Ke4. KTe4.TTb3. Tu2. vyew =

(Ke4.T(Ke4.Tb3.u2).vl).w1' d'apr:és (6)(Ke4.Tb3.m1).d1.w},

confrontées au produit fibré (o, 0’ ), fournissent un crochet x tel que
(R) o.x=K7T4.KT7T4.TTu3.Tv2.w1, o'.x =d;. wy.

C'est la propriété d'unicité de ce crochet qui va permettre d'achever la dé-
monstration; il suffit en effet de constater que, si dans (8) on remplace x
par ¢q'. q ou par p”.p'.p, ces relations restent vraies. En effet,

o.q'. = Km,.Tu,.r.gqg=Kn,.Tu,. K. Tv,. w, =
B T o D M g U3 RT3 DUy Wy

K7T4. KT7T4. TTu3. Tvz.wl,

L3 ’

o'.q'.q = r.g=d; w;;
d'aprés (2) =1
cette derniére égalité se démontre en utilisant la propriété universelle du

produit fibré, car, par définition du produit fibré (r,r'), on a

ml.r'.quué.r.q Tu}.KWé.Tuz.w]=

d'apr_és (1)
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Tuy,.v,. w' = m,.d,.w
271 1 d'aprés (6) 1 1 1
et

m.r. = v'.ow! = mh.d,. wh.
1 d'aprés (1) 1 d'aprés (6) o

Maintenant remplagons x par p”".p’'.p dans(8); on a

.p'. = Kmy.Tmy.t.p

o-pT-P-P p d'apx_és(S)

= n =
d'aprés (7) d'aprés (4)
K, T(K’7T4. Tuz.vy) . wy =Km,. KT TTu3.Tu2.wI
et

’

dl‘ w.

’

Lpr.pt. = d,.n"'.p'. = d,.t =
o'.p".p". D " b'-p d'apres (5) 1 1 4 d'aptés(4)

d'aprés (7)
Ceci achéve de vérifier 1'axiome de cohérence ( 8 ). La démonstration de

1'axiome de cohérence (9) se fait sur le méme modéle. m

REMARQUE. Nous aurions pu démontrer un résultat plus général et plus
rapidement en utilisant systématiquement les pseudo-triples. Sp(T) serait
alors apparue comme la pseudo-catégorie «de Kleisli» relative au pseudo-
triple induit par T sur Sp(&), o Sp(&) = Sp((idg, idg, idg)). On ob-
tient canoniquement un pseudo-foncteur de la catégorie de Kleisli KI(T)
relative au triple T dans la pseudo-catégorie §p( T) en associant & un mor-
phisme f: e ~e’ de KI(T) (c'est-a-dire f: e 2 T e dans &) le T-span
(f id,): e = e’

On dit qu'une transformation naturelle m: F = F’, ou F, F': C-(
sont deux foncteurs, est cartésienne si, pour tout morphisme f:e —e’ de
G, alors ( F(f), m(e)) est un produit fibré de (m(e’'), F'(f)). On dit que
T=(T,I,K) estun triple cartésien si les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

(a) & admet des produits fibrés finis et T commute avec ces pro-
duits fibrés (ce qui arrive dés que I ou K sont cartésiennes).

(b) I et K sont des transformations naturelles cartésiennes.

On verra au chapitre III des exemples de triples cartésiens; en voi-

ci une caractérisation utile:

PROPOSITION II.2.14. Pour que Sp(T) soit une bicatégorie (i.e. que r,
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| et s définissent des équivalences naturelles), il faut et il suffit que T

soit cartésien.

PREUVE. Reprenons les notations de la proposition 1. Pour la construc-
tion de (9 ), il est clair que la condition (c) entraine que le crochet ¢
entre deux produits fibrés est un inversible, et réciproquement si c'est un
inversible, ( ¢) est satisfaite. On sait déja que /(&) est toujours un inver-
sible. Pour la construction de s( 8", 8', 6) la figure 1 montre clairement
que, si (a) et (b) sont remplies, alors ( K7". Tvl. wy, wy) est un pro-
duit fibré de (T a",Ke".Tb'. v;) et, comme s est le crochet résultant
d'une confrontation avec le produit fibré canonique (w;, wy), c'est un in-
versible. La réciproque se démontre en considérant des cas dégénérés de

cette situation. ®
I1.3. Deux interprétations des T -catégories.

Nous allons donner deux interprétations, en quelque sorte duales
I'une de 'autre, des T -catégories.

Une monade (ou monoide) dans une pseudo-catégorie 9 est un pseu-
do-foncteur w:1—9, en désignant par 1 la pseudo-catégorie réduite 4 un
seul objet 0, un seul morphisme et un seul 2-morphisme (ce qui détermine
entiérement la structure). Nous noterons par un © la premiére loi dans 9
et par un point la deuxiéme. Si e = (0) et 0 = K (idy), la donnée de

de p équivaut a celle de deux 2-morphismes de D
irid, =0 et k:606-0
(ce qui correspond aux familles u et ¢ de la définition des pseudo-fonc-

teurs) rendant commutatifs les diagrammes suivants (ce qui correspond aux

axiomes 5' et ' deIl.1)

6 —d(0) o 6 <29 0
r(6) k k 1(6)
Boid =———m G0b Gol ——s— id o6
e Boi ol €
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ok kol
Bo6 06
k¢ ‘k
0 o 14(6) 0

Soit & une catégorie munie d'un triple T, admettant des produits

fibrés finis et munie d'un choix canonique de ces produits fibrés.

PROPOSITION II. 3. 15. La donnée d'une T-catégorie équivaut acelle d'une

monade de la pseudo-catégorie Sp(T), sur le méme objet.

PREUVE. Si pu: 1 —*Sp(T) est une monade, le T-span O: e —e est dé-

fini par un couple (@, b) de morphismes de & de la forme
a:T—=Te, b:7T > e.
Formons le 2-morphisme de Sp(T):
5(6,0,0):(600)0f = 00(B00).
Pour cela, soit (vy, vl) le produit fibré canonique de (T b, @), soient
(wy, w;) le produit fibré de (Tv;, v,) rendant canonique le produit fi-
bré (wy, vy.w;) de (Tb.Tvy, a), et (wy, wy) le produit fibré canoni-

que de (Tb,Ke.Ta.vy); alors s( 6,06, 0) est défini par le morphisme

s de & caractérisé par:

(1 wy.s =wp, w'2.s=K7T.Tv2.w2,

qui résulte de la confrontation de la relation
T6.Km.Tvy. wy=Ke.Ta. vy w,;

avec le produit fibré (w'2, w} ).

Formons les 2-morphismes de Sp(T):
1(6): 6 -*ideoB et 71(0):06 —*QOide,
définis par les morphismes ! et r de & caractérisés par les relations:
(2) uy.l=a, uy.l=id,, ug.r=17T, uj.r=0,

si (u2, ”1) est le produit fibré canonique de (T b,le) et (u'2, u']) ce-
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lui de (idp,, a). Dans la suite de la démonstration, nous noterons par la
méme lettre x un 2-morphisme x: e’ ~e” de Sp(T) et le morphisme de g,
x:e e, qui lui est sous-jacent. i et k ont la méme signification que
ci-dessus (familles z et c). Nous allons voir que 0*=(b,a,i, k) est
une T-catégorie (non canonique - voir définition au chapitre I.4) ssi les
données (G, i, k) définissent une monade p de Sp(T).

Dans &, on a les relations caractéristiques pour i o9, foji, ko0

et Gok:

(3) vy (i060)=Ti. u, vy (i060)=uy,
vy (G0i)=u,, vy (00i)=1i.uy,
v2.(k019)=Tk.w2,vl.(koe)zvl.wl,
112-(9°k):w'2, vl.(eok)zk.w}.

En utilisant (1), (2) et (3), on en déduit les relations (dans &):
vy (i00).1=id,, v, (io0).1=Ti.a,
ul.(eoi).r:i.b, v2.((9°i).r:I7T,
vl.(ec'k).s = k.wl, u2.(9°k).s =K. Tvz.w2,
vl.(koe):vl.wl, v2.(k°<9)=Tk.w2.

Si on confronte ces relations avec les relations caractéristiques du cha-

pitre 1.4, (2), (3), (5), (6), on en déduit les relations:
iy=(i00).1, i,=(00i).r,
ky=(00k).s, kg=ko0.

Les conditions de «neutralité» et «associativité» (7) et (8) de 1.4 s'écri-

vent alors:
k.(iof). 1=id =k.(00i).r,
k.(Ock).s=k.(ko0)
.et expriment justement la commutativité des diagrammes définis, ci-dessus,

par U , extraits du diagramme suivant (dans Sp(T))

Ooid, (B00)0 b

8 o7 o
id L 5%&9 QV s(6,6,6)
7 — e A — o
id o
e

o(fe0)
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ce qui termine la démonstration. ®

Si & vérifie les mémes hypothéses, on notera Sp(&) la pseudo-
catégorie (qui est en réalité une bicatégorie) Sp (idg, idg,idg); ses mor-
phismes s'appellent simplement des spans de &. On notera par © sa pre-
miére loi, par un point la seconde et on désignera par une méme lettre un
morphisme de spans et le morphisme de & sous-jacent. Nous allons main-
tenant interpréter une T-catégorie dans Sp(&) au lieu de Sp(T). Si on
avait défini la notion de pseudo-triple sur une pseudo-catégorie (par exem-
ple, on verrait que T induit un pseudo-triple sur Sp(&)), on pourrait dé-
finir en toute généralité la notion de pseudo-algébre. Contentons-nous de
la définition suivante: Nous dirons que (O, i, k) est une T -pseudo-algebre
sur e si O: Te—e estun span de & (et donc défini par deux morphismes

b:7—e et a:7>Te de 5), si
‘i id, >0ole et k:8oTE-0oKe
sont des ?-morphismes de Sp( &), en posant TE =(Tbh, Ta) et en iden-

tifiant tout morphisme x: e’ —e” avec le span (x, z'de.): e’ —e", et enfin

si les «axiomes de cohérence» suivants sont satisfaits:
(1) (kolTe).(iof)=idg=(ko Tle).(6oTi),
(2) (koKTe).(koTTE)=(koTKe).(6oTk).

PROPOSITION II.3.16. La donnée d'une T-catégorie sur e €quivaut a

celle d'une T -pseudo-algébre sur e.

PREUVE. Soit 8: Te—e un span, & =(b, a); soit (u", u%) le produit
fibré canonique de (a,le); alors Oole: e —e est défini par le couple
(b.u", u%). Un morphisme. i: id, ~@ole dans Sp(&) est défini par un
morphisme z~ e—=7" de & (voir figure) tel que

b.uy.i=id,, ub.i=id,.
Posons : = uf. z~'; on a

b.z'zz'deet a.i=le.uy.i=le,

donc (b, a,i) est un T-graphe pointé sur e. Réciproquement cette don-

née détermine un crochet i:e 27 déterminant le morphisme de spans i
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cherché.

Soit (v, vg) et (vI' , v2’) les produits fibrés canoniques respec-
tivement de (a, Tb) et de (a,Ke); alors BoTE et BoKe: TTe—e
sont définis par les couples (5. vy Ta. v2) et (b. v}, v’2).U? morphis-

me de spans E:80T6 —=6oKe est défini par un morphisme k. 7,>7"

de & tel que
k=Ta vy
k
v
T ‘_2__
Ty
Y
vl
1 k

Te A——————— 77

Posons k =1v%.k; 0on a b.k=0b.vy,

a. k = a. v’l.k = Ke.v’z.k:Ke.Ta.v2,
ce qui exprime l'axiome (4) de I.4. Réciproquement, £ vérifiant (4) déter-
mine un crochet & définissant un morphisme de spans k: Go T8O —~0oKe.
Donc, il reste a montrer que (b, a,i, k) est une T-catégorie, c'est-a-dire
vérifie les axiomes de neutralité et d'associativité (7) et (8) de 1.4, si et

seulement si les axiomes de cohérence (1) et (2) ci-dessus sont satisfaits,
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ce qui est une vérification de routine. ®

REMARQUE. En appliquant ceci aux T-préordres, on redémontrerait la

proposition 4 de I.5.
Il. 4. Catégorie pseudo-monoidale et fibration de Gr(T).

Une catégorie pseudo-monoidale (ou encore un pseudo- monoide) est
est une pseudo-catégorie @ a un seul objet qu'on notera presque toujours
1.Si D estla catégorie Hom 5’)( 1, 1), saloi de composition, qui coincide
avec la «deuxiéme loi» de 9 sera notée par un po.int, et la «premiére loi»
de D sera généralement notée par le symbole o. On écrira souvent D=
(SD, 1, 0): les symboles r,/, s des axiomes 5 et 6 deIl.1 seront tou-
jours notés de la méme fagon; c'est pourquoi ils sont facilement sous-en-
tendus en notant P sous la forme d'un triplet. De m&me un pseudo-fonc-
teur F: D-P entre deux catégories pseudo-monoidales est déterminé par
un foncteur F: D~ des catégories sous-jacentes, qui «commute» avec
les premiéres lois: c'est-a-dire qu'en fait, les morphismes u et ¢ des
axiomes 3' et 4' seront toujours notés de la méme fagon: u: I »FI est
un morphisme de P , tandis que c: O.( FXF) —F.O est une transforma-

tion naturelle, en notant O: DPxD -9 le foncteur «premiére loi»:
O(m',m)=m'om,

pour tout couple de morphismes de 9, quelle que soit la catégorie pseudo-
monoidale D. Toutes ces données devant satisfaire «les axiomes de co-
hérence» 7, 8, 5', 6 dell.l.

Soit T un triple sur une catégorie & munie de produits fibrés ca-
noniques. Pour tout eelgl la catégorie HomSP(T)( e, e) sera notée Gr(T)/e;
c'est une sous-catégorie de Gr(T) et elle est sous-jacente aune catégo-
rie pseudo-monoidale notée Gr(T)/e =(Gr(T)/ e, 1, ) et obtenue par
«estrictionn de la structure de Sp(T): en réalité la dualisée (pour la loi
o seulement) d'une sous-pseudo-catégorie de Sp(T).

Pour tout morphisme [: e e’ de &, on définit un foncteur
[*: Gr(T)/e~Gr(T)/ e, enposant f*(m)=[*m

(voir proposition I.5.6).
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PROPOSITION II.4.16. [* est le foncteur sous-jacent a un pseudo-fonc-

teur, noté [*: Gr(-T)/ e —=Gr(T)/ e, dont les morphismes u et c sont
de plus déterminés de facon unique (mais ce ne sont pas nécessairement

des isomorphismes, méme si T est cartésien).

PREUVE. Si & et 8' sont des T -graphes sur e, la construction du mor-
phisme f*(G'o &) par limites projectives (qui se raménent & des produits

fibrés officiels) entraine !'existence d'un morphisme unique
c(0',8): f¥G of*0 —~ ¥ o0)

de Gr(T)/ e déterminé par un crochet c(6’, 8): 7" »7' dans &, si 7"

et 77* sont les objets des morphismes respectivement des T -graphes
%67 0 (%6 et [*6'00].

On détermine un morphisme unique z: 1 —/*] d'une maniére analogue.
Nous allons montrer que ces morphismes satisfont les axiomes de cohéren-

] 1 .« . . N 1
ce 5' et G'. Nous nous limiterons en fait & montrer, par exemple, que le

diagramme suivant, pour tout T -graphe & = (b, a) sur e, commute:

*10
/*(1o<9)<f—— %6

c(1,0) 1/*6
[¥1o0f*0 o 10 f*0
uof*@
ce qui revient a montrer qu'on a un diagramme commutatif avec les morphis-
mes sous-jacents de &, en utilisant la propriété de limite projective de
f*(100). On notera par la méme lettre un morphisme de Gr( T) et le mor-
phisme sous-jacent de & qui le définit.
Soit (b',a' )= f*6 et (b,a)=[*1°6); on a deux limites pro-

jectives (ou les projections canoniques sont en pointillés):

Te<,_T/_Te' Te‘_LTe’

a? a'* Ke Ta.v2 3 45

"l el

b‘ b'g v ‘b
1

Y A 4

e‘_____ e e e
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et ol (v;,vy) est le produit fibré de (Ie, Tb) qui sert a former le com-
posé [ o0 =(v;, Ke.Ta.vy).

Nous sommes donc amenés a montrer les trois égalités suivantes:

(1) a. [*10 =a.c(1,0).(uof*0).1f*6,
(2) [ 1510 = [ c(1,6).(uof*0).1j*6,
(3) B f*10 =b.c(1,6).(uof*0).1*6.

Posons encore [*I =(by, a,) et soit [, la troisiéme projection canoni-

que définissant f*] :

On obtient d'abord un morphisme g de & tel que, en notant (Vje, Vgo) le

produit fibré de (a,, T b'); on ait

[¥10[*¥0 = (be.vje, Ke'.Ta' vy)
et
(4) vi-g=fo-vio, vo-g8=T[ vgo-
Le morphisme u de & est caractérisé par les relations:
(s) bo.u=idy, fo.u={[ ao.u=1le',
et donc on a, si (v, u'2) est le produit fibré de (le', T b'):

lof*g = (vy, Ke'.Ta'. v'y)
et
(6) u. vy =vie.(uof*6), vh =vy.(uof*0).
Par définition du morphisme /&, on a
v, 10 =b et v,. 10 =17,

d'ou les relations:

(7) b.f¥10 =b", [.[¥10=10.1, a. [*I10=a.
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De méme le morphisme //*0 est caractérisé par

(8) v 1RO = b, vy 1f¥O =1
Eton a
(9) 10.f"=g.(uof*¥0).1f*0 (aturalité» de 1),
puisque

Vg (uof*0) = fou.(uoft) =

d'apres (4) d'ap:és (6)

=fo.u.v

’ — . Z/'
1 d'apres (S)f I
et

. g. o f*x@ = T/, . o [*0 = T vy
UQ g (ll / ) d'aprés (4) / UZO (Zl / ) d'aprés (6) / UZ

Enfin, par définition de c¢(1, &), on a
(10) 5.¢(1,0) =bo.vjo, a.c(1,8)=Ke".Ta . vy, [.c(1,0)=g.

On a

Lf*10 = a =Ke'.Ta'.lT' =
d'apres (7) d'aprés (8)

Ke' . Ta.v .lf*0 = Ke'.Ta'. (uof*¥8).1f*0 =
€ Y9 / d'aprés (6) ¢ vae (uef*0).1f

= G@e(1,0).(uo*0). 1/%6,
d'apres (10)

Q|

ce qui démontre (1). On a

[ /%16 = 16. 7 = (uof*6).1f*8 =
/-1 d'apres (7) / d'aprés(9)g (uef*t) /

= Lc(1,60). (uof*8).1/%0),
d'apres (10)/ of )-(uef a )

ce qui démontre (2). Enfin,

b_.f*Z@ - b - o 10 =
d'aprés (7) d'aprés (8) ! d'aprés (6)

bo.u.v',.1f*6 = bo. (uof*0).1[*%0 =
o ¥ ] / d'apreés (6) o Vot / / d'apres (10)

= b.c(1,0).(uof*8).1/%0,
ce qui démontre (2). @

Relativement a un univers, noté |Ens I, on note Ens, Cat, etc...

respectivement les catégories des ensembles, des catégories, etc... No-
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tons Cat * la catégorie dont les objets sont les catégories pseudo-monoi-

dales dont la catégorie sous-jacente est dans Cat et dont les morphismes
A\

s%t les pseudo-foncteurs. Relativement & un univers noté ‘Ens I, on note

Ens, Cat, Cat®, etc... les catégories analogues. Si & est un élément de
) ) g 8

la proposition précédente nous montre comment, & un morphisme

f:e e de &, on peut associer un morphisme

_ A\
[*:Gr(T)/ e = Gr(T)/e de Cat’

On appellera bifoncteur un pseudo-foncteur ( F, u, c) tel que u et ¢ soient
des équivalences naturelles (et non pas un pseudo-foncteur entre bicaté-

gories comme dans [Bel).

PROPOSITION I1.4.18. La correspondance qui associe a toul morpbzsme
[ de & le pseudo-foncteur [* définit un bifoncteur &°PP —'Cat#

PREUVE. Nous laissons cette démonstration facile en exercice; elle uti-

lise le fait que « et ¢ sont des crochets de limites projectives. ®
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Dans les deux premiers exemples qui suivront (sections 2 et 3) le
triple T posséde des propriétés qui en simplifient I'étude. Ces propriétés
assurent non seulement que le foncteur Cat(T) —Gr(T) est triplable
(proposition II.1.19), mais aussi elles permettent une construction sim-

ple de I'adjoint (scolie de la proposition III. 2. 21).
II.1. T-Catégories libres (cas particulier).

Soit T un triple sur une catégorie & admettant des produits fibrés
finis et munie d'un choix canonique de ces produits fibrés. Soit X I'une
des catégories Alg(T), Ord(T), Cat(T), Gr(T), et ec |@ ); on note-
ra X/ e la sous-catégorie de X ayant pour objets les objets & de X tels
que Ue=e, ou U: X =& est le foncteur d'oubli habituel (voir suite (*)
au début de I.5), et dont les morphismes sont les morphismes /— e~e’
de X tels que U/_Z id, . Notons que Alg(T)/ e et Ord(T)/ e sont, res-
pectivement, une catégorie discréte et un préordre.

On dit que T = (T, 1, K) est un triple fortement cartésien s'il est
cartésien (II. 2) et si, de plus, il vérifie les conditions suivantes: 7

(c) & admet des sommes finies et dénombrables et T commute avec
les sommes.
(d) Les sommes dans & sont universelles (0.1) et commutent avec

les produits fibrés.

PROPOSITION II1.1.19. Si T.est un triple fortement cartésien, le fonc-
teur d'oubli Cat(T) = Gr(T) est triplable.

PREUVE. Soit U:Cat(T)—=Gr(T) le foncteur d'oubli habituel; on va dé-
finir un foncteur adjoint F: Gr(T)—Cat(T) en utilisant la proposition
A.1 de l'appendice. Pour tout e€ & |, d'aprés la proposition I1.2.14 et

la terminologie de II. 4,
Gr(T)/e=(Gr(T)/ e, 1,°)

est une catégorie monoidale et, d'aprés la proposition I1.3.15, Cat(T) /e
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est isomorphe & la catégorie des monades Mon(Gr(T)/ e) (appendice) et
son foncteur d'oubli vers Gr(T)/ e coincide avec une restriction de U.
Pour montrer que le foncteur Cat(T)/e = Gr(T)/ e admet un adjoint, il
suffit donc de montrer que G_r(—Tjﬁ est dénombrablement distributive
(proposition A.1). L'existence de 'sommes finies et dénombrables résulte
de I'hypothése (c) et de la «créativités du foncteur Gr(T)/e—=& qui, a
tout T-graphe & sur e, associe l'objet des morphismes 7 de 0. On aché-
ve de vérifier que Gr(—T)-/_e est dénombrablement distributive en utili-
sant les conditions (c) et (d), et le fait que, si dans &2 on a une éga-
lité de la forme C’'.C = C" et si C' et C" sont des transformations na-
turelles cartésiennes (II.2), alors C est également cartésienne. Le fonc-
teur d'oubli Ue: Cat(T)/e—=Gr(T)/e est donc triplable; notons son
adjoint F,_: Gr( T)/e—Cat(T)/e. Nous définissons alors IF | par la
condition de prolonger les applications iFe I,‘lorsque e parcourt ,g’ |

Si T est fortement cartésien, il en est de méme du triple T2 (I.1)

et le foncteur d'oubli U : Cat(T2) ~Gr(T2) est identifié au foncteur:
U2: Cat(T2) = Gr(T2).
La maniére dont est construit 1'adjoint de la proposition A.1 conduit &

définir tF2~ comme prolongement des applications “:f |, lorsque f par-

court \(%2 ‘, ou l'on note i:f I'adjoint du foncteur d'oubli
O Car(T2) /[ = Gr(T2)/ .
Ces conditions permettent donc de construire un foncteur
F:Gr(T) = Cat(T),

et ce foncteur est un adjoint de U: Cat(T)—=Gr(T); il suffit en effet de
remarquer que la méme démonstration permet de construire les transforma-

tions naturelles I' et K’ du triple cherché, qu'on notera
T =(T',I''K'), si T"=UF.
Il reste a montrer que le foncteur d'Eilenberg-Moore
E:Cat(T) = Alg(T")

est un isomorphisme. Le triple T. déduit du couple d'adjoints (F,.U,)
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s'obtient par restriction du triple T' a Gr(T)/ e et, puisque le foncteur
d'Eilenberg-Moore associé E_: Cat(T )/ e = Alg(T!) est un isomorphis-
me, on en déduit aussitdét que IE I est une bijection. Par un raisonnement
analogue on montre que IEZ | est une bijection, puisqu'il y a une bijection
entre les T'Z-algebres et les morphismes entre T'-algébres. Ceci achéve

de montrer que E est un isomorphisme. ®

Un morphisme de &2 est dit cartésien lorsqu'il I'est au sens de
II.2 (un tel morphisme étant une transformation naturelle). On dit qu'un cd-
ne inductif dans &2 est cartésien si ses injections canoniques sont tou-

tes cartésiennes.

LEMME. Sidans & les sommes sont universelles, & uvérifie la propriété
suivante:

(e) les injections canoniques de sommes dans & sont des monomor-
phismes.
si & vérifie (d) (et donc (e)), toute somme finie ou dénombrable dans
&2 est un céne cartésien (si & admet un objet final, ceci est vrai pour
toute somme) et tout crochet de somme formé a partir d'un céne cartésien

dans &2 est cartésien.

PREUVE. La premiére partie est un exercice intéressant sur le langage des
catégories. On montre alors, & partir de la condition (e), que, si une som-
me dans &2 est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de @, chacun
de ses termes est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de &. On
montre ensuite que les transformations naturelles «codiagonales» sont car-
tésiennes en utilisant l'universalité des sommes et on achéve la preuve

en utilisant la fin de la condition (d). =

PROPOSITION 111.1.20. Lorsque T est un triple fortement cartésien, il en

est de méme du triple déduit du foncteur triplable Cat(T)—=Gr(T).

PREUVE. Si T'=(T',I',K') est ce triple sur Gr(T), la preuve de la
proposition A.1 de I'appendice montre que, pour tout 6 € lGr(T) |, 76
est une somme dénombrable, I'9 une injection canonique de cette somme,

K'6 un crochet de la somme T'T'O; on en déduit aussitdt que T’ est
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cartésien. Le reste de la proposition se démontre en utilisant la commuta-
tivité des limites projectives entre elles (produits fibrés) et la commutati-

vité des limites inductives entre elles (sommes). ®

1.2, &-catégories.

On suppose que & est une catégorie munie de produits fibrés fi-
nis. Considérons le triple identité (idg,idg, idg) sur & ; on le notera
simplement & dans ce paragraphe. La catégorie Cat( &) des g-catégories
n'est autre que ce qui est habituellement appelé ainsi dans la littérature
(ou «catégorie &-structurées dans [Eh]). Les axiomes donnés en 1.3 de-

viennent alors:

(1) boi=id,, a.i=id,,

(2) vy.ip =id,, vy. i = i. 4,
(3) vy.ig =i b, Vg iy = id,,,
(4) b.k=b.v,, a.k=a. v,,
(5S) vickp=kowp, vk = vy wy,
(6) vickg = vpwy, vy kg = kowy,
(7) koip=id, =k.iy,

(8) koky=Fk.ky,

ol (vl, v2) et (wl , w2) sont respectivement des produits fibrés de ( a, b)
et (v2, vy;). Des remarques analogues peuvent étre faites pour Gr(g),
Ord(g),.... La catégorie Alg(g) est isomorphe a & et la catégorie
Equ((g) définie en 1.5 n'est autre que la catégorie des &-relations d'équi-
valence.

Le triple identité & vérifie, évidemment, les conditions (a) et (b)
de II.2; donc il est cartésien. Pour qu'il soit fortement cartésien, il faut
et il suffit que & vérifie les conditions (¢), (d), et par suite (e), de II. 1.
Dans ce cas, le foncteur d'oubli Cat(&) —Gr(&) est tiplable et le triple
N qu'on en déduit est fortement cartésien (proposition 20).

Soit Ens la catégorie des ensembles associée a un univers(lequel

est identique a \Ens [). On notera, en principe, Cat, Gr, ... les catégories
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respectivement des catégories, des graphes, ..., ces structures étant défi-

nies de maniére «locale» (I.1). On a alors des foncteurs injectifs connus:
Cat( Ens) — Cat, Gr(Ens) = Gr, ...,

qui sont des équivalences de catégories. La convention de disjonction fai-
te a 1'axiome 2 de I.1 nous permet d'identifier Cat( Ens) et Cat, Gr(Ens)
et Gr,...; mais, autant qu'il sera utile, le contexte précisera si les nota-
tions Cat, Gr,... se référent aux définitions «locales» ou «globales». De
méme, les notations Ord et Equ désignent ls\s catégories Ord( Ens) et
Equ( Ens). Relativement & un autre univers {Ens ', on adopte les notations
/N A A N

Cat, Gr, Ord, Equ, etc...

Nous allons donner une description du triple fortement cartésien,
que nous noterons N =(N, I, K), déduit du foncteur triplable Cat = Gr;
nous le ferons dans la terminologie «ocale» et, de plus, d'une fagon intrin-
séque (i. e. non relative & un univers).

Si Q est un graphe, NG est le graphe suivant: |N9 ' = ‘9} et
F:e—e' est un morphisme de N§ si c'est un chemin de G, c'est-a-dire
s'il existe une suite d'objets (en, ceseg, eo) de Q, ou ep =€ et e, = e’,

et une suite de morphismes f; de G tels que

F = (/n,..., f1), ot fire ;e (1€i<n).
Une telle suite s'appelle encore suite de morphismes «consécutifs». L'en-
tier n s'appelle la longueur du chemin et parfois, pour simplifier, ce che-
min sera noté seulement F. Remarquons que, si n =0, cette définition
implique que e=¢e'( =e,) et F=0 estla suite vide: on note id, ce

chemin D: e e, de longueur nulle.

16:6 NG et KG:NNG - NG

sont les morphismes de graphes tels que

1§ 1= kG |=id|g)
et définis sur les morphismes de la maniére suivante: A tout morphisme
fre—e', 1§ associe le chemin (/):e ~e' de longueur 1, noté parfois
simplement /: e ~e’. A tout chemin ¢: e ~e’ de NG, on associe par KG

le chemin ¢: e —e' de Q obtenu en «effagant les parenthéses» de ¢ (ou
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par quxtaposition»). Autrement dit, si

¢ =(Fpos Fy) et Fy=(fy i) (1€i€p),

on a
F = Y eens , s e ).
(/’np fp,] /p-],np_l f],l

La notation de ce triple N peut difficilement &tre confondue avec
celle de 1'ensemble des entiers positifs ou nuls; si une telle confusion ris-
que de se produire, on peut toujours identifier cet ensemble avec N I.

On notera parfois par une méme lettre une T-catégorie et le T-gra-
phe sous-jacent; ainsi on note encore NG la structure de catégorie libre
sur le graphe NG défini par la N-algébre libre KG; on les appelle res-
pectivement, catégorie et graphe des chemins de §. On appelle N le tri-

ple des chemins.

PROPOSITION IIi.2.21. Soit T=(T,I,K) un triple cartésien sur & et

soit 8 =(b,a,i, k) une T-catégorie sur e€ |& |; alors
(Tb, Ke.Ta, Ti, Tk)
est une &-catégorie sur Te.
PREUVE. (Tb, Ke.Ta, Ti) est un 5-graphe pointé, puisque
Tb. Ti=Te et Ke.Ta. Ti=Ke.le=Te.

Soient (v], vo) et (wy, wy) les produits fibrés associés a 8 les mor
phismes cartésiens de &2 érant stables par composition, (Tv;, K7.Tuv,)

et (Twy, K7,. Tw,) sont les produits fibrés de
(Ke.Ta, Tb) etde (K7.Tuv,, Tv).
Si on remplace (b, a, i, k,i;, 75k} k,) par
(Tb, Ke.Ta, Ti, Tk, Ti;, Tiy, Tky, Tk,)
dans les formules de (1) a (8) ci-dessus, elles restent vraies. =

Cette proposition permet de simplifier trés sensiblement, dans la
pratique, la description de la T-catégorie libre donnée par l'emploi de la
proposition I11.1.19. Si € = (b, @) est un T-graphe sur e€ |& | , on note-

n
ra O0= (b,,a,), et on appellera T-graphe des chemins de longueur n% 0,
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le T-graphe obtenu en utilisant la «premiére loi» de Sp( T) (II.2); on no-

tera 77, l'objet de ses morphismes.

SCOLIE. Si T est un triple fortement cartésien, la T-catégorie libre O =
(b,a,i k) engendrée par un T-graphe O =(b,a) sur e€ ‘{';' a méme
objet e des objets que O. L'objet 71 des morphismes de O est la somme
des objets T, (ne€ N) gue nous décrirons par récurrence: Mg =e, Ty =T

et 7, pour n>2, est la source du produit fibré

M. — T,

k-ll

Te @—Efo_ 7
o 0" =(b', a') estle &-graphe sur Te tel que b'=Tbh, a’=Ke. Ta
n
et ou 77;1_1 est l'objet des morphismes du g-gmpbe 06" = (b;z’ a;l).
Nous allons étudier maintenant une autre propriété remarquable des
triples cartésiens. On a déja remarqué que, pour tout triple T =(T, I, K)
sur &, on a un morphisme de triples | =(idg.1): T -&; il en résulte

(proposition 1.5.7) la formation d'un diagramme commutatif:

Cat(T)—Gr(T)— &

/

Cat(&)—Gr(&)— &

i.e. toute T-catégorie & sur e «induit» une g-catégorie sur e dont le &-
graphe sous-jacent est «induits par le T-graphe sous-jacent 3 &. Nous al-
lons montrer que, si T est cartésien, inversement,a toute g-catégorie on
associe une T-catégorie. En fait, nous prouverons une propriété plus gé-
nérale. Soit T =(T,I1,K) et T' =(T’,I', K') deux triples sur &; un mor-
phisme M de triples de la forme (idg, m): T' > T est défini par une trans-

formation naturelle m: T = T' telle que
m.I=1'" e¢ m. K=K'.mm, oo mm=mT'". Tm=T"m.mT

(I.2). On dit que M est cartésien si T et T' sont cartésiens et si m est

cartésienne.

PROPOSITION III.2.22. Si M est cartésien, les foncteurs Cat(M) et
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Gr(M) (proposition 1.5.7) admettent des adjoints qui commutent avec les
foncteurs d'oubli habituels: a toute T-catégorie 0 = (b, a,i, k) est asso-
ciée une T'-catégorie de la forme ' = (b, a',i, k), od a' = me. a.
PREUVE. Nous allons d'abord construire un adjoint

Gr'(M): Gr(T) = Gr(T')
au foncteur Gr(M): Gr(T')—=Gr(T). Soit o =(b, a) un T-graphe sur
ce |&]. Posons @’ =me.a; alors o' = (b, a') est un T’'-graphe et son
image par Gr(M) est un T -graphe de la forme (} = (l;, a), ou (m', d) est
le produit fibré canonique de (a', me) et ou b=1b.m'.On a un crochet
j caractérisé par

~

m'.p=id_ et a.j=a
et, donc, un morphisme (id,,j); o -4 de T -graphes; montrons que c'est
un morphisme d'adjouction qui fait de o' le T'-graphe libre engendré par
o, relativement au foncteur Gr(M), ce qui - classiquement - fournira la
construction du foncteur Gr'(M) cherché. Soit (fo, ) : O'"&I un morphis-
me dg T -graphes, ou 51 :(I;I, a‘zl) est l'image par Gr(M) d'un T'-gra—
phe o Z(b'l, ay), c'est-a-dire ou [;I =b.m", si (m", d;) est le pro-
duit fibré canonique de (a, me;). On vérifie aussitdt que
(fo [): 0 =0fy o [*=m". ],
est un morphisme de T'-graphes et, si (fo, f):o —’5'1 est son image par

Gr(M), on constate sans peine que f j = [ dans & et donc
(for[)-(id,,m") =([o.[) dans Gr(T),
comme on peut le voir en utilisant le produit fibré (m”, &;) de (a}, me;).
L'unicité du morphisme ' de & est assurée, puisqu'on a
= m.j=m".f.j=m".f

et que Gr(M) est fidele.

Considérons maintenant une T-catégorie O = (b, a,i, k) sur e
et posons, comme ci-dessus, O =(b, a). Si (vl, v2) et (wI, w2) sont
les produits fibrés canoniques respectivement de (a, Tb) et de (v,, Tv;),

alors (v, m7. vy) et (wy, mT,. w,) sont des produits fibrés respective-
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ment de (a', T'b) et (m7 . vy, T'v;), puisque m estcartésienne par hy-
pothése. Pour vérifier que ' =(b,a',i,k), od a’ =me.a, est une T'-
catégorie, il reste a vérifier que les morphismes 7,, iy, k;, k, caracté-

risés par les relations (2), (3), (5) et (6) de I.3 satisfaites pour 6, sont

me
Te —————® T/,

T fo

aussi caractéristiques pour ', ce qui ne pose aucun probléme. Nous pou-
vons alors constater que, si 9} = ZJI, L;I, z'AI, /;1) est une T-catégorie ima-
ge par Cat(M) d'une T'-catégorie

64 =(by, ay, it ky) et (fo,f): 6 =6,
un morphisme de T-catégories, la construction précédente, dont on reprend
les notations, peut &tre utilisée pour montrer que &' est la T'-catégorie

libre cherchée. Il suffit de remarquer que (f,, f'): 6’ =0} est un morphis-

me de T'-catégories, c'est-a-dire, par exemple, que 7;.f, = f'.i, ce qui
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est conséquence de |'égalité z'l./o = [.7. On peut ainsi construire un ad-

joint Cat'(M) du foncteur Cat(M). =

COROLLAIRE. Pour tout triple cartésien T sur & on a un foncteur sec-
tion du foncteur Cat(l) qui est en méme temps un adjoint: a toute &-ca-

tégorie O = (b, a, i, k) il associe une T -catégorie B'=(b,le.a,i k).

PREUVE. Si dans la proposition précédente on suppose de plus que m est
un monomorphisme, on constate que les adjoints des fontteurs Cat(M) et
Gr(M) deviennent des sections de ces foncteurs, car (m', ) = (id_, a)
dans ce cas. Or, si | est cartésienne, (le, le) est un produit fibré de
(ITe, Tle), donc le est un monomorphisme, puisque par exemple la re-

lation Ke.IT e = Te montre que IT e est un monomorphisme. ®
II. 3. Multicatégories.

(Nous appellerons ainsi les N-catégories dans leur version docale»
- voir plus loin.)

Le triple i(\ientité sur Ens est fortement cartésien: par suite, d'a-
prés la proposition III.1.20, il en est de méme du triple N des chemins
(III.2). De plus, le foncteur d'oubli Gr = Ens définit un morphisme de tri-
ples N —Ens (en notant aussi Ens le triple identité sur Ens), d'ou, d'a-

prés la proposition I.5.7, un diagramme commutatif

Cat(N)——» Gr(N )——= Gr

\

Cat——— Gr——®Ens

dans lequel les foncteurs horizontaux sont triplables et les foncteurs ver-
ticaux commutent avec les adjoints et avec les fibrations définies dans la
proposition 1.5.6. Les adjoints (des foncteurs horizontaux) présentent
également les mémes phénoménes de fibrations. Tout ceci apparaitra clai-
rement dans la construction du triple des arbres, noté N' = (N', I',K'),
qui est le triple sur Gr(N) déduit du foncteur triplable Cat(N) = Gr(N) .
Nous utiliserons le scolie (III. 2) dans cette construction.

Soit (° =(5° 4a°) un graphe. Un N-graphe ( = (b, a) sur (°

est donné par un diagramme dans Gr:
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NQ@°
‘a\ _
b
(fo/

Il se projette par le foncteur d'oubli Gr = Ens sur un graphe qui sera no-

6 & =(b, a'), en posant

b= ol @ =lal, |@]=]@°[= @

@l -« |y
-

L
et cet ensemble sera appelé ensemble des objets de (. Les morphismes
de (@ et de ({° sont respectivement appelés les morphismes et les noeuds
(ou fléches, ou promorphismes) de (. Les objets du graphe 7 = (b, a,)
ne sont autres que les morphismes de @ et ses morphismes sont appelés
les branches (ou multimorphismes) de (@ . On dit que a: F =G est un arbre

de hauteur q>1 si

F=(f],...,/q) et G=(g],...,gq)
sont des chemins de longueur g de @ etsi a=(8, Vosewes ’yq) est une
suite, o [3: f; g7 est une branche de Q, qu'on appelle le tronc de l'ar-
bre a, etou ¥,: f, ~g,, pour tout 2<h< g, est un chemin de 77, de sor

te que, pour tout 2€h < g- 1, on ait

KQ@°(Na(y,)) =Nb(7y,,;) etdeplus a(f) =Nb(y;).

On prolonge cette définition, pour g =0, de la maniére suivante: a tout
noeud j: e e’ de @, on associe un arbre de hauteur nulle, qu'on note
idl - id, ~id,, ou z'de et z'de. sont des chemins de longueur nulle.

Les arbres forment donc les morphismes d'un graphe 77 =(bs az)
dont les objets sont les chemins de (@° et on a un morphisme I'; 7 =7
de Gr, qui laisse invariants les objets et transforme les branches de ({ en

arbres qui se réduisent a leur tronc: on identifie ainsi les branches a des

arbres particuliers. On a donc, dans Gr, un diagramme commutatif:
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N(@°
b
b
C‘to

qui se projette dans Ens sur un diagramme
la|

@) = || —— I

Vb\_/
|5
qui représente le morphisme d'adjonction 1@ : @ “N@& dans Gr. No-

tons N'( le N-graphe (b, 4) ainsi obtenu:
é(ﬁ,y2,...,yq):b(ﬁ) et 4B,y vg) = KA(Na(y,))

pour tout arbre de hauteur g>2, noté en abrégé (3, Voo 'yq);
1;(/8) =b(B), a(B)=a(B) pour tout arbre de hauteur 1;
l;(z‘di) =j=a( z'df) pour tout noeud j de Q.

Nous reconnaissons la la construction du N-graphe sous-jacent a
la N-catégorie libre engendrée par le N-graphe @, en suivant laméthode
du scolie de la proposition III.2.21. Ce que nous avons appelé «arbre» ne
mérite guére ce nom mais plutdt celui de «fagot: c'est le scolie qui nous
a permis de débiter en morceaux les morphismes, assez compliqués a dé-
crire, du graphe qui est l'objet des morphismes du N-graphe des chemins
de longueur ¢>0 de & (voir III.2); de tels morphismes seraient sur-
tout difficiles 4 manier, comme on peut s'en rendre compte en essayant de
refaire la description ci-dessous de la N-catégorie libre (é;, a,r, /;) en-

gendrée par (b, a) en utilisant une définition plus directe des arbres (par

exemple: vérification de |'associativité de la composition des arbres).

Pour tout noeud j: e ~e’ de @ (les noeuds de @ sont les mémes

que ceux de N'®), on a défini un arbre de hauteur nulle idl id, ~id,;

PP . " o 2
on définit par cette correspondance le morphisme 7: @° =7 de Gr. Le
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morphisme k: 7:r2 —~7 laisse invariants les objets et transforme un arbre
(a,(aj, ... an)).'(F,F')—*(G,G')
de N'@ = (;, @) de hauteur 2 en un arbre de @ qu'on notera
a(ay,ra ): F.F'-G.G',

ol a.(a,,..,a ) est appelé composé de (a,(a;,...,a )) et est1'ar

bre de (f défini par (3, V1w Vqiq) Si

a=(p8, Vi Vg) ety =( ;. Yirr oo Vig)

pour I1<i< g’ (o g’ est la hauteur commune des arbres a;) lorsque g2 1
et g'21. (Il est facile de préciser la composition avec les arbres de hau-
teur nulle en tenant compte des conditions de neutralité.) Il est inutile de
vérifier que le quadruplet (l;, a,r, 1;), qu'on vient de définir, est une N-
catégorie; nous n'avons fait qu'appliquer les propositions générales de
III.1 et donner une description a 1'aide du scolie. Nous laissons au lec-
teur le soin de préciser la construction de K'(® (qui serait vraiment'im-
praticable sans le scolie).

Cette description va nous servir dans la définition docale» qui suit,
en l'appliquant & un cas particulier (ce phénoméne est en réalité trés gé-
néral. Par exemple la définition «locale» d'une catégorie C en I.1 utilise
tacitement une catégorie sous la version «globale»: le «groupoide des cou-
ples» |G |>< |(‘2 | qui joue le méme rdle que, ci-dessous, la «multicatégorie
des n-enveloppes (7 € N )»). Nous admettrons ensuite comme évident 1'équi-
valence des définitions «locales» et «globales».

Une multicatégorie est un quintuplet @=(G°, @, Hom@. ¢, k)
vérifiant les conditions 1 & 6 ci-dessous:

1o }° et @ sont deux graphes tels que |@°|= 1@ | (on supposera,
pour simplifier les notations, qu'ils n'ont pas de morphisme en commun). On
dit que

(7 (fpresin)) o f 2 f
est une enveloppe de (@ (ou simplement de (R°, (& )), si f: & —e et
f:e —e' sont des morphismes de @ et si ;7 €;.p " e;, pour 1<ign,

. [o] .
sont des morphismes de (° tels que e; =e, e =e'. On notera aussi
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par ([, (j.(j;eees7 ), f) 1'enveloppe précédente. On notera par o
I'ensemble des enveloppes de Q.
. i)

'l |
e ! e

On définit un N-graphe (b, a) sur @°, de fagon évidente, ayant

O@ pour objet des morphismes, en associant 2 1'enveloppe précédente j
et (j;,...,j,) comme source et but respectivement. On désignera par
8@ 1'objet des morphismes du N-graphe libre N( b, a). B8{ est un graphe;
ses morphismes sont des arbres de (b, @); une n-enveloppe sera un arbre
de hauteur » de (b, a).

2° Hom@{ est une famille d'ensembles indexée par O@. La relation

a€Hom@G(f (7. (fprenip))i )

s'écrit encore: a:(jg,...,j,)~j: [~ est un multimorphisme (ou une
branche) de (.

3° ¢ est une famille d'applications, indexée par l'ensemble des mor-
phismes de (@°, de la forme: {9} — Hom (id/) pour tout morphisme j: e — e’
de @°, ot id! est I'enveloppe (id,,(j,j),id,). On notera encore par
z'dj, malgré les risques de confusion, l'image de 9 par ().

49 k est une famille d'applications, indexée par |'ensemble des 2-
enveloppes de (‘f, de la forme:

Hom@(E)xHom G(E;, ..., E ) = Hom®(E,(E;, ..., E )),

ou (E,(E;, ..., E )) estune 2-enveloppe de ( et ol on a posé:

Hom(«f(E],..., En) = Hom (3( EI)><... X Hom q( En).

L'image d'un élément (a,(a;,..., @ )) par cette application s'appellera
composé de (a, (al’ vees a”)) dans (@, et se notera a.(a], s Q)
5¢ (Neutralité) Pour tout morphisme a: (j;,....j ) ~j: [~ de a,
on a:
Y , jl . /n
idl.a=a=a.(id *,...,id").

G° (Associativité) Soit
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(E,(Ej,....,E,)) et (Ep(Eipseen Egp))s

pour I<i<n, des 2-enveloppes de @; si
a € Hom@®(E), ,BiéHom@(Ei) et ’yikéHom@(Eik)
pour 1<i<»n et 1<k<p;, on ala formule:
a.(,Bl.(’y“,...,'ylpl),...,,(in.('ynl,...,ynpn)):
(a.(,BI,...,,Gn)).(y”,...,71P1,721,...,’)/2p2,...,’ynl,...,'y ).

nPn
Un triplet ((G°, @, Hom §) vérifiant les conditions 1 et 2 est appe-

1é un multigraphe.

Nous allons montrer comment cette structure généralise celle défi-
nie par Lambek [Lal sous le méme nom et qui en détient les idées es-
sentielles. Nous appellerons multicatégorie de Lambek un quadruplet
L=(2° Hom @, id, ) tel que:

I'o £° est un graphe. On dit que (ji(jperjy)): e—e est une en-
veloppe de £ si j: e—e' est un morphisme de £° si (jgreiiy)ie e
un chemin de £°; I'entier » €N s'appelle la longueur de 1'enveloppe. On
note An£ I'ensemble des enveloppes de longueur n de L et AL 'en-
semble de toutes les enveloppes de £.

2'c Hom@ est une famille d'ensembles, indexée par AL . La relation

o € Hom@(j,(j; ..., j,)) s'énonce encore en disant que
a:(jgseesj,) "7 estun multimorphisme de L.

3'c jid est une famille qui, a tout morphisme j: e 2 e’ de £°, associe
un multimorphisme de la forme id/: j —j.
4'0 L = J—; ' 1<i, neN), ou J—; est une famille d'applications, in-

dexée par I'ensemble des couples d'enveloppes ( E, E'), tels que, si
E=(j,(jgrri)) et E =(7,(jrj)),
on ait j; = j' (donc n>1), ces applications étant de la forme
+i(E',E): Hom@(E)XHom@(E') = HomQ(E+E")

en notant

E“E = (7, (fq0eerfiugs ihseeertmdzagsoerin))
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Nous constatons ici encore que la définition «locale» d'une structure uti-
lise la définition préalable d'une structure particuliére - la loi + sur les
enveloppes - ce qui, dans le travail de Lambek, n'apparait pas grice a
un abus de langage judicieux qui lui fait noter par un méme symbole -+ tou-
tes les lois de composition + fl, ce que nous faisons nous-mémes en em-
ployant la notations E+E’', et ce que nous ferons dans la suite de ce tex-
te, méme pour L. Donc, nous posons abusivement + = -‘-i(E, E').
5'© On a .
idita=a=a+idl
pour tout multimorphisme a: (j;,...,j ) —j et tout entier IS i< n.
6 On a a*(B*+7y)=(a+B)+y pour tout triplet de multimorphis-
mes (a, 3, y) de la forme
0 (fprerin) =i
Biliyseerip) 2 i;s ou 1
Vil fin) 2 G, ol ISi S’ 1.
7' On a (a=fB j+B'=(a+B"')+[5 pour tout triplet de multimor-
phismes ( a, [3, ,5’) de la forme
Qo (fpoeendy) 20
Bilfjyoeiju) =g, ou
Bl jm) = ja, ol
PROPOSITION 1II.3.23. La donnée d'une multicatégorie de Lambek est
équivalente a celle d'une multicatégorie @ telle que @ soit une catégo-

rie dicréte.

PREUVE. Soit £ une multicatégorie de Lambek; on lui associe une mul-
ticatégorie (I définie de la maniére suivante: @°=£° @ = |2°] (en
identifiant tout ensemble & une catégorie discréte), Hom@ = Hom @, en
identifiant de fagon évidente les enveloppes de £ a des enveloppes de
(@°,@ ). Si (a, (B, B,)) est un arbre de hauteur 2 du multigraphe

(@°, Qq, Hom @) ainsi défini, on définit la composition de @ par:

a.(ﬁl,...,,@n) =5, si Boz a

et, par récurrence sur 1,
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ﬁﬁ-l ,5 /5 pour 0<i<n-1.

L'axiome 5 est évidemment conséquence de 5'. L'axiome 6 est conséquen-
ce des axiomes (' et 7'. La formule de 6 est difficile a écrire, c'est pour

quoi nous la démontrerons seulement dans le cas particulier suivant:
a(Boly Vo) By Yy ) =(a(B B (Y Yy Vi Yy )i
la formule générale et sa démonstration ne seraient différentes, d'ailleurs,

que par l'introduction d'une certaine quantité de pointillés, ceux qu'on a

indiqués sur la figure ci-dessous.

a.(B.(Y; Yy) B'(Y;, 7)) = (par définition)
(as((BrY )=y ) (B +yy)*Y;) = (d'aprés 6')
((ar((Bry )=7y)= (B +yy))~7y = (d'apres 6")
(((a=((B+y ) +yy)=B)+yy )~y = (d'apres 7")
(((arB )= (B )+ %))=Y )+7s = (d'apres6")
((((arB )Ly D+7))+77)+7y = (d'aprés 6")
((((a-B)=B)~Y)=Yy) =7y )+ 7y = (d'apres 7"
((((a=B)+B)+y)+=Yy) Y)Yy = (par définition)
(BB DY Yy Y V)

[ N [ EA

On a donc défini une multicatégorie (.

Inversement, soit ({ une multicatégorie telle que @ soit une ca-
tégorie discréte; on lui associe une multicatégorie de Lambek de la ma-
niere suivante: £°= {°, Hom @ = Hom @ et on pose

avif=axf=a(idl,. .. "1 B,id "L, i),
si ‘

Qi(fpoeenf )i idy ~id,, et Bi(fy, ., 0) 7y ¢ idg ~idg,,

ot 1<i<n, sont des multimorphismes de (. Les axiomes 5', 6', 7' sont
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des conséquences faciles de 5 et 6. On a ainsi défini 1'équivalence an-

noncée. ®m

Les «multicatégories» au sens de [Lal ne sont autres, aux détails
de terminologie prés, que les multicatégories de Lambek e , ci-dessus,

telles que lf | =1.

EXEMPLES. 1° Les catégories sont des cas particuliers de multicatégo-
ries de Lambek. Si (]'1 ) e jn): e " e’ est un chemin de la catégorie e
et si j: e e’ est un morphisme de e, Hom@(j,(j;.,+-.»j,)) prend la
valeur I ou 0 selon que j=j;.j,.....7, ou non.

20 Les catégories doubles de [En] (qui sont dans la terminologie de
III.2 des Cat-catégories) sont des cas particuliers de multicatégories: un
multimorphisme a:(j,,....7,) 7j: ™[ consiste en la donnée d'un «mor-

phisme double» &, de bord figuré ci-dessous:

Freige e in
B
/'* /
a
Q—j————

ce qui entraine des conditions sur les deux sortes de morphismes qui y fi-
gurent, et dont la signification est claire.

3o Les pseudo-catégories sont également des cas particuliers de mul-
ticatégories de Lambek. Mais nous nous limiterons ici & une conjecture,
car il y a un travail délicat a faire sur les «cohérences», ce qui nous con-
duirait a trop de développement: nous y reviendrons dans un autre travail.

4° Soit & une catégorie. Nous allons définir une multicatégorie des
spans de & qui, du point de vue de 1'exemple 3, généralise la pseudo-ca-
tégorie des spans de & définie en II.2. Soit £°le graphe ayant pour ob-
jets ceux de & et pour morphismes les spans (b, a): e e’ de &, i.e.
les couples de deux morphismes de la forme &6: 7 ~e’ et a: 7 ~e de &.

Soit
((bl.al),...,(bn,an)): e " e'

un chemin de £°; la donnée d'un multimorphisme revient alors a celle d'un

diagramme commutatif de la forme:
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La suite de la construction de la multicatégorie £ est alors évidente.

5° Les foncteurs et les «profoncteurs» de Bénabou (relatifs & un uni-
vers) forment les morphismes de deux graphes différents sur le méme en-
semble d'objets, |Cat |. Ce sont respectivement le graphe des morphis-
mes et le graphe des noeuds (ou promorphismes) d'une multicatégorie; les
multimorphismes de cette multicatégorie correspondent justement a ce
qu'on appelle, dans des cas particuliers, des «multimorphismes»; ceci jus-

tifie, si besoin était, la terminologie introduite ici.

Les trois premiers exemples nous suggérent la définition générale
suivante: Si T est un triple quelconque sur une catégorie & admettant des
produits fibrés, on appelle (b, a,i,k,t,d) une T-catégorie prétensbrielle
si (b, a, i, k) est une T-catégorie sur un objet e et, en adoptant les no-
tations de 1.3 (figure 1), si t: Te ™7 et d: 7 —7, sont des morphismes

de & vérifiant les axiomes:

(1) (I.Z=idTe,
(2) v2.d2177.t.a, k.d=id_.

Les trois premiers exemples sont, de fagon évidente, des multicatégories
prétensorielles. Nous reviendrons sur ces détails. Noter que toute &-caté-
gorie est prétensorielle de fagon triviale.

Nous montrerons plus tard, grace a la construction de «modéles»,
que la catégorie Cat(N) est «cartésienne fermée» (i.e. elle admet des pro-
duits qui sont des produits tensoriels). Ce résultat est-il vrai pour tout

triple cartésien?
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Il . 4. Catégories d'opérateurs.

On appelle catégorie d'opérateurs, ou action de catégorie, la don-
née d'un triplet ¢ =(C, homy, K ) satisfaisant les conditions suivantes:
1o C est une catégorie.
20 homd> est une famille d'ensembles indexée par IG | .

3° K est une famille d'applications, indexée par |@ |2, de la forme
K(e',e): Home( e', e)Xbom¢(e) _’bomd;(e’).

On notera par [.x l'image par cette application d'un couple (f, x), o
f: e e’ est un morphisme de C et x € hbomy(e). (On suppose quelque-
fois que la famille homy prend des valeurs disjointes entre elles, disjoin-
tes des valeurs prises par Hom@ et disjointes de IG I).

40 Si e € |@ ‘ et x€bom¢(e), on a ide. x = x.

50 Si fre~e', g:e' Te" et x€bom¢(e), onag.(f.x)=(g.f). x.
Cette définition «locale» est visiblement équivalente a celle de préfaisceau
d'ensembles.

Si ¢ = (@', homé,. K') est une deuxiéme catégorie d'opérateurs,
un morphisme ¢: ¢ —¢' est défini par un foncteur F: C—C et par une

famille d'applications bomcp, indexée par 1C | , de la forme
bomcp(e): bom¢(e )~ bom¢,,( w(e))

et telle que @(f. x) = @(f). ¢(x), en écrivant P(e), P(f) et ¢(x) au
lieu de, respectivement, F(e), F([) et bom(P(e)(x).

La définition «globale» de catégorie d'opérateurs coincide avec cel-
le de foncteur coétale (appelé foncteur d'hypermorphismes dans la termi-
nologie de [En] - voir, par exemple, 1'«esquisse» de cette structure dans
[Bul). On dit qu'un foncteur ¢: C-¢C est coétale si, pour tout e € IG-I
et tout morphisme de C de la forme f: CE(;) —e', il existe un et un seul
morphisme de C de la forme /— e~e tel que 55(7) = f. Plus générale-
ment, supposons que & soit une catégorie admettant des produits fibrés
finis; alors on -dit qu'un &-foncteur (fo.f): (Z, ;, :, -k_) ~(b,a, i k)
est coétale si (f, ;) est un produit fibré de (a, fo ) (voir des généralisa-
tions de cette notion au chapitre IV). On notera Op (&) la sous-catégorie

pleine de Cat(&)2 ayant pour objets les &-foncteurs coérales.
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Supposons que & admette des limites projectives finies et des li-
mites inductives finies et soit munie d'un choix canonique de ces limites;
en particulier, on a un objet initial et un objet final, qu'on notera respec-
tivement 0 et I. On notera additivement les sommes finies dans &. De
fagon évidente, (6,0, +) est une catégorie monoidale dans laquelle on

a la monade suivante:

0 € ol 147

ol € est déterminé de fagon unique et ob & est une «codiagonale» de la
somme de (1, 1). Ceci détermine sur & - selon un procédé généralisable

a la donnée d'une monade quelconque - un triple qu'on notera
T+1 =(T,;,.1,K), ot T,;e=e+1, le=e+e et Ke=e+?9
pour tout e € |& [, a des isomorphismes prés.

PROPOSITION III.4.24. Si dans & les sommes finies sont universelles,

les catégories Op (&) et Caz(T+]) sont équivalentes.

PREUVE. Appelons g)-grapbe d'opérateurs sur e € (& | la donnée d'un tri-
plet (b, a,f,), ot (b, a) est un é-graphe sur e et f, :-e-_'e un morphis-
me de & de but e. On va d'abord montrer que la catégorie Gr(T+1) est
équivalente a la catégorie ayant pour objets les @-graphes d'opérateurs

et dont les morphismes sont déterminés par des triplets
(m°; m, 772).' (b; a, /Q) —’(b', a', f(’))
tels que

Mmo.a = a.m, mo.b =b.m et mo.fy=f.m.

Considérons un morphisme de & de la forme a': 7" = ¢ + 1; formons
les produits fibrés (1I', a) et (], c) respectivement de (a',le) et de
(a,j), ou j:17e+l et le: e~ e+ sont les injections canoniques de
la somme e+ 1. Par hypothése j': e=m et I':q = forment un sys-
teme d'injections canoniques d'une somme (non canonique). Inversement
la donnée de deux morphismes de la forme a: 7 —e et c: o =] (la don-
née de ce dernier se résume A celle de ;) permet de construire le morphis-
me somme a+c: 7 +e ~e+1, c'est-a-dire a' i un isomorphisme prés. Par

hypothése, les sommes dans & sont cartésiennes (voir lemme de la propo-
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sition III.1.20), ce qui entraine que la donnée de @’ équivaut a celle du
couple (a, c) de fagon évidente.

Maintenant, si (&', a') est un T, -graphe, sa donnée est équi-
valente 4 celle d'un &-graphe d'opérateurs (b, a, fo), ou b=1b'.1" et
fo = b'.j'; autrement dit b’ est le crochet de ( b, f,) confronté alasomme
(I',7). 11 en résulte que Gr(T+1) est équivalente a la catégorie des &-
graphes d'opérateurs définie ci-dessus.

Soit (b', @) un T, -graphe sur e; construisons les morphismes
a, ¢, j, I', j's b, fo comme ci-dessus et formons les produits fibrés
(v'I, v'2), (vI. v,) et (f, 21-) respectivement de (a', b'+1), (a, b) et
(a,fo) respectivement, de sources respectives 7%, 77, et 77. Il existe
des morphismes [": 7, =7, et I:7 _'Wé caractérisés par les relations:

Vit =y, vy =,
Vil =1 et vy I=1Im.j. a.
Supposons donnée de plus une «multiplication» sur le T, ;-graphe (&', a'),
c'est-a-dire un morphisme k' 77, =77’ tel que
b' k' =0b". v et a'.k'=Ke.(a +1).0);
on en tire la donnée d'une «multiplication» k: 7, 7" sur le g-graphe

(b, a), c'est-a-dire un morphisme k tel que

b.k=b.v; et a k=a vy,

et la donnée d'un morphisme b: 7 e tel que f,. b = b. /. Ces deux mor-
phismes k et b apparaissent, en effet, comme crochets de produits fibrés
s
caractérisés par les relations
I'k=%k"1" ak=auv,y j.b=Fk'.1 e cb=c.a
(la derniére relation étant triviale). On notera que la construction de k& peut
servir a décrire un foncteur, pour lequel Cat(l) tserait un sous-foncteur,
et que (fo,f/):(b,a@)=(b,a) est un morphisme de &-graphes. Inver-
sement la donnée de k et b vérifiant les conditions ci-dessus, c'est-a-dire
b.ok=b.vy;, ak=avy et [o.b=0b.[

t Voir page 55 1a définition de |.
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permet de construire une multiplication .k’ sur (4', '), comme crochet
de somme de la maniére suivante: Soit /: 1 —7'+1 l'injection canonique
de la somme de (7', 1); si (j',c) et (v}, v'2) sont des produits fibrés
respectivement de (a',j) et de (a', b'+1), on en déduit la donnée d'un
crochet [I': &=} tel que

oy

1)'1. I’ =7 ué. I'=1.c,

’
a'+1 Vo

etl+] 44— 77'+] &

3
o~

=~

et (I', ¢) est un produit fibré de (u’2, /). Remarquons encore que ([, a)
et (I",v,) sont des produits fibrés respectivement de (v, I7'. ") et
(v’ I7".1'), de sorte que, par universalité des sommes, les trois mor-
phismes I", I et I' forment le systéme d'injections canoniques d'une som-

me de (77,, 7, €) et k' est le crochet de somme caractérisé par:

EIm =1k, k. DI=j".b e k'.I'=j".
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On montre alors facilement que la donnée de la «multiplication» k' est équi-

valente a celle de la «multiplication» £ et de b tel que

(forf): (b, a) = (b, a)
soit un morphisme de g-graphes.
Le reste de la démonstration se fait sur ce modéle; nous nous li-
miterons 4 indiquer ce qui peut encore &tre construit & partir de la seule

«amultiplication» k' sur (&', a'). Soit (¥}, U,) le produit fibré canonique

de (b, @) de source 772; on a un morphisme [, caractérisé par
vy fo=17; et vy fy =1 Ty,
Les relations

a.k.fo=a vy fo=a.[.Vy=[o.a. D,
entrainent l'existence d'un crochet & caractérisé par

[k=k. [, e @ k=77, m

On remarquera que T+1 est cartésien mais non fortement cartésien.

l11. 5. Hypertopologies.

Nous appelons ainsi les Tq-catégories, ot T‘U =(U, 1, K) est le
triple des ultrafiltres sur Ens (défini avec des notations différentes dans
[Ma]). Pour tout ensemble E, UE est 'ensemble des ultrafiltres sur E.

La structure d'hypertopologie semble totalement inconnue en de-
hors des deux exemples suivants:

1o Ord(Tq[) est isomorphe a la catégorie des topologies d'aprés [Ba]
et la proposition 1.4.4. (Nous en avons donné une autre démonstration
inspirée par le travail de [Bu] et rédigée par D. Tanré.)

20 Les hypertopologies dans les ensembles finis ne sontautres que les
catégories n'ayant qu'un nombre fini d'objets (ce qui montre en particulier
que les topologies finies ne sont autres que des préordres finis).

On peut en déduire de nouveaux exemples triviaux en formant par
exemple le produit dans Cat( Tq() d'un monoide et d'une topologie. Nous
espérons montrer dans un prochain article qu'on peut munir Top d'une
structure d'hypertopologie ayant une signification analogue & la structure

de 2-catégorie de Cat.

290



T- CATEGORIES 73

T‘U n'est pas cartésien: En effet, si T =(T,I, K) est un triple
cartésien sur une catégorie & admettant un objet final 1, il est facile de
constater que la relation T 1 = 1 entraine que T est le triple identité sur
& (il suffit méme que I soit une transformation naturelle cartésienne).

De plus, Tq n'est pas un triple borné, c'est-a-dire le foncteur
U: Ens — Ens n'est pas borné. Ceci signifie que ce foncteur ne peut pas
étre obtenu comme limite inductive, indexée par un objet de Cat, de fonc-
teurs représentables (définition citée de mémoire, d'aprés un exposé oral de

Bénabou). Par exemple, les triples suivants sur Ens:

le triple identité, le triple des chemins et T,,

sont des triples bornés.
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IV.1. Terminologie.

Dans tout ce chapitre, & désigne une catégorie admettant des pro-
duits fibrés finis et un objet final. Ceci entraine que & admet des limites
projectives finies; on suppose que & est munie d'un choix de limites pro-
jectives finies.

On dit que (b', F,f,b) est un carré de & si ([, F): b—b' est
un morphisme de 62, c'est-a-dire si b', F, [ et b sont des morphismes
de & tels que b'.F =/f.b. Soit (v;, vy) le produit fibré canonique de
(b, f); on appelle indicatrice de (&', F, f, b) le crochet j rendant le dia-

gramme suivant commutatif:

b' b

Soit R une sous-catégorie de &; on dit que R est stabilisée si

elle vérifie les trois propriétés suivantes:

(i) Tout morphisme inversible de & est un morphisme de R, ce qui
entraine la relation R |= |& .

(ii) Si f et f* sont des morphismes de R et si /" est un morphisme
de & tel que /'. /" = [ dans &, alors /" est un morphisme de R.

(1ii) Si (b', F, [, b) est un carré cartésien de & et si b est un mor
phisme de R, alors b est aussi un morphisme de R.
EXEMPLES. 1° R a pour morphismes les morphismes inversibles de &.

2° R a pour morphismes les monomorphismes de &.

30 R a pour morphismes les rétractions de &.

40 R =6.

Si R est une sous-catégorie de & et C=(b',F, [, b) un carré

de (S, on dit que C est un R-carré si F et [ sont des morphismes de R;
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on dit que C est un carré-R si b et b’ sont des morphismes de R et on
dit que C est un carré R-cartésien si son indicatrice ; est un morphisme
de R. Les R-carrés et les carrés-R définissent toujours des sous-caté-
gories de 62; la seconde est une sous-catégorie pleine. Si R vérifie la
propriété (iii), il est immédiat que les carrés R-cartésiens définissent une

sous-catégorie de &2,

LEMME. Si R est une sous-catégorie stabilisée de & et si on a un dia-

gramme commutatif de la forme

o) b’ b

b" b’ b

~
-

tel que les quatre carrés suivants:
(b7, F', 100 ), (b, [ [ 00 ), (b, [, [, b) ot (b". 6" F', F, [". [, b.b)
soient R-cartésiens, alors le cinquiéme (b', F, [, b) I'est aussi.

PREUVE. Constatons d'abord que les propriétés (ii) et (iii) entrainent la
propriété suivante:
(iv) Si (CI’C'I'C’” C%,) est un carré cartésien de &2 o si CI et
C. sont des carrés-R, alors C', C% et C,.C" sont des carrés-'R.
2 1 2 1 1
C'est un exercice facile sur les indicatrices. Le lemme se démon-

tre alors en utilisant les quatre propriétés (1), (ii), (iii) et (iv). =

Soit A la catégorie réduite a trois objets, notés 0, I, I’, et deux

morphismes, autres que les morphismes identités, notés

X

01 et a:0—].

<

Un objet de fSA est identifié 4 un couple (b, @) de deux morphismes de
& de méme source, c'est-a-dire 4 un span de &. On appelle indicatrice
de (b, a) le crochet du céne projectif défini par (b, a), i.e. 'unique mor-

phisme c tel que
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bo.c=b et a4 .c =a,

ol ( by, a, ) est le produit canonique de (e, ), si b: 7 e et a: 7 ~e.

Un morphisme de g)A peut étre identifié & un couple (C, E) de carrés

de & tels que, si

C=(b',F,f,b) e C=(a,F,f a),
on ait F=F. On appelle indicatrice source et indicatrice but de (C, c)
les indicatrices 7 et j, respectivement, des carrés C et C. Soit (vy, vg)
le produit fibré canonique de (b, f) et (v;,vy) le produit fibré canoni-
que de (a',/-); on appelle indicatrice centrale de (C, E) 'indicatrice
du carré (v;,7,v;,7). Si (u;, uy) est le produit fibré canonique de

(v;,7;) etsi] est! indicatrice centrale, le diagramme suivant est com-

mutatif:
/ %
a' - - a
r vy AN 7 8
_F
b’ v, " Tole
: w
/ 2

On dit que (C, C) est un morphisme R-induit de &M si 1 est un morphis-
me de R.

PROPOSITION IV.1.25. Si R est une sous-catégorie stabilisée de &,
les morphismes de gA dont I'indicatrice but (resp. source, centrale)est

un morphisme de R définissent une sous-catégorie stabilisée de gA

PREUVE. Dans les cas «source» et «buts, c'est une conséquence de ce
que les carrés de & dont l'indicatrice est dans R définissent une sous-
catégorie stabilisée de &2. Dans le cas «central», c'est une conséquen-
ce immédiate du lemme, puisque tout carré cartésien est R-cartésien,

d'aprés (i). =

. ) . A . ‘e
REMARQUE. Les morphismes de la catégorie &" sont identifiables aux
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morphismes de la pseudo-catégorie Sp(gz). Cette derniére est en réalité
une structure «double» qui est un nouvel exemple de multicatégorie (III. 3)

qui ne soit pas une multicatégorie de Lambek.
Iv.2. (T, S) -foncteurs.

On suppose la catégorie & munie d'un triple T =(T,I,K); soit
S une sous-catégorie de gA; on en déduit une sous-catégorie Gr(T)/S
de Gr(T) et une sous-catégorie Cat(T)/ S de Cat(T) en formant les

produits fibrés (non nécessairement canoniques) de foncteurs:

Cat(T) - Caz(T)/S

v v

Gr(T) -+ Gr(T)/é

v \

gt -— §

L'étude de sous-catégories de Cat(T) nous améne donc a décrire
. . . A . . .
diverses sous-catégories de & . La nomenclature qui suit n'a rien de sys-
tématique; elle correspond aux divers exemples que nous avons en vue.
R désigne dans tout le reste de ce paragraphe une sous-catégorie stabi-
lisée de &. "
S . . . gA .
- O; est la sous-catégorie pleine de ayant pour objets les spans
(b, a) dont l'indicatrice est dans ‘R.
S P . . gA .
- 9, est la sous-catégorie pleine de ayant pour objets les spans

(b, a) tels que @ soit un morphisme de R.

A A

PROPOSITION IV.2.26. 51 et 52 sont des sous-catégories pleines de

&% siables pour les limites projectives f[inies.

PREUVE. 5)‘/\ est une catégorie de préfaisceaux: ses limites peuvent se
calculer terme 2 terme. Si 1 est l'objet final canoniqu:a de &, ( idy, idy)
est l'objet final de 5A et d'apfés (i) il appartient a 51 et a 52. Il suf-
fit donc de prouver que/SJ et 52 sont stables pour les produits fibrés fi-
nis. Dans les deux caé, ceci se raméne a montrer que la sous-catégorie

pleine des carrés-R est stable pour les produits fibrés finis (dans le cas
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de 51 , on utilise le fait que les limites projectives commutent entre elles).

Ce n'est alors rien d'autre que la propriété (iv). m

Il ne semble pas qu'il soit suffisant de supposer que R est stabi-
lisée pour obtenir une stabilité par limites projectives non finies.
- 53 est la sous-catégorie de & définie par les morphismes formés
d'un couple (C,C), ou C est un R-carré. C'est évidemment une sous-ca-
. — A
gorie stabilisée de & .
4> 95, 9 sont les sous-catégories de , respectivement défi-
nies par les morphismes dont l'indicatrice centrale, but, sourge, est un mor-
phisme de R. Les morphismes de 85 et 86 s'appellent respectivement
R-étales et R-coérales.

Nous avons déja montré que 54, 55 et 56 sont des sous-catégo-

. e A
ries stabilisées de &

Le foncteur Gr(T) —'gA est injectif mais, si T n'est pas carté-
sien, il ne commute pas avec les produits fibrés; il commute cependant
avec les objets finals. On dit qu'un foncteur T: & =& est R-cartésien
s'il transforme tout carré R-cartésien en un carré R-cartésien, i.e. s'il
transforme tout carré cartésien en un morphisme R-cartésien et tout mor-

phisme de R en un morphisme de R .

PROPOSITION 1V.2.27. Si T est R-cartésien, Gr(T)/ S, pour &= SI
et 52, est une sous-catf’gorf'e plAez'ne Ade Gr(T) stable pour les limites
projectives finies; pour S= 83, 54, 55 et Sé, c'est une sous-catégorie
stabilisée de Gr(T). On a des résultats analogues en remplacant Gr(T)

par Cat(T).

PREUVE. Soit L le foncteur injectif Gr(T) — {‘;A; la construction des
limites projectives dans Gr(T) (proposition I.5.5) montre qu'un carré
cartéAsien (C,D,C'",D") de Gr(T) est transformé par L en un carré qui
est 5-cartésien, ol S= SI ou SQ suivant que L(C) et L(D) sont des
morphismes de Sl ou de SQ. Cect démoxAm:e la premiére partie de la pro-
}A)ositiAon. §i L(g) est un morphisme de 5, ol g est l'une de;s catégories
53, 54, 55 ou & , alors L(D') est aussi un morphisme de S d'aprés la
proposition IV.1.25 et
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(L(C),L(D),L(C"),L(D"))

A

est un carré S-cartésien, ce qui démontre (iii) pour Gr(T)/ 3. Le reste

de la proposition est conséquence directe de la proposition IV.1.25. =

A

Soit SP et qu deux sous-catégories de {_;A, ot 1€p<g<¢; on no-
tera O  la sous- catégorie de gA ayant pour ensemble d'ob]ets l'ensem-
ble IS ff'\ [5 ‘ et pour morphismes les morphismes communs a 5 et Sq

AP
On obtient ainsi d'autres catégories Cat(T)/ S, en prenant 5

pq-
EXEMPLES.

Sauf indication ultérieure, on reprend les notations générales du
paragraphe précédent. Les égalités de catégories proposées le sont a des
équivalences prés; elles deviennent des égalités strictes si l'on rempla-
ce la condition (1) par la condition plus faible:

(i") 6= [R].

Ord(T) et Alg(T) sont des catégorifes dAe la forme Cat(T)/S;
elles corre‘spondent respectivement au cas ol S = 81 et ou AR est la sous-
catégorie de & formée des monomorphismes et au cas ol & = 52 et on R
est formé des inversibles. X

Un objet-de Cat(T)/SQ, lorsque R est la sous-catégorie de &
formée des monomorphismes (resp. des rétractions) s'appelle une T-caté-
gorie séparée (resp. une T-catégorie quasi-compacte). Une T-catégorie
séparée est toujours-un T -préordre. Cette terminologie est suggérée par
I'exemple suivant: Si & = Ens et si T est le triple Tq des ultrafiltres
(voir III.S), un Tq[-préordre séparé et un Tq(-préordre quasi-compact se
réduisent, respectivement, a une topologie séparée et & une topologie qua-
si-compacte.

On dit qu'un T -foncteur est, respecuvement, ouvert ou propre si
c'est un morphisme de Cat(T)/ pour 5 5 ou 5 et si R estla sous-
catégorie des rétractions de &. Si T = Tq(, on retrouve la termmologm
habituelle pour les applications ouvertes ou propres. Si R est‘la sous-caté-
gorie des inversibles de &, un T -foncteur pour & = 55 ou 56 est appelé

respectivement foncteur étale ou coétale.
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IV .3. T -profoncteurs et T -transformations naturelles.

Dans les sections précédentes, nous avons analysé diverses sous-
catégories de Cat(T); ici, au contraire, nous allons "cherciﬂer a « élargir»(
Cat(T). Nous supposerons cependant que T est un triple cartésien, c'est-
a-dire que Sp(T) est une bicatégorie (II.2). Nous allons d'abord étudier
quelques faits généraux sur une bicatégorie quelconque D; la termino-
logie qui suit est inspirée par la catégorie monoidale traditionnelle des
groupes abéliens, (Ab,Z,® ). Pour simplifier les notations, nous note-
rons uniquement par les symboles 1, I',... les objets de T et nous omet-
trons le symbole des variables dans la notation des morphismes r(&),

1(6) et s(8",0',6), qui seront donc notés simplement 7, /, s.

Rappelons qu'une monade de D est un triplet (0,i,k), ot O est
un morphisme de D et i: idj= 0, k:0°6 6 deux 2-morphismes de

q . . .
d rendant le diagramme suivant commutatif:

(800) o0 S Bo(600)
koel 1 Ook
XY k 6 —k __ pop
io@' ide’ réw‘

1 r

1o a = f ——» (ol

On dit que (1, m): (6,i,k)—(0',i', k') est un morphisme de
monades de D si (6,i, k) et (6',i', k') sont des monades de P, si
p: 1= 1" est un morphisme de D et m: po8 =0 ou un 2-morphisme

1

rendant commutatif le diagramme (ou s™* est I'isomorphisme réciproque de s):

0" o(0%0p) Q0 2™ O'o(iof ) e _(0'o) o8 <72E (1106 )00

-1
S S
(606" oy [o(000)
k’olu, - Iu,ok
6'0/,,(,'4 FL°6
op pot
I'O/L 1 /J. T /.LOI
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On dit que (o, b', h): (6,i,k)=(0", 7', k') est un bimodule de
D si (6,i,k) et (07,4, k') sont des monades, si o: 1 — ]’ est un mor-
phisme de D et si h': 0’ co =0 et h: 000 -0 sont des 2-morphismes

rendant les diagrammes suivants commutatifs:

6o 6'0c)_0"°F _ 600 (008)00_P°0 _ oog
S S
(600" )oo b’ co(B00) b
k'oal ook
oo P _ & oo __ P ___ o
' oo ' rido ooi ida
I'oco ! o gol o I o

(0700)0b __S__ 6" o(cof) 9%k 600
b'o@l b
oof h o

PROPOSITION IV.3.28. A tout morphisme de monades
(pom): (6,i,k)=(G", i, k')
on peut associer un bimodule (o, b*, h): (0,i, k) =(6',i', k'), oi
o=00u, b =(kop).st e h=(kop).s1.(8'0m).s.

PREUVE. Il s'agit de vérifier la commutativité de trois diagrammes, ce
qui est facile. Par exemple, la commutativité du diagramme de gauche ci-

dessous résulte de celle du diagramme de droite:

- (6'019'. 6'0 -I) ’ ’
G o6 06 o)) LTS ) galgron) 6 o(6706%) ok, 6ot
S S |
'oA')o 9:0 '06' 08' k
(67006 0m) (6"06")
- | s
’ -1 ’
9-0(@;0#) (k O/J.).S 9:0# 9’09' k =L

Si (o,b',h) et (0,h.h):(0,i k)=(6", i, k") sont deux bi-

modules entre les m&mes monades, on dit que g.'(cr,b',b)—’(;,;',Z)
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. . o . . i)
est une application linéaire si g: o 2o est un 2-morphisme de I rendant

le diagramme suivant commutatif:

h' h

f'oo o gof
f'o g g god
@'o; h' ; b Eo@

REMARQUES. 1° Une monade, comme nous l'avons déja remarqué, peut
étre identifiée a un pseudo-foncteur de la forme 1 —~P. Un bimodule peut
&tre identifié 4 un pseudo-foncteur de la forme 2 =T, et on peut appeler
application semi-linéaire une «pseudo-transformation naturelle» entre bimo-
dules, ce qui donne une application linéaire comme cas particulier. Un mor-
phisme de monades peut étre défini comme une monade dans labicatégorie
des «carrés» de D (appelés «squares» dans [Be] et «quintettes» dans la ter-
minologie de [Eh]). Une application semi-linéaire est alors un bimodule
de cette bicatégorie des «carrés» (remarque qui permettra plus loin d'asso-
cier un morphisme de profoncteurs a toute transformation naturelle en ap-
pliquant la proposition IV .4 .28).

20 On peut appeler bimorphisme un pseudo-foncteur de la forme 3 T
et définir le produit tensoriel de deux bimodules comme étant un bimorphis-
me «niversely, comme on le fait classiquement dans (Ab,Z, ® ); on pour-
rait ainsi définir une bicatégorie Bim(T) ayant pour objets les monades
de P, pour morphismes les bimodules et pour composition le produit ten-
soriel défini ci-dessus. L'existence de ce produit est liée a l'existence
de conoyaux dans les catégories Homq)( 1", 1) et a la commutation des
foncteurs « (e”,e’',e) avec les conoyaux. On pourrait enfin prolonger
Bim(P) en une multicatégorie, mais nous réservons ces questions pour

un prochain travail.

Nous allons maintenant interpréter ces notions dans le cas parti-
culier ou 9 = Sp(T),ou T=(T,I,K) estun triple cartésien.

D'aprés la proposition II.3.15, les monades de Sp(T) sont les
T-catégories; on les notera de la méme fagon et on commettra 1'abus de

langage qui consiste a désigner un morphisme de spans m: 6 = &' par la
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seule lettre m. Sur les morphismes entre monades on a le résultat partiel

suivant:

PROPOSITION 1V.3.29. Tout T-foncteur ([, [): (6,i, k) =(6", i, k")
détermine un morphisme entre monades ([ ,m): (0,1, k)—(8', i, k'),

oa p = (le'. [, id, ) et oi m estle crochet caractérisé par les relations:

py-m={[ et py.m=b,
(si 8'=(a',b'), 8 =(a,b), e et e' étant respectivement les buts de

b et b' et (py,py) le produit fibré de (b', [)).
PREUVE. On montre facilement que

Gropu :(a'.p],p2)et #o@:(Tf.a, b).

Pour mieux dégager les idées essentielles de la démonstration,
nous supposerons que Sp(T) est une 2-catégorie, ce qui revient & suppo-
ser que tous les produits fibrés rencontrés sont canoniques; la démonstra-
tion dans le cas général n'est pas plus difficile, si ce n'est du point de
vue des notations. Nous allons d'abord déterminer les éléments du diagram-

me suivant dans Sp(T):

B'08"on G'om @'o#o@ m o6 HLofBod

-—
k'o 1 Mok
G'o m Mo@

o o5
# ] id 1“ Z
o’ a K

- Mo i est égalai:(le'.f, z‘de) =(Tf.a,b),
- "oy estégala i":(le'.f, z'de) =(a'. PI'P2)7 ou 7" est le crochet
caractérisé par les relations '
pp-i" =1 py.i" =id,
et dont I'existence est déduite de 1'égalité 6'.i".f=[.id, .
-m:A(Tf.a,b)=(a. by, p5) estun 2-morphisme de Sp( T) et la comr
mutativité de la partie inférieure du diagramme ci-dessus s'exprime par la

relation m.7 = i", qui résulte des égalités suivantes:

g sn

pyom.i =ppit, py.m.i =py.i”.
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- Mok estégala k:(Ke'.TTf.Ta.vZ,b.v])—'(Tf.a,b), ou
(vy,vy) estle produit fibré de (a , T b ).

- ko estégala k":(Ke'.Ta'.vh.q;,pp.9,) (@ . p;,py), o
( vy, vy) est le produit fibré de (a’, Tb') et (g, q,) celui de (v'yp;)

et ol k" est le crochet caractérisé par
pp-k" =k'qp. by k" =poq
et dont 'existence est déduite de 1'égalité b'. k'. g, = |. Py 9g-
- O'om est égal a
m':(Ke'.Ta". Tpl.p'], b.p'2) —(Ke'.Ta'. v'2A 9ys bo- q2),
ol (pYy,py) est le produit fibré de (Tp,, @) et ou m' estle crochet ca-
ractérisé par les relations

U'g.ql.m'szI.p'I, q2.m':m.p'2

et dont 'existence est déduite de 1'égalité To'.Tp,.p"y =a'.p;.m.p5.
- mof estégala
m":(Ke' . TT{. Ta.vy, b.v) =(Ke'.Ta.Tp,.p4, b.p5),

ou- m” est le crochet caractérisé par les relations

py-m" =Tm vy, phym

[ —

et dont I'existence est déduite de 1'égalité Tp,. Tm.v, = a.v;.

La commutativité de la partie supérieure du diagramme s'exprime par la

relation m. k = k"”.m'. m", qui résulte des égalités:
ppomok=p k" m . m", p2.m./e =Py k" m.m".

La réciproque de cette proposition est fausse. Par exemple, si T
est le triple identité (III.2) sur &3, un morphisme entre monades dans
Sp(g)) coincide avec un span de &-foncteurs ( F', F), on F' est un fonc-
teur coétale (IV.2) (spans que Lawvere a appelés «foncteurs partiels»

dans une conférence récente).

Les bimodules de Sp(&) ne sont autres yue les profoncteurs de
Bénabou; nous appellerons T -profoncteurs les bimodules de Sp( T ) .D'a-

prés les propositions IV.4.28 et 29 ci-dessus, un T-foncteur détermine
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un T-profoncteur (de méme sens), ce qui suggére d'appeler T -transfor-
mation naturelle une application linéaire entre deux T -profoncteurs asso-
ciés par la méthode précédente a deux T -foncteurs. On peut d'ailleurs vé-
rifier sans peine qu'une application linéaire dans Sp(&) entre deux & -
foncteurs est une &-transformation naturelle (on le constate encore plus
facilement pour & = Ens ). On cherchera, plus tard, a construire une bica-

Bim(Sp(T)).

tégorie Procat(T)

REMARQUES. 1° L'hypothése que T soit cartésien n'est pas nécessaire
pour définir les T-profoncteurs, mais elle semble indispensable pour ap-
pliquer les propositions IV.4.28 et 29. Si P est seulement une pseudo-
catégorie, on ne peut pas définir facilement une composition dans les «car-
rés» de D et méme sur des exemples particuliers, comme celui de T = T‘U
(III.5), tout ce qui touche 2 la notion de T-transformation naturelle sem-
ble étre difficile.

2° On peut également, a partir d'un T-foncteur, obtenir un morphisme
de sens inverse a celui construit dans la proposition 29; il est alors proba-
ble que ces deux morphismes sont «adjoints» 1'un de l'autre comme dans le

cas des foncteurs ordinaires.
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APPENDICE

Le résultat essentiel de cet appendice est la proposition A.2,
mais le seul résultat utilisé dans 1'article est la proposition A.1, qui sert

de lemme a la proposition III. 1. 19.

1. Monades libres dans les catégories monoidales dénombrablement

distributives.

Comme cela a été convenu (II. 4), nous noterons sous forme de tri-
plet une catégorie pseudo-monoidale P = (@, 1, o). Soit Mon(f.D) la ca-
tégorie des monades de Jn—/ (II. 3); ses objets sont les triplets (80,17, k),

ot i:1=0 et k: o0 = O sont deux morphismes de 9 tels que

k(ioB). 1(0)=0=k.(B0i).r(0),

1
™ k.(koG)=k.(O0k). s(0,0,0).
m:(6,i, k) =(60", i, k') est un morphisme de Mon(@) si m: 9 —=0" est

un morphisme de 9 tel que

(2) m.i =1, m.k=Fk'.(mom).

On a un foncteur d'oubli Mon(D) = D évident qui associe I'objet 0 a la
monade (&, 7, k). Nous allons ajouter une hypothése (D) assez forte sur
@, ce qui assurera que ce foncteur d'oubli est triplable lorsque D est mo-
noidale et qui, de plus, nous permettra de construire des monades libres

en imitant exactement la construction d'un monoide libre engendré par un

ensemble.

LEMME 1. Si le foncteur d'oubli Mon(D) = D admet un adjoint, il est
triplable.

PREUVE. Soit T =(T,I,K) le triple sur 9 déduit du foncteur d'oubli
U: Mon(@) - 9D et de son adjoint F: D - Mon(ff—j), et soit

E:Mon(D) = Alg(T)

le foncteur d'Eilenberg-Moore associé; on va construire un inverse E’ de E.

Soit b: T O =6 une T-algébre sur € et posons
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P lESY

F & :(@A,z‘, /;), Fé :(é,;, ).

Remarquons que 7T b: F6 -FO est un morphisme de Mon(@), puisque

T = UF. On va montrer que (&, 7, k), ou
i=b.i k=b.k.(10018),

est une monade. Le principe étant chaque fois le méme, limitons-nous a

montrer la derniére relation (1), en posant
[=(18016)0l0 et I'=180(16010).

Nn obtient:

!

E(koB)=0b.k.(16010). (bob).(koO). 1=
b ok (TboTb) (ITOITE) (Eob). 1 =
b.Tb b (ITOITO) (EoB).1=b.KO. k. (ITOITEO). (Eob).T =
bk (KEoKB) (ITEITE) (ol ).l =b.k.(kob).]=
bk (80k). s(6,6,6).1=b.k.(6ok).1'.s(0,6,6) =
k.(Bok).s(6,0,8).

On définit ainsi ‘E’ | et, en passant des objets aux morphismes,
un raisonnement analogue permet de définir le foncteur £'. On vérifie sans
peine que E’' est un inverse de [I, ce qui, pour l'essentiel, se raméne a

vérifier, ci-dessus, les deux relations
i=b.i et b.k=k.(bob);

cette derniére se vérifie en composant les deux membres par le monomor

phisme [00[0. m

REMARQUE. Ce lemme est un cas particulier d'un fait plus général et qui
a lieu pour toutes les structures «algébriques», a condition de bien choisir
leur foncteur d'oubli. Nous en verrons plus loin (proposition A.2) une au-

tre application, dans un cas un peu moins particulier.

Pour tout & € ‘(Jj f, on peut définir deux foncteurs Yg et Yb: -9
qui, & tout morphisme m: 91 -6, de 9, associent respectivement les

morphismes

Gom: 0o, =000, e mob:6,00=0,00.
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On dit que D est dénombrablement distributive si elle vérifie I'axiome:
(D) Pour tout G ¢ ifD |, les foncteurs Y@ et Y'G commutent avec les

0 . -
sommes et L admet des sommes finies et dénombrables.

LEMME 2. Si D est une p seudo-catégorie dénombrablement distributive
et si j,:6, =0 (ueN) et j .0 =" (vEN') [orment deux systémes
d'injections canoniques de sommes dans T, oa N et N'' sont des ensem-

bles au plus dénombrables, alors

jueit: 0,06, 6800" ((u,v)eNXN")
forme un systéme d'injections canoniques de somme. Cette affirmation s’é-
tend a la compostion d'une suite finie de sommes dans D.
PREUVE. C'est une conséquence immédiate de 1'axiome (D), puisque
jyein=(j,° 9').(t/u°j;)) ,
et puisque les sommes dans une catégorie sont associatives (associati-
vité infinie). =
Soit P une catégorie monoidale. Nous utiliserons pleinement les
résultats de la «théorie des cohérences» développée par Mac-Lane depuis
longtemps. En particulier, (1) = s(1). Le lemme ci-dessous ne sera donc
pas démontré.
Soit B¢ |D l; on posera:
0 1 utl u
00 =1, 08 =0, et par rtécurrence O & = 6o (06 ) pour tout u >1;

u v
s, 09: r(06)1, Sp 9:1(0@)'1 pour tout z >0, v 20, en parti-

, U
culier 50,09 =1yt =101)L;
v
31’09 =0o(0F) pour v > I, et par récurrence, pour v> 1 et u 21,

0 =(8os, 0). s(0, 68,06).

Sutl,v
LEMME 3. Si D est une catégorie monoidale dénombrablement distributive,

on a la formule:
6.((s, ,6)0(00)) =
6.((08) (s, ,0)).5(06,00,056),

su+v,w

S
u,vtw

pour tout u, v, w=>0.
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Soit (@, i, k) une monade dans @; on posera

{ kog=1, k; = g, ko =k, et par récurrence, pour tout entier u>l:
ko1 =k (O0k,).

LEMME 4. Pour tout couple d'entiers u et v>0, on ala relation:

Fyt oy Syl =k (R, ok,).
PREUVE. Une monade est un bifoncteur de la forme 1 —*J(j; le lemme est
donc un résultat de la «théorie des cohérences», mais nous allons en don-
ner une démonstration directe.

Pour » = I, c'est la définition de k;,  :
kivo :k.(gokv) pour v2>1I,
puisque s; v@ est une identité. L'égalité reste vraie pour v = 0, car dans
ce cas elle s'écrit r( 5)'1 =k.(Bo0i).
Supposons maintenant v > I fixé et supposons la formule démon-

trée pour un entier z 2 1; nous allons montrer qu'elle est alors vraie pour

I'entier u + 1.
k1+u+v' Sl+u,v6 = k,(@oku_'_v).(@oSu,U@).s(@,é@,g)@) =
k(Gok). (Oo(k, ok )). s(0,00,00)=

I

k_(@ok),s(é,9,9).(((9°1eu)0kv):k.(koe).((eoku)ﬂev))

k'(kll“'l oéu)'

La formule est donc démontrée dans les cas 21, v30 et u

Il
—~

v =0. Pour u quelconque et v =0, on se raméne a démontrer que
. u
k,=k.(k,0i).7(00).
Pour u = 1, ceci est vrai, par définition d'une monade. Supposons-le prou-
vé pour un #> 1 et démontrons que c'est encore vrai pour #+ 1. On a
u
k1+u:k'(@o]zu):]g‘(:?o]g)_(ﬁo(]guoi)).(@or(oe)):
1+
k.(é’ok).(@o(kuoz‘)).s(ﬁ,é@,1).r( 0'6)=
I+
k(Ook).s(6,6,8).((Bok,)oi).r( O 8)=
, 1+ 1+
E(ko8). {80k )oi).r( 0 0) =k (k;, oi)r( O ).
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On remarquera que l'on a utilisé la formule du lemme 3 dans le cas parti-

culier # =1, v =u et w =0 (notations x, v, w de lemme) qui s'écrit:
Itu . u o u
r( 0 0)l=(80r06)1).5(6,00,1).

La formule est donc démontrée pour u>1 et v>0. Le cas =0, v =0,

est alors facile 4 montrer. =

PROPOSITION A.1. Si D est une catégorie monoidale dénombrablement

distributive, le foncteur d'oubli Mon(ﬁ_)) =P est triplable.'

- u
PREUVE. Soit ¢ une somme de la famille (O 0 |u eN) pour un objet &
u a
de P, et soit Tu: 00 =6 (ueN) un systéme d'injections canoniques
de cette somme. D'aprés le lemme 2, il existe un crochet (de somme in-
dexée par N xN) caractérisé par les relations
(3 k(7 20,) = Tty Su,,0 (220, ©20).
On va montrer que (0,1, /;), ou 7 = jo , est une monade. On a
k.(ko8).((j,°],)°jf,) = (dapres(3))
- w
k'(iu+v ojw)‘(su,veo(oe)) =
w
ju+v+w' Su+v,w@'(Su,veo(oa)) = (lemme 3)
u u v w
iu+u+w' Su,v+w9'((oe) Osu’w@). S(O@‘Oe'oe) =
k(Ook).s(6,0,0).((j,°i,)°7i,)
De méme pour la «neutralités, on a
- P N - PO u
k.(O0i).r(0).j, =k.(Boi)(j,0l).7(00)=
k(fyoig)- 5,001 =1,
En simplifiant respectivement par ((j, 6 oj )oj ) etj, , on obtient les
relations (1). En effet, (j, °7,) °Jw forme un systéme d'injections ca-
noniques d'une somme, comme on le voit en utilisant deux fois le lemme 2.
On va montrer, maintenant, que (é, i, /;) est une monade libre en-

a

gendrée par € admettant ir: 6 =6 pour morphisme d'adjonction. Soit
i': @ 20" un morphisme de T et (0',i’, k') une monade de 9. Soitm

a

le crochet de somme m: & =0 caractérisé par les relations:
u
(4) m.j, =k, .0f" (u>0),

t Ce résultat figure aussi dans 1'article «Cohomology in tensored Categories» de M.Barr, Proc.
of the Conference on Categorical Algebra, La Jolla (1965), Springer.
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ou k; a été défini au lemme 4, relativement 2 la monade (', i', k'). Mon-
trons que m: (0,7 k) =(0",i", k') est un morphisme de monades. D'a-

bord, (4) appliqué pour « = 0 donne la premiére relation (2): m.7=1i'. On a
- utv

m.k-(j, °7,) :m'ju+v'su,1)6 d'ap—r_—és . By 0.7"514,0‘9 -
u v
k:ﬁv' su’vﬁ'.((o]') o( O')) = (lemme 4)
u v
k' (ky ok ). ((Of)e(0Oj)) = R (mom).(j,°f,)

d'aprés (4)
et, en simplifiant par ju©7y» on achéve de montrer les relations (2).

La relation (4) pour « = I devient m. ip=1- Montrons que le mor-
phisme m vérifiant cette derniére relation et définissant un morphisme de
monades est unique. Il suffit par exemple de montrer que ces conditions
entrainent que m satisfait les conditions (4). Pour cela, nous allons d'a-

bord montrer les deux formules suivantes:

u A A u
(5) k:‘.Om:m.ku, juzku.ojl (u20).
La premiére de ces relations est évidente pour u =0, I et 2; supposons-

la vraie pour z 2> 2; on a

I+u I+u B
k'“_u. O m=k'.(<9'0k;). O m:k'.(mom).(goku)=

m./;.(eol;:u) :m./;“_u,

ce qui démontre la premiére relation (5) pour tout #2>0. La seconde est
évidente pour # =0, 1 et 2; supposons-la vraie pour « > 2; on a

. -~ . . A A I+u' A I+U.
freu =k (j1oiy) =k (Ook ). O i1=ki4y O dp

ce qui achéve de démontrer (5).

On peut alors démontrer (4) en utilisant les formules (5):

-

. u . u u . u
m.j, =m. ku. Oj; = k;.o m.Qj; = kl".oj’.
Ceci achéve de montrer que (é, 7, 1;) est la monade libre engendrée par ©.
T.e foncteur Mon( fﬁ) -9 admet donc un adjoint et il est tripla-

ble d'aprés le lemme 1. m

REMARQUES. L'auteur de ce travail ne sait pas si on peut adapter une tel-
le construction & une catégorie pseudo-monoidale 9 dénombrablement dis-

tributive. Toutefois, on peut construire des «monades non unitaires» (cou-
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ples (O.Fk), o k: B0 8 =0 vérifie la deuxiéme re!ation (1)) libres, en
utilisant le lemme 3 pour u, v, w> I et en remplagant dans la démonstra-
ton 6 par la somme des 59 pour n 2> 1.

2¢ Ce résultat, utilisé en III. 1, montre en particulier que ['existence
& une &-catégorie libre engendrée par un &-graphe dans une catégorie &
est assurée si & admet des produits fibrés (finis), des sommes dénom-
brables, si ces sommes sont universelles et commutent avec les produits
fibrés. Ces conditions ne sont évidemment pas nécessaires, mais suffi-
santes. On peut aussi appliquer cette proposition a ) =(Mod(A), A, ®,),
o A est un anneau commutatif et Mod( A) la catégorie des A-modules;
on obtient la construction des «algébres tensorielless. D'une fagon géné-
rale D est monoidale dénombrablement distributive chaque fois que )
admet des sommes finies et dénombrables et que O: PxD-D est un
foncteur «prc;duit tensoriel», c'est-a-dire un adjoint & un foncteur «hom in-
terne» (si ce produit tensoriel est symétrique).

30 Si D n'est pas dénombrablement distributive, le foncteur d'oubli
Mon (D)~ peut admettre un adjoint qui ne soit pas de la forme obtenue
dans la proposition A.1. Par exemple, si on prend D= Gr( T, )/ e, ou
To =(To. 1o, K, ) estle triple évident sur & tel que, pour tout e'€ ‘@ |,
T, ' soit égal a un objet final de &, le morphisme d'adjonction dans la

proposition A.1 serait une injection canonique j;: 6-0+1.
2. Genéralisation a certaines structures algébriques.

Lorsque la catégorie monoidale ) =(@, 1, X) est cartésienne;
c'est-a-dire lorsque x : DxD -9 est I' adjoint du foncteur «diagonal»:
D-9 ><f.D, la notion de monade de 53 coincide avec celle de monoide de
D, ou P-monoide. Les exemples de monades qui ne sont pas des monoi-
des sont trés nombreux (anneaux, triples, T-catégories,...). On peut se
poser les questions suivantes-

1 Quelles sont les structures algébriques qui, comme celle de mo-
noide, peuvent &étre définies plus généralement dans des catégories mo-
noidales non cartésiennes (structures algébriques au sens de Birkhoff-

Lawvere) ?
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20 Le résultat de la proposition A.1 est-il vrai pour de telles struc-
tures ?

Notons qu'on ne peut pas espérer que toutes les structures algé-
briques répondent & la question 1; par exemple, si on veut définir des mo-
nades «commutatives», il faut le faire dans une catégorie monoidale «com-
mutatives. La définition ci-dessous de «théorie monoidale» répond a ces
questions lorsque @ est monoidale et dénombrablement distributive. Mais,
pour simplifier, nous nous limiterons & des catégories monoidales strictes,
c'est-a-dire telles que les transformations naturelles 7, [, s soient des
identités.

Soit A =(N,0,+) une catégorie monoidale stricte. On dit que
A est une théorie monoidale stricte si elle satisfait la condition suivante
dans laquelle Ao désigne 1'ensemble des morphismes de but I:

(T) |A | muni de la restriction de la premiére loi +: DXD =1 est
identique (ou isomorphe) & I'ensemble N des entiers positifs ou nuls muni
de ['addition ordinaire. Tout morphisme €:n n' de D s'écrit d'une et

une seule facon sous la forme:

e=¢g;+te,+...te,, od (€, 8y, ..., en,)eAg'.

On dit de plus que A est dénombrable si B, est fini ou dénom-
brable (voir en 3 une interprétation des théories en terme de multicatégorie).

si T-= (T.1,0) et A= (D,0,+) sont des catégories monoi-
dales strictes, on note Strz(@} la catégorie dont les objets sont les fonc-
teurs F: 2 =9 qui commutent avec les premiéres lois, ou ce qui revient
au méme les bifoncteurs B "@; on appelle A-structure un tel foncteur.
On dit que m: F = F' est un morphisme de Str—A(@) si F et F' sont des

A-structures et si m: F1 ™~ F'] est un morphisme de D tel que
u
(Om lueN): F~F’

soit une transformation naturelle. On a un foncteur d'oubli Strz(.(D) -9

.qui a toute A-structure F associe l'objet F1 de D.

PROPOSITION A.2. St £ =(D, 1, o) est une catégorie monoidale stricte

et dénombrablement distributive et si O = (D ,0,+) est une théorie dé-

341



94 A. BURRONI

nombrable, alors le foncteur d'oubli Strz(fb-) -9 est triplable.
PREUVE. On procédera par étapes:

10 A-structure Fy: A =D associée a un objet O € ID 1. Soit & une

n .
somme dans D de la famille d'objets (06 |8 GAO), ou n désigne la sour
ce de & et O l'ensemble des morphismes de & de but I. Soit
ie,‘(g@_'é, €€A0:
n a

un systéme d'injections canoniques pour cette somme. Soit Fge: 06 -0

le crochet (de somme) caractérisé par les relations:
(1) Fee'(]vlo"'olvn):jfi.(v1+...+vn)

pour tout (V;,...,V ) eﬁz. Si €:7n—n' est un morphisme quelconque
de AO’ ol maintenant n' peut &tre différent de I, on a une décomposi-
tion unique €= €;+...+¢€,, ou (&;,..., En.)eAg', ce qui permet de
poser sans ambigufité

Fpe=Fge o...0Fge,,.
On a alors la relation
(2) Fo(ete')=F eoFge’
pour tout couple ( €, ') de morphismes de A .

Maintenant, on va montrer que, si €:n —n' et T: n' ?n" sont deux

morphismes «consécutifss de D : on a
(3 Fo(T.€)=FgT.Fge.
On a des décompositions

e=¢e;+..+e, T=T

to AT,

1 1

gop, 1 (1<in'), Ty:pl, 71 (1<i'<n"),
prtetp=n, pit..tpa=n.

La seconde de ces deux sommes étant «plus fine» que la premiére, on peut

grouper les termes de cette seconde somme et écrire

(py+. +pp;)+(pp}+1+... +pp}+pé)+... =n;

312



T- CATEGORIES 95

T. € :T1.01+...+Tn".0'n",

o, = el+...+ep;, o4 = ep;+1+...+

€ 4l vy e
Prtpy
Cette formule donne la décomposition (unique) de 7. €, donc

Fo(T. )= FQ(TI'UI ) oFg('r2.02) o... oFe(Tn,,.Un.,).
Supposons démontrée la formule (3) dans le cas n” = I; alors

Fg(T.€) :(Fg'rl. Feol )o... o(FeTn,,.Fecrn,,) = ( o fonctoriel)
(Fg T 0 oFg Tn,,).(Fg(TI o... OFeUn,,) = ((?) itéré)
F9(7'1+...+7-nn)- Fg(01+... +O’nn) = Fe']'. F@E ,

car o;+... +Un,, = €. Montrons maintenant que la formule (3) est vraie
pour »" = 1. Soit (V;,...,V )elAl ona

) =
Yn' d'aprés (1) 77-8.(V1+...+Vn)

Fy(i. ©)-(j,, o o

77.(el+u.+eﬁ)1y1+“.+un)3
comme, en regroupant les termes, on a VI +...+7/n = ,LLI +...+,un. , avec
=V,+...+ , =V +...+V ,
M1 1 Vpl Ko pytl P;tpy

on obtient

]T.(81+..p+€n.}(vl+...+vn) = Tro(e i+t € b )

FQT.(]el-:u‘IO.“oleni-,u'n'):
FoT.((Fgy € .(7 o,,,oi ))o(F 8.(j 0...))o...) =
6 6 6
1 vy VPI 2 Vp1+l
Fg T.(Fg €; oFg €y0... oFg Sﬂ,).(jvloju2o... ojvn):

FoT.Fge.(j, oo, )

et, puisque les j; o... o]'vn parcourent un systéme d'injections canoni-
ques de la somme Cn)é (lemme 2), on peut simplifier les termes extrémes
de cette suite d'égalités et obtenir (3). En résumé, Fe: A - P est une
A -structure.

-

20 Fpestla Z-Structure libre engendrée par O et admettant [: 6 — 0

343



96 A. BURRONI

pour morphisme d'adjonction, en posant I =j,;. Autrement dit, on va mon-
trer que, pour toute A -structure F’ et tout morphisme I': 0 -6 de D

A

tel que @' = F'I, il existe un et un seul morphisme m: 0 =0 tel que
n
m.l =1 et que (Om‘TEAO): E~F

soit une transformation naturelle, en notant n la source de T, ce qui si-

gnifie que, pour tout €: 7 ~n', on a
) (Em).Fye=F e (Om).
Soit m: g -6 le crochet (de somme) caractérisé par les relations:
(5) m.j,r:’F'T.(Cn)l'),
pour tout morphisme 7: n 1. On va démontrer la relation (4). Ecrivons

e=¢€;+...+€, , ou &, p;,71I (1<i'<n"),
et soit

(Vppen V)DL, ou Vg, 21 (1<i<n).

On a
n'
(Om). Fg 8.(]'Vl o...oj, )= (par regroupement)
n

n'
((F (7, ©o...07 Fpoeo.(j L))onal) =
(Om).((Fgep.(j, A A

))o(m.Foey.(f, 0.)) o)
P

(m.F_ e, ,.(7 0...07
9 I 77)1 ]V I+l

P
et, si (4) est supposée vraie pour n' = I, cette derniére expression est
égale a
P2
)) O(F'ez.(Om).jV 0...))o... =
p

Py
(F 81.(Gm).(]V10...0]v o+

P;
p1+...+pn ' '
(F’SZOF'SQO...).( @) m).(]vl oj o..)=

Vo

n
F 8.(Om).(]yz o... O]Vn);

alors, en simplifiant par j”l o...oj, on obtient (4). Démontrons la rela-
n

tion (4) pour n' = 1.0n a
m'Fﬁe'(jvlo"'ojvn):m°j8-(1/1+--~+vn): (d'apres (5))
qrt...+tq
Fi(e.(vy+onv ). (0070 1) =

a7 9,
Fre.(Fvyo..oFV ).((Ol')o...o(OI')) =
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F e ((Fu (81)) 0. o(Fy .(81')))= (dapres (5))
Fre.((m.j, )o.. o(m.j, )= F'e.(ém).(jvl o..0f ),
n n

ce qui, aprés simplification par ivl o... o]'v , achéve de montrer l'exis-
n

tence du morphisme m: Fy = F' de Str'[&(g))‘, puisque pour 7 =1 dans
(5) on obtient m. I =1".
Ce morphisme est unique. En effet, soit m': Fg—F' tel que l'on
ait m'.1 =1'. En appliquant (1) au cas particulier V; =V, =... =V = 1,
on obtient
For.(O1) =i, =1,

et donc

n
m'.j.=m".FgT.(OI)

(par définition de m')
n n n .

F'T.(Om').(Ql)=F'T1.(OI'") = M.

d'aprés (5)

m'.

En simplifiant par j_, on obtient m

3° Une telle correspondance (qui associe une A -structure Fe a tout
objet ) se prolonge en un foncteur adjoint £ = Str3 (D) du foncteur d'ou-
bli StrZ(fT)) —9. De ce couple d'adjoints, on déduit un triple qu'on note-
ra TZ(.?D) =(T,I1,K). Le morphisme qui était noté j, sera noté mainte-

nant 16 . On va construire un foncteur
E': Alg(Ta(D)) = Serz(D).
Soit b: TE -6 une TZ((_.D)-algébre et posons, pour tout €: 7 ~n’,
n' n
Fe=(0b).Fge.(010).

On va montrer que cette formule définit une A-structure F sur €. D'abord
F commute avec les premiéres lois; ceci se vérifie en montrant que, si

€=¢;+...+ ¢, est la décomposition unique de €, on a
= (] [} 1]
Fe=Fe oFeyo...0F¢,.
Montrons que F: A -9 est un foncteur. Pour tout entier n,ona Fn=

n
O(F1). Si e:n—n" et €':n"~n" sont deux morphismes «consécutifs»

de A, on trouve
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n" n’ n' n
Fe'.Fe=(0b).Fge'.(OTb).(CITE).Fge.(0I6) =
n” n" n' n
(0b).(OTb).Frg e’.(olT@).Fee.(olﬁ) =
(O(b.Tb)).Frge'.(GITO). Fye.(010) =

(O(5.K6)). Frg . (OITH). Fee.(?)le) =
(0b).(OKO ). Frye' (OITO). Fye.(0O16) =

(Ob).Fpe'.(OKB).(OITO). Fpe.(016) =
n” n
(Ob).Fee'.Fae.(Ole)z

n” n
(Ob).Fg(e'.e).(010)=F(e'. e).

Donc F est une A-structure. Posons E'(b) = F; on peut prolonger sans
difficulté E' aux morphismes en remarquant qu'un morphisme de TZ(@)
est une Tx( @)2~algébre.

On vérifie facilement que E’ est l'inverse du foncteur d'Eilenberg-

Moore par un raisonnement analogue & celui du lemme 1.
PROPOSITION A.3. A tout pseudo-foncteur (11.1)
(Fou,c):(%,1,0)=(D,1,0)

entre catégories monoidales strictes dénombrablement distributives, on
peut associer un morphisme de triples TZ(fD) - TZ(@ ).
PREUVE. Si 91 , 92 " ...,19n , ... sont des objets de 9, posons:

cg(0) =u (ou 0 désigne l'unique morphisme de 1),

Cl(el) =idpg . cy(0,,0,)=c(6,,6,), etparrécurrence

Cn+1(91' 62 P 6n ’ 9n+l) =

cp(0y0n8 060 ). (F(6;)o...0F(O _1)oc(8 ,6 ).
pour tout entier n >3 . De fagon analogue, posons

0,0=1, 0,6, =6;, 0,06,,6,)=0,06,

et par récurrence

On+1(61""'9n'en+1)=(On(6l,...,9n))o@n+1_
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On définit ainsi, pour tout n >0, un foncteur O, : D" =D et une transfor-
mation naturelle ¢ : O, Fr - FQ, dite de «ni€M€ cohérencer. Nous admet-
trons la formule suivante de la «théorie des cohérences», pour tout Oe IfD |

et (Pl:p2:~-~;Pn)€Nn, ol ﬂEN,

’

P]e P, P 0
(5) C"(O ,...,Oe)-(dpl °... odpn )=dp1+...+Pn

en posant dn@ = C,,(G’ 0,...,0); on définit ainsi une transformation na-
turelle & : 0O, F > FO,. (Indiquons simplement que cette formule se dé-
duit facilement du lemme 4 qui correspond au cas ot I = 1).

Pour tout G ¢ |D, soit j6: OO = TE le morphisme noté j. dans
la proposition A . 1. On définit des transformations naturelles jg: O, = T ;

soit d: TF »FT_ la transformation naturelle telle que d0: TFO -FT0

soit, pour tout Oe ‘.‘D |, le crochet (de somme) caractérisé par:

(6) d6.j Fo =Fj 0.4 0

pourtout €:n1.0nad.joF = Fje.d .
Démontrons maintenant que ( F,d): T'A'(@) "’TZ(@') est un mor-

phisme de triples. On a d@.1F6 = FI0 en prenant & = I dans (6), d'od

la premiére des relations (2) de 0.2. Pour tout
(€1, ., en)eA" » By rp;, 21 (1€i<n) et Tin"1,
on a, par définition de K,

de.KFQ.j_rTFG.(jSIF@ °o..0jg FO)=
n

) d 6=

dé.j F = Fj .
]T~(81+~--+€n) d'apres (6) 77'.(€1+...+€n)‘9 pptetp,

F(Ke-]',’.Tg-(l.sle 0. oiene))'dp1+...+pn9 =

FKG.Fj_TO.F(j, Bo...0j. 9).d e =
Iy ]aI len pyt...tp, d'aprés (5)

P p
FKO.Fj T F(jg 80...0fg 6).ca(00.... o"@).(dpleo...odpne) -

FK@.F]'TT@.dnTQ.(FjSIQo... onenQ).(dpleo... °d, 0)=

n

FKO.F; T6.d TO.0d8.(i. FOo..o0j. FO =
T n G- (ie, Te, P9 d'aprés (6)
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FK&.dTQ.jTFTQ.ng@.(jSIFGo... ojc FO)=
n

FKO.dTO.Tdb. j,rTF@.(]'eIFeo... oje FO).
n

En simplifiant par les feIF‘9°“' °fe FO puis par les i.F&, on ob-
n
tient la seconde des relations (2) de 0. 2, c'est-a-dire

d0.KFB = FKO.dT6.Td6. =

Voici un cas ou TA'(@) est fortement cartésien (voir III.1). Sup-
posons que D soit dénombrablement distributive et vérifie de plus les
conditions:

(D") 9D admet des produits fibrés (finis); les foncteurs Y, et Y'e de
I'axiome (T) commutent avec les produits fibrés (finis).

(D") Les sommes dans $ commutent avec les produits fibrés (finis),
elles sont universelles (et par suite les injections canoniques de sommes

sont des monomorphismes d'aprés le lemme de la proposition III. 1. 20).

PROPOSITION A.1. Si ces conditions sont vérifiées, alors TZ(.(D) est

fortement cartésien.

PREUVE. T commute avec les produits fibrés d'aprés (D') et la commu-
tation des sommes et des produits fibrés. L.a derniére condition de (D") en-
traine que, si une somme (dans sz) est un épimorphisme (resp. un mono-
morphisme), alors chacun de ses termes est un épimorphisme (resp. un mo-
nomorphisme); puisque les sommes sont universelles, on en déduit que [
est cartésienne (II.2). On montre ensuite que K est cartésienne: plus gé-
néralement tout crochet de somme dans D? est cartésien; on le constate
en prouvant d'abord que tout crochet de la forme «codiagonale» est carté-

sien (effectuer un produit fibré avec une codiagonale). ®

Notons en passant le fait suivant: si D est une catégorie quelcon-
que, le «but» d'une limite inductive dans D2 ese toujours une limite induc-

tive; la «source» aussi, lorsque D admet un objet final.
3. Théories et multicatégories.

Nous allons montrer qu'il y a équivalence entre la donnée d'une

théorie' monoidale stricte (A.2) et celle d'une multicatégorie au sens de
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(La]. La proposition III. 2. 21 peut se compléter ( KI(T) est défini en 0.2):

PROPOSITION ‘A .s. Soit T un triple cartésien sur la catégorie & et soit
0 =(b,a,i, k) une T-catégorie sur e€ l@ |,' on a une KI(T)-catégorie
sur e € |KZ(T) l qui se projette sur la 5-catégorie (Tb,Ke.Ta,Ti, TE)
de la proposition I1l. 2. 21 par le foncteur d'oubli KI(T)~6&.

PREUVE. T commute avec les produits fibrés finis, donc transfornie tou-

te 5-catégorie en une g-catégorie, et il est évident que
(Ke,KT):(TTb, T(Ke.Ta), TTi, TTk)>(Tb,Ke.Ta,Ti, Tk)

est un &-foncteur, et par suite définit sur e€ !KI(T) | une KI(T)- caté-

gorie. En effet,

Ke.T(Ke.Ta)=Ke.TKe.TTa=
Ke.KTe.TTa=Ke.Ta.K7. =

L'intérét de cette proposition est de préciser certains aspects de
la structure de T-catégorie pour un triple cartésien. En particulier, si T
est le triple N des chemins de III. 3, nous allons voir que cela correspond
a I'axiome (T) de A. 2.

On a un isomorphisme évident Ens *Gr/ 1 qui a4 tout ensemble
E associe E, unique graphe sur I dont E soit 'ensemble des morphis-
mes. N—} muni de sa structure de monoide libre est isomorphe & I'ensem-
ble des entiers positifs ou nuls muni de l'addition ordinaire; on identifie
ces deux structures. Alors 0 note a la fois 1'objet de N—‘I et le morphisme

identique id, , ce qui revient & la convention habituelle.

PROPOSITION A.¢. Il y a équivalence entre la donnée d'une multicatégo-
rie de Lambek sur 1 et celle d'une théorie monoidale stricte. L'unique
N-algébre sur 1 correspond a la «théorie des monades» (c'est aussi la N-

multicatégorie grossiére sur 11!).

PREUVE. Soit & = (b, a,i, k) une multicatégorie de Lambek sur 1.Soit
ZO I'objet (qui est un graphe sur 1 ayant AO pour ensemble de morphis-
mes) des morphismes de cette multicatégorie. La proposition III.2. 21 nous
indique comment construire une Gr/ I-catégorie et donc, par l'isomorphis-

me Gr/ 1- Ens, une catégorie ayant pour objets les entiers >0 et pour
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—

morphismes ceux de NAO. La proposition A.5 nous montre comment on
peut compléter cette donnée en une catégorie monoidale &, les structures
de monoides sur les objets et sur les fléches de A étant, de plus, libres,
ce qui exprime 1'axiome (T).

Inversement, si O = (AO ,1,+) est une théorie monoidale stricte,
la construction d'une multicatégorie au sens de [Lal est immédiate et la
correspondance ainsi obtenue est une bijection. ®

Ce résultat suggére qu'il y a beaucoup de théories et peut servir
de guide dans leur construction. On constate donc que la notion de T-ca-
tégorie n'est qu'une «T -structure» parmi d'autres. La structure de T-gra-
phe en est un autre exemple.

EXEMPLES DE THEORIES MONOIDALES STRICTES. (Nous laissons au
lecteur le soin de définir la composition dans chaque cas).
1° Objet pointé: B ;se réduit a deux éléments:
idl: 121 e (:0~1.
2° Monade non unitaire: 0, se réduit a deux éléments:
idy:1=1 et k:2-1.

30 Modules: AO est un ensemble de morphismes de la forme A: 1 =1

et cet ensemble est muni d'une structure de monoide, d'unité id] 11,
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