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FONCTEURS D’OMISSION DE STRUCTURES ALGEBRIQUES

par Christian LAIR

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. XII, 2

INTRODUCTION

Le but essentiel de cet article est de trouver une condition néces-

saire et suffisante pour qu’une catégorie donnée L 
° 

soit une catégorie de

«morphismes algébriques » au-dessus de la catégorie pleine d’applications
m entre ensembles d’un même univers ?0 ’

Il est, tout d’abord, nécessaire d’utiliser une définition précise de

la notion (intuitive) de structure algébrique. Nous adoptons celle de C. Eh-

resmann [E.T.S.A.] : Une structure est algébrique lorsqu’on peut la décrire

au moyen d’une esquisse, i. e. d’un graphe multiplicatif muni de certains

cônes projectifs et inductifs. Cette notion diffère peu de celle de faisceau

sur une catégorie marquée de C. Chevalley [C.M.F.] . Cependant, elle est

plus générale, en ce sens que l’on accepte la donnée simultanée, dans l’es-

quisse, de cônes projectits et de cônes inductifs. Elle est plus précise,
car on sait associer à une esquisse, sous certaines conditions, un «type».

Enfin, elle englobe la notion d’algèbre associée à un triple dans YR.

Dans une première partie, il nous a paru nécessaire d’étudier, aussi

généralement que possible, l’existence de limites projectives ou inducti-

ves dans une catégorie L’ équivalente à une catégorie de réalisations

d’une esquisse dans un type. Nous montrons, de plus, que l’on peut asso-

cier, à chaque unité du graphe multiplicatif sous-jacent. à l’esquisse, un

foncteur de L dans m, que l’on appelle foncteur d’omission. Ces foncteurs
d’omission possèdent certaines propriétés de compatibilité avec les limi-

tes. On fait évidemment un usage abondant des théorèmes d’existence de

structures libres, de structures quasi-quotients et de limites inductives

pour parvenir à ces diverses propriétés IC.S.L.] . Nous appliquons ces ré-
sultats à de nombreux cas particuliers (aux catégories de structures algé-
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briques usuelles), par exemple à la catégorie des homomorphismes entre

corps associée à l’univers ?0 ’
Dans la deuxième partie, nous étudions les propriétés particulières

du foncteur d’omission associé à l’une des unités u , pour certaines «posi-
tions» de u. Intuitivement, nous supposons que l’esquisse admet une idée

(i. e. [I.M.S.A.] un système qui l’ engendre par composition et limites) à la-

quelle appartient u et que la construction de l’esquisse à partir de l’idée

«ordonne» les unités. Nous aboutissons ainsi, lorsque cet ordre admet u pour

plus petit élément et lorsque les seules limites sont des produits, à un thé-

orème de triplabilité de ce foncteur d’omission. Ce théorème explique en

quoi la notion d’algèbre associée à un triple est très proche de celle de

«structure algébrique dont les lois de composition sont partout définies»,
ce qui n’est pas fait pour surprendre.

Dans la troisième partie, nous montrons que, si L’ est une catégo-
rie équivalente à une catégorie de réalisations d’une esquisse dans m, on

peut prendre comme esquisse de ses structures (i. e. de ses unités) la ca-

tégorie L’ des transformations naturelles entre foncteurs de L’

dans M, munie d’un choix convenable de limites proj ectives et inductives.

En particulier, N(M,) L°) DD admet un système générateur ayant pour uni-

tés les foncteurs d’omission ; ceci justifie l’intérêt qu’on leur a porté dans

les parties 1 et II.

Enfin, dans la quatrième partie, nous considérons les esquisses

n’ayant que des cônes projectifs. On montre alors que la sous-catégorie de

N (M,L°) DD ayant pour objets les foncteurs représentables suffit pour es-

quisser (à l’aide de limites projectives convenables) les structures de L°

En particulier les foncteurs d’omission sont représentables.

Signalons que ces derniers résultats peuvent être rapprochés des

résultats récents de F. Ulmer [L.P.L.G.] . Plus précisément, lès résultats
de F. Ulmer fournissent des conditions suffisantes d’application du thé-

orème 2-IV. Inversement, ce théorème explique le rôle du «système de géné-
rateurs» d’une catégorie «localement engendrée» ou «pré sentable».

Je remercie très vivement Madame A. Bastiani pour les très nom-

breuses améliorations qu’elle a apportées au texte initial.
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0.0. Nous nous plaçons dans un bon modèle de la Théorie des en-

sembles, vérifiant les axiomes des univers et de fondation [T.E.] . Nous

supposons que Mo ,Mo, et Mo sont des univers tels que:

On note mo l’ensemble des éléments de Mo équipotents à un élément de

o et k. l’ ensemble des éléments de ?0 équipotents à un élément de

?0 ’ Si A est un ensemble, on représente par A son cardinal canonique
c’est-à-dire l’ordinal initi al équipotent à A .

0.1. Une structure de catégorie (resp. de graphe multiplicatif) sur

un ensemble C , de loi de composition «.», est désignée par C . Dans ce

cas, Co est l’ensemble des unités de C°, a° et /3 
° 

sont les applications
source et but, et, pour tout couple ( e’ , e ) d’unités, on pose

Enfin C.* désigne la structure duale de C’ et C. y l’ensemble des inver-

sibles de C’ . Dans certains cas où la loi de composition est définie ca-

noniquement, la catégorie C. est seulement désignée par C , ses appli-
cations source et but par a. et B , sa duale par C *.

Soient C°1 et C2 deux catégories (resp. deux graphes multiplica-
tifs). Un foncteur (resp. néofoncteur) F de CI dans C2 est noté sous la

forme F = ( C2 , F , C1) , où F est la surjection sous-jacente. Il lui cor-

respond le foncteur dual F* = ( C°*2, F, C°*1) . Si e est une unité de C°2,
on note ê (ou e" ) le foncteur de C1 dans C2 «constant sur e &#x3E;&#x3E;.

Si FI et F2 sont deux néofoncteurs de C1 dans C2 , une trans-
formation naturelle e de Fi vers F2 est notée ( F2 ,0 , F1) , où 0 est la
surjection de Cyo dans C* 2 qui la définit. Lorsque C2 est une catégorie,
on désigne par C2, CI )n (ou simplement N( C°2, C°1)) la catégorie

(longitudinale) des transformations naturelles correspondante; ses unités

sont identifiées aux foncteurs de CI dans C°2. Si f E C2, la transforma-

tion naturelle «constante sur f &#x3E;&#x3E; est notée f (ou f ).
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Si eEC°2o, une transformation naturelle de la forme (F,0, ê)

(resp. (e,0,F)) appartenant à N ( C°2 , C°1) est appelée C°1-cône proj ec-
tif (resp. inductif) de base F , de sommet e ; les limites projectives (resp.

inductives) naturalisées sont des cônes projectifs (resp. inductif s) par-

ticuliers.

Supposons de plus que 6 soit un foncteur de C°2 vers une catégo-
rie C.. Si e = ( F2 , e, F1) E N( C2, 1 C;), on note 6. e la transformation

naturelle (A.F2,A 0,A.F1). Si X est une classe de A -monomorphis-
mes [C.S.] et si 0 est telle que 0 (e) E X pour tout e E Clo , on dit que

Fl est un (X,A)-sous-néofoncteur de F2 .
0.2. Soit F o l’ ensemble des catégories (resp. N’o l’ensemble des

graphes multiplicatifs) C. tels que C E Mo. Soit M (resp. F, N’) la ca-
tégorie pleine d’applications (resp. de foncteurs, de néofoncteurs) entre

éléments de ?0 (resp. de j= 0 , de N’o ); la classe de ses unités est identi-

fiée à mo (resp. à j= 0 , N’o ). Nous notons p F (resp. pN,) le foncteur d’ou-

bli fidèle canonique de ? (resp. de N’) vers ?; il associe à ( C2, F, C°1)
l’application sous-jacente ( C2, F, C1) .

On utilise des notations analogues relativement aux univers ?0
et mo , en surmontant les lettres M,F, N’ de un ou deux "&#x3E;&#x3E; [M.M.A.] .

La saturante ? de m dans 111 [C.S.] est une catégorie équivalen-
te à m. Soit m = (M, m ,M) un foncteur tel que m . iM = M et soit y une

équivalence naturelle

où i

est l’injection canonique. On dit qu’une catégorie C° E Fo est une Mo-ca-
tégorie si:

pour tout

On en déduit le foncteur (de Yoneda) YC.= (N (M , C° ) , Y , C.*) , défi-

ni par:

Si F=(M,F,C°) E Fo et si C° est une Mo -catégorie, nous dé-

signons par H( F)’ la catégorie des hypermorphismes associée à F , i. e.
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( f’, x’ ) . ( f , x) -- ( f’ . f , x ) si et seulement si a ( f’)=B°( f ) et F( f )(x) = x’.

Soit P ( F ) = ( C * P ( F) , H ( F ) ° ) le foncteur d’ oubli défini par:

si 

On sait que F est limite inductive du foncteur YC°° P ( F ) *, c’est-à-dire

que, pour tout e E C°o , F ( e ) est une limite inductive dans M du foncteur

cD F e’ où OF, e - (M, O F, e’ H( F) *) est défini par

O F, e ( f , x ) = Hom C . ( e , f ) , pour tout ( f , x ) E H ( F ) .

0 .3. On suppose données deux parties 9 et g, de Fo .
Soit U’ un graphe multiplicatif; on appelle application g-cône pro-

jectif (resp. F’-cône inductif) partiellement définie sur U’ une application
associant à certains néofoncteurs F = (U° , F, I°) , où I

° 

E F (resp. E P’),
un I -cône proj ectif (resp. inductif) de base F .

Pour les définitions d’esquisse, de prototype, de type, nous ren-

voyons à [E.T. S.A.]. On note:

- Sgg’o l’ensemble des (g , g’ )-esquisses (non pointées) de la forme o- =

( U° ,uU.,, u u où U E N’o; en particulier J.L u. (resp. u’ U.) est une ap-

plication g-cône projectif (resp. g’-cône inductif) partiellement définie sur U’.
- ,Fgg’o (resp. Fgg’o ) la partie de Sgg’o constituée des (9, )-prototypes

(resp. des ( g , g’ )-types) E = V* u V°, u’V. ) tels que V E Fo; donc uV.
et u’V. sont des applications 1-limites projectives et g’-limites inductives

partiellement (resp. totalementj définies sur V’; si u V°. (O) , où et est un
néofoncteur de 1. E g dans V’, est défini, son sommet est noté Lim O ;
si IL V’ ( O) est défini, son sommet est noté Lim cP .

- Lgg’o la p artie de Fo constituée des caté g ories C 
° 

à g- (resp. à
limites projectives (resp. inductives) .

- Sgg, (resp. ’Fgg’, Fgg’ ) la catégorie. pleine d’homomorphismes entre
éléments de Sgg,o (res . de ’ Fgg’o, Fgg’o ). Ses éléments sont donc les tri letséléments de Sgg’o (re sp de o o Ses éléments sont donc les triplets
F = (o2’ F, o1) tels que

est défini et égal à F v1 (O) lorsque vl ( q5 ) est défini, où
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IEU° . N’. l’ et vs = uU°s. ou uU°s pour s = 1, 2.
- Vgg’ (resp. Lgg’) la sous-catégorie (non pleine) de 5 dont les élé-

ments sont les foncteurs compatibles avec les 9-limites projectives et g’-

limites inductives entre éléments de e. (resp. de 0 Si F ELgg’ , on

dit que F est à 9-limites projectives et g’-Iimites inductives [M.M.A.] .

Si gUg’ EX, , on sait que Sgg, est à ’Fgg’- (resp. à Fgg’-projections
et l’on désigne par ’T (resp. par T) un adjoint (à gauche) du foncteur in-

clusion i,Fgg, (resp. i,,gg, ) de ’Fgg, (resp. de oit ) dans §r tel que

et

0 .4. Soit o = U’, u  U°, u’, U° E Sgg’o. Si V est une catégorie, on0.4. Soit o=(U°, uU, Si V° est une catégorie, on

note Z3( V* , a) la sous-catégorie pleine de N( V° , U°) ayant pour objets
les réalisations vagues F de o- dans V" c’ est-à-dire les néofoncteurs

F =(V° E., U.) tels que F vU. (O) soit une limite projective (resp. in-

ductive) naturalisée de E. qb, lorsque O E U° .N’ . I 
° 

et que vU. (O) est

défini, où vU°= u U. (resp. =u’U°).
Supposons de plus E=(V°, uV., u’V.) E’Fgg’o. On désigne par

or) la sous-catégorie pleine de N( V° , U° ) dont la classe S( ¿, a ) 0
des objets est formée des réalisations de o- dans E, i. e. des néofoncteurs

F = ( V° , F , U° ) tel s ue F = ( E , F , u),E Sgg’.
On dit que o est E-régulière si V , a) e st un élargissement

de S( E, o,) [C.S.].
Si U’ 

° 

est un sous-graphe multiplicatif de U° , on note o- IU’° la

(g,g’)-esquisse ( U’,uU’.,uU’.) restriction de a à U’ ’ [I.M.S.A.]
On dit que cr est forte pour V si:

U admet un sous-graphe multiplicatif U’ ° tel que U’ E Mo
Si FS E O( V° , o)o , s = 1, 2, sont tels que FI IU’° = F2 IU’. , alors
F 1 et F 2 sont équivalents.
Si T’ =( F’2, T’, Fl ) E(V° , o’ IU,.) et s’il existe Fs E V( V’°,o)o
tels que Fs = FS lu’. , s = 1, 2, alors il existe une unique transforma-
tion naturelle T = ( F2 , T, F1) telle que TIU ,. = T’ (donc T appar-

tient à D ( V’ o)).

Si V’ E Fo, on dira que L° EFo est une catégorie V -spécicifiable
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s’ il existe cr E Sgg’o tel e L et V(V°,o) soient équivalentes.
Si E=(V°,uV, u’V°) E ’Fgg’o , on dira que L. E Fo est une ca-

tégorie r ortement V°-spécifiable s’il existe une (g,g’)-esquisse a ESéI’ ,
forte pour v°, telle que L 

° 

et V( V°- , o) soient équivalentes.

0.5. Si g, = $l), on ne le fera figurer dans aucune des notations

précédentes; de plus il nous arrivera d’identifier à ( U°, u U. ) une esquis-
se projective, i. e. de la forme (U., uU°, O) .

On note Egg’(M) le (g, g, )- p rototype canonique sur m.

On désigne par oF (resp. par oG, par ae) l’esquisse d’une ca-
tégorie (resp. d’un groupe, d’un corps, qu’il est facile de construire). Rap-

pelons [E.T.S.A.] que le graphe sous-jacent à aj: a la forme indiquée
sur la figure ci-dessous; a , b , k , «représentent&#x3E;&#x3E; respectivement les appli-
cations source, but et la loi de composition, vs et ws se réalisent comme

projections canoniques de produits fibrés, i «est» l’injection canonique de

la classe des unités dans la catégorie; les flèches / servent à écrire l’a-
xiome des unités, et les ks servent à écrire l’associativité: k . k1 = k . k2 .
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1. LIMITES DANS LES CATEGORIES SPECIFIABLES.

ETUDE GLOBALE DES FONCTEURS D’OMISSION.

Dans ce qui suit, on donne une esquisse o et un prototype E:
Or =(U°, uU., u’U.) ESgg"o, E=(V°, uV.,u’V.)E’Fgg’o.

Pour tout u E Uo , nous notons pV’= (V°, p -V°u, N (V°, U’)) le foncteur défini

par pV°u (T)=T(u), lorsque T E N(V°, U° ); nous notons

et

ses restrictions,et nous les appelons foncteurs d’omission pour a.

I . 1. Cas projectif: existence de limites projectives.

Supposons que l’ = 0 et j C Fo.
P RO P O SITION 1. Si V 

° 

est à g-limites projectives, il en est de même

pour 0 ( V. o) .
A. Soient / e 1 et O=(V(V°,o),O, J’) un foncteur; il en résul-

te un foncteur j. O, où j est le foncteur d’inclusion de D( V. 1 a) dans

N( V°, U°) . Comme V° est à /’-limites projectives, N( V°, U° ) l’ est

aussi. Désignons par F une limite projective de O’ . Il suffit de prouver

que F E V( V°,o)o . Ceci s’établit sans difficulté en utilisant la propriété
de commutation des J -limites projectives avec les / -limites projectives
dans V’ , lorsqu’elles existent et que I Eg. V

C O R O L L A I R E 1. Si L 
° 

est une catégorie équivalente à V. o) et si
V 

° 

est à J -limites projectives, il en est de même pour L’ . En particulier,
il en est ainsi pour S( E,o) , lorsque o- est 2-régulière.

Par exemple, si 1 C5:o , comme M est à Fo-limites projectives,
on en déduit que U( V° , o-) est à 5:.-limites projectives.

La démonstration de la proposition 1 permet d’énoncer:

P ROPOSITION 2. Pour tout u EU’o , si V° est à 1-limites projectives, pv·
est compatible avec les 1-limites projectives. Si de plus a est 1-réguliè-
re, il en est de même pour p u .pu
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EXEMPLES. Ces résultats s’appliquent dans de nombreux cas, un choix

convenable de la classe 9 étant effectué:
- La catégorie V(M, oF), où o-5: est l’esquisse de catégorie, étant é-

quivalente à F, la catégorie ? est à 5:.-limites projectives, et ses fonc-

teurs d’omission (associés aux unités u , u° , u* u ,...) sont compatibles
avec ces limites [E.T.S.A.] .

- Il en est de même des catégories, associées à l’univers mo , de fonc-
teurs «compatibles» entre catégories à 7 -limites projectives, catégories à

1’-limites inductives, catégories pointées par une sous-classe de monomor-

phismes, d’épimorphismes, d’objets initiaux ou finals [T.N.G.], [E.Q.T.].

1.2. Cas projectif: existence de limites inductives.

Supposons encore 9’ = 0 . De plus:
1° U e Mo, g c Jo et g e Mo On note B l’ordinal régulier úJ’À+ 1 ’

d’indice +1, où À est l’ordinal borne supérieure des ordinaux I , lors-

que I°E g; comme mo est un univers, on a  E mo [T. E.].

2° A= (M, A, V°) est un foncteur d’homomorphismes saturé.

30 d = (M, d , V°) est un foncteur, restriction de A à la sous-

catégorie pleine V 
° 

de V

40 A est à 9-limites projectives et à e &#x3E;-limites inductives, pour
tout ordinal E ~  (on note  E &#x3E; la catégorie de couples associée au bon

ordre canonique sur l’ordinal e
50 A est (M, X . V°o )-engendrant [C.S.L.], lorsque X est l’ensem-

ble des A-monomorphismes.
La catégorie C)( V’ 1 0-) s’identifie alors à une sous-catégorie plei-

ne de 0( V° 1 0-). Soit Pa- = (M, PAo, V( , o)) le foncteur défini par:

si

si

où Il désigne le foncteur Uo -produits canonique dans m [M.M.A.] . De
u EU°o

même on définit un foncteur b 8 = (fu,ii, G( V’ , 1 0-)), qui s’identifie à

une restriction de PAo.
Soit Y la partie de G( V’ , o) dont les éléments sont les T’ tels
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que T (u)EX pour tout uEU°o. On voit que Y est une classe de PAo-mo-
nomorphismes. 

PROPOSITION 3.PAo est (M, Y DDV (V°,o)-engendrant.
AA. Supposons que k e 0( o-), et que MCPAo(F), avec MEMo.
A

La PAo-sous-structure de F engendrée par M étant aussi la P a- .sous-struc-
ture de F engendrée par l’ensemble ’FI (M(u)), lorsque M(u) désigne

la projection de M dans AF(u), on peut toujours supposer que:

M= II (M(u)), avec M (u) CAF(u) et M ( u ) E Mo
u eU°o 

pour tout u E Uo* -
Soit un ordinal, ~ et supposons définie, pour tout ordinal

EB,une partie S de PAo(F) telle que:

s = II (SE (u)), où SE (u)CAF (u),
SE (u) EMo et SE (u) définit une A-sous-structure de F (u), si E=0,
S0 (u)=M(u), SE (u)CSE+1 (u), pour tout u E U°o .

Nous allons définir un SB, de sorte que les conditions précédentes soient
vérifiées pour tout ordinal E ~ k.

Premier cas: l’ordinal k admet un prédécesseur E . Soit FB le ( X, A) -
sous-néofoncteur de k engendré par (SE (u))uEU°o. Il est construit par ré-

currence comme suit: Supposons définie, pour tout entier i, où 0 ~ i~n ,

une partie SiE(u) de AF(u) telle que:

SI

définit une A-sous-structure siE ( u) de Ô F (u)
si 1

et ce, pour tout u E U°o. Dans ces conditions,

engendre une A-sous-structure sn+1E( u ) de F( u ) , isomorphe à une unité
de V ; nous posons
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Par récurrence, nous obtenons ainsi une suite ( SiE ( u )) i EN véri-

fiant les conditions précédentes. En vertu des hypothèses, U SiE (u) en-

gendre une A -sous-structure FB(u) de F(u) isomorphe à un élément de
Vo dans V’ et telle que

car A est compatible avec les «réunions dénombrables filtrantes». On mon-

tre facilement que l’application de Uo dans Vo associant FB(u) à u E U°o
se prolonge en un ( X , A )-sous-néofoncteur Fx = (V°, FB, U°) de F .

Pour tout u E Uo , soit Eu l’ensemble des néofoncteurs O tels que
le cône uU° (O) soit défini et ait u pour sommet. On pose

Comme SUE mo , on en déduit que S’03BB(u)emo; en conséquence S’03BB(u)en-
gendre une 0394-sous-structure s03BB(u) de F(u) telle que 0394(s03BB(u))emo,
isomorphe à une unité de V.. On pose

pour tout

Deuxième cas: À est un ordinal limite. On pose alors

pour tout

Il est clair que S03BB( u ) e mo, puisque X5 À entraîne À. E mo . En vertu des

hypothèses, S y( u ) définit donc une A-sous-structure sy( u) de F (u) tel-

le que A (s y(u)) = Sy(u), et isomorphe à une unité de V’ . 

On en déduit qu’il existe un sous-néofoncteur G de 6. F tel que:

pour tout

Il en résulte un (X,A )-sous-néofoncteur F = ( V, F, U° ) de F tel que
A. F = G et F( u) = S pJ u) pour tout u E U°o.

De plus, F ( u ) étant, par construction, isomorphe dans V. 
° 

à .une unité de

V°, le néofoncteur F est équivalent à un ( X . V°o, A )-sous-néofoncteur F’

de F .

En raison de la commutation dans m des 9-limites projectives et
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des  y&#x3E;-limites inductives [E.Q.T.], G est une réalisation vague de

o- dans Pour montrer que F est une réalisation vague de a dans V ,

et a fortiori que F’ est une réalisation vague de cr dans V’ , il suffit d’é-

tablir le lemme suivant, où Y’ désigne la classe des T’ E n( U tels

qu e T’ (u) E X pour tout u E U°o.

LEMME 1. Soient e = (p o, ê) une 1*-limite projective dans , où i- E l,
et o’= (p’, o’, e’) un 1 -cône projectif dans V° tels que:

A o, est une limite projective naturalisée dans m,

dans

alors 0’ est une limite projective naturalisée dans V°.

6. Supposons que e" = (p’,o", ê" ) soit un I -cône projectif. Il exis-

te un unique k E m tel que A o’ 00 k = A e". De plus il existe un unique
b e V tel que o00b = T00 o" . On en déduit que A(f).k = A(b). Com-
me f E X est un 6-monomorphisme, k se relève en un unique k’ tel que

et

Il en résulte l’égalité o’ 00k’ = 8 " , puisque T est un monomorphisme.
D’où le lemme. V

On en déduit que F’ E u ( V, a )o est la (PAa , Yu(V°, a)o)-sous 
structure de F engendrée par M . Ceci prouve la proposition. ’77

En vertu du théorème d’existence de limites inductives [C.S.L.]
on obtient:

P ROP OSITION 4. Si, de plus, le foncteur inclusion de V’ dans V° est

à noyaux (de couples) et si 6 est à 10 -limites projectives, alors O( V’ , a)
est à fo -limites inductives.

. PAa est à mo-produits, puisque les Uoproduits dans ? commutent
avec les ?0’produits. De même 1§ est à noyaux (de couples). Enfin, si T

est un noyau dans p 8 de deux morphismes de u (V°, a), on a Y. T C Y .

Le théorème d’existence de limites inductives s’applique donc. 0

CORO LL AIRE 2. Avec les hypothèses de la proposition 4 et si L 
°

est une
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catégorie équivalente à C)( VO o-), alors L 
° 

est une catégorie à fo-limi-
tes inductives. En particulier, il en e.st ainsi pour S(E,a), lorsque d

est E -régulière.

REMARQUES. 1° Les propositions 3 et 4 s’appliquent également si l’on

remplace partout ’«0 par mo et ?0 par mo . Dans ce cas, la condition 1

est vérifiée par exemple si U E mo et si l C cs- 0 , puisque mo et. par hy-

pothèse (on peut alors prendre pour y l’ordinal associé à l’univers mo ).
2° Ces deux propositions précisent les résultats de [S.S.A.] . De

plus, elles généralisent un théorème connu (pour les catégories marquées,
dans le cas où V°=m), obtenu à partir de l’existence d’un faisceau li-

bre sur un préfaisceau [C.M.F.].

Notons qu’en général le foncteur d’omission p V°. n’est pas compa-
tible avec les limites inductives. Nous donnons dans le paragraphe I . 3 une

condition suffisante pour qu’il le soit.

Enfin, les foncteurs pV°u engendrent des sous-morphismes, sous

des conditions qui sont étudiées en I .4.

1.3. Existence de certaines limites dans le cas d’une esquisse mixte.

Nous ne supposons plus que l’=d. Désignons par l et l’ deux

parties de fo, par V’ une catégorie à l-limites projectives et l’-limites
inductives.

P RO P O SITION 5. Si les J’ -limites projectives dans V 
°

commutent avec

celles des l’° -limites inductives qui existent dans V°, Pour tout J 
° El et

I’° El’, alors u(V°,a ) est à l-limites projectives et p u est compatible
avec ces limites, pour tout u E U°o.

COROLLAIRE 3. Si L° est une catégorie équivalente à u( V’ 1 a) et si

V’ vérifie les conditions de la proposition 5, L 
° 

est à l-limites projec-
tives. En particulier, si a- est 1-régulière, il en est ainsi pour S( E, a )
et le foncteur pEu est compatible avec ces limites, pour tout u E U°o.

PROPOSITION 6. Si les J"-limites inductives dans V 
° 

commutent avec

celles des I°-limites projectives qui existent dans V’, pour tout J’° El’ et

I° E 9, alors u(V° , 1 a) est à l’-limites inductives et pV°u est compatible
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avec ces limites, pour tout u E U°o.

CO RO L L AIRE 4. Si L° est une catégorie équivalente à C)( V°, a) et si

V° vérifie les conditions de la proposition 6, L 
°

est à l’-limites induc-
tives. En particulier, si a est ¿-régulière, il en est ainsi pour S( E, a)
et le foncteur pEu est compatible avec ces limites, pour tout u E U°o.

Nous n’indiquerons pas les démonstrations, élémentaires, de ces

propositions et corollaires. Par contre, nous allons en donner quelques ap-

plications dans des cas usuels.

PROPOSITION 7. Le foncteur pj: est compatible avec les J’°-limites in-

ductives telles que:

J’ 
° 

E Fo; J’° est A-filtrante et A’-filtrante [E.Q.T.].

A. af est une 9-esquisse projective, où 9 a pour seul élément la ca-

tégorie I 
° 

possédant deux morphismes non triviaux et de même but. ? s’i-

dentifie à une sous-catégorie pleine de u(m,af) ayant u(m, af) pour
élargissement et pf à la restriction du foncteur d’omission pm. Comme les
I°-limites projectives (i. e. les { 1, 2 }-produits fibrés) commutent avec les

J’’-limites inductives, si J’’ vérifie les conditions indiquées, dans m,
le corollaire 4 s’applique. 0

PROPOSITION 8. Soient g la catégorie dont les morphismes sont les ho-

momorphismes entre groupes sur des ensembles appartenant à mo et p
le foncteur d’oubli usuel de 9 dans m; alors pg est compatible avec les

J’ ’ -l imites inductives telles que:

J’° E fo;J’ est filtrante, A- filtrante et A’ - filtrante.

A. g est équivalente à u(m, ag) , où crg est l’ esquisse de groupe

qui est une esquisse l-projective, avec l= {O, {1,2}}. En appliquant
le théorème de commutation de limites inductives et projectives de [E.Q.T.]
on voit que la condition « J’

° 

est filtrante» est nécessitée par le fait que

la catégorie discrète {1, 2} est non connexe. V

PROPOSITION 9. Soient C- la catégorie des homomorp h ismes entre corp s

sur des ensembles appartenant à mo et PC son foncteur d’oubli usuel vers

?; alors pe est à J’°-limites inductives, lorsque
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J’. E Fo; j ’ est filtrante, A-filtrante et A’- filtrante.

A. c est équivalente à u(m,a C), où ae est l’esquisse de corps,

qui est une (l, g, )-esquisse, où:

et

On déduit la proposition des théorèmes de commutation de [E.Q.T.] . A

De même on a la

PROPOSITION 10. e est à J°. -limites projectives, et pe est compatible
avec ces limites, lorsque:

J
° 

E j=o et J
° 

est connexe.

A. La catégorie discrète {1,2}El est évidemment A-filtrante, A’-

filtrante et  E&#x3E;-filtrante, pour tout ordinalE ; d’où la commutation de

ces {1, 2}-limites inductives (i.e. de ces sommes) avec les / -limites

projectives, lorsque J° est connexe. V

La proposition 7 a été démontrée directement dans [S.Q.Q.] . Les
propositions 8, 9 et 10 sont évidemment démontrables par un procédé pu-
rement combinatoire... 

I.4. Sous-morphismes engendrés par les foncteurs d’omission.

soit il* e Nous désignons par CS(I’°) la sous-catégorie de la

catégorie longitudinale des quatuors de n ( m,I’°) formée des quadruplets

(o2,f,t,o1)E n(m,I’°)4 tels que:
o1 et e2 sont des I’°-cônes inductifs dans
/ est une transformation naturelle constante sur f E m,
o200 t =f 00 o1.

On identifie les unités de CS(I’°) aux 1" -cônes inductifs dans m.
On désigne par I (I’° ) la sous-catégorie pleine de CS(I’° ayant

pour objets les I’°-limites inductives naturalisées, par tj,. le foncteur in-

clusion de l (I’°) dans CS(I’°) .
Remplaçant ? par m, on définit de même deux catégories CS(I’°)

et l(I’°), qui s’identifient à des sous-catégories pleines de CS (I’°) et

de l(I’°) respectivement.



162

Notons Z(I’°) la sous-classe de l(I’°) constituée des quatuors

(o2,f, t, o1)E l (I’°) tels que f et t (i), pour tout i E I’°o, soient des

injections canoniques.

DEFINITION. Une 1’. -limite inductive naturalisée o E l (I’°)o sera dite

m-engendrante si le foncteur £1’. est (o 00 CS (I’°),Z (I’°) 00 l(I’°)o)-
engendrant.

EXEMPLE. Soit I’° la catégorie discrète sur l’E mo; une /’ -limite in-
ductive naturalisée (i.e. une I’-somme naturalisée) o dans m est m-en-

gendrante. En effet, si

et

alors q engendre la sous-somme naturalisée o" de 0 telle que:

et

Nous supposons maintenant que:

Nous notons l’ordinal régulier w y+1, où y est l’ordinal borne supéri-
eure des cardinaux I, lorsque 1 6 9.

La catégorie u(m, a) s’identifie à une sous-catégorie pleine de

u(m,a). Si u E UQ , nous notons pu le foncteur d’omission pu associé

à u , de u(m,a, a) dans m, et nous notons P u le foncteur d’omission ana-

logue, de u(m,a) dans
Soit enfin Y la sous-classe de u(m, a) dont les éléments sont

les T tels que T (u) soit une inj ection pour tout u E Uo .

P R O P O S I T I O N 11. P u est un f onc teur (m Y 00 u (m, a)o )- engendran t,

lorsque les deux conditions suivantes sont véri fiées:
1° Pour tout u’ E U°o, notons =u (resp. =’u,) l’ensemble des bases

q5 des cônes uu, u. (d) (resp. J.1 u. ( d) ) de sommet u’,- on suppose que:

- si =u,#O, alors =’u,=O,’ si =’u,#O, il n’a qu’un seul élément.

2° Si F E u(m, a)o et si u’U.(d) est défini, F J.1’U,( d ) est M-en-

gendrante.

A. Supposons que et que avec
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Soit À un ordinal tel que yy et supposons défini, pour tout ordinal E  y

et tout u’ E Uo , un en semble Se ( u’ ) c F ( u’ ) tel que

si i

pour tout

Premier cas: l’ordinal À. admet un prédécesseur e. Il existe un sous-néo-

foncteur. Fy de F engendré par (SE (u’))u’EU°o (il est construit par récur-

rence, voir la preuve de la proposition 3, premier cas). On a

et

Posons:

où Ed’ désigne une 1" -limite inductive !)t!-engendrée par Fyu’U.(d). Les
hypothèses entraînent Sy( u’ ) E mo pour tout u’ E U°o.
Deuxième cas: y est un ordinal limite. Alors on pose

pour tout

Il en résulte Sy( u’ ) E mo, car mo, est un univers et y E Mo.

Par induction, on construit ainsi une partie Sy( u’) de F ( u’) pour

tout u’ E U.’ , et l’on voit qu’il existe un sous-néofoncteur F de F tel que:

pour tout

On montre sans difficulté que F est une réalisation vague de a dans X,
qui est équivalente à un F’ E u(m, 0-). ; ce dernier est la sous-structure

de F engendrée par M. V

Supposons de plus que les I’°-limites inductives, pour tout 1’ El’ ,
commutent avec les Fo-limites projectives dans m. On déduit de la propo-
sition 11 et de [C.S.L.] le corollaire:

COROLLAIRE 5. pu admet un adjoint pour tout u E U’. Si a est Ell’(m)-
régulière, pu admet aussi un adjoint.

A. Le foncteur Pu est à ?o-limites projectives et pu est à noyaux

(de couples). On peut alors appliquer le théorème d’existence d’un adjoint
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de [C.S.L.] en utilisant la proposition 11. V

R E M A R Q U E . Supposons l=O. La proposition 11 et le corollaire 5 peu-

vent s’appliquer. La proposition 11 est d’ailleurs à rapprocher de la pro-

position 5. C’est le cas particulier de la démonstration de la proposition
obtenu en prenant:

si

Mais on ne peut pas déduire la proposition 11 directement de l’énoncé de

la proposition 5, car ces conditions entraînent FI M (u)=O. En fait,
u eUi

on aurait pu englober ce cas dans la proposition 5, en remplaçant dans cel-

le-ci le foncteur P a- par le foncteur de r1( V’ 1 a-) dans JIB 0 associant

(AT(u))uEU°o à T E u(V°,a).
Nous allons donner une application de la proposition 11.

COROLLAIRE 6. Si C est un corps sur l’ensemble C E mo et si M CC et

M E mo, alors M engendre un sous- corp s C’ de C tel que C’ E mo.
6. La proposition 11 et son corollaire s’appliquent, puisque les seuls

cônes inductifs de l’esquisse ce des corps sont modelés sur la catégo-
rie discrète 1’* , où I’={ 1 , 2} ; par suite ils correspondent à des sommes
naturalisées. Or nous avons vu plus haut que les sommes dans sont m-

engendrantes. V
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Il. ETUDE PONCTUELLE DES FONCTEURS D’OMISSION

Dans le chapitre I nous avons étudié les propriétés simultanément

vérifiées par tous les foncteurs d’omission. Nous nous proposons, mainte-

nant, d’étudier les propriétés particulières à l’un d’entre eux, selon l’uni-

té à laquelle il est associé.

Nous reprenons les hypothèses et les notations générales de I. Nous

supposons de plus que or est une (g, l’)-maquette de (g, g, )-idée ao =

([M] ,O,O), que a’ est Ell’ m)-régulière et que l U l’ E mo
Rappelons que, si k est l’ordinal régulier w y+1, où À est l’ordi-

nal borne supérieure des cardinaux 1 lorsque I’ E l U l’, on peut «appro-
chera cr à l’aide d’une famille, construite explicitement dans [I.M.S.A.],
par complétions successives de cro dans a par cônes projectifs et cônes

inductifs.

Avec des notations analogues à celles de la proposition 11, nous

posons:

Par récurrence, nous définissons une partie W ç de Uo pour tout ordinal

Ey comme suit:

- Si si et si est défini, soit

l’ ensemble des u’EMo tels que =’u,#O (resp. =’u,# 0) et que

si

alors on pose
- Si E  y. est un ordinal limite et si We, est défini pour tout E’E, 

alors

Dans tout ce qui suit, nous supposons que W y = M°o.
Enfin, nous désignons par

le (g , g, )-type de a .
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II . 1. Fidélité et Pu -monomorphismes.

Soit u une unité donnée de U°. Nous désignons encore par
AA

et

les foncteurs d’omission associés à u .

PROPOSITION 1. Le foncteur pu est saturé, i. e. si F E G(m, o-),, et si

b E my.F(u), il existe au moins un T E u (m,a)y 00 F tel que pu( T) = b.
6. La surjection T de Uo dans ? telle que

si

définit une équivalence naturelle T de F vers un néofoncteur F’ qui,
étant équivalent à F, est aussi une réalisation vague de o- dans m. D’où

et

PROPOSITION 2. Si u E W et si, pour tout u’ E W, il existe f E u. U. u’ et

g 6 M’. Û.u tels que g.f= ul, alors pu et pu sont fidèles.

A. Comme o- est Ell’(m)-réguilière, 0( YR, 0-) est un élargissement
de S(Ell’ (m), a); il suffit donc de raisonner sur le foncteur Pu. Suppo-
sons que

soient tels que p.(T1) =pu( T2), c’est-à-dire que T1(u) = T2(u). I1
en résulte que, si Ts = ( F2 1 Is F1) est la transformation naturelle pro-

longeant T S au type T( cT ) (qui existe, car T S «est» une réalisation de

o- dans le type canonique sur la catégorie des quatuors B m), on a

Si u’ E W et si g . f = u’ dans U°, on trouve:

On en déduit T1 (u’) =T2(u’) et a fortiori T1(u’) =T2(u’). P ar con-
séquent T1|W =I2BW. Il s’ensuit T1|M°o =T2|M°o, en raisonnant par ré-

currence sur la famille (WE)Ey. La construction par récurrence transfi-
nie de o- à partir de oro [I.M.S.A.] montre alors que T, - T 2 . V

Désignons par Y la classe des T Eu(m,a tels que T ( u’ ) soit
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une inj ection pour tout u’E U°o

PROPOSITION 3. Sous les hypothèses de la proposition 2, Y est une clas-

se de Pu - monomorphismes,
A. Supposons que

et b E F1 (u). m. F’1 (u) soient tels que T( u). h = T’( u). Nous avons à

montrer qu’il existe un et un seul T" = ( FI , T’" , F1 ) E o( m, o-) vérifiant

et

Si u’ E W , nous posons T’" ( u’ ) = F1(g).b. F1(f), lorsque (f,g) est

un des couples tels que g . f = u’ . Comme

il vient

Il en résulte

ce qui montre que T" ( u’ ) est indépendant du couple ( f , g ) choisi, puis-

que T(u’) est un monomorphisme.
Par récurrence sur la famille (WE)Ey on étend de même T" en

une surjection de M°o dans La construction de o- à partir de o-,,) par

récurrence transfinie permet de conclure. V

COROLLAIRE 2. Si les hypothèses de l a p rop osi tion 2 sont véri f i ées ain-

si que celles de la proposition 11, I. 4, p u est un foncteur à structures

quasi- quotients.

6. Le théorème d’existence de structures quasi-quotients de [C.S.L.]

s’applique, puisque Y est également une classe de Pu-monomorphismes
(d’après la proposition 3, où l’on remplace M! par ?). V

E X E M P L E S. Toutes les esquisses citées précédemment vérifient les con-

ditions de la proposition 2. On retrouve ainsi les nombreuses propriétés
des foncteurs d’oubli usuellement étudiées.
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11 . 2. Triplabi lité du foncteur p u .

u désigne encore une unité particulière de U°, appartenant à W.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothèses de la proposi-
tion 11 et celles du corollaire 5 de I.4 sont vérifiées. On sait qu’alors

pu’, pour tout u’ E U’., admet un adjoint. Nous allons donner une condition

suffisante pour que Pu soit triplable.

P ROP OSITION 4. Avec les hypothèses précédentes, Pu est triplable lors-

que les deux conditions suivantes sont vérifiées:
- W = {u}
- l’= O et I° E 9 implique que I° est une catégorie discrète.

. En vertu du critère de triplabilité de Beck [T.C.A.] , il suffit de

montrer que p. «crée les conoyaux de couples pu-contractiles». Supposons,
pour ce faire, que ( Tl , T2) soit un couple pu-contractile tel que:

où

(On appelle d le morphisme canonique pour le couple contractile (hl’ h2).)
Désignons par k un conoyau, dansm, de ( hl , h 2) . Il existe un unique

tel que

Posons

A

Soit e un ordinal tel que E  À et supposons définis, pour tout

u" E WE" et tout e"’  ç, des éléments

de sorte que (T1 (u"), T2 (u")) soit un couple contractile, de morphisme
canonique D" (u"), de conoyau T"( u" ) et que

a) Si choisissons un

tel que
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(ceci est possible en vertu des hypothèses). Soit Pu,=(m,Pu,I°u,) le

foncteur défini par:

pour tout

et um(Pu,) sa limite projective naturalisée canonique dans m. On note

F" (u’) le sommet de 03BCm(Pu, (c’ est-à-dire le produit canonique de la

famille (F" du, (i))i EIu’ ); de plus on désigne par T" (u’), D"(u’) et

S"(u’) les produits déterminés d’une manière uniaue par les égalités:

T"E,du, étant la transformation naturelle de F2. du’ vers 0. telle que

pour tout

D"E ,du, et S"E, du, étant définis d’une façon analogue. Tout foncteur étant
compatible avec les conoyaux de couples contractiles, (T1(u’)T2(u’))
est un couple contractile, de morphisme canonique D"(u’), de conoyau
T"(u’) et l’on a

b) Si f est un ordinal limite et si u’ E W E, il existe E’E tel que

, de sorte que F"(u’), T’ (u), D(u) et S(u) sont définis.

Par récurrence transfinie, on obtient ainsi des surjections F", T",

D" et S" de W y = Mo dans m ; posons de plus

pour ,

Utilisant la construction par récurrence transfinie de a à partir de 0-o ,

on étend facilement ces surjections respectivement en un foncteur F’ de

la catégorie discrète U.’ dans ? et en des transformations naturelles

et , 

telles que ( TÎ , T’2) soit un couple contractile dans n(m, U°o), de mor-
phisme canonique D’ , de conoyau T’ , et que S’ m T’ = T’200D’.

Si z E u’ . U. u" , nous posons alors
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On constate que

Comme T’’ (u") est un conoyau pour tout u" E U°o, ceci suffit à prouver

que la surjection F définit un néofoncteur F =(m, F,U°) prolongeant
F’ et que T’=(F,T’ , F2) est un conoyau de (T1,T2 ) dans n (m,U°).

Montrons que F est une réalisation vague de o- dans m. Pour ce-

la, supposons 03BC U. (d) =(d,t,û’ ) défini, où d E U°.n’.I°. Utilisant

le foncteur de n(m,U° ) vers n(m,I’) associant

à où

on voit que (T1d, T2d) est un couple contractile dans n (m,I°), de

morphisme canonique D et et qui admet T(d pour conoyau. Il en résulte

que l’unique application (produit) f E F (u’).m.F2(u’) telle que

est un conoyau dans M du couple contractile (T1(u’), T2(u)). Puis-

qu’il en est de même de T’(u’), on en déduit une bijection g telle que

f = g . T’(u’); il s’ensuit que FIL v. ( d) = 03BCm( F . 4) mg est une limite
projective naturalisée. Donc F E u (m,a)o, et T est un conoyau dans

u(m,a) de la paire contractile (T1, T2 )’
Si T = ( F, T, F2) E D(m, o-) vérifie les conditions T’ mT1= cu T2

et T ( u ) = k , on montre par récurrence qu’il existe une équivalence natu-

relle B telle que B00T = T , car F est une réalisation vague de u. Ceci

achève la démonstration. V

REMARQUES. Cette proposition s’applique à tous les cas usuels de «struc-

tures algébriques» (dans un sens intuitif), i. e. aux ensembles munis de lois

de composition partout définies. Ceci n’est bien entendu pas étranger à la

conception naturelle que l’on peut avoir d’une algèbre associée à un triple.

Remarquons cependant que beaucoup d’autres structures tout aussi

intuitivement algébriques ne peuvent s’interpréter comme des algèbres as-
sociées à un triple dans m, même lorsque leurs esquisses sont projectives.

Enfin, on peut obtenir certaines structures esquissées comme des

algèbres sur un triple sans qu’elles vérifient les hypothèses de la proposi-
tion 4. La triplabilité devrait alors être démontrée directement.
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111. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE m-SPECIFIABILITE

Dans ce qui suit, fo et J’ sont deux parties de fo L’ E 10 est

une mo-catégorie et HL. = {H(F)*|F E m.F.L°}, où H ( F) désigne la

source du foncteur d’hypermorphismes associé à F. On pose:

Il est clair que g, C Fo.
Nous reprenons les notations de 0 . 2; en particulier, m est un fonc-

teur de t dans m et y une équivalence de t vers im. m . Si C’ est une

mo-catégorie, on note HomC. le foncteur m . homc. ; on a Hamm = bomm .
Soit E{ m)= (m, 03BCm, Il 1 e (Fo, l’)-prototype sur M tel que:

03BCm(d) est déf ini si, et s eulement si, d E m. F.H ( F)*x{2} et

d=PF,e pour e E L°o; dans ce cas, 03BCm(d)=(F(e)^,o P F,e) (no-

tations de 0 . 2).

Soit qe, pour tout e e L°o, le foncteur de n m, L’) vers m asso-

ci ant T( e) à T E n(M, L.). Nous désignon s par

le (Fo, g, )-prototype défini comme suit:

Soit d E n (m, 1 L . ). ?. I° , v-03BC (resp.=03BC " ). Si I 
° 

E j= 0 (resp. E g, )
alors v n (d) est défini si, et seulement si, vm(qed) est défini pour

tout e e Ll , et c’est l’unique [F.C.T.N.] élément de n(m,L°)I°)
qui soit un cône projectif (resp. inductif) de base d tel que

pour tout

Nous allons étudier une condition nécessaire et suffisante pour que

L 
°

soit une catégorie fortement m-spécifiable; nous l’énonçons ainsi:

THEOREME 1. Pour que L 
° 

soit fortement m-spécifiable, il faut et il suf-

fit que les deux conditions suivantes soient vérifiées:
(i) E(n(m, L °)) est une (9o, l’)-esquisse forte pour m.
( ii) L’ 

°

est équivalente à u(m,E(n(m,L°))).
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Il est clair que ces conditions sont suffisantes en vertu des défi-

nitions données en 0.4. Nous allons montrer la nécessité en plusieurs

étapes.
Pour ce faire, dans toute la suite nous supposons que

est une (Fo, g, )-esquisse forte pour m et reprenons les notations de 0 . 4

pour l’exprimer. Nous supposons que

et

sont deux foncteurs définissant L comme catégorie équivalente à u(m, 1 a )
c’est-à-dire tels qu’il existe

et

Enfin, nous posons E= E(n(m, L°)).

III .1. Construction d’un foncteur R de L ’ 
° 

dans o(m, 2:).

Au foncteur identité de n(m, L° ) correspond, par l’isomorphisme

canonique de

sur

le foncteur q de L° dans n (m,n(m, L°)) associant à f E e’.L.e la

transformation naturelle

où si

D’après la définition même de L, le foncteur q e’ pour tout e E Lo, 
est une réalisation de E dans E(m) . Donc q prend ses valeurs dans la

sous-catégorie pleine u(m,a). Il s’ensuit que q admet pour restriction

un foncteur R de L° dans u(m,2).
Remarquons que nous n’avons pas utilisé la spécifiabilité de L° 

III. 2. Construction d’un foncteur N de u(m, E) dans L°.

On associe de même au foncteur identité de n (m, U°) un néofonc-
teur p de U° dans n (m , u (m ,a)) tel que, si z e u’. U . u , on ait
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où si

et où Pu est le foncteur d’omission associé à u . On pose Pz = p ( z ) .
La surjection associant T 1 à T’ E n(m, a)) définit un fonc-

teur T de n(m, u(m, a)) dans 3è( m, L’ ). Soit

associant

Montrons que N" admet pour restriction un foncteur N’ de u(m,E) dans

u(m, a). P our cela, il suf fit de montrer que, si Z E u (m,E )o, alors on a

N" (Z)E U(m,a)o. Par définition N" ( Z ) = Z.l.p associe Z(Pzl) à

z E U . Pour tout e 6 Lo , on trouve

il s’ensuit que l. p est une réalisation vague de Cr dans n(M, L°), par
construction des limites dans cette catégorie. Comme Z est une réalisa-

tion vague de cr dans )fi , il est compatible avec les Fo-limites proj ecti-
ves et les l’-limites inductives, car, par définition du prototype 2, toute
limite de ce genre est équivalente à une limite canonique dans E.

Il en résulte que N" ( Z ) = Z . 1p est une réalisation vague de cr

dans M, ce qui prouve l’existence d’une restriction N’ de N".

On notera N le foncteur l’. N’ de u(m, E) dans L°. 

II I . 3. Calcul du foncteur N . R .

N . R est un foncteur de L 
° 

dans L°. 

Si eELo, on a:

Si f E e’ . L . e , alors

où

pour tout

c’est-à-dire N’ . R (f) = l(f).
En conséquence N’ . R = l , d’où N.R = l ’ . l .
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111 .4. Détermination d’un élément de n(m, L’ ) par les HomL’(-’ e) .

Supposons que F E m. 1. L ..
Pour simplifier, le couple ((f, x), 2),E H ( F ) X{ 2} s era noté

. Soit

le foncteur défini par

si ( f , x)E H (F). Alors 03BCn (PF) est défini, et

lorsque TF est la surjection qui, à (e;x) E H ( F)* x {2}o, associe la

transformation naturelle TF( e; x) de HomL.(-, e) vers F telle que

pour tout e’ E Lo , soit l’application définie par:

pour tout

Désignons par 53 la sous-catégorie pleine de n (m,L°) dont les

unités sont les foncteurs HomL. ( - , e ) , où e E L°o. En utilisant les résul-

tats qui précèdent, on obtient:

PROPOSITION 1. Si ZS = (m 1 Z S n(m, L°)), s = 1, 2, sont deux fonc-
teurs comp atibl es avec l es HL.-limites inductives, si Z’S=ZS 153, S=
1,2, et s’il existe Q’ =( Z’2, Q’, Z’1 ) E n(m,0 ), alors il existe une uni-

que trans formation naturelle Q tell e que:

et

Cette proposition n’est évidemment qu’une forme modifiée (relative

aux foncteurs HomL.(-, e) = m. homL.(-, e), et non aux homL.( - , e) )
d’un résultat bien connu.

111.5. Détermination d’un élément de 53 par les foncteurs d’omission.

Soit D la sous-catégorie pleine de n(m, U’ ) dont les unités sont
les foncteurs F’=(m, F’, U’° ) tels qu’il existe F E u(m,a)o vérifiant

F|U’.= F’ . (Rappelons que U’° est un sous-graphe multiplicatif de U ’ 
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qui vérifie les conditions de 0 . 4).
3) est équivalente à u(m, o-) . En effet, soit d le foncteur «res-

triction à U’° », de u(m,a dans S, défini par:

si

P ar ailleurs, choisissons pour tout F’ E Do un d’o(F’)E u(m,a)o tel que

d’o(F’)|U’. = F’. En vertu des hypothèses, il existe un unique foncteur

d’= (u(m, a), 1 !!.", D) prolongeant d’o , et une équivalence naturelle

Comme d. d’=D , les catégories S et r1rm, a) sont équivalentes. A for-

tiori, d . l définit une équivalence de L 
°

vers 2. 
~

Pour tout z E U , posons p’z=pzd’ . Si z E U’ , on a p’zd =pz, car

Désignons par 1 
°

la catégorie des couples définissant l’ordre sur

U’ tel que:

et

Ainsi 1 a pour seuls éléments les couples ( z, z), ( z, a(z)), (z,B( z)),
où zEU’; de plus 

et pour

Supposons que F’ E Do. Nous allons montrer que Hom2(-, F’ ) est

1 -limite projective dans d’un foncteur EF, que nous allons cons-
truire explicitement.

Si soit le foncteur défini par:

pour tout z E U’ . On constate l’existence d’une limite projective naturalisée

où

si
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Si on lui associe une transformation natu-

relle définie par

si

et on montre que Hom D( T’, F’) est l’unique application telle que

D’où il résulte qu’il existe une I.-limite proj ective naturalisée

dans n (m, ), définie comme suit:

si et

E’F’ est le foncteur de 18 
°

dans n(m,D) canoniquement associé au
foncteur de À dans n(m, 1.) associant E’F’, T’ à T’ E D.

Il existe une équivalence naturelle o ’F’ de ’’F vers le foncteur

tel que, si on ait:

(si K est un foncteur de C dans ? et b E m, on note Kh la transforma-

tion naturelle «crochet» du foncteur produit K f3(h) vers Ka (h) telle que

si et

Il en résulte:

P RO P OSITION 2. Avec les notations précédentes,

est une limite projective naturalisée dans n(m, D).

Le foncteur n associant T(d.l) à T E n(m,D) définit une équi-
valence de n (m,D) dans n (m,L°) . En particulier, il est compatible
avec les limites projectives, de sorte qu’il transforme vF , en la limite pro-

jective naturalisée

Considérons le cas où
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et

Alors Hom, D(-, F’). d. 1 est équivalent au foncteur HomL. (-, e), de sor-
te que ce dernier est aussi une limite projective dans n(M, L* ) du fonc-

teur Ed (l(e))° De plus, si z E u’. U’. u, on obtient

On en déduit:

PROPOSITION 3. Soit 53’ la sous-catégorie de n(m, L° ) engendrée par
les éléments Pz 1, où z E U’ . On a D’ E mo et 1 est forte pour m.

A. Soient Z et Z’ deux réalisations vagues de E dans ? telles que

Z|D’ = Z’[D,. Soit e E L°o. D’ après ce qui précède, HomL . ( - , e ) est li-

mite projective du foncteur Ed(l(e)). Or, par construction, ce foncteur prend
ses valeurs dans la sous-catégorie de n(m, L°) stable par mo-produits
engendrée par D’; il en résulte, Z et Z’ étant compatibles avec les co-
produits, que les foncteurs Z E d(l(e)) et Z’ D d(l(e)) sont équivalents. Par
suite, Z et Z’ étant compatibles avec les 18 -limites projectives (car 1 E mo
«s’identifie» à la catégorie image m (I )° EFo), les ensembles

et

sont équipotents. Ceci montre que Z |D et Z’ |D sont des foncteurs équi-
valents. 

1 

Un foncteur F de L° dans ? étant limite inductive d’un foncteur

de source H (F)* X {2} E l’ à valeurs dans fl , les foncteurs Z et Z’ ,

qui sont compatibles avec les j-limites inductives, sont aussi équivalents.
Soient ZS=(m,ZS,n(m, L°)) , s = 1, 2 , deux foncteurs com-

patibles avec les HL.-limites inductives et les Fo-limites projectives (par
exemple deux réalisations vagues de E dans X). Soit

où ,

Puisque toute unité de 53 est limite projective d’un foncteur à valeurs dans

, il existe une unique transformation naturelle
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telle que Zs = Zs|D, s = 1, 2, et Q’|D. = Q".
En utilisant la proposition 1, on étend Q’ en une unique transfor-

mation naturelle Q = (Z2, g, Z1) telle que Q 153 = Q’ . Donc Q est la

seule transformation naturelle de Z1 vers Z2 prolongeant Q" . V

III. 6. Conclusion. 

Calculons enfin le foncteur R . N de u (m,E) dans

Supposons que Z E u(M, E)o Alors R . N ( Z ) E u( m,E)o est com-

patible avec les 9:.-limites projectives et les g’-Iimites inductives. Pour

tou t z E U’ , on a

Ceci s’écrit

En conséquence

Appliquant la proposition 3, il existe une unique transformation naturelle

telle que E ( Z ) |D,= 53’ . De plus e(Z) est une équivalence.
Si Q = (Z2, Q, Z1) E u (m,E), 1 pour tout u E U" 0 *, on a

ce qui s’écrit

On en déduit

d’ où, d’après la propo sition 3,

En conséquence E=(R.N,S, l.l’) est une transformation naturelle;
en fait, c’est une équivalence naturelley E (Z) étant une équivalence pour
tout Z E u(m,E)o. Il en résulte que R . N est équivalent à D( M, 2).

Donc L° est équivalente à u(X,E), ce qui établit le point (ii)
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du théorème et achève la démonstration de ce théorème. V

III .7. Remarques.

Le théorème 1 résoud le problème de la spécifiabilité d’une caté-

gorie donnée par une esquisse «pas trop grosse&#x3E;&#x3E;, i. e. possédant un sous-

graphe multiplicatif «petit» qui peut être considéré comme un système gé-
nérateur de l’esquisse [I.M.S.A.] .

Nous étudierons ultérieurement des conditions nécessaires et suf-

fisantes pour qu’un sous-graphe multiplicatif de n(m, L°) soit un sys-

tème générateur, dans ce sens, pour n(m,L°), ce qui fournira des critè-
res immédiats d’ application du théorème 1.

Le théorème 1 montre, de plus, l’importance des foncteurs d’omis-

sion pu . On peut d’ailleurs considérer ce résultat comme étant l’analogue
du lemme de Yoneda pour les catégories spécifiables.

Nous montrerons dans la partie IV la parenté de ces deux résultats

dans le cas purement projectif.
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IV. CRITERE DE m-SPECIFIABILITE PROJECTIVE

Le théorème 1 montre que, si L 
° 

est équivalente à une catégorie
de la forme u(m,a-), où a E SFol’o elle est équivalente à la catégorie

u(m, E(n(m, L°))); ceci signifie que E(n(m,L°)) est une esquisse
des structures (i. e. des unités) et des morphismes de L°-

Nous allons préciser ce théorème en supposant que u est un type

particulier (très fortement projectif). On pourra alors considérer une sous-

catégorie de n(m, L ), équivalente à la duale L* de L . , comme l’esquis-
se projective des structures et des morphismes de L° Pour ce faire, nous

posons tout d’abord les définitions suivantes.

DEFINITION 1. On dit que K 
° E LoFo (resp. K

° E LoOFo) est une catégo-
rie très fortement projective (resp. inductive) si, l(K*) désignant une

structure de ?o’type (resp. de (O,Fo)-type) sur K 
°

correspondant à un

choix de limites, 1( K’ ) est forte pour tout V°E LoFo (resp, e £09:0 ).
DEFINITION 2. Soit V’ E LoFo; on dit que L’ est très fortement V*-spé-
cifiable s’il existe un 9:.-type projectif E( K») sur une mo-catégorie K° très
fortement projective tel que L 

° 

soit équivalente à u(V°,E(K°)).

REMARQUE. Ces deux définitions dépendent de K , non du choix parti-
culier du type E(K °). 

Soit E(m)=(m,03BCm) le 5:. -type canonique sur IF. Si L 9:.
est une mo-catégorie, on désigne par E(n(m, L°)) le ?o’type canonique
sur n(m, L L.), déduit de E(m) comme en III. Soit L* la sous-catégorie

pleine de n(m,L°) dont les objets sont tous les foncteurs représentables
(i.e. les foncteurs équivalents aux foncteurs de la forme HomL° (-,e),
où e E L°o). On désigne par E(L*) =L*,03BCL* la Fo-sous-esquisse de
E(n(m, L°)) restriction de E(n(m,L°)) à L*.

PROPOSITION 1. Lorsque L
° E LOFoo est une mo-catégorie très fortement

inductive, E(L*) est un Fo-type projectif et L* est une catégorie très

fortement projective.
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A. A l’aide du plongement de Yoneda, L* s’identifie à une sous-ca-

tégorie de n(m, L°). Comme n(m,L°) s’identifie à une sous-catégorie

pleine de n(m,L°), la catégorie L* est équivalente à L*. Puisque L 

est une ?0-catégorie très fortement inductive, L* est une mo-catégorie
très fortement projective, ainsi que la catégorie équivalente L*; on en dé-

duit que Z(E*) est un Fo-type projectif. V
Avec ces définitions et notations, nous énonçons:

THEOREME 2. Soit L E50 une mo-catégorie à Fo-limites inductives. Pour
que L 

° 

soit très fortement m-spécifiable, il faut et il suffit que les condi-

tions suivantes soient vérifiées:
(i) L 

° 

est très fortement inductive.

(ii) L 
° 

est équivalente à u(m,E(L*)).

Les conditions (i) et (ii) sont suffisantes, car elles entraînent que

L* est très fortement projective d’après la proposition 1, de sorte que E(L*)
est forte pour m.

Nous allons montrer qu’elles sont nécessaires en supposant que

0- =(K°,03BCK.)EFoFo est une Y.-esquisse forte pour ? et que

et

sont deux foncteurs tels que

et

soient des équivalences. L 
° 

étant à Fo-limites inductives par hypothèse,
E(L*) est un Fo-type projectif.

La catégorie L* étant équivalente à L*, la catégorie u(m, 2( L*))
est équivalente à U(m, E,) si E = ( L*,03BCL*) est un Fo -type projectif
sur L*. Pour montrer que (ii) est vérifiée, il suffit de voir que L ’ est équi-
valente à u(m,a).

IV 1. Construction d’un foncteur N de u (m 1 a-) dans u (m,E).

Soit YL* le foncteur de Yoneda de L 
°

vers n(m, L*) . Pour tout
e E L°, le foncteur YL*(e) = HomL*(-, e ) est compatible avec les limites

proj ectives, de sorte que YL* prend ses valeurs dans la sous-catégorie plei-
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ne u(m,E). Le foncteur YL*. l’ admet donc pour restriction le foncteur

dé fin i p ar

N (T) = HomL*(-, l’ (T)), pour tout TE u(m, a).

IV.1. Construction d’un foncteur R de u(m,E) dans u(m,a).

Le foncteur YK* de K* vers n(m, K°) admet pour restriction un

foncteur r’* de K* vers u(m,a); nous désignons son dual par

Posons r = 1’*. r’ ; on a

pour tout z E K .

Soit le foncteur défini par

pour tout

Nous allons montrer que r admet pour restriction un foncteur R de

O( m, E) vers u(m,a). Pour cela, il suffit de voir que, si F E u(m,E)o,

Comme F et 1’* sont compatibles avec les limites projectives, ceci re-

vient à montrer que r’ est compatible avec les Fo-limites projectives, ou
encore que r’* est compatible avec les 5:.-limites inductives. Or ceci est
un résultat connu [C.C.] , car u(m, 0-) n’est autre que la sous-catégorie

pleine de n(m, K°) ayant pour objets les foncteurs compatibles avec les

9:.-limites projectives.
Il existe donc un foncteur

défini par

pour tout

IV . 3. Calcul de R . N.

R . N est un foncteur de u(m, 0-) vers u(m, a).
Soit F E u(m, o-)o . Par construction
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l’ définissant une équivalence de u(m,a) vers L le dernier foncteur

est équivalent à

Or celui-ci, d’après le lemme de Yoneda, est équivalent à F . Ainsi les

foncteurs R . N ( F) et F sont équivalents.
Comme

si T E u(m,a) et u E K°o, on en déduit facilement que le foncteur R . N

est équivalent au foncteur identité de u(m, o-) .

IV . 4. L° est une catégorie très fortement inductive.

Pour montrer que L. est très fortement inductive, il suffit de mon-

trer que L* est très fortement projective, ou encore que la catégorie équi-
valente u(m,a)* est très fortement projective.

Puisque o- est forte pour M, il existe un sous-graphe multiplica-
tif K’’ 

° 

de K* tel que K’ E mo et vérifiant les conditions de la définition

d’une esquisse forte. A fortiori la sous-catégorie pleine K’" de K’ ayant

K’o° pour classe de ses unités vérifie aussi ces conditions. K’ étant une

mo-catégorie, K" E mo. Puisque r’ est injectif, on a aussi r’(K")E mo.
Posons S = r’ ( K" ) et montrons que B vérifie les conditions d’une

esquisse forte relativement à un Fo-type sur u(m, a)*. Soit

le foncteur défini par:

pour tout

Ce foncteur détermine une équivalence de u(m,a) sur une sous-catégo-
rie pleine D de n(m K"°). Puisque K"

° 

est une sous-catégorie pleine
de K° l’ensemble S définit aussi une sous-catégorie pleine de u(m, cr ) ,
et l’on a j(B) =j(r’(K")) = YK*(K"), car 

pour tout ; 
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Comme S est une sous-catégorie pleine de n(m,K"°) contenant j(B)
et que n(m, K"°) est la sous-catégorie de n(m, K"-) saturée par 30 -
limites inductives engendrée par YK"*( K") =j (B), la sous-catégorie

de k saturée par Fo-limites inductives engendrée par j (B) E mo est iden-

tique à D. Par conséquent S est très fortement inductive, de même que
la catégorie équivalente u(m, a).

A fortiori u(m, cr )* est très fortement projective.

IV . 5. N . R est équivalent à l’identité.

N . R est un foncteur de u(m, E) vers u(m, E).
Soit Z E D( m, E)o et posons:

Montrons que les foncteurs Z et Z’ sont équivalents, c’est-à-dire que les

foncteurs Z . l’* et Z’. l’* le sont. D’après IV . 4 il suffit de voir que leurs

restrictions à U sont équivalentes.

Puisque l’ détermine une équivalence, le foncteur

est équivalent au foncteur

Hom u(m, a)*(r (-), Z. l’*. r’) = Hom n(m(K’)(Z.l’*. r’, YK*(-))
qui, d’après le lemme de Yoneda, est équivalent à Z. 1’*. r’ . Il en résulte

que les restrictions à r’ ( K" ) des foncteurs Z . l’* et Z’. 1’* sont équiva-

lentes, r’ étant injectif.
On en déduit comme dans III que N . R est équivalent au foncteur

identité de u(m,E). Donc u(m, a) et u(m,E) sont équivalentes.
Ceci achève la démonstration du théorème 2.

IV . 6. Remarques.

Les foncteurs d’omission de 0(’?K, E(L*)) dans ? sont des fonc-

teurs représentables, ce qui explique la parenté annoncée plus haut entre

ces foncteurs et les foncteurs HomL. ( -, e ) , où e E Lo .
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Remarquons d’autre part que les résultats de [L.P.L.G.], trouvés

indépendamment et par des méthodes différentes, sont assez proches du

théorème 2. Cependant ce dernier théorème semble plus général, puisqu’il

suppose seulement que K° admet un système générateur «assez petit»,
alors que les résultats de [L.P.L.G.] supposent que K = K" . Il n’en de-

meure pas moins que les conditions (K1) et ( K2 ) de [L.P.L.G.] fournis-

sent des conditions suffisantes d’application du théorème 2.

Université Paris 7

Département de Mathématiques, Tours 45-55

2, Place Jussieu

PARIS (5e).
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