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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII, 2
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

FONCTEURS D'OMISSION DE STRUCTURES ALGEBRIQUES

par Christian LAIR

INTRODUCTION

Le but essentiel de cet article est de trouver une condition néces-
saire et suffisante pour qu'une catégorie donnée L soit une catégorie de
«morphismes algébriques» au-dessus de la catégorie pleine d'applications
M entre ensembles d'un méme univers M, .

Il est, tout d'abord, nécessaire d'utiliser une définition précise de
la notion (intuitive) de structure algébrique. Nous adoptons celle de C. Eh-
resmann [E.T.S.A.]: Une structure est algébrique lorsqu'on peut la décrire
au moyen d'une esquisse, i.e. d'un graphe multiplicatif muni de certains
cones projectifs et inductifs. Cette notion différe peu de celle de faisceau
sur une catégorie marquée de C. Chevalley [cM.F.]. Cependant, elle est
plus générale, en ce sens que I'on accepte la donnée simultanée, dans l'es-
quisse, de cdnes projectits et de cones inductifs. Elle est plus précise,
car on sait associer & une esquisse, sous certaines conditions, un «type».
Enfin, elle englobe la notion d'algébre associée a un triple dans .

Dans une premiére partie, il nous a paru nécessaire d'étudier, aussi
généralement que possible, 1'existence de limites projectives ou inducti-
ves dans une catégorie L' équivalente 4 une catégorie de réalisations
d'une esquisse dans un type. Nous montrons, de plus, que !'on peut asso-
cier, a4 chaque unité du graphe multiplicatif sous-jacent-a l'esquisse, un
foncteur de L' dans M, que 1'on appelle foncteur d'omission. Ces foncteurs
d'omission possédent certaines propriétés de compatibilité avec les limi-
tes. On fait évidemment un usage abondant des théorémes d'existence de
structures libres, de structures quasi-quotients et de limites inductives
pour parvenir & ces diverses propriétés [c.s.L.]. Nous appliquons ces ré-

sultats 4 de nombreux cas particuliers (aux catégories de structures algé-
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2 CH. LAIR

briques usuelles), par exemple a la catégorie des homomorphismes entre
corps associée a 1'univers M, .

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les propriétés particuliéres
du foncteur d'omission associé a l'une des unités u, pour certaines «posi-
tions» de u. Intuitivement, nous supposons que l'esquisse admet une idée
(i.e. [I.M.S.A.] un systéme qui I'engendre par composition et limites) a la-
quelle appartient u et que la construction de l'esquisse a partir de 1'idée
«ordonne» les unités. Nous aboutissons ainsi, lorsque cet ordre admet u pour
plus petit élément et lorsque les seules limites sont des produits, a un thé-
oréme de triplabilité de ce foncteur d'omission. Ce théoréme explique en
quoi la notion d'algeébre associée a un triple est trés proche de celle de
«structure algébrique dont les lois de composition sont partout définies»,
ce qui n'est pas fait pour surprendre.

Dans la troisiéme partie, nous montrons que, si L' est une catégo-
rie équivalente a une catégorie de réalisations d'une esquisse dans M, on
peut prendre comme esquisse de ses structures (i.e. de ses unités) la ca-
tégorie m(m, L )m des transformations naturelles entre foncteurs de L'
dans M, munie d'un choix convenable de limites projectives et inductives.
En particulier, (M, L" )™ admet un systéme générateur ayant pour uni-
tés les foncteurs d'omission; ceci justifie l'intérét qu'on leur a porté dans
les parties I et II.

Enfin, dans la quatriéme partie, nous considérons les esquisses
n'ayant que des cOnes projectifs. On montre alors que la sous-catégorie de
R(M, L' )™ ayant pour objets les foncteurs représentables suffit pour es-
quisser (4 l'aide de limites projectives convenables) les structures de L' .
En particulier les foncteurs d'omission sont représentables.

Signalons que ces derniers résultats peuvent etre rapprochés des
résultats récents de F. Ulmer [L.P.L.G.]. Plus précisément, les résultats
de F. Ulmer fournissent des conditions suffisantes d'application du thé-
oréme 2-IV. Inversement, ce théoréme explique le rble du «systéme de géné-
rateurs» d'une catégorie «localement engendrée» ou «présentables.

Je remercie trés vivement Madame A. Bastiani pour les trés nom-

breuses améliorations qu'elle a apportées au texte initial.
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0. HYPOTHESES. TERMINOLOGIE. NOTATIONS.

0.0. Nous nous plagons dans un bon modéle de la Théorie des en-
sembles, vérifiant les axiomes des univers et de fondation [T.E.]. Nous

)
supposons que mo , mo et mo sont des univers tels que:
N 2 . A 2
Moo Mg, Mo ey, My e,y

On note ﬁ(o I'ensemble des éléments de MM, équipotents a un élément de
% 2

mo et Wo 1'ensemble des éléments de m., équipotents a un élément de

A —

WO . Si A est un ensemble, on représente par A son cardinal canonique

' est-a-dire 'ordinal initial équipotent a A.

0.1. Une structure de catégorie (resp. de graphe multiplicatif) sur
un ensemble C, de loi de composition «», est désignée par C . Dans ce
cas, C, est 'ensemble des unités de C', a" et B° sont les applications
source et but, et, pour tout couple (e’, e) d'unités, on pose

bomp(e' e)=e.C.e={feCla(f)=e B(f)=e'}.

Enfin C'* désigne la structure duale de C' et C:y I'ensemble des inver-
sibles de C’ . Dans certains cas ou la loi de composition est définie ca-
noniquement, la catégoric C  est seulement désignée par C, ses appli-
cations source et but par a et 3, sa duale par c*.

Soient C} et Cé deux catégories (resp. deux graphes multiplica-
tifs). Un foncteur (resp. néofoncteur) F de C; dans C2' est noté sous la
forme F =(C,,F,C;), ot F est la surjection sous-jacente. 1l lui cor-
respond le foncteur dual F* = (Cé*,f, C'I*). Si e est une unité de Cé,
on note é (ou e”) le foncteur de C} dans Cé «constant sur e».

Si F] et F, sont deux néofoncteurs de CI' dans C'z, une trans-
formation naturelle & de F vers F, est notée (FZ,_Q, F;), ot O est la
surjection de CI'O dans C), qui la définit. Lorsque Cé est une catégorie,
on désigne par N( Cé, C‘;)D:l (ou simplement W(Cé, C})) la catégorie
(longitudinale) des transformations naturelles correspondante; ses unités
sont identifiées aux foncteurs de C} dans C'2. Si fe C2, la transforma-

tion naturelle «constante sur f» est notée f (ou /7).
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4 CH. LAIR

Si e€C2'o , une transformation naturelle de la forme (F.Q, é)
(resp. (é,0,F)) appartenant & R(C,, C)) est appelée C;-cbne projec-
tif (resp. inductif) de base F, de sommet e; les limites projectives (resp.
inductives) naturalisées sont des codnes projectifs (resp. inductifs) par-
ticuliers.

Supposons de plus que A soit un foncteur de Cé vers une catégo-
rie C .Si 6 =(F, . 0, Fl)efn( C2', C;), on note A @ la transformation
naturelle (A.F,,A0,A.F;). Si X est une classe de A -monomorphis-
mes [C.S.] et si 6 est telle que O(e)e X pour tout e€ Cjo » on dit que

F, estun(X, A )-sous-néofoncteur de F,.

0.2. Soit ¥, I'ensemble des catégories (resp. T 1'ensemble des
graphes multiplicatifs) C’ tels que Cefmo. Soit M (resp. 3:, n') la ca-
tégorie pleine d'applications (resp. de foncteurs, de néofoncteurs) entre
éléments de m, (resp. de ?o , de m, ); la classe de ses unités est identi-
fige a M, (resp. a ?o , .T({, ). Nous notons bF (resp. pj-(') le foncteur d'ou-
bli fidéle canonique de ¥ (resp. de JU) vers T)K; il associe a (Cé, F, C})
I'application sous-jacente (C,, E, C;).

, COn utilise des notations analogues relativement aux univers ﬁio
et fmo , en surmontant les lettres M I ' deun ou deux «» [M.M.A.].

La saturante M de M dans M [C.S.] est une catégorie équivalen-
te & M. Soit m Z(W,ﬁ,ﬁ() un foncteur tel que m. & = M et soit 7y une
équivalence naturelle

y =iy my, T eRMT) . on iy = (M, idy, W)
est l'injection canonique. On dit qu'une catégorie C € Fo est une f)ﬁo-ca-
tégorie si:
bomp.(e', e)ejﬂo pour tout (e', e) € Cy XC,.
On en déduit le foncteur (de Yoneda) Y . = ("M, ), Yoo, C'*), défi-
ni par:
Yo(f) =mbomp.(-.f) = Homp (-, f).

Si F= (311, F, C')e?o et si C' est une fmo-catégorie, nous dé-

signons par H( F) la catégorie des hypermorphismes associée & F, i.e.



FONCTEURS D'OMISSION 5

H(F)={(f.x) |feC, xeF(a(f))},

(fox).(frx)=(f.f, x) sietseulement si a'(f') = ,8'(/) et F(f)(x)=x".
Soit P(F)=(C ,P(F),H(F)" ) le foncteur d'oubli défini par:

P(F)(f.x)=1f, si (f,x)eH(F).

On sait que F est limite inductive du foncteur Y,...P(F)*, c'est-a-dire
q C
que, pour tout e €C,, F(e) est une limite inductive dans M du foncteur

Op ,, o8 Op  =(M, ®p ,H(F)*) est défini par
?F’e(f,x):HomC.(e,/), pour tout (f,x)€H(F).

0.3. On suppose données deux parties J et § de g:o .

Soit U’ un graphe multiplicatif; on appelle application 4-céne pro-
jectif (resp. §'-céne inductif) partiellement définie sur U  une application
associant a certains néofoncteurs F =( U, F, '), ou I’ el (resp. 65]'),
un I -cdne projectif (resp. inductif) de base F.

Pour les définitions d'esquisse, de prototype, de type, nous ren-

voyons & [E.T.S.A.]. On note:

- 5{4' I'ensemble des (;‘],g' )-esquisses (non pointées) de la forme o =
(U g, fy), ou U €J!; en particulier K y- (resp. py.) est une ap-
plication §-céne projectif (resp. §'-céne inductif) partiellement définie sur U

- 'ffgg' (resp. oﬂ') la partie de Sgg' constituée des (4, )-prototypes
(resp. des (4,9 »types) Z=(V', u yor Ky ) tels que V' ef}'o ; donc i .
et 7. sont des applications 4-limites projectives et §'-limites inductives
partiellement (resp. totalement) définies sur V'; si Ky-(P),ou ¢ estun
néofoncteur de I' €9 dans V° , est défini, son sommet est noté Limq’);
si /.L'I/.(¢‘) est défini, son sommet est noté Lim¢

- 53%9' la partie de ?e constituée des catégories C a §- (resp. a §'-)
limites projectives (resp. inductives).

- 85]5]' (resp. '3‘%', 3;,(]{!') la catégorie pleine d'homomorphismes entre
éléments de S'il,g' (resp. de '3‘?3' , 3‘:;(]'4' ). Ses éléments sont donc les triplets
ﬁ:(ag, F,o;) tels que

F=(U,, F,Upef, o =(Upypy)s s=12,
Vo( F. ¢) est défini et égal a Fv,(¢) lorsque V1(¢) est défini, o
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6 CH. LAIR

peU . T. T et Vs = Py, ou Uy, pour s=1,2.

- Ogg' (resp. gg,(]') la sous-catégorie (non pleine) de F dont les élé-
ments sont les foncteurs compatibles avec les 4-limites projectives et §'-
limites inductives entre éléments de 3?0 (resp. de £g§'). Si Féggg', on
dit que F est a -limites projectives et §'-limites inductives [M.M.A.].

si jud eﬁ(o , on sait que Sgg' est 3 ,3:99'_ (resp. a ﬂ:gg'-)projections
et l'on désigne par 'T (resp. par T) un adjoint (2 gauche) du foncteur in-

clusion i'?gg' (resp. if}.gg.) de 'ﬂ:gg' (resp. de ffgg') dans 5%' tel que
'T!'gﬂg. = ,3:95]' et szgg. = ?gg'.

0.4. Soit o =(U", uy., ,LL'U.)echg'. Si V' est une catégorie, on
note O(V',0) la sous-catégorie pleine de R( V', U ) ayant pour objets
les réalisations vagues F de o dans V', c'est-a-dire les néofoncteurs
F=(V',E,U’) tels que Fvy.(¢) soit une limite projective (resp. in-
ductive) naturalisée de E. ¢, lorsque ¢eU’ Joor e que vy.(¢P) est
défini, od vy. = Uy (resp. = @)

Supposons de plus Z=(V', fy., Ly.)e€ '?ﬁlg' . On désigne par
8(Z, o) la sous-catégorie pleine de N( V', U") dont la classe &(Z, o),
des objets est formée des réalisations de o dans 3., i. e. des néofoncteurs
F=(V',F,U") tels que F=(%, F,o)e&”'.

On dit que o est Z-re’guliére si @(V' ,0) est un élargissement
de &=, 0) [C.S.].

Si U’'" est un sous-graphe multiplicatif de U’ , on note UlU,. la
(9,9 yesquisse (U'", fyn, plyn) restriction de o a U'" [IMS.A.J.
On dit que O est forte pour V'si:

U’ admet un sous-graphe multiplicatif U'" tel que U'€ f)f(o

Si F, ed(v,o), s=1,2, sont tels que F, |U" =F, |U"’ alors
F; et F, sont équivalents.

Si T'=(Fy I, F)eQ(V o) et s'il existe F eO(V', o),
tels que Fi =F IU" ,s=1,2, alors il existe une unique transforma-
tion naturelle T =(F,, T, F;) telle que T\U » =T' (donc T appar-
tienta O(V', o).

Si V€%, , on dira que L €F, est une catégorie V'-spécifiable
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FONCTEURS D'OMISSION

s'il existe creSfl tel que L’ et O(v', o) soient equxvalentes
Si Z=(V, s Ky pLV)E ggg,on dira que L’ 63: est une ca-
tégorie fortement V'-spécifiable s'il existe une (9,9 )esquisse o 680 )

forte pour V', telle que L™ et O(V’', o) soient équivalentes.

0.5. Si 9 =9, on ne le fera figurer dans aucune des notations
précédentes; de plus il nous arrivera d'identifier a (U, M y-) une esquis-
se projective, i.e. de la forme (U", iy, 9).

On note Zgg'(m) le (g,g' )-prototype canonique sur .

On désigne par o (resp. par o@, par Ue) «I'esquisse d'une ca-
tégorie» (resp. d'un groupe, d'un corps, qu'il est facile de construire). Rap-
pelons [E.T.S.A.] que le graphe sous-jacent & oF a la forme indiquée
sur la figure ci-dessous; a, b, k, «eprésentent» respectivement les appli-
cations source, but et la loi de composition, v, et wg se réalisent comme
projections canoniques de produits fibrés, i «est l'injection canonique de
la classe des unités dans la catégorie; les fléches j_ servent a écrire l'a-

xiome des unités, et les kg servent a écrire 1'associativité: k.kl =k. k2.

i1

(usu)*( uxu)
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I. LIMITES DANS LES CATEGORIES SPECIFIABLES.
ETUDE GLOBALE DES FONCTEURS D'OMISSION.

Dans ce qui suit, on donne une esquisse O et un prototype >
. S{]gt . X ffgg'
oC=(U Ly py) €XR, (Vi pypy) eSS
Pour tout z € U, , nous notons fzz (v’ ,EZ: NR(v',U")) le foncteur défini
par 'p'Z(T) =T(u), lorsquue TeN(V',U"); nous notons
~V . . . n .
5= (v BV OV o)) e pE=(v',pE §(5 0))

ses restrictions,et nous les appelons foncteurs d'omission pour o.

I.1. Cas projectif: existence de limites projectives.
Supposons que §' =@ et § C 3‘-0 .

PROPOSITION 1. Si V' est a §-limites projectives, il en est de méme
pour O(V' ,O0).

A. Soient J'€§ et ¢=(0(V’, G),iﬁ, ] ) un foncteur; il en résul-
te un foncteur j.¢, ot j est le foncteur d'inclusion de O(v', o) dans
R(V',U ). Comme V' est a J-limites projectives, R(V',U") l'est
aussi. Désignons par F une limite projective de ¢'. Il suffit de prouver
que Fe O(V', 0)o-Ceci s'établit sans difficulté en utilisant la propriété
de commutation des | -limites projectives avec les I -limites projectives

dans V', lorsqu'elles existent et que I'€§. V

COROLLAIRE 1. Si L' est une catégorie équivalente @ O(V', o) et si
V' est a ] -limites projectives, il en est de méme pour L' . En particulier,
il en est ainsi pour 8( 2,0 ), lorsque o est Z-réguliére.

Par exemple, si §CF,, comme M est a F,-limites projectives,
on en déduit que O(v', o) est a Fy-limites projectives.

La démonstration de la proposition 1 permet d'énoncer:
PROPOSITION 2. Pour tout u€ Uy, si V' est a ﬂ-limites projectives, Z')IZ

est compatible avec les §-limites projectives. Si de plus o est S-régulié-

. - Z
re, il en est de méme pour p .
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FONCTEURS D'OMISSION 9

EXEMPLES. Ces résultats s'appliquent dans de nombreux cas, un choix
convenable de la classe § étant effectué:

- La catégorie O, oF), ou oF est l'esquisse de catégorie, étant é-
quivalente a F, la catégorie F est a F,-limites projectives, et ses fonc-
teurs d'omission (associés aux unités u, uo, u*u,...) sont compatibles
avec ces limites [E.T.S.A.].

- Il en est de méme des catégories, associées a l'univers ?I(o , de fonc-
teurs «compatibles» entre catégories 4 I -limites projectives, catégories a
I'-limites inductives, catégories pointées par une sous-classe de monomor-

phismes, d'épimorphismes, d'objets initiaux ou finals [T.N.G.], [E.Q.T.].

1.2. Cas projectif: existence de limites inductives.

Supposons encore §' = @. De plus:

10 Uemo ,9cTF, et geﬁl On note A I'ordinal régulier w3, ;,
d'indice >\+ 1, ou )\ est 1'ordinal bome supérleure des ordinaux l lors-
que I'e§; comme M, est un univers, on a A\ e, [T.E.].

20 A = (ﬁl, A, V') est un foncteur d'homomorphismes saturé.

3§ :(m,§, V') est un foncteur, restriction de A A la sous-
catégorie pleine V' de v

40 A est a §-limites projectives et & <& >-limites inductives, pour
tout ordinal £< N (on note <& > la catégorie de couples associée au bon
ordre canonique sur l'ordinal &).

se A est (M, X.V, )-engendrant [C.S.L.], lorsque X est I'ensem-
ble des A-monomorphismes.

La catégérie O(Vv',o) s'identifie alors & une sous-catégorie plei-
ne de O( v , o). Soit i’A :(ﬁ( i’A O¢ v , o)) le foncteur défini par:

PAF)= J(b Feu)), si FeO(V', o),
PAT) = Eu_éi(u), si TeO(V', o),
uely

ol HU' désigne le foncteur U, -produits canonique dans M [M.M.A.]. De

uely
méme on définit un foncteur i)g =M, 1;3 O(v',o)), qui s'identifie a
une restriction de Pfr .

Soit Y la partie de @(ff',o) dont les éléments sont les T tels
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10 CH. LAIR

que ’f‘(u)e X pour tout z €U, . On voit que Y est une classe de ISUA-mO*

nomorphi-smes.
PROPOSITION 3. P est(M, Y @mO( V', o), )-engendrant.

AA. Supposons que FGO(V 0)o et que M CP (F), avec Mefl, .
La PA-sous-structure de F engendrée par M étant aussi la PA ~sous-struc-

ture de F engendrée par l'ensemble H (M(u)) lorsque M(z) désigne

uel
la projection de M dans AF( u), on peut toujours supposer que:

M= H%(M(u)), avec M(u) CAF(u) et M(u)efi,
uely -
pour tout u € U, .
Soit A un ordinal, AL A, et supposons définie, pour tout ordinal

& <\, une partie S, de IBA(IE') telle que:
Sg= T (Sg(u)), b Se(u) €D F(u),

uel;

Sf( u) Emo et Sf( u) définit une A-sous-structure de E’(u), si £#£0,

Sp(u) =M(u), Sf(u)Csf_”(u), pour tout u € U, .
Nous allons définir un S, de sorte que les conditions précédéntes soient
vérifiées pour tout ordinal £< A
Premier cas: l'ordinal N admet un prédécesseur & . Soit Fy le (X,A)-
sous-néofoncteur de F engendré par (Sf(u))ueU,g . Il est construit par ré-
currence comme suit: Supposons définie, pour tout entier i, ou 0 £i < »,
une partie Sif(u) de AF(u) telle que:

5( u) = Sé-( ll)
(u) csil(u) si 0€ign-1,
S‘ (u) Emo et S& (u) définit une A-sous-structure sf(u) de AF(u)
sit 75 0,

et ce, pour tout u € U, . Dans ces conditions,

U AF(k)(SE i
LU RER(SE(a(k))) e

engendre une A-sous-structure s"gl(u) de F(u), isomorphe 4 une unité

de V ; nous posons

sl u)=A(s"E(u)),
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FONCTEURS D'OMISSION 11

Par récurrence, nous obtenons ainsi une suite (Sé‘-(u))ieN véri-

fiant les conditions précédentes. En vertu des hypothéses, 'UN Sé(u) en-
i€

gendre une A-sous-structure F\(u) de F(u) isomorphe & un élément de

Ve dans V' et telle que

AFyu)= U Sieu)el,,

ieN 5
car A est compatible avec les «éunions dénombrables filtrantes». On mon-
tre facilement que 1'application de U, dans V, associant Fy(u) a u€ U,
se prolonge en un ( X, A )-sous-néofoncteur Fy =( v, Fa, U') de F.

Pour tout u € U, , soit Eu I'ensemble des néofoncteurs ¢ tels que
le cone ,LLU.(¢) soit défini et ait u pour sommet. On pose

S(u)=2D fx(u)U((ﬁUw LimFy.¢).
e‘_, -—
u

Comme Eu €mo , on en déduit que S')\(u)emo ; en conséquence S')\(u)en-

gendre une A-sous-structure sy(u) de I:"(u) telle que A(S)\(u))éﬂ-(o,

isomorphe  une unité de V' . On pose
Sa(u) = A(S)\(u)), pour tout uel,.
Deuxiéme cas: N est un ordinal limite. On pose alors
Sa(u) =£U Sg(u), pour tout ueU,.
Il est clair que S)\(u)emo , puisque A< >\ entraine A€ mo . En vertu des

hypothéses, Sy( %) définit donc une A -sous-structure sy(u) de I:‘(u) tel-

le que A(sy(u)) =Sa(u), et isomorphe 2 une unité de V'.
On en déduit qu'il existe un sous-néofoncteur G de A. F tel que:
G(u) =S5(u), pourtout u€ Us.
I1 en résulte un (X, A )-sous-néofoncteur F = (l;' ,F,U") de F tel que
A.F=G et F(u)=sy(u) pour tout z€U,.

De plus, F(u) étant, par construction, isomorphe dans V' a-une unité de

V', le néofoncteur F est équivalent & un ( X.V,, A )-sous-néofoncteur F'’

a

de F.

.
En raison de la commutation dans Jl des -limites projectives et
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des <3\>-1imites inductives [E.Q.T.], G est une réalisation vague de
o dans M. Pour montrer que F est une réalisation vague de o dans V',
et a fortiori que F' est une réalisation vague de o dans V', il suffit d'é-
tablir le lemme suivant, ot Y’ désigne la classe des T e %( \A/', U') tels

que T(u)€ X pour tout u€ U .

LEMME 1. Soient 8 = (¢, 0, é) une I'-limite projective dans V', oal €,
et 0" =(¢", 0", &) unl'-cone projectif dans V' tels que:

A 0" est une limite projective naturalisée dans M,

T=(¢,T,¢')eY, feeV.e' et feX,

6of =Tmb dans R(V' ,U");
alors O' est une limite projective naturalisée dans V.

A. Supposons que 6" = (', 8", é") soit un I -cdne projectif. Il exis-
te un unique Eefl cel que AG'mk =A 6". De plus il existe un unique
heV tel que Omb =T 6”. On en déduit que A(f).k=A(h). Com-
me f€ X est un A-monomorphisme, k£ se reléve en un unique k' tel que

A(k')=Fk et f.k"=h.
Il en résulte 1'égalité O k' = 6", puisque T est un monomorphisme.

D'ou le lemme. V

On en déduit que F' eO(v’, O ) est la (I’Bﬁ,Y[U@( V', 0 )o)-sous-

structure de F engendrée par M. Ceci prouve la proposition. VV

En vertu du théoréme d'existence de limites inductives [C.S.L.],

on obtient:

PROPOSITION 4. Si, de plus, le foncteur inclusion de V' dans V' est
a noyaux (de couples) et si [\ est a %o-limites projectives, alors Ov', o)

est a §, -limites inductives.

A, ﬁs est a ﬁ(o-produits, puisque les U,-produits dans M commutent
avec les Mo-produits. De méme [;;5, est 4 noyaux (de couples). Enfin, si T
est un noyau dans 135. de deux morphismes de O(V ', o), ona Y. TC Y.

Le théoréme d'existence de limites inductives s'applique donc. V

COROLLAIRE 2. Avec les hypothéses de la proposition 4 et si L' est une
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catégorie équivalente a O(v', o), alors L' est une catégorie a Fo-limi-
tes inductives. En particulier, il en est ainsi pour 8Z,0), lorsque o

est 2 -réguliére.

REMARQUES. 1° Les propositions 3 et 4 s'appliquent également si I'on
remplace partout M, par fﬁ’(o et ?ﬁo par ﬁlo - Dans ce cas, la condition 1
est vérifiée par exemple si Ueﬁ(o et si § %, , puisque M, eﬁlo par hy-
pothése (on peut alors prendre pour A I'ordinal associé a I'univers M, ).

2° Ces deux propositions précisent les résultats de [s.s.A.]. De
plus, elles généralisent un théoréme connu (pour les catégories marquées,
dans le cas o V' = m), obtenu A partir de l'existence d'un faisceau li-
bre sur un préfaisceau [c.M.F.].

Notons qu'en général le foncteur d'omission Z)Z n'est pas compa-
tible avec les limites inductives. Nous donnons dans le paragraphe I. 3 une
condition suffisante pour qu'il le soit.

Enfin, les foncteurs ZJZ engendrent des sous-morphismes, sous

des conditions qui sont étudiées enI.4.

|.3. Existence de certaines limites dans le cas d'une esquisse mixte.

Nous ne supposons plus que §' = 9. Désignons par g et §' deux
parties de ?o , par V' une catégorie a J-limites projectives et J'-limites

inductives.

PROPOSITION 5. Si les ] -limites projectives dans V' commutent avec
celles des I'"-limites inductives qui existent dans V', pour tout |’ €J et
1" €8, alors O(V', o) est a§-limites projectives et ;:Z est compatible
avec ces limites, pour tout u€ U, .

~

COROLLAIRE 3. Si L' est une catégorie équivalente @ O(V',0) et si
V' wérifie les conditions de la proposition 5, L' est a §-limites projec-
tives. En particulier, si o est Z-réguliére, il en est ainsi pour 5(2, o)

z . . .
et le foncteur p ' est compatible avec ces limites, pour tout u€ U, .

PROPOSITION 6. Si les ' -limites inductives dans V' commutent avec

celles des I -limites projectives qui existent dans V', pour tout |'" €' et

I'€d, alors O(V',0) est a §'-limites inductives et 53 est compatible
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14 CH. LAIR

avec ces limites, pour tout u€ U, -

COROLLAIRE 4. Si L' est une catégorie équivalente a O(v',o) et si
V' vérifie les conditions de la proposition 6, L™ est a q'-limites induc-
tives. En particulier, si o est Z-réguliére, il en est ainsi pour §( 2, o)

et le foncteur pE est compatible avec ces limites, pour tout u€ U,.

Nous n'indiquerons pas les démonstrations, élémentaires, de ces
propositions et corollaires. Par contre, nous allons en donner quelques ap-

plications dans des cas usuels.

PROPOSITION 7. Le foncteur p§ est compatible avec les ]' -limites in-
ductives telles que:

J" €T, ] est A-filtrante et A'-filtrante [E.Q.T.].

A OF est une d-esquisse projective, ol 4 a pour seul élément la ca-
tégorie I’ possédant deux morphismes non triviaux et de méme but. ¥ si-
dentifie & une sous-catégorie pleine de O, o) ayant O, oF) pour
élargissement et p§ a la restriction du foncteur d'omission Zvu . Comme les
I'-limites projectives (i.e. les { 1, 2 }-produits fibrés) commutent avec les
J' -limites inductives, si J'  vérifie les conditions indiquées, dans ,
le corollaire 4 s'applique. V
PROPOSITION 8. Soient § la catégorie dont les morphismes sont les ho-
momorphismes entre groupes sur des ensembles appartenant a M, et pg
le foncteur d'oubli usuel de G dans W; alors p@ est compatible avec les
J' -limites inductives telles que:

J'€Fo; ] est filtrante, A-filtrante et N-filtrante.

A, G est équivalente a O¢n, 0'9), ol o@ est I'esquisse de groupe
qui est une esquisse $-projective, avec § = {@,{1,2}}. En appliquant
le théoréme de commutation de limites inductives et projectives de [E.Q.T.]
on voit que la condition «J’'  est filtrante» est nécessitée par le fait que

la catégorie discréte { 1,2} est non connexe. V

PROPOSITION 9. Soient C la catégorie des homomorphismes entre corps
sur des ensembles appartenant & Wy et p@ son foncteur d'oubli usuel vers

M alors est a ' -limites inductives, lorsque
e q
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FONCTEURS D'OMISSION 15

J'€F,,; J' est filtrante, A-filtrante et A'-filtrante.

A. € est équivalente a Ocn, o@), ou O@ est l'esquisse de corps,

qui est une 4,9 )-esquisse, ou:
$={o,{1,2}} e §={{1,2}}.
On déduit la proposition des théorémes de commutation de [E.Q.T.]. V
De méme on a la

PROPOSITION 10. C est a ] -limites projectives, et pE est compatible
avec ces limites, lorsque:

J €%, et ] est connexe.

A. La catégorie discrete {1,2}€d' est évidemment A-filerante, A’-
filtrante et < £>-filtrante, pour tout ordinal £; d'ou la commutation de
ces {1,2}limites inductives (i.e. de ces sommes) avec les J - limites

projectives, lorsque ]/ est connexe.V

La proposition 7 a été démontrée directement dans [S.Q.Q.]. Les
propositions 8, 9 et 10 sont évidemment démontrables par un procédé pu-

rement combinatoire. . .

l. 4. Sous-morphismes engendrés par les foncteurs d'omission.

Soit I'" 6?0 . Nous désignons par @(I") la sous-catégorie de la
catégorie longitudinale des quatuors de 9%(3?1, I'") formée des quadruplets
(02, f,’f, 61)6%(3ﬁ, I'")*% tels que:
0; et <92 sont des I' -cones inductifs dans Sfl,
f est une transformation naturelle constante sur f€ i ,
6,7 =fm 6. )

On identifie les unités deA €(1'") aux I' -cdnes inductifs dans f)fl .

On désigne par £(1' ) la sous-catégorie pleine de @(I") ayant
pour objets les I'-limites inductives naturalisées, par trr le foncteur in-
clusion de £(1'" ) dans @(I").

Remplagant M par M, on définit de méme deux catégories C(1")
et (Af(l"), qui s'identifient & des sous-catégories pleines de @(I") et

de £(1'") respectivement.
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16 CH. LAIR

Notons é(l") la sous-classe de £(I'") constituée des quatuors
(&2, f, T 91) ef(1") tels que { et T(i), pour tout i€l'y, soient des

injections canoniques.

DEFINITION. Une I' -limite inductive naturalisée O € £(I' ), sera dite
fm-engendrante si le foncteur (. est (9[:[:1@(1" )Lz )mEc1 o)~

engendrant.

EXEMPLE. Soit I'" la catégorie discréte sur I'efﬂo; une I'’-limite in-
ductive naturalisée (i.e. une I'-somme naturalisée) & dans M est M-en-

gendrante. En effet, si
g=(0,7,7.0e€1") e O =(E", 0", ¢),
alors g engendre la sous-somme naturalisée 0" de & telle que:
6" =(E, 07, ¢), 00 E=f(E") e ¢p(i)=6(i)(E), siiel.
Nous supposons maintenant que:

§c%,, 9eM,, & c%,, a:(U',pU.,pb.)ESgg', ve, .

Nous notons A 1'ordinal régulier @3, ;, od A est l'ordinal borne supéri-

eure des cardinaux I, lorsque I’ ed.

La catégorie O(M, o) s'identifie & une sous-catégorie pleine de
O(fﬁl, o). Si uel,, nous notons Z;u le foncteur d'omission ;)u associé
a u, de O(m, o) dans fm, et nous notons Eu le foncteur d'omission ana-
logue, de @(ﬁ(, o) dans 3ﬁ

Soit enfin Y la sous-classe de @(ﬁ(, o) dont les éléments sont
les T tels que i"(u) soit une injection pour tout u € U, .

-~

PROPOSITION 11. P est un foncteur (M, Yo O(M, o), )-engendrant,
lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées:
1° Pour tout u' € Uy, notons Eu. (resp. E;.) I'ensemble des bases
¢ des cénes Ly () (resp. . (¢)) de sommet u'; on suppose que:
- si Eu. Z 9, alors EL’L, =0, si El". 2D, il n'a qu'un seul élément.
2 Si FeO(M, o)y et si py.(¢) est défini, Fuiy.(¢) est Meen

gendrante.

A. Supposons que %6@(:)11,0’)0 et que Mefmo avec Mcﬁu(ﬁ).
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Soit A un ordinal tel que A< N et supposons défini, pour tout ordinal &< A
et tout ' € Uy, un ensemble Sf(u’) Cls(u') tel que

Sé(u')G)ﬁo ’

So(u) =M et So(u’)ZQ siu'Zu,

Sg(u') CSpyq(u'), pour tout u' € U, .

Premier cas: l'ordinal N\ admet un prédécesseur £ .11 existe un sous-néo-
foncteur. F de F engendré par (Sf(ul))u'EU,; (il est construit par récur-
rence, voir la preuve de la proposition 3, premier cas). On a
= €M, et E&,eﬁlo.
Posons:
Sa(u')=Fa(u')U( Y LimFy.¢)U( Y_ E,.)
Au') Au') (d’EEu' 17 rP) (¢,€E;' ')

ou E¢, désigne une 1" -limite irjductive m-engendrée par F)\,ub.(qﬁ‘) . Les
hypothéses entrainent Sy(z') € M, pour tout z' € Ug.
Deuxiéme cas: N\ est un ordinal limite. Alors on pose
Sa(u')= US,.(u), "el,.
au') £ f(u ), pour tout Zf -0

Il en résulte Sp(z') €m° , car M, est un univers et A e?ﬂo .

Par induction, on construit ainsi une partie S3(%’) de F(u') pour
tout u' € Uy , et 'on voit qu'il existe un sous-néofoncteur F de F tel que:

F(u')=S85(u") e?ﬂo pour tout u'el,.

A
On montre sans difficulté que F est une réalisation vague de o dans M,
qui est équivalente & un F'’ e@(?ﬂ, O )o ; ce dernier est la sous-structure

de F engendrée par M. V

Supposons de plus que les I’ -limites inductives, pour tout ['"€§',
commutent avec les Fo-limites projectives dans M. On déduit de la propo-

sition 11 et de [C.S.L.] le corollaire:

-~ N . \l
COROLLAIRE 5. p  admet un adjoint pour tout u€ U . Si O est 299(311)-

réguliére, p, admet aussi un adjoint.

- N -
A. Le foncteur P esta ¥o-limites projectives et p ~est & noyaux

(de couples). On peut alors appliquer le théoréme d'existence d'un adjoint
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18 CH. LAIR

de [C.S.L.] en utilisant la proposition 11. V

REMARQUE. Supposons §' = @. La proposition 11 et le corollaire 5 peu-
vent s'appliquer. La proposition 11 est d'ailleurs a rapprocher de la pro-
position 5. C'est le cas particulier de la démonstration de la proposition

obtenu en prenant:
A=W, v = Mu)=M, M(')=9 siu' #u.

Mais on ne peut pas déduire la proposition 11 directement de l'énoncé de

la proposition 5, car ces conditions entrainent Il M(xz)= 9@ . En fair,
uely

on aurait pu englober ce cas dans la proposition 5, en remplagant dans cel-
le-ci le foncteur Igﬁ par le foncteur de @({1',0) dans MUs associant
(BT(w), ey 2 TeO(V', 0).

Nous allons donner une application de la proposition 11.

COROLLAIRE 6. Si C est un corps sur l'ensemble Cemo et si M CC et

M eﬁlo, alors M engendre un sous-corps C' de C tel que C' eﬁlo .

A. La proposition 11 et son corollaire s'appliquent, puisque les seuls
cones inductifs de l'esquisse 0@ des corps sont modelés sur la catégo-
rie discrete I'", ou I' = {1,2}; par suite ils correspondent 2 des sommes

A

naturalisées. Or nous avons vu plus haut que les sommes dans M sont M-

engendrantes. V
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Il. ETUDE PONCTUELLE DES FONCTEURS D'OMISSION

Dans le chapitre I nous avons étudié les propriétés simultanément
vérifiées par tous les foncteurs d'omission. Nous nous proposons, mainte-
nant, d'étudier les propriétés particuliéres a l'un d'entre eux, selon l'uni-
té a laquelle il est associé.

Nous reprenons les hypothéses et les notations générales de I. Nous
supposons de plus que O est une (5,9‘ )-maquette de (g,g' )-idée 0, =
([M],0, ®), que O est Zgg'(m)-réguliére et que jug eﬁzo .

Rappelons que, si N\ est I'ordinal régulier w3, ;, ol A est l'ordi-
nal borne supérieure des cardinaux I lorsque I’ edud', on peut «appro-
cher» o a l'aide d'une famille, construite explicitement dans [1.M.S.A.],
par complétions successives de 0, dans O par cdnes projectifs et cones
inductifs.

Avec des notations analogues a celles de la proposition 11, nous
posons:

w={ueM; |E,UE =0}

Par Arécurrence, nous définissons une partie W§ de U, pour tout ordinal
£ £ A comme suit:

- WO =W 3

- Si £<A,si £=£"+1 et si Wf' est défini, soit W'g (resp. W;)
'ensemble des u' € M, tels que E, # @ (resp. B!, # 0) et que

B(1o) CWer si p=(U",$,I")€E, (resp. €E1.);

alors on pose W§ = W’§ UWZ .

- Si £< A\ est un ordinal limite et si Wi est défini pour tout £1<E,
alors W§ = é_'ngf,.

Dans tout ce qui suit, nous supposons que W3 = M.

Enfin, nous désignons par
T(o) :(L-I',/La.,ub.)eggg'
le(g,g')-type de o.
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I1.1. Fidelité et 1;u -monomorphismes.

Soit u une unité donnée de U . Nous désignons encore par

b, =M, 5, 0M, 0)) et p, :(m,_pu,s(zgf"(m),a))
les foncteurs d'omission associés 4 u.
PROPOSITION 1. Le foncteur z;u est saturé, i.e. si Fe@(m, o) et si
b Em,y. F(u), il existe au moins un T € C(M, CT)Y\IIF tel que gu(T) =bh.

A. La surjection T de U, dans M telle que
T(u)=h, T(u')=F(u') siu'#u,

définit une équivalence naturelle T de F vers un néofoncteur F’' qui,

étant équivalent 3 F, est aussi une réalisation vague de o dans M. D'on
Te@(?ﬂ,cr)y et p(T)=h. V
PROPOSITION 2. Si u€W et si, pour tout u' €W, il existe feu.U.u' et
geu'. U.u tels que g.f=u', alors [;u et p, sont fidéles.
A. Comme o est Zgg'(fm)-réguliére, O(M, o) est un élargissement
de S( Zgg'(m), 0 ); il suffit donc de raisonner sur le foncteur b, Suppo-

sons que
T, =(F,. T, F ) eS(3¥ M), o), s=1,2,
soient tels que pu(TI)zpu(T2), c'est-a-dire que I](u)Zzz(u).Il

en résulte que, si T = (I::g .fs , FI) est la transformation naturelle pro-
longeant Ts au type T(0) (qui existe, car Ts «est» une réalisation de
o dans le type canonique sur la catégorie des quatuors HM), ona
Ty(u)=T(u)=Ty(u) s=1,2.
Si u' €W etsi g.f=u' dans U, on trouve:
Ty(uw) Fp(g)=Fy(g).Ty(u)=Fy(g).Ty(u)=T,(u'). Fy(g)

On en déduit I-I(u') =_T2(u’) et a fortiori T;(u") =_T2(u'). Par con-
séquent T, |W :I2|W' Il s'ensuit T, lM{, =T, |my> en raisonnant par ré-

currence sur la famille (Wf )§<§\. La construction par récurrence transfi-

nie de o a partir de 0, [I.M.S.A.] montre alors que T,=T,. V

Désignons par Y la classe des T € OM, o) tels que T(u') soit
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une injection pour tout z' € Ug .
PROPOSITION 3. Sous les hypothéses de la proposition 2, Y est une clas-
se de gu-monomorpbismes.
A . Supposons que
T=(F,,T,F;)eY, T'=(F,, T',F)e0(M, o)
et beFl(u).fm. Fy(u) soient tels que T(u).h =T'(u). Nous avons a
montrer qu'il existe un et un seul T" = (FI , I, FI') € O(?ﬂ, o) vérifiant
TmT"=T" e T"(u)=h.
Si u'e€W, nous posons T"(u')=F;(g). b. F}(f), lorsque (f, g) est
un des couples tels que g.f = u'. Comme
T(u'). T"(u')=T(u').Fy(g)-h.Fi(f)
il vient
T(u'). T"(u') = Fy(g). I(u)-h-F'I(/) =F,(g). T'(u).F{(f).
Il en résulte
T(uw'). T"(u') =T'(u'). F}(g). F}({) = T'(u’),
ce qui montre que T"(u') est indépendant du couple (f, g) choisi, puis-
que Z(ZI') est un monomorphisme.
Par récurrence sur la famille (Wg )gsi on étend de méme T" en

une surjection de M, dans M. La construction de o a partir de O, par

récurrence transfinie permet de conclure. V

COROLLAIRE 2. S§i les hypothéses de la proposition 2 sont vérifiées ain-

si que celles de la proposition 11, 1.4, p  est un foncteur d structures

quasi- quotients.

A. Le théoréme d'existence de structures quasi-quotients de [ C.S.L.]
] . - P jod .
s'applique, puisque Y est également une classe de P, -monomorphismes

(d'aprés la proposition 3, ot 1'on remplace M par :)ﬁ). \Y

EXEMPLES. Toutes les esquisses citées précédemment vérifient les con-
ditions de la proposition 2. On retrouve ainsi les nombreuses propriétés

des foncteurs d'oubli usuellement étudiées.

167



22 CH. LAIR

I1.2. Triplabilité du foncteur 5 .

u désigne encore une unité particuliére de U, appartenant & W.
Dans tout ce qui suit, nous supposons que les hypothéses de la proposi-
tion 11 et celles du corollaire 5 de 1.4 sont vérifiées. On sait qu'alors
pu., pour tout u' € Uo, admet un adjoint. Nous allons donner une condition

suffisante pour que p soit triplable.

PROPOSITION 4. Avec les hypothéses précédentes, p, est triplable lors-
que les deux conditions suivantes sont vérifiées:

-w=Au}

-8 =@ et I' €§ implique que I' est une catégorie discréte.

A. En vertu du critére de triplabilité de Beck [T.C.A.] , il suffit de
montrer que p «rée les conoyaux de couples p -contractiles». Supposons,
pour ce faire, que (T1 , T ) soit un couple pu-contracule tel que:

- T, =(F2,IS,F1)GU(T)K,U), s=1,2,
by =p,(Ts )=Ts(u), s=1,2,
- by.d=pB(b;), hyd.hy=hy.d by, ot dea(hy). M. B(h,).

(On appelle d le morphisme canonique pour le couple contractile (b}, b,).)

Désignons par k un conoyau, dans M, de (b, b gy). 11 existe un unique
k’eﬁ(b2).m.ﬁ(k) tel que k'.k=bh,.d
Posons
'F"(u)=,3(k), T"(u) =k, D"(u)=d, S"(u) =Fk'.

Soit £ un ordinal tel que £< A et supposons définis, pour tout

u” €Wgn et tout £ < £, des éléments

Fr(u") €M, Tr(u")€ F"(u"). M. Fy(u"),
D"(u")eFy(u"). M. Fy(u"), S"(u")€Fy(u").M.F"(u"),

de sorte que (T;(u"),T,(u")) soit un couple contractile, de morphisme

canonique D" ("), de conoyau T"(u") et que
S"(u"). T"(u") =Ty(u").D"(u").
a)Si £=&"+1, u'GWé- et u'f£ Wg.: choisissons un

¢y =(U @yl ) €B, tel que (1) CW,,
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(ceci est possible en vertu des hypothéses). Soit @u. Z(W,Qu., Il;,) le
foncteur défini par:
Qu,(i) = F"(¢u.(i)) pour tout i€Iu,,
et wy(®,,) sa limite projective naturalisée canonique dans M. On note
F"(u') le sommet de /“W((pu') (c'est-a-dire le produit canonique de la
famille (_E"_d_)u.(i))iel ,); de plus on désigne par T"(u'), D"(u') et
u

S$"(u') les produits déterminés d'une maniére unique par les égalités:

T'é,d?u- III‘FQ/J- U'(¢u') = /J,fm((l)u.)mT"(u’)‘,

D2'¢u' D]F2.,LL U'(¢u') = F]#U-(¢u:)EDD"(u')‘,

S"%r s DEN(D,0) = Fyp (b, )mS(u')’,

T",¢u. étant la transformation naturelle de F,. ¢, , vers @ , telle que

3
Tg-,d)u.(z') = T"(¢u.(i)) pour tout i€l ,,
Dg ,¢u, et S",qﬁu. étant définis d'une fagon analogue. Tout foncteur étant
compatible avec les conoyaux de couples contractiles, (Il(u'),_T2(u'))
est un couple contractile, de morphisme canonique D" ('), de conoyau
T"(u') et l'on a
S"(u'). T"(u') =Ty (u').D"(u').
b) Si & est un ordinal limite et si ' eWg, il existe £'< £ tel que
u' € Wf" de sorte que F"(u'), T"(u'), D"(u') et S"(u') sont définis.
Par récurrence transfinie, on obtient ainsi des surjections F", T",
D" et S” de W4 = M; dans JN; posons de plus
Fg =F| U, et T, :Isan’ pour s=1,2.
Utilisant la construction par récurrence transfinie de o a partir de o, ,
on étend facilement ces surjections respectivement en un foncteur F' de

la catégorie discréte U, dans M et en des transformations naturelles
T'=(F',T',Fy), D' =(Fj,D', Fy) et §'=(Fy, S F'),

telles que (T} , Té) soit un couple contractile dans W(m, U;); de mor-

phisme canonique D', de conoyau T', et que S'm T’ = TymD".

Si zeu'. U. 4", nous posons alors

F(z)=T'(u"). Fy(z).5'(u").
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On constate que
F(z):T'(u")=T"'(u'). Fy(z).
Comme T'(u") est un conoyau pour tout u"€ U,, ceci suffit & prouver
que la surjection F définit un néofoncteur F = (m,f, U’ ) prolongeant
F' et que T =(F,T', F,) est un conoyau de (T;.T,) dans R(M, U7).
Montrons que F est une réalisation vague de o dans M. Pour ce-

la, supposons W ;.(¢)=(¢, T, 4') défini, od FeU’. JU. I . Utilisant
le foncteur de N(M, U' ) vers N(M, I' ) associant

6¢ =(G'.¢,_9¢°,G.¢) a 0 :(G',_Q,G),Ofl ¢o :jé_ll; ’
on voit que (TI &, T2¢) est un couple contractile dans %()ﬂ,l'), de

morphisme canonique D¢ et qui admet T ¢ pour conoyau. Il en résulte
que l'unique application (produit) f€ F(u'). . Fo(u') telle que
T ¢ mFypy(¢)=py(F.¢)mf

est un conoyau dans M du couple contractile (Il(u'),I2(u')). Puis-
qu'il en est de méme de T'(u'), on en déduit une bijection g telle que
f=g-T'(u"); il s'ensuit que F;J.U.(¢) = uy(F. ¢) g est une limite
projective naturalisée. Donc FeO(M, o), et T est un conoyau dans
@(fm, o) de la paire contractile (Tl’ T2).

Si T=(F, T, E)eO(N, o) vérifie les conditions T mT; = TmT,
et T(u) =k, on montre par récurrence qu'il existe une équivalence natu-
relle B telle que Boo T =T, car F est une réalisation vague de o. Ceci

achéve la démonstration. V

REMARQUES. Cette proposition s'appliqué a tous les cas usuels de «struc-
tures algébriques» (dans un sens intuitif), i.e. aux ensembles munis de lois
de composition partout définies. Ceci n'est bien entendu pas étranger a la
conception naturelle que I'on peut avoir d'une algébre associée a un triple.

Remarquons cependant que beaucoup d'autres structures tout aussi
intuitivement algébriques ne peuvent s'interpréter comme des algébres as-
sociées a un triple dans M, méme lorsque leurs esquisses sont projectives.

Enfin, on peut obtenir certaines structures esquissées comme des
algeébres sur un triple sans qu'elles vérifient les hypothéses de la proposi-

tion 4. La triplabilité devrait alors étre démontrée directement.
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11l. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE Ji-SPECIFIABILITE

Dans ce qui suit, J, et g' sont deux parties de f;:o , L’ e?o est
une My-catégorie et H,. = {H(F)|[FeM.$.L'}, ou H(F) désigne la
source du foncteur d'hypermorphismes associé 2 F. On pose:

={rx{13|reyYu{ncrFrx{2t|H(FreH,.}.
Il est clair que gr Cf?o .

Nous reprenons les notations de 0.2; en particulier, m est un fonc-
teur de J dans N et 7y une équivalence de il vers - m. Si C’ est une
o-catégorie, on note Hom,. le foncteur m.hom,.; on a Homyy = homyy.

;- catégori Homg. le f hom Homjj = homy

Soit Z(?ﬂ) = (m, M p)']'() le (3:0 ,g' )-prototype sur M cel que:

” A

wy( ¢) est défini si, et seulement si, ¢eM.F.H(Fpx{2} et
¢=@p , pour e€L,; dans ce cas, /J“'jﬂ(d)) =(F(e)", 8.0 ) (no-
tations de 0. 2).
Soit 9. pour tout e€L,, le foncteur de %(W, L) vers M asso-
ciant T(e) a TeN(M, L ). Nous désignons par
S(REM, L)) = (R, L"), uyg, 1)
le (%,,% Yprototype défini comme suit:
Soit ¢eN(M, L"). Fr,v= M (resp. = pu"). Si I’ €F, (resp. €9")
alors vy (¢) est défini si, et seulement si, Vy(q,. ) est défini pour
tout e€L,, et c'est I'unique [F.C.T.N.] élément de R(N(M, L"), 1)

qui soit un cdne projectif (resp. inductif) de base ¢ tel que
9e V%(¢) = UN(q,- ¢) pour tout e € L.

Nous allons étudier une condition nécessaire et suffisante pour que

L’ soit une catégorie fortement m-spécifiable; nous 1'énongons ainsi:

THEOREME 1. Pour que L’ soit fortement M-spécifiable, il faut et il suf-
fit que les deux conditions suivantes soient vérifiées:

(i) ANR(M, L)) est une (50 g )-esquisse forte pour .

(i) L' est équivalente 2 O(M, S(N(M, L"))).
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Il est clair que ces conditions sont suffisantes en vertu des défi-
nitions données en 0.4. Nous allons montrer la nécessité en plusieurs
étapes.

Pour ce faire, dans toute la suite nous supposons que
. '
o=(U ,MU.,},L'U.)GS?°Q
est une (F,,9" )-esquisse forte pour M et reprenons les notations de 0.4
pour I'exprimer. Nous supposons que
I'=(L,100(M, o)) e 1=(0OM, o), 1,L")
sont deux foncteurs définissant L° comme catégorie équivalente & O, o)
c'est-a-dire tels qu'il existe
w =(Z'.l,1_u,L')€§R(L',L')7
et
w =(1.1,w, 0N, 0))eROM, 0), 0N, 0)),, .
Enfin, nous posons = = S(R(M, L")).

I11.1. Construction d'un foncteur R de L° dans O(, =).

Au foncteur identité de N(M, L°) correspond, par l'isomorphisme
canonique de

RERM, L"), KM, L)) sur RERCM, N¢M, L)), L),
le foncteur g de L° dans (M, R(M, L)) associant 3 fee'.L.e la
transformation naturelle

(1) =(apngp a,)s o8 g(F)=F(f) si FeM.$.L".

D'aprés la définition méme de 2, le foncteur 9., pour tout eel,,
est une réalisation de 2 dans Z(?TK) Donc ¢ prend ses valeurs dans la
sous-catégorie pleine O(M, o). Il s'ensuit que ¢ admet pour restriction

un foncteur R de L dans G(?ﬂ, ).

Remarquons que nous n'avons pas utilisé la spécifiabilité de L’
l1l. 2. Construction d'un foncteur N de O(M, =) dans L.

On associe de méme au foncteur identité de N(M, U' ) un néofonc-

teur 5 de U’ dans N(MM L, OM, o)) tel que, si z€u'.U.u, on ait
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B(2)=(by by by) o p,(F)=F(z)si Fel.J.u’
et ou £u est le foncteur d'omission associé 4 . On pose ZJZ = 5(2).
La surjection associant T/ a Te%(m, (5)(311, o)) définit un fonc-
teur 7 de (M, O(M, o)) dans R(M, L"). Soit
N* =(R(W, u ), N7, (M, R, L))
associant

T'(1.p) a T eR(MRM L")).

Montrons que N" admet pour restriction un foncteur N’ de @(W, >) dans
@(?ﬂ, 0 ). Pour cela, il suffit de montrer que, si Z € @(W, >)o , alors on a
N"(Z)e 0(911, 0),. Par définition N"(Z)=2Z. l—[; associe Z({;zl) a
z€U.Pour tout e€ L, , on trouve

g,- 1.0 =1(e)eO(M, o)

il s'ensuit que Z—ZJ est une réalisation vague de O dans "NMm, L), par
construction des limites dans cette catégorie. Comme Z est une réalisa-
tion vague de o dans M, il est compatible avec les F,-limites projecti-
ves et les §'-limites inductives, car, par définition du prototype X, toute
limite de ce genre est équivalente & une limite canonique dans X.

Il en résulte que N"(Z)=Z. 727 est une réalisation vague de o
dans M, ce qui prouve l'existence d'une restriction N’ de N".

On notera N le foncteur !'.N' de O(M,Z) dans L.

111.3. Calcul du foncteur N.R.

N.R est un foncteur de L' dans L .

Si e€Ly, on a:
N'.R(e)=N'.q,=q,.1.p =I(e).
Si fee'.L. e, alors
N'.R(f)=q()(1.p)=(l(e) T I(e)),
I(u):g;ul(/)ZZ(/)(u) pour tout uel,,

c'est-a-dire N'. R(f) =1(f).
En conséquence N'.R =1, d'odt N.R=1".1].
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I11. 4. Détermination d'un élément de Nt(J, L' ) par les Hom.(-, e).

Supposons que FeM.$.L".
Pour simplifier, le couple ((f,x),Z)EH(F)X{Z} sera noté
(f;x). Soit
®p=(MM L"), ®p, H(F)*x{2})

le foncteur défini par
Qp(f;x)=Homy.(-,f) = mhomy.(-,[),
si (f,x)€H(F). Alors uy(®p) est défini, et
pi (®p) =(F, 75, ®p),

lorsque 7 est la surjection qui, a (e;x)e€ H(F)*x {2 }0, associe la

transformation naturelle IF(e;x) de Homp.(-, e) vers F telle que
Tp(e;x)(e') =(F(e'), t, Homy.(e', e)),
pour tout e’ €L, , soit l'application définie par:
t(bh)=F(y(e'.L.e)l(h))(x), pourtout heHomy.(e', e).
Désignons par & la sous-catégorie pleine de N(M, L") dont les

unités sont les foncteurs Homjy.(-,e), ou e€ L. En utilisant les résul-

tats qui précédent, on obtient:

PROPOSITION 1. Si Z =(W,Z MM, L")), s=1,2, sont deux fonc-
teurs compatibles avec les ]‘(L.-limiles inductives, si Z' =Z |Q, s =
1,2, et s'il existe Q' =(Z",, 2’, Z))e N(M, Q ), alors il existe une uni-
que transformation naturelle Q telle que:

0=(Zy, 0. Z;) e (M MM, L") er QJg = Q"

Cette proposition n'est évidemment qu'une forme modifiée (relative
v
aux foncteurs Homjy.(-,e) =m. bomL.(-, e), et non aux bomL.( -,e))

d'un résultat bien connu.

I11.5. Détermination d'un élément de ¢ par les foncteurs d'omission.

Soit 9 la sous-catégorie pleine de R(M, U’ ) dont les unités sont
les foncteurs F' = (m,f', U'" ) tels qu'il existe Fe¢ O, 0 )o vérifiant

F|y»=F'. (Rappelons que U'" est un sous-graphe multiplicatif de U’
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qui vérifie les conditions de 0. 4).
9 est équivalente a @(m,or). En effet, soit d le foncteur «res-

triction 3 U’ », de O(M, o) dans 9, défini par:
d(T)=T|y» si TeOM, o).
Par ailleurs, choisissons pour tout F'e€ 9, un dj(F')e @(311, 0)o tel que

do(F') IU" = F’. En vertu des hypothéses, il existe un unique foncteur

d = (@(m, 0),3’", 9) prolongeant d' , et une équivalence naturelle
r=(d'.d,r,0(N, o))

Comme d.d' =9, les catégories Y et O()ﬂ, o) sont équivalentes. A for-
tiori, d.! définit une équivalence de L’ vers 9.

Pour tout z € U, posons b, =[;za”. Si zeU', on a pz’a’:[‘;z, car

v, d(F)=p,(d".d(F))=d".d(F)(z)=p,(F).

Désignons par | la catégorie des couples définissant 1'ordre sur

U’ tel que:
z<z, a(z)<z e B(z)<z.

Ainsi | a pour seuls éléments les couples (z,z), (z,a(z)), (z,8(z)),

ou z € U'; de plus
a(z,2')=(z".2") et B(z,2')=(z 2), pour (z,z"')€el.

Supposons que F'e€ 9, . Nous allons montrer que Hom@)(-, F') est
| "-limite projective dans (M, D) d'un foncteur {F+ que nous allons cons-
truire explicitement.

Si G'e9,, soit C?;,,G, =(M, QF',G" ") le foncteur défini par:

Cpo g2, 2) = HomY (G'(B(2)), F'(a(z))),
QF',G'(Z' a(z)) =Homy(G'(z), F'(a(z))),
Lo (2. B(2)) = Homy(G'( B(2)), F'(z)),
pour tout z € U'. On constate 1'existence d'une limite projective naturalisée

V}‘"',G' :(g'F',G" ZI'«",G" HOm@(G'. F')7),

Yrrg(z:2)(b)=G'(z).T(w, si h=y(GCm3ImF')(T),
TeGCmOmMF', u=a(z).
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Si T'"=(G",T',G')¢€ Y, on lui associe une transformation natu-

relle Lxopo=(Lkrgn. Lpopes Lo o) définie par

Q’F.,T'(z, z)= Homj]'((T'(ﬁ(z)), F'(a(z))) si z€U’,
et on montre que Hom g( T', F') est l'unique application telle que

Ve gn@MHomg(T', F') " = Ly po Vi, o
D'ot il résulte qu'il existe une I*-limite projective naturalisée
Vigr = (L%, Vo, Homg(-, F') ")

dans (M, 9), définie comme suit:

Vil z,2)(G') =Yg (2, 2), sizelU’ et G'eDy,
C'F, est le foncteur de |’ dans B(W, 9) canoniquement associé au

foncteur de O dans R(M, I") associant Q'F',T' a T'ed.

Il existe une équivalence naturelle Of, de (%, vers le foncteur

CF' :(SR(?K,@),QF,, ") tel que, si z€u'. U’. u, on ait:
CF'(Z'ZZ):(p;L')F'(u): CF'(Z,G(Z)):(Z);)F'("')'
Lpo(z, Blz)) = (pr)F (=)

(si K est un foncteur de C’ dans M et b em, on note KP la transforma-

tion naturelle «crochet» du foncteur produit KA(h) vers KHh) telle que

Kh(e)((xi)ie/;‘(h)) :(xh(j))jea(h)’ si eeC, et x;€K(e)).

Il en résulte:

PROPOSITION 2. Avec les notations précédentes,
Ver=0p,mvp, = (g, Vg, Homg(-, F') ")

est une limite projective naturalisée dans N(M, D).

Le foncteur n associant T(d.l) 4 Te SR(S)R, D) définit une équi-
valence de N(M, D) dans N(M, L’ ). En particulier, il est compatible
avec les limites projectives, de sorte qu'il transforme V. en la limite pro-

jective naturalisée
;F':(ZF"EF" Hom@(-, F')(d. l)a).

Considérons le cas ou
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eelo et F'=d(l(e))=1(e)|y. -
Alors Hom (-, F'). d.l est équivalent au foncteur Hom;.(-, e), de sor

te que ce dernier est aussi une limite projective dans N(M, L") du fonc-

teur Zd{l(e))' De plus, si z€u'. U'. u, on obtient
Lpizo2)= Lplz,z).d 1= (ply.d. DHENW) = (p . 1)HeNu),
Cpr(z,a(z)) =(p DM, Towz, Blz))=(p, . 1)U,
On en déduit:

PROPOSITION 3. Soit Q' la sous-catégorie de R(M, L") engendrée par

les éléments p, 1, on z€U'. On a Qrelly, et = est forte pour M.

A. Soient Z et Z' deux réalisations vagues de = dans M telles que
ZIQ, = Z'IQ.. Soit e€L,. D'aprés ce qui précéde, Hom;.(-, e) est li-
mite projective du foncteur gd(l(e))‘ Or, par construction, ce foncteur prend
ses valeurs dans la sous-catégorie de %(?ﬂ, L) stable par mo-produits
engendrée par 2'; il en résulte, Z et Z' étant compatibles avec les M-
produits, que les foncteurs ZZd(l(e)) et Z'Zd(l(e)) sont équivalents.P':u
suite, Z et Z' étant compatibles avec les | -limites projectives (car 1 €N,

«s'identifie» & la catégorie image m( 1)’ €%,), les ensembles
Z(Homp.(-,e)) et Z'(Homp.(-,e))

sont équipotents. Ceci montre que Z|8 et Z'|Q sont des foncteurs équi-

valents.

Un foncteur F de L' dans M étant limite inductive d'un foncteur
de source H(F*x{2}ed" a valeurs dans 2, les foncteurs Z et AN
qui sont compatibles avec les §'-limites inductives, sont aussi équivalents.

Soient Z_ = (m,Zs, R(M, L)), s=1,2, deux foncteurs com-
patibles avec les }(L.-limites inductives et les g:o-limites projectives (par
exemple deux réalisations vagues de = dans ). Soit

Q" =(23, 0" Z7) e MM, ), o Z7=Z|q,, s=1,2.

~ Puisque toute unité de L est limite projective d'un foncteur & valeurs dans

L', il existe une unique transformation naturelle

Q' =(Zy, 9. Z7) e (M, L),
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telle que Z = Zle ,s=1,2, et Q"Q' = Q".
En utilisant la proposition 1, on étend Q' en une unique transfor-
mation naturelle Q =(Z,, 9,Z;) telle que Q|Q =Q'. Donc Q est la

seule transformation naturelle de Z; vers Z, prolongeant Q". \Y%

1. 6. Conclusion.
Calculons enfin le foncteur R. N de O(M, 2) dans @(m, >).
Supposons que Z 60(3“, 2)o. Alors R.N(Z)e O(m, %), est com-

patible avec les Fo-limites projectives et les d'-limites inductives. Pour

tout z€U', on a
R.N(Z)(p,1)=p, I(N(Z))=p L.I"(N(Z))=1.1'""N(Z)(z);
Ceci s'écrit
R.N(Z)(p, 1) =1.1(Z)(p,1).
En conséquence
R.N(Z)!Q.:l.l'(Z)|Q. .
Appliquant la proposition 3, il existe une unique transformation naturelle
E(Z)=(R.N(Z),£(Z),1.1(Z)) e (M, R(M, L"))
telle que f(Z)|Q, = {'. De plus _.;f(Z) est une équivalence.
Si Q=(Z,, 0, ZI)EO(W,Z), pour tout z€ U, on a

R.N(Q)(p 1) =p, L(N(Q)=p, . L.I(N(Q)=1.1I.N(Q)(u)
ce qui s'écrit
R.N(Q)(p,-1)=1.1(Q)(p,.1).
On en déduit
E(Z )1 1(Q)(p,. 1) =RN(QIE(Z, )b, 1),
d'ou, d'aprés la proposition 3,
£(Z,) ml1.I'(Q)=R.N(Q)m&(Z)).

En conséquence & =(R.N, £, [.I') est une transformation naturelle;

en fait, c'est une équivalence naturelle, _f_(Z) étant une équivalence pour

tout Z € O(M, = ), . 1l en résulte que R. N est équivalent a O(, =).
Donc L' est équivalente 3 O(J, 2), ce qui établit le point (77)
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du théoréme et achéve la démonstration de ce théoréme. V
Hl.7. Remarques.

Le théoréme 1 résoud le probléme de la spécifiabilité d'une caté-
gorie donnée par une esquisse «pas trop grosse», i.e. possédant un sous-
graphe multiplicatif «petit» qui peut étre considéré comme un systéme gé-
nérateur de I'esquisse [I.M.S.A.].

Nous étudierons ultérieurement des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'un sous-graphe multiplicatif de N(M, L") soit un sys-
téme générateur, dans ce sens, pour %(W, L"), ce qui fournira des crité-
res immédiats d'application du théoréme 1.

Le théoréme 1 montre, de plus, l'importance des foncteurs d'omis-
sion [;u. On peut d'ailleurs considérer ce résultat comme étant l'analogue
du lemme de Yoneda pour les catégories spécifiables.

Nous montrerons dans la partie IV la parenté de ces deux résultats

dans le cas purement projectif.
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IV. CRITERE DE M-SPECIFIABILITE PROJECTIVE

Le théoréme 1 montre que, si L  est équivalente & une catégorie
de la forme U(W, o), ou UES?"Q', elle est équivalente 2 la catégorie
OM, Z(R(M, L ))); ceci signifie que Z(N(M, L)) est une esquisse
des structures (i. e. des unités) et des morphismes de L.

Nous allons préciser ce théoréme en supposant que O est un type
particulier (trés fortement projectif). On pourra alors considérer une sous-
catégorie de RM, L"), équivalente & la duale L* de L', comme l'esquis-
se projective des structures et des morphismes de L' . Pour ce faire, nous

posons tout d'abord les définitions suivantes.

DEFINITION 1. On dit que K’ eg?" (resp. K’ eff)ih) est une catégo-
rie trés fortement projective (resp. inductive) si, =(K') désignant une
structure de Fo-type (resp. de (9,5, )-type) sur K correspondant & un
choix de limites, (K’ ) est forte pour tout V' €£§° (resp. 6‘9?3’0 ).

DEFINITION 2. Soit V' €£?°; on dit que L' est trés fortement V'-spé-
cifiable s'il existe un F,-type projectif =( K') sur une Wo-catégorie K tres
fortement projective tel que L' soit équivalente a O(V', Z(K")).
REMARQUE. Ces deux définitions dépendent de K', non du choix parti-
culier du type Z(K").

Soit (M) :(fm,,u.m) "le F,-type canonique sur M. Si L’ 63:'0
est une fmo—catégorie, on désigne par Z(R(M,L")) le Fo-type canonique
sur R(IM, L"), déduic de Z(M) comme en III. Soit L* la sous-catégorie
pleine de N(M, L") dont les objets sont tous les foncteurs représentables
(i.e. les foncteurs équivalents aux foncteurs de la forme HomL.(-, e),
ot ee€L,). On désigne par Z(L*) = (L* Kix) la Fo-sous-esquisse de
S(R(M, L)) restriction de Z(N(M, L)) a L*.

~

PROPOSITION 1. Lorsque L’ €£??° est une mo-cate’gorie trés fortement
inductive, Z(L*) est un Fo-type projectif et L* est une catégorie trés

fortement projective.
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A. A l'aide du plongement de Yoneda, L* s'identifie & une sous-ca-
tégorie de ?R(?ﬁ L"). Comme (M, L") s'identifie & une sous-catégorie
pleine de m(m L' ), la catégorie L* est équivalente & L*. Puisque L’
est une N o-catégorie trés fortement mductxve, L* est une I, -catégorie
trés fortement projective, ainsi que la catégorie équivalente L*; on en dé-

duit que Z(L*) est un F,-type projectif. V
Avec ces définitions et notations, nous énongons:

THEOREME 2. Soit L™ €%, une ﬁ(o-cate’gorie a ¥o-limites inductives. Pour
que L° soit trés fortement M-spécifiable, il faut et il suffit que les condi-
tions suivantes soient vérifiées:

(i) L' est trés fortement inductive.

(ii) L' est équivalente @ O(M,Z(L*)).

Les conditions (7) et (iZ) sont suffisantes, car elles entrainent que
L* est trés fortement projective d' aprés la proposition 1, de sorte que Z( L*)
est forte pour M.

Nous allons montrer qu'elles sont nécessaires en supposant que
o =(K g e 503:" est une Fo-esquisse forte pour M et que

I=(O(M,o),2,L7) e I'=(L",1',O(M, o))
sont deux foncteurs tels que

w=(I'.l,w L) e w=(L0w, 0Mo))
soient des équivalences. L' étant a Fo-limites inductives par hypothése,
3( L*) est un F,-type projectif.

La catégorie L* étant équivalente 4 L*, la catégorie O, s *))
est équivalente a @(m, 3), si Z=(L* M p*) est un ffo-type projectif
sur L*. Pour montrer que (i) est vérifiée, il suffit de voir que L' est équi-
valente & O( N, o).

IV. 1. Construction d'un foncteur N de O(J, o) dans O(M, =).

Soit Y« le foncteur de Yoneda de L’ vers R(M, L*). Pour tout
eelL’, le foncteur Y «(e) = Hompx(-, e) est compatible avec les limites

projectives, de sorte que Y;x prend ses valeurs dans la sous-catégorie plei-
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ne @(m, > ). Le foncteur Y I' admet donc pour restriction le foncteur
N=(O(M 2),N,ON o)),
défini par
N(T) =Homp+(-,I'(T)), pourtout TeO(M, o).

IV. 1. Construction d'un foncteur R de O(M, =) dans O(M, o).

Le foncteur Ygs de K* vers N(M, K°) admet pour restriction un
foncteur r* de K* vers O(M, o ); nous désignons son dual par
=M, o r K).

Posons r=1'*.7"; on a

r(z) = l'(HomK*(-, z)) pour tout ze€K.
Soit 7= (R(M, K" ), 7, R(M, L*)) le foncteur défini par
7(T)=Tr=T(I™* r'), pour tout TeN(M, L*).

Nous allons montrer que 7 admet pour restriction un foncteur R de

O(M, =) vers O(M, o). Pour cela, il suffit de voir que, si Fe O(M, Z),,
FF)=F.r=F. 1" re0(M, o).

Comme F et I"™ sont compatibles avec les limites projectives, ceci re-
vient 4 montrer que r' est compatible avec les F,-limites projectives, ou
encore que r™* est compatible avec les g:o-limites inductives. Or ceci est
un résultat connu [C.C.], car O(M, o) n'est autre que la sous-catégorie
pleine de N(M, K”') ayant pour objets les foncteurs compatibles avec les
¥,-limites projectives.

Il existe donc un foncteur

R=(0(MW, o), R UM Z))

défini par

R(T)=T(I* +') pourtout TeO(NM, Z).
IV.3. Calcul de R.N.

R. N est un foncteur de (‘)(?Il, o) vers O, o).

Soit F € O(?ﬂ, 0 )o - Par construction

R.N(F) =Hompx(-, I'(F)). 1™ r' = Homyx(1'™*.r'(-),I'(F)).
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I' définissant une équivalence de O(?II, o) vers L, le demier foncteur

est équivalent a
Hom(y 9, o y( 7°(-). F ) = Homyy 91 & y(Fs Y (<)) =
= Homy (1, k* )( Fo Y (<)),
Or celui-ci, d'aprés le lemme de Yoneda, est équivalent 2 F. Ainsi les

foncteurs R. N(F) et F sont équivalents.

Comme
R.N(T)(u) =Hompx(1'(r'(u)), I'(T)),

si Te@(?ﬂ. o) et u€K,, on en déduit facilement que le foncteur R. N

est équivalent au foncteur identité de O, o).
IV.4. L est une catégorie trés fortement inductive.

Pour montrer que L' est trés fortement inductive, il suffit de mon-
trer que L* est trés fortement projective, ou encore que la catégorie équi-
valente @(m, o )* est trés fortement projective.

Puisque O est forte pour M, il existe un sous-graphe multiplica-
tif K'" de K' tel que K" e, et vérifiant les conditions de la définition
d'une esquisse forte. A fortiori la sous-catégorie pleine K" de K’ ayant
K!' pour classe de ses unités vérifie aussi ces conditions. K’ étant une
mo-catégorie, K” efﬁlo . Puisque 7' est injectif, on a aussi r'(K") e?ﬁo .

Posons 8 = 7'( K”) et montrons que B vérifie les conditions d'une

esquisse forte relativement & un Fo-type sur O(M, o)*. Soit
J= (M, K", ;, 0N, 0))

le foncteur défini par:

j(T) =T|gn pour tout TeOM, o).
Ce foncteur détermine une équivalence de O(fm,a) sur une sous-catégo-
rie pleine ® de (M, K" ). Puisque K" est une sous-catégorie pleine
de K, l'ensemble B définit aussi une sous-catégorie pleine de O(M, o ),
etl'ona j(B) =j(r(K"))= Yex(K"), car
j(r'(z)) = HomK*(-, Z)IKn- = HomKn*(-, z) = YK,,*(z)

pour tout z € K",
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Comme 9 est une sous-catégorie pleine de N(M, K** ) contenant j(B)
et que N(M, K" ) est la sous-catégorie de N(M, K"") saturée par F,-
limites inductives engendrée par Ygnx(K")=j7( 8 ), la sous-catégorie
de 9 saturée par Fo-limites inductives engendrée par j( 8) efﬁlo est iden-
tique 3 D. Par conséquent 9 est trés fortement inductive, de méme que
la catégorie équivalente O( M, o).

A fortiori (3(311, o )J* est trés fortement projective.
IV.5. N.R est équivalent a |'identité.

N.R est un foncteur de O(M, =) vers O(NM, =).

Soit Ze (M, =), et posons:

Z'=N.R(Z)=N(Z.r) =Hompx(-, I'(Z.1%.7')).

Montrons que les foncteurs Z et Z' sont équivalents, c'est-a-dire que les
foncteurs Z.[I'™* et Z'. 1™ le sont. D'aprés IV .4 il suffit de voir que leurs
restrictions 2 8 sont équivalentes.

Puisque /' détermine une équivalence, le foncteur

Z'. I ¢ = Hompx(1™. 7' (-), I'(Z.1™. 1))
est équivalent au foncteur
Hom(_\)(fm' 0')*("(')’ Z. 1% ¢') = Homgn(le')(Z. 17, ¢, Yes(-))

qui, d'aprés le lemme de Yoneda, est équivalent & Z.I™. r'. Il en résulte
que les restrictions & 7'(K") des foncteurs Z.I'™ et Z'.[I'"* sont équiva-
lentes, r' étant injectif.

On en déduit comme dans III que N. R est équivalent au foncteur
identité de O(M, =). Donc O(M, o) et O(M, Z) sont équivalentes.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.
IV.6. Remarques.

Les foncteurs d'omission de @(Dﬂ, Z(E*)) dans M sont des fonc-
teurs représentables, ce qui explique la parenté annoncée plus haut entre

ces foncteurs et les foncteurs Hom.(-, e), ot e€ L.
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Remarquons d'autre part que les résultats de [L.P.L.G.], trouvés
indépendamment et par des méthodes différentes, sont assez proches du
théoréme 2. Cependant ce dernier théoréme semble plus général, puisqu'il
suppose seulement que K admet un systéme générateur « assez petit»,
alors que les résultats de [L.P.L.G.] supposent que K = K”. Il n'en de-
meure pas moins que les conditions (K;) et (K2) de [L.P.L.G.] fournis-

sent des conditions suffisantes d'application du théoréme 2.
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