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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII, 2
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

ESPACES FONCTIONNELS QUASI-UNIFORMES

par Jean-Marc CORDIER

Introduction.

Alors que la topologie d'un groupe topologique est sous-jacente a
une structure uniforme, celle d'un groupoide topologique peut ne pas eétre
uniformisable. Toutefois un groupoide topologique microtransitif vérifie
«localements les axiomes d'une structure uniforme. C'est ce qui a conduit
a introduire dans [ 1] des structures quasi-uniformes (& ne pas confondre
avec les structures quasi-uniformes au sens de [5]), dont les topologies
et les structures uniformes sont des cas «limites». La catégorie des appli-
cations quasi-uniformes a été considérée dans [1] ee [3]. Le présent
article a pour but de construire diverses structures quasi-uniformes sur des
espaces d'applications, généralisant les résultats connus sur les espaces
fonctionnels uniformes.

Soient E un ensemble et x' une structure quasi-uniforme sur E’,
associée a une partition (A;);; de E. L'ensemble M' des applications
de E dans E’' appliquant E tout entier dans I'un des A’ est muni d'une
structure quasi-uniforme. Celle—ci est utilisée pour définir la structure de
' pseudo-convergence quasi-uniforme 9( u',u) sur l'ensemble Mq(u’, u)
des applications quasi-uniformes de u vers u', lorsque u est une struc-
ture quasi-uniforme sur E. On détermine ainsi une auto-domination [ 2]
de la catégorie des applications quasi-uniformes. Une construction analo-
gue permet d'obtenir la structure de 0-convergence quasi-uniforme Qa(u', u)
associée a la donnée d'un ensemble o de parties de E. Si u vérifie cer-
taines conditions, la topologie de la convergence compacte est encadrée
par les topologies sous-jacentes a Qu,u) eta Qc(u', u), ot c estl'en-
semble des compacts de la topologie sous-jacente & u. L'ensemble de tou-
tes les applications de E dans E' est aussi muni d'une structure quasi-

uniforme. Terminologie et notations sont celles de [ 1], [2] et [4].
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1. Structures quasi-uniformes.

Soit E un ensemble. On désigne par ( E X E )o le groupoide des cou-
ples associé & E. Si V est une partie de EXE etsi V= V-1 dans le

groupoide (E XE ), nous dirons que V est une partie symétrique de E X E.

DEFINITIONS.

I. On appelle structure quasi-uniforme sur l'ensemble E un couple
((A;);ep» &), ot (A;); ¢ estune partition de E et ¢ une application de I
dans la classe des filtres sur EX E vérifiant les conditions suivantes:

1. Pour tout i €l, le filtre ¢ (i) admet.une base formée de parties
symétriques V de E XE telles que la diagonale AAide AiXAi soit conte-
nue dans V.

2. S8i V,ed (i), il existe Vi€ p(i) tel que V) soit une partie sy-
métrique de EXE et que les conditions jel et A 4, NV, £ @ entrainent

'existence d'un V} € $(j) pour lequel Vio V]'- C V;.

II. Soient #' = ((Ai')iel’ b') et u= ((Aj)je]’ ¢) deux structures
quasi-uniformes sur E' et E respectivement. On dira que (u', f, u) est une
application quasi-uniforme si ( E', f, E) est une application telle que:

1. pour tout j€ ], il existe i €1 tel que f( A].) C Al

2. si i€l etsi f( A].) C A}, pour tout V'€ ¢'(i) il existe VeNi)
tel que (fX/f)(V)CV".

III. Soit » = ((Al-)id, ¢) une structure quasi-uniforme sur l'ensem-
ble E. On appelle topologie sous-jacente @ u et 'on note 7T(u) la topolo-
gie sur E telleque [1], si x¢ A, le filtre des voisinages de x soit en-

gendré par |'ensemble des V(x), ou
Ved(i) et V(x)={yeE | (x,y)eV}.

On notera &, la classe des structures quasi-uniformes sur les en-
sembles appartenant 4 un univers U; c'est une classe d'objets de la catégo-
rie ° des applications quasi-uniformes associée & 1'univers U. Soit g le
foncteur d'oubli canonique de 2° vers la catégorie M° des applications as-
sociée a U. Le foncteur g est un foncteur d'homomorphismes saturé: Si

u = ((Ai)z'el' ¢) est une structure quasi-uniforme sur E et si [ est une

11%



ESPACES FONCTIONNELS QUASI-UNIFORMES 3

bijection de E sur E’, alors ((/(Ai))iel’ ¢’ est une structure quasi-uni-
forme sur E', dite image de u par [ et notée fu,ot ¢'(i)=(fX[f)E(i).

La catégorie Qo est a K -limites inductives et & K -limites projec-
tives pour toute catégorie K' telle que K eU. Le foncteur g est compa-
tible avec les limites projectives et inductives. Il est aussi —-étalant: Si
u :((Az‘)iel' ¢) est une structure quasi-uniforme sur E eU et si E' est
une partie de E, il existe une g-sous-structure de u définie par E', & sa-
voir la structure u' = ((A]f)].sj, ¢') telle que J = {iel ‘Az.ﬂE' 207},
que A;. = A].ﬁE' et que ¢'(j) soit le filtre induit par ¢(j) sur E' x E’
pour j € | . On appelle #' la structure quasi-uniforme induite par z sur E’

et on la note u/ E".

EXEMPLES.

I. Soit T une topologie sur E. Pour chaque x € E, soit ¢(x) le
filtre sur E admettant pour base |'ensemble des VXV, ou V est un voi-
sinage de x. Alors (( {x })er’ ¢) est une structure quasi-uniforme, dont
la topologie sous-jacente est T. La catégorie J° des applications conti-

nues associée 2 U s'identifie 4 une sous-catégorie pleine de Qo .

II. Si Y est une structure uniforme sur E, alors (( EI)IE{Z}' ¢),
ot E,=E eton ¢(1) =Y, est une structure quasi-uniforme. La catégo-
rie 0° des applications uniformément continues associée a U s'identifie
4 la sous—catégorie pleine de 2° ayant pour objets les structures quasi-

uniformes dont la partition est indexée par { I}.

III. On notera (5’21)0 I'"ensemble des structures quasi-uniformes
u= ((Az')isl’ ¢)e 90 telles que AZ.XAl.eqf(z’) pour tout i€, c'est-a-
dire telles que A, soit ouvert et fermé dans 7(u) pour tout 7. Soit 9;’
la sous-catégorie pleine de 2° dont (5’21)0 est la classe d'objets. Parmi
les éléments de (5’21)0 figurent les structures quasi-discrétes, i.e. les

structures quasi-uniformes u :((Ai)i€,,¢) telles que la diagonale de

N

A, appartienne & ¢(i) pour tout i€l.

PROPOSITION. Soit u = ((Az')iel' ¢) une structure quasi-uniforme sur
EelU. Alors u appartient a (.921)o si, et seulement si, u est somme dans

Qe de structures uniformes (resp. des structures uniformes (u/ Ai)iel)‘

115



4 j.-M. CORDIER

PREUVE. 1° Supposons u 6(91)0 . Pour tout 7€ la structure quasi-uni-
forme u,= u/ A; induite par u sur A; s'identifie a une structure uniforme.
Notons v; l'injection canonique de A, dans E;ona 9, =(u,v,, u;) €2.

Soit ( g;);c; une famille d'applications quasi-uniformes, ol
Bi=(u.gpu)ed e w =((A1). ;. ¢).
Notons g I'application réunion des (g;); ;. Soit 7€l; il existe j€] tel
que g(A,) CA]!. Si V'ed'(j), il existe Ve (i) vérifiant
ng(Vﬂ(AiXAi)) = gngi(Vﬂ(AiXAi)) cVv.

car giefz. Puisque A;X A, appartient a ¢(i), son intersection avec Vy

appartient aussi, de sorte que (', g, u) est l'unique application quasi-

uniforme ¢ telle que go 0, = g, pour tout i €l. Ainsi u est une somme de
[o]

(”z’)z‘sl dans 2°.

20 Inversement si u,€ Q. s'identifie 3 une structure uniforme Y;
sur A, pour tout 7 €[, la structure quasi-uniforme « sur E = l.g, A, somme
de (u;);ep esttelle que u =((A,), . ¢), ou ¢(i) désigne le filtre sur
EXE engendré par Y. Par suite A;XA € ¢(i), et u 6(91)0 .

COROLLAIRE. Une structure quasi-uniforme u =((A;); . ¢) est quasi-
discréte si et seulement si u est somme de structures uniformes discrétes

(resp. des structures uniformes discrétes u/A;).

DEFINITIONS.

I. Une structure quasi-uniforme u sera dite séparée si sa topologie
sous-jacente T(u) est séparée.

II. Soit u = ((A]»)]-Ej. ¢ ) une structure quasi-uniforme sur E. On
dit que F est un filtre de Cauchy pour u (relativement @ ¢(j)) si F est
un filtre sur E et si pour tout V € & j) il existe E' € F tel que E'XE' CV.

III. Si tout filtre de Cauchy pour u converge dans la topologie 7( ),

on dit que u est une structure quasi-uniforme compléte.

STRUCTURES QUASI-METRIQUES.
Soit @ un nombre réel strictement positif; [0, a] désignera l'inter-

valle fermé des nombres réels compris entre 0 et a.

DEFINITION. On appelle gquasi-écart sur un ensemble E une famille d'ap-

146
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plications (/]-)]-ej telle qu'il existe une partition (A]-)]-GJ de E vérifiant
les conditions suivantes: |

1. Pour tout j€], f]. est une application de a(/]-) dans [0, +®],
ol a(f]-) est une partie symétrique de E X E contenant A;X 4.

2.0n a /']-(x,x)*—'O pour tout xeA]-,
fj(x’y) :f].(y,x) si (x,y)ea(/].).

-1
3. Il existe a;>0 tel que, pour tout ;'€ ] pour lequel fj( (o, aj] )

rencontre la diagonale de A]., X A].. , il existe un b]-. > 0 vérifiant:

-1 -1
a) /, ([O,a].])o/j.([O,b].- 1) calf);
b) f]-(x,y) \<fj(x,z)+f-,(z,y) si f]-(x,z)Sa]- et /].v(z,y)é bi"

Si ces conditions sont remplies, on obtient une structure quasi-uni-
forme g = ((A].)].Ej, ¢ ), dite sous-jacente au quasi-écart, en prenant pour
¢(j), ou je], le filtre ayant pour base l'ensemble B]- formé des V;-z

-1
ou V&=f (l0,a]l)eta>o0.
Si (/j)jej est un quasi-écart fini (i. e. f]~ prend des valeurs finies

seulement), vérifiant de plus la condition:

4. /7‘(’" y) =0 entraine x = y,
alors on dit que s = (A]., /j)jej est une structure quasi-métrique.
DEFINITION. Soient s’ = (A,z"a"i)iel et s =(A]«, dj)je] deux structures
quasi-métriques sur E’' et E respectivement. Le triplet (s', f, s) est appe-

1é application k-quasi-métrique si { est une application de E dans E' vé-

rifiant la condition: Pour tout j€ [, il existe i €1 tel que
f(A]-) cAj, (/Xf)(a(d].)) Cal(d;),
d;(f(x),f(y))< kd(x,y) pour (x,y) €ald;).
Si & =1, on appelle (s', [, s) une application quasi-métrique,
STRUCTURES QUASI-UNIFORMES STRICTES.
Rappelons [ 1] qu'une structure quasi-uniforme « =((A,). 1, ¢)
sur E est dite stricte si, pour tout i €1, il existe une base ¢(i) de P(i)
telle que, si Ved(i), pour tout (x,y) €V, il existe x' € A; pour lequel

(x,x')€V et (y,x')€V. Une telle base est dite base stricte.
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2. Structure de pseudo-convergence quasi-uniforme.

La catégorie Qo des applications quasi-uniformes associée a 'uni-
vers U est a I-produits (1] pour tout I€U. Nous considérons toujours
sur 20 le foncteur I-produits appliqué par le foncteur g sur le foncteur /-
produits canonique sur Mo .

Soit E un ensemble appartenant a U; on notera ug la structure qua-
si-uniforme sur E qui s'identifie & la structure uniforme «discréte», par
Xg le foncteur de 2o vers 2o qui, a tout heQ, associe I'application
quasi-uniforme produit A Xqu, en notant 7, l'application quasi-uniforme

cdentitér de u € 2, .

PROPOSITION. Soient E'e€l et o' =((A;)i€,,¢’) une structure quasi-
uniforme sur E'. 1l existe une structure quasi-uniforme U' sur une partie
M' de I'ensemble W(E', E) des applications de E dans E' telle que U’
soit un Xp-objet colibre associé a u'. Si u' est séparée (resp. stricte),
U' est séparée (resp. stricte).

PREUVE. 1° Pour chaque 7 €1, posons

@ ={7eME,E) | f(E)cAL}, e M = UQ

iel 1

On définit une structure quasi-uniforme U’ = ((®@}),,;, ®') sur M' en no-
tant ®'( i), pour tout 7 €], le filtre engendré sur M’ X M’ par l'ensemble
des V' <E?>, ou

Vi<E>={(p,ppemxm | Ly, fI1(E)cv'},
V' parcourant la base formée des parties symétriques de ¢'(i). En effet,
si V' est symétrique, V'<E> l'est aussi, et

VIKE>NV"<E> =(V'NV")<E>,
On a A@{ cN®' (i), car fe€ @Z' et x € E entrainent
I3
(f(x), f(x))elyiCV.
z

Soit V <E>e®'(i); a V €¢'(i) correspond un V' € ¢’(i) vérifiant
I'axiome 2 des structures quasi-uniformes, et V' <E> appartienta ®'(i).

Soit j tel que V’<E>mA(f;7ﬁ D; ceci inplique V'NA, # O, de sorte
] 7
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qu'il existe W € ¢'(j) tel que V'o W CV ; il s"ensuit
W<E>e®(j) et V'<E>0o WSE> Cc V<E>,

20 Soit U' Xug la structure quasi-uniforme produit de U' et de ug

et soit v l'application de q( U'Xug) = M'XE dans E’ telle que
v((f,x))=f(x), pourtout (f,x)eM XE.

v définit une application quasi-uniforme o =(u', v, U' Xug).

Soit u" = ((B])]s

et soit g =(u', g, u" "Xup) une application quasi-uniforme. Pour tout j €]

7 ¢" ) une structure quasi-uniforme sur E" el,

il existe ijel tel que g(B; ¥XE) CA:"]" Soient x" € E” et g _u I'applica-
tion de E dans E' définie par gyn(x)=g(x",x); si x" €Bj ,ou jeJ,
on a gx..e@... Soit g’ l'application de E” dans M' définie par g'(x") =
g.n- Elle deﬁmt une application quasi-uniforme (U', g', #" ), qui est l'u-
nique g '€ Q vérifiant Do(g'Xi, )— g.

3o Supposons u' séparé; soient feM et f"eM tels que f(x)€A;,
['(x) €A]'. et f(x)# f'(x) pour un certain x € E. Il existe Vi’egb'(z') et
V]f eqﬁ'(j) tels que Vi'(f(x))ﬂV].'(f’(x)) =@. Comme Vl.'<E> ed’(7)
et V]’-<E> €e®’(j), on trouve

Vi<E>(f)NV<E> (f)=0.
En effet, si g appartenait a cette intersection, les relations
(f(x), g(x))eV; et (f'(x),g(x})EVj'

entraineraient Vz.'(f(x))ﬁV}.'(f'(x)) # D . Donc U' est séparée.

-30 Supposons u’ stricte. Soient i €1 et B(i7) une base stricte de
%' 7). L'ensemble B(i) des VZ.< E>,ou V,e€B(i), est une base du fil-
tre ®'(7). Soient V,eB(i) et (f,g)eV,<E>; pour tout x€ E, on a
(f(x), g(x))€V,, de sorte qu'il existe y, €A tel que (f(x),y,) et
"g'x).y,) appartiennent 2 V;. Soit b l'applicationde E dans E’ définie
par hfx) =y, . On obtient .
hed:, (f,b)eV,<E>, (g, h)eV,<E>.

Ceci prouve que U' est stricte.
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COROLLAIRE. U' est la moins fine des structures quasi-uniformes sur M’

rendant 'application v quasi-uniforme de U'Xugp vers u'.

DEFINITION. La structure quasi-uniforme U’ définie dans la proposition
précédente sera appelée structure de pseudo-convergence quasi-uniforme

associée a (u', E) etnotée 2(u', E).

PROPOSITION. Il existe un isomorphisme de u' sur une sous-structure qua-
si-uniforme U; de U'. Si u' est séparée, q(Uj) est fermé dans la topolo-
gie T(U') sous-jacente a U’.

PREUVE. Soit b l'application de E’' dans M' associant & y € E' 1'appli-
cation constante 7 (telle que F(x) = y pour tout x € E). On voit que b
définit un isomorphisme de u' sur la structure quasi-uniforme U} induite

par U’ sur b(E'), car, pour tout Ve (i), on a
(bXb)(V)=VL<E>N(b(E')Xb(E")).

Supposons u' séparée et fe€ M’ adhérent & b( E'). Soit x € E et posons
y=/[(x). Si y appartient & A, alors f( E) est contenu dans A; , par.dé-
finition de M'. Si x' € E et si f(x') Z ¥y, il existe V€ @(i) tel que 'on
ait V(y)NV([f(x')) #D, et il existe V'e€d(i) vérifiant V', V' C V.
Comme [ est adhérenta b(E'), il existe z€ E' tel que £e V'SE>(f). Il
en résulte: (f(x),z)eV' et (z,f(x'))eV', dou

(y, f(x"))=(f(x),z)o(z,f(x')) €V'e V' CV.

Ceci étant impossible, y = f(x') et par suite f = ye b(E’).

PROPOSITION. Supposons que u' soit séparée et vérifie la condition (C):
On a x€ A} si x est point limite dans T(u') d'un filtre de Cauchy pour u'
relativement @ ¢'(i). Alors U' est complet ssi u' est complet. En particu-
lier U' est complet si u' est complet et appartient a (91 Jo -
PREUVE. 1° Comme z' est séparée, u' est isomorphe a Uj et q(Uj) est
fermé dans T(U') (proposition précédente). Donc u' est complet si U’
est complet.

2° Supposons u' complet et soit F un filtre de Cauchy pour U’ re-

lativement & ®'(i). Pour tout x € E, 1'application x de M’ dans E' défi-

120
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nie par g ~g( x) étant quasi-uniforme de U’ vers ', le filire x F image
de F par x est un filtre de Cauchy relativement 2 ¢'(i) et X F converge
vers un unique f(x); d'aprés la condition (C), f(x) appartient &2 A!. Par
suite l'application f: x »f(x) de E dans E' appartient a @;.. Soient V'
un élément de @'(i) et V" un élément associé & V' par I'axiome 2. Il
existe- We @' (i) tel que V"o W CV' et il existe X € F tel que XXX soit
contenu dans W<E >. Montrons que X est contenu dans V'<E>(f). En
effet, soient f'€X et x'€ E et considérons (f(x'), f'(x')). Comme x'F
converge vers f(x') et que V"(f(x')) est un voisinage de f(x'), on a
VP(f(x')Nx'(X) #D. 1l existe donc "€ X tel que (f(x'), f"(x'))eV"

et, ({", ') appartenant 3 X XX, on trouve
(f(x" ), f1(x")) =(f(x" ) f"(x"))o(["(x'), f'(x')) V"W CV".

Par conséquent F converge vers f dans 7(U’'), et U' est complet.
PROPOSITION. Si T est une topologie sur E, I'ensemble M', des fe M’
tels que (7T(u'), [, T) soit continue est fermé dans T(U'). Si u estune
structure quasi-uniforme ((A]-)]-ej,cﬁ) sur E, l'ensemble M’q des feM'
tels que (u', [, u) soit quasi-uniforme est fermé dans T(U').
PREUVE. Soit T une topologie sur E et soit f un élément de (‘f'z adhé-
rent a M;. Soit Ve ¢'(i); il existe V' e ¢'(i) symétrique tel que V'o V'’
soit contenu dans V; soit V" un élément de ¢' (i) associé a V' par l'axi-
ome 2. Puisque V'NV" e d'(i), il existe W symétrique vérifiant

Wed' (i), WoWC V'NV" e« WCV'NV".
W<E>(f) étant un voisinage de [ dans 7T(U’), il existe ge M’ tel que
(f. g)eW<E>.Sji'€el esttel que geﬂlf,, on a V"ﬂAA,¢ D, car

zl
(g(x), glx))=((g(x), f(x))o(f(x), g(x))eWoWCV",

pour x € E. Il existe donc W' e @d'(i') tel que V"o W' CV' et, W'(g(x))

étant un voisinage de g( x), il existe un voisinage Y de x tel que g(Y)

soit contenu dans W'(g(x)). Pour x’€ Y, on trouve:

(f(x), f(x')) =(f(x),g(x))o(g(x),g(x'))o(gl(x'), f(x'))
EWo WoWCV" o Wo VI CVo V' CV.

124
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Donc f(Y) CV(f(x)), c'est-a-dire f€ Mé.

20 Si u est une structure quasi-uniforme sur E, on démontre de

méme que M'q est fermé dans 7( u).

EXEMPLES. 1° Si u' s'identifie a4 une topologie T', on a U'1= U’', de sor-
te que Q(u', E) est isomorphe & u'.

20 Si u' s'identifie & une structure uniforme, on a M' =M(E’', E)
et la structure quasi-uniforme U' = Q(u', E) s'identifie a la structure uni-
forme de la convergence uniforme sur M( E', E). Ainsi les propositions

précédentes généralisent les résultats classiques sur cette structure.
3. Domination de la catégorie des applications quasi-uniformes.

Soient ' =((A}); @) et u=(( Aj)je]' @) deux structures

quasi-uniformes sur E' et sur E respectivement, et soit Mq{u’, u) 1'en-

semble des applications quasi-uniformes f=(u',f, u).

PROPOSITION. [l existe une structure quasi-uniforme sur Mq(u', u), no-
tée Q(u', u), isomorphe & une sous-structure quasi-uniforme du produit
des structures quasi-uniformes Q( u', A].), ou j€], et telle que Au',u)
soit isomorphe a 5,’2( u',E) si u= ug (resp. a une sous-structure quasi-uni-
forme de Q(u',E) si u s'identifie & une structure uniforme). Si u' est

séparée (resp. stricte), Au',u) est séparée (resp. stricte).
PREUVE. Si feM(E', E), notons /; la restriction f/ A; de [ 2 A. Soit
@ ={feME, A | [4)cCa) e M= @y,
Notons U]! =(( @'ij)iel’ Q}.) lf structure de pseudo-convergence QA w', A].).
La structure quasi-uniforme U produit de (U;')je] est définie comme suit:
O=((Q)p ¢, ou [=1,

ik :jIEI]@;.jf et (1) = jEI]Q].'(i].) Si=(i)
Il existe une application injective p’ de Mq( u', u) dans M= q( 0) , qui
associe (fj)je] af=(u.f, u)qu(u', u). En effet, pour tout j€],il
existe z'].sl tel que f( A].) soit contenu dans A;: de sorte que p'(f) =
(1;);e; appartient & A@} , ot i‘:(z'].)].ej. Soient U’ la structure quasi-u-
niforme induite par U sur p'(Mq(u', u)) =& et A u', u) la structure
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quasi-uniforme image réciproque de U’ par p’. On a:
Q(u',u)Z((Bk)keK,l/J), ot K={rel|@N& 20}
et, si k—(z)]E]
k—{/eM (', u) |V7€] f e&‘f} Y(k) = (P ><ﬁ)¢(le)
ot ¢'(k) est le filtre induit par d( k) sur & xE'.

1o Supposons que u s'identifie & une structure uniforme, i.e. que
I =11}, et soit M’ 1'ensemble (considéré dans le n° 1) des fem( E', E)
tels que f( E) soit contenu dans l'un des A']-. Alors &' s'identifie & 1'en-
semble des fe M’ tels que (u',f,u) €2, et p' définit un isomorphisme
de 9( #', u) sur la sous-structure induite par Q(u', E) sur M'q. Si u est
la structure uniforme discréte ug, on a M'q = M'; donc Q(u', u) est iso-
morphe a QAu',E).

20 Si u' est séparée (resp. stricte), U’ est séparée (resp. stricte)

pour tout j € ], d'aprés le n° 2, donc U= HJU' est séparée (resp. stricte)
je

de méme que la structure induite U'. A fortiori (u', u) est séparée (resp.

stricte) -

Nous conserverons les notations de la démonstration précédente.

Pour tout & = (z] )]e] € K, nous posons

vi/A, = F D eM (u u) XM y(u' ) | (7. 71ca) cvl,

pour tout V'e ' (z].). Soit B'(k) 1'ensemble des V' /A]-/, ol je] et
Vieg( z'].). Les éléments de B'( k) seront appelés entourages élémentai-

res de U(k).

PROPOSITION. On a Q(u', u) =((By), k- ¥), o2 (k) admet pour base
I'ensemble 53(/2) des intersections finies d'éléments de %'(k).

PREUVE. Notons 77 la bijection qui associe ((f ). ey (f] )] €]) a la famil-

le ((/j‘fj))jej'smtk_(lj)je]
ble des parties W de M (u’,u)><M (u',u) telles que (p'Xp')( W)=

Vﬁ(g x & ), ou V est de la forme suivante: V = 77( IBW .}, ou 1l existe
je

€ K. Le filtre L,l/( k) a pour base l'ensem-

une partie finie [’ de | telle que:

W= VISA> ot VIed (i), sije]’, W= M XM, si j£ ]
] V] A] ,ouV]€¢(z]) 5176],W] M]X 151]1:‘]
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Si f=(u'fru)eQ et ['=(u',f u)eQ, alors (', f) appartient & W

ssi (/j', /].) appartient a W] pour tout j €], c'est-a-dire ssi
[/",7](A].) = [£,£,)(A;) CV; pour rour je]".

Par conséquent W = ].Q],vj'/ A;/ appartient 2 B(k). Ainsi B(k) est une
base de Y(k).

PROPOSITION. Il existe un isomorphisme b de u' sur une sous-structure
quasi-uniforme de Q(u', u). Si u' est séparée, b( E') est fermé dans la

topologie 7‘(9( u,u)).

PREUVE. Si x'€ E' soit &' (resp. a'c';.) I'application constante sur x' de E
(resp. de A].) dans E'. D'aprés le n°® 2 I'application b].: x' —':?; définit un
isomorphisme de u' sur une sous-structure u;. de U]f, pour tout j€]. Par
suite 1'application &': x' —'(fc']f)jej définit un isomorphisme de ' sur une
sous-structure #' de U.Comme b'(E’) est contenu dans & , 1'application
p"lb' qui associe %' & x' définit un isomorphisme b de %' sur une sous-
structure de 9( u',u). Supposons u' séparée; b].( E') étant fermé dans
T( U}) pour tout j€] (n°2), b'(E’) est fermé dans T(U) = ].QJ'T(U].') |
en résulte que b( E') est fermé dans 7((u', u)).

PROPOSITION. Supposons ue(E’ZI )o. Alors &' est fermé dans la topolo-
gie T =1( ].IEIJ Ujf). Si u' est séparée, alors ', u) est complet si, et

seulement si, u' est complet.

PREUVE. 1° y est somme des structures uniformes induites u/ A]., ol

j €] (voir n° 1) . Par suite & = ].IE—I]M]'., ol M;. = q(fz(u', u/A]. )). Vule

n° 2, M;. est fermé dans 7( U].') . Il s'ensuit que &' est fermé dans T.

2° Supposons u' séparée. D'aprés la proposition précédente, b( E')
est fermé dans T(Q(u', u)), de sorte que u' est complet si Q(u', u) est
complet. Inversement si #' est complet, Ujf est complet pour tout j€J,
d'aprés le n° 2; donc U est complet et, &' étant fermé, Q(u', u) est aus-

si complet.

PROPOSITION. Il existe une catégorie q-dominée (2°,D) telle que ['on
ait D(uw',u)=2u, u) pour tout couple (u', u) de structures quasi-uni-

formes. De plus (2°,D) est tensoriellement q-dominée en u, pour toute
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Structure quasi-discréte u.
PREUVE. 1° Supposons que

“ :((Af)ie]’¢)' w = (A g @) et ut =((4])jer ¢")

1
soient des structures quasi-uniformes sur E, sur E' et sur E” respective-
ment. Conservons les notations précédentes pour Au,u) et posons
Aumu)= ((Bphege ¥'). Si fl= ", 1", u') €2, montrons que 1'—app1i-
cation 4 de Mq( u',u) dans Mq(u”, u) qui, a tout b, associe f'o b défi-
nit une application quasi-uniforme D(/-;, u) de 5’2( u',u) vers Q(u", u).
En effer, pour tout i€l il existe [;€L tel que f'(A}) CA;'Z_. Soit k& =
(Zj)je] eK. Si &k :(li]')je]’ on a k'eK' et d(Bk) CB',. Soit V /A]./
un entourage élémentaire de Y'(k'); pour tout j€ J, il existe V].' e (z']-))

tel que (f'Xf')( V].') CV". On en déduit
V]-'/ A]-/ EY(k) et (dXd)(V]-'/A]./)CV"/A]-/,

ce qui prouve 1'affirmation.
De méme, soit f—:(u'. fou) €Q et soit &' I' application de Mq( u",u')
dans Mq( u"”,u) qui associe 207 a b. Montrons que d' définit une appli-
cation quasi-uniforme D( ", 7) de 2 u",u') vers Q u”, u). Pour tout
j€], il existe z'].GI tel que f( A].) CAZ.’],. Supposons

Qum u')=((By)pegmh™) et E"=(1,),, €K".
Nous avons

R = (1) €K' et d'(Bya) CBy
Soit V"/ A]./ un entourage élémentaire de Y '(k'); on a
ves AL/ eym(k") et (d'Xd)NV"/ AL /)cvry/ A]./ .

i oy
Soient f; et { des applications quasi-uniformes de u” vers uj et u vers u’
respectivement. L'application de Mq(u", u') dans Mq( u1', #) qui associe
frobof a b définit 1'application quasi-uniforme D( [, u)oD(u",[) de
9( u",u') vers 32( u'1, u}; on la notera D(/}, f—). Comme Mq(u', u) appar-
tient 2 I'univers U, I'application associant D(f, f—) a(fp Fle2xQ de-
finit un foncteur D de 2° x 2* vers 2° tel que go D = HomQ. Autrement

. o 2 . c A
dit, (2°,D) est une catégorie g-dominée.
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14 J.-M. CORDIER

-, 20 Soit u =((A].)].€],¢) une structure quasi-discréte sur Eel
et sdit x, le foncteur de 92° vers 2° associant ZXz'u 3 b. Soit u' =
((Alf)iel, ¢') une structure quasi-uniforme sur E’ 611; nous reprenons les
notations du début du paragraphe. Montrons que 9( u',u)=(( Bk)keK’ L,ZJ)
est un X -objet colibre associé a u'. En effet, soit v l'application de
Mq(u’, #)XE dans E' qui associe f(x) a (/—, x), ou /7=(u', [, u) - Soit
k :(ij)je] €K;on a ’U(BkXA].) CAz"]. et, si V' €¢'(z'].), alors

vXV(T(V/ A/ XD 4 ) Vo TUT, ) (x5 ) = (F 2 x)u ([ %))

Par conséquent v définit une application quasi-uniforme v de Au', u)xu
vers u'. Soient de plus u" = ((A'f)leL' ¢&") une structure quasi-uniforme

sur E"ell et g une application quasi-uniforme ( u’, g, u"Xu). Pour tout
| I
]
Alp. Pour tout x" € E”, l'application associant g(x",x) a x € E définit

couple (/,j)e LX], il existe ;€ tel que g( A'l' ><A],) soit contenu dans
une application quasi-uniforme g » de u vers u' (& savoir go [z, iu] ).
Soit g' l'application de E" dans Mq( u',u) qui associe g n» & x"€E";
elle définit une application quasi-uniforme g' de u" vers Q(u', u). En
je]EK' Soit V/A]./ un
entourage élémentaire de Y(k); comme V' appartient a ¢'(i]1.), il existe

Vl€¢"(l) tel que

effet, g’(A'l') est contenu dans Bk’ ol k= z']l.)

gXxg(m( VIXAA].)) CV', o T ((x", y"), (%, ¥) =((x",x),(y" y)),
ce qui implique g'Xg'(V;) CV'/ Ai/' Ainsi
g =(Au,u) g, u")ed et To(gxi,) =g,
car g est un foncteur fidele. De plus ' est l'unique élément de 2 véri-
fiant ces relations. Par suite x  admet le foncteur
D(-,i, ):h=D(h,i,) de 2° vers 2°

pour coadjoint.

3° Conservons les notations de la partie 2; soit n la bijection de
My (', u"Xu) dans Mq(fz(u’, u),u") qui associe a g l'unique g’ tel

que vo(g' Xi )= g.Montrons que n définit un isomorphisme de

Qursumxu) =((Byyego ) sue A ut u),u)=((By), g ).
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Soit /; :(if)(l,j)eLX] €K. A tout €L, on associe

kp=(if); g €K et E=(k)o K.
Montrons que n(Bl;)‘—-B];. En effet, si §:(u'.g,u"><u)€él;, alors
g(A"XA ) CA: il pour tout (I,j)eLXx], d'ou n(g)(A")CBk pour tout
leL, ¢ esra-dde n(g) EBk Inversement si g’ EBk, I'élément g = I(g)

vérifie, pour tout (/,j)eL X],
g(A'l'xA].) = y(g'(Al")xA].) cv(B,;le].) CA’i]l.‘

Donc g appartient a éé Soit V/A;/ un entourage élémentaire de J;(Z);
comme V €(k;), il existe une partie finie J' de ] telle que
]E],V'/A /CV, ou V! €¢'(i]l.);

alors (]Qj' V]'-/ A]-/)/ A;/ est contenu dans V/A / . Ainsi les intersec-
tions finies d'entourages élémentaires (]Qj' %4 /A /)/ Al / forment une
base de L/J(k), et les intersections finies d'entourages élémentaires de la
forme V" / A¥ ><A]-/ , on V"ed' (z]. ), constituent une base de \//( £).
Comme

"X"((l,j)QL’XJ' Vi /AP XA/ = iay (].QJ.. Vp i/ AL/AY
si J' et L' sont des parties finies de | et L respectivement et si Vl"

appartient & ¢' (zl) la bijection n définit bien un isomorphisme.

DEFINITION. On appellera 2(u', u) la structure de pseudo-convergence

quasi-uniforme relativement a (u, u').

REMARQUE. Soit ' =((A}); . ¢') une structure quasi-uniforme sur E'

et soit P —(A])]E

A]. ne soit vide. Notons M(u’',P) l'ensemble des applications [ de E

7 un recouvrement d'un ensemble E tel qu'aucun des

dans E' vérifiant la condition: Pour tout j€ ], il existe i €1 tel que f( A].)
soit contenu dans A}. Les démonstrations des premiéres propositions de ce
paragraphe s'appliquent sans modification pour prouver qu'il existe une
structure quasi-uniforme 9( u',P) sur M(U', P) isomorphe & une sous-
structure du produit de (Q(u’, A].))]. ej» €t que cette structure quasi-uni-
forme (( By )y k- Y ) est définie comme suit: K = I] si k= (z ).

jel €
ona B, = {feM(u’,P) |/(A].) CA%J_} et Y(k) admet pourbase I'ensem-

127



16 J.-M. CORDIER

ble des intersections finies de V'/ A]./ ,on V' €¢'(i]-) et
V'/A]-/={(f.f')€M(u',P)2| [f.1Yca)cvy.

Si P’ est un recouviement de E moins fin que P, l'injection canonique
de M(u',P') dans M(u', P) définit une application quasi-uniforme de
Qu,P') vers Qu',P).Si u=(P,¢) est une structure quasi-uniforme,

9( u', u) s'identifie 3 une sous-structure de Q(u', P).
Supposons encore que

u=((A));ep ¢) et u' =((A); . &)

sont des structures quasi-uniformes sur E et sur E’'. Soit c(7(u'), T(u}))
la topologie de la convergence compacte sur l'ensemble des applications
f de E dans E’' telles que (7(%'), f,7(u)) soit continu. Nous notons
T, la topologie image, par la bijection associant (', f, u) a [, de la to-
pologie induite par c¢( 7( '), T(u)) sur 1'ensemble q(Mq( u',u)) des ap-

lications f telles que (u', [, u) soit une application quasi-uniforme.

PROPOSITION. Soit O un ensemble de parties S de E admettant E pour
réunion. 1l existe une structure quasi-uniforme 90( u',u) sur Mq( u', u),
moins fine que 5’2('14', u), isomorphe a une sous-structure de 9( u',P), si
P est le recouvrement de E formé des Al.ﬂS non vides, ol €] et S€C.
Si u appartient a (91 )o et si O est l'ensemble c des compacts de T(u),

alors Tc est plus fine que T( Qc(u', u)) et moins fine que T( Q(u', u))

PREUVE. Appliquons la remarque précédente au recouvrement P = (P ) ez

de E, ou
Z=A(j,S)e]xo lAjﬂS;é P} et Ppg)=ANS.

Soit ¢ la bijection de Mq( u',u) sur une partie de M(«',P) associant [
a (u',f, u). Définissons QU(u', u) comme étant la structure quasi-uni-
forme image par £1 de la structure induite par SZ( u', P) sur t(Mq( u',u)).
Le recouvrement P étant plus fin que le recouvrement (A.)]. e la struc-

]
ture Qa(u',u) est moins fine que Q(u’,u).

1¢ Posons Qo(u',u)=((Dl)l€L,Z)- Par construction, L est

I'ensemble des [ = ¢( i, )zez €Z tels que
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py={feMy(u u)|f(P,)cA, Vzez}

soit non vide; le filtre 2(/), pour I =(i, ), ez admet pour base I'ensem-

ble des intersections finies d'entourages élémentaires
VP =0 ) eMy(ur, u)xM( w) | Ly flep)cve},
o V'ed(i,).

2° Supposons que u appartient a (91 )o €t soit [ =(u', [, u) un
élément de 2. Si W' est un ouvert de T(u') et C un compact de T(u)

tel que f( C) soit contenu dans W', posons
<w,c>=A{fem(u u) l7rcc)cw}.

Le filtre O( f) des voisinages de f dans T, a pour base l'ensemble des
intersections finies de tels <W’, C>. Par hypothése, A]- est ouvert et fer-
mé dans 7T(u); l'ensemble |J' des j€ ] tels que A].ﬂC soit non vide est

donc fini; de plus A].ﬂC est un compact C]- de T(u) et
) - N , .
<w ,C>—].€], <W,C].>

Ainsi O(f) a aussi pour base I'ensemble des intersections finies des
<W',C> tels que C soit contenu dans l'un des A]. et que f( A].) cwr.
Par ailleurs, si f appartient a By, ol k= (z'j)]. e’ le filtre des voisinages
de f dans T, a pour base l'ensemble des intersections finies de voisina-
ges W/ Aj/( f), ot W/Ai/ est un entourage élémentaire tel que We <75'(ii).
-Soit <W', C> un voisinage élémentaire de [, ol C CAJ. . Il existeun 7 ¢
tel que f( Ai) soit contenu dans A;.. Pour tout x € C, comme W’ est un
voisinage de f(x), il existe V’ €¢'(i) tel que Vi(f(x))CW etil exis
te un V; e¢'(i) symétfilque vérifiant V;c’° V; CVJ". Puisque (wx)xEC’
ol Wx est l'intérieur de f (V; (f(x))), est un recouvrement ouvert du com-
pact C, il existe une partie finie X de C telle que
C CxLe)XWx’ eton a W].:x?XV; e¢'(i).

Soit x' € C; nous avons W].(/( x)) CW'. En effet, il existe x € X tel que
x' € Wx et alors f(x') € Vx"( f( x)). Supposons y€ W]-(/( x')). Comme

(f(x),y) =(f(x), f(x")o(f(x'),y)EVo VS CV,,
y appartient a V) (f(x)) CW'. Par conséquent W/A]./(f)C<W',C >,
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de sorte que T, est moins fine que T(Q( u',u)).

30 Supposons toujours u 6(521 Jo et prenons pour o Il'ensemble ¢
des compacts de T(u). Soit [ =(u', [, ) une application quasi-uniforme
appartenant 4 D;, od [ =(i,), . Considérons 1'entourage élémentaire
V'/P,/ de 2(1), o0 z=(j,C)e]Xc. Soit V" un élément symétrique
de &'( i,) tel que V"o V" CV’, on V' 5¢'(iz) est donné; soit x€P, =
AiﬂC; on note W) l'intérieur de V"(f(x)). Comme f est continuede
T(u) dans 7(u') et F’z compact, il existe un voisinage Wx de x dans
T(u) tel que f(W, ) CW,, etil existe un voisinage compact V, de x comr
tenu dans W NP . Soit &x I'intérieur de V, ; 1l'ensemble des ‘t}x forme
un recouvrement ouvert du compact P_; il existe donc une partie finie X

de P, telle que P, C Yy ox. L'ensemble W = x?X< W, V,> estun voi-
sinage de f dans T . On obtient
wr CV'/PZ/(/), si W= WﬁMq(u’, u).
En effet, si /—' =(u',[,u) appartient & W' et x' a Pz, il existe x € X
tel que x" €V et nous avons:
(f(x), f'(x"))=(f(x"), f(x))e(f(x), f(x')) V"o V" CV".

Par conséquent ’T(Qc(u', u)) estmoins fine que T .

6. Structure de convergence quasi-uniforme sur M(E', E).

Etant donnés un ensemble E et une structure quasi-uniforme sur
E', nous allons munir 1'ensemble m(E'. E) de toutes les applications de

E dans E’' d'une structure quasi-uniforme.

Soient E' un ensemble et u' =((A§)i€1, ¢') une structure quasi-

uniforme sur E’.

PROPOSITION. Soit E" ['ensemble obtenu par adjonction a E' d'un élé-
ment a ¢ E'. Il existe une structure quasi-uniforme u" sur E" qui est la
moins fine telle que u"/ E' = u’.

PREUVE. Posons I' =1 U{%}, ou 7 £1. Soit (A'i’)iel' la partition de E”

telle que:

Ar={a} et AT = AL si i Z 1

3
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la structure quasi-uniforme #" cherchée est définie par u” = ((A); v ¢"),
ot ¢" associe a 7 le filtre { E"XE"} et a i€l le filtre sur E" XE” en-
gendré par ¢'(i).
PROPOSITION. Soient E un ensemble, u' —((A )ier ¢') uge structure
quasi-uniforme sur E' et C = 911( E',E). §i feC, on note If I'ensemble
des i€l tels que [(A])#9D. Alors il existe une structure quasi-uniforme,
U=((Cglges Y) sur C, définie comme suit:

S estl'ensembledes parties s # @ de | de cardinal 5 inférieur ou égal
au cardinal de E. Si s€ S, on a C = {/eC II =s} et Y(s) apour base
I'ensemble des intersections /zmes des Vi [E] , 04 i€s, V' €¢'(i) et

vilEY = {(r, /)€C><C|/(A)—f(A)¢® [y, /J(f(A»cv}

PREUVE. 1° A tout i €], on associe un g; n'appartenant pas a2 E et tel

que tous les a; soient différents. On pose

AI_ ’ r U ’
Ai_Aiu{ai} et E'= le,A

On va définir une structure quasi-uniforme ((Af)iel' ¢') sur E' dont la

restriction a4 E' soit u'. Soit i€l. Posons
V=V’ U{(ai, ai) }, pour tout V' € ¢'(7);

les ensembles f/' forment une base d'un filtre <;‘5’(z'). Soit V'e¢'(i);
alors V' est symétrique et contient la diagonale de /%’Xfil!. Si V" est un
des éléments de ¢'(7) associés a V' par l'axiome 2 des structures quasi
uniformes, et si V" rencontre la diagonale de Al' XA]' pour un j€I, on a

AA,f\V" Z®, de sorte qu'il existe Wed'(j) tel que V"o WCV'; a W
J - a Py - 0
correspond We ¢'(j), vérifiant V"o W CV'. Par suite ((A el ¢ ) est

une structure quasi-uniforme #*.

20 Soient E” et | les ensembles obtenus en ajoutant 2 E' un af E
et 2 I un j£ 1. Soit »" la structure quasi-uniforme sur E” déduite de
u' (proposition précédente): u" = ((A")]ej ¢"), on AT = A' si i€l, ou
Aj’.' ={a} eton ¢"(7) = { E" XE" }. Soit U"la structure de pseudo-conver-
gence 2(u", E) sur l'ensemble M" des applications g de E dans E" tel-

les que g( E) soit contenu dans l'un des A]',’ .On a U" = ((@}') o),

jel’
» = {a}, en notant & I'application constante sur @, et of
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Qr={geM" |g(E) CA}} si iel;

¢"(7) = {M"xM"} et pour i €1, le filtre ¢"(i) a pour base l'ensemble
des VI<E>,on Vi€ (i).

32 Notons QO :((Bk)keK' Q) la structure quasi-uniforme sur m~1
produit de la famille (U;.’ )ieI de structures quasi-uniformes telle que U;.' =
U" pour tout i€l. Il existe une injection de C dans ML, En effet, soit
f€C. Pour tout i €], notons fi I'application de E dans E" définie com~
me suit:

si zélf, /(x)—f(x) pour x€/ (A'),

/l(x)—-al pour xf_‘/(A'

si 1k If’ alors fi =d.

L'application associant (;i)iel a f€C est une bijection P de C sur une
partie C’' de M. Ona

fie@ siicly e fie@r si i)
Nous désignerons par Q' = ((Cj);. - Y’ ) la structure quasi-uniforme sur
C image par Pl de Q/cCr.
40 Par construction du produit, K = ]I. Si k=(j;);€K, posons
S {iel |]‘l7ﬁ ]‘} comme B = 1121&'.', on voit que P(f)eB,, ot feC,
équivaut a / 6@" pour tout 7 €1, ¢ est—é—due a
s = If et j, =i pourtout i€sy.
Ainsi L est formé des k =(j,); €K tels que j, =i pour i€s; et qu'il
existe une application { de E dans E' dont l'image f(E) rencontre A}
pour tout i€ s, . Il existe une telle application ssi s, # @ et si le cardi-
nal de s est inférieur ou égal a celui de E. Si k€L, on trouve
c,=PlB,nc)={fec IIf: s, 1.
S° Notons t la bijection associant ((g;.)iel, (gi)id)éM"IXM"l a
(€ 8;);eg €(M"XM")!. Soit k=(f;);. €K. Une base (k) du filtre
Q(k) est formée des W = t(‘IeII Wi) , ou il existe une partie finie Iy de 1
13

vérifiant les conditions:

s}, est contenu dans le complémentaire de Iy dans I,
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W, =M"XM" pour ifly,

si iely, il existe Vi€ ¢(j;) tel que W, = V;<E>.
Supposons k€L ; une base de Y'(k) est formée des P'I(WﬂC'XC’) ,
oh WelQ (k). Puisque W' = P'I( WANC' XC') est I'ensemble des couples

(f.,f)eCXC tels que (f;, fi) EJA/}. <E?> pour tout i €Iy, on obtient W' =
) v
ielWVi

-1 -1
VilEl={(f.pecxc|fcay =f(Ay=4a#0, [f.f1cA)cv;}.

[E] , en posant:

Par suite '(k) est engendré par l'ensemble des V [E], on i€s, etou
V;.€¢(z'). En associant s; 4 k€L, on définit une bijection d de L sur
S={sci|s#®,5<E}. Donc ((C,), 5 V), ob

C,=Cy et Y(s)=yr(l) si dl(s)=1,
est une structure quasi-uniforme isomorphe & Q'.

EXEMPLE. Si z' s'identifie & une structure uniforme, la structure quasi-
uniforme U s'identifie 4 la structure uniforme de la convergence uniforme

sur 911( E',E).

7. Espaces fonctionnels quasi-métriques.

Dans ce paragraphe, nous supposons que s’ = (A} ,d}); ; est une
structure quasi-métrique sur E’, dont la structure quasi-uniforme sous-ja-
cente est notée u' =((A}); ¢'). Si i€l et si a> 0 est un nombre réel,
nous posons Vi( a) = d-'i ( [o, a]); les Vi( a) forment une base de ¢'(17).

Soit E un ensemble; M’ désigne encore l'ensemble des applications
f de E dans E’ telles que f(E) soit contenu dans I'un des A} et la struc-
ture de pseudo-convergence quasi-uniforme sur M’ est notée

Qu,E)=((q), ;. 0).
PROPOSITION. Il existe un quasi-écart (D)), ; sur M’ admettant 2 u', E)

pour structure quasi-uniforme sous-jacente.

PREUVE. 1° Soit i €. Considérons l'application D} de d(D;) dans la
demi-droite [0, ©] suivante: a(D;) estl'ensemble M, des couples ({, g)

tels que (f,g)eM' XM’ et (f(x), g(x})€a(d;) pour tout i€l; on a

Di(f g) =sup d;([(x) g(x)), pour tout i€l.
xek
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M; est une partie symétrique de M’ X M’ contenant Cf’ix @i' .0On a

Di(f f)=0 si fe@. e D!(f g)=Dilg [)
Soit a; un élément associé a d; par l'axiome 3 des quasi-écarts et soit
i' €l tel qu'il existe fe€ &2, vérifiant D}(f, f) < a;. Cette relation entrai-

nant f( x) €A;.. et (f(x), f(x))€ Vi(ai) , il existe d'aprés ce méme axio-

me 3 un réel b;,> 0 tel que
(x’,y’)ea(d’i) et d;.(x’,y’)<_d;(x',z’}+dlf.(z',y'),
si (x',2')€V,(a;) et (2,5 )€V, (b;,). 1l en résulte
(f.g)eM; et D/(f, g)<Di(f, b)+D; (b, g),
si(fh)eDi(L0,a)) et (b g)eDin [0,5,.]).

20 Ceci prouve que (D;); ; est un quasi-écart sur M'; soit U’ =
(((f;.)id, Y ) la structure quasi-uniformflsous-jacente. Le filtre (i) ad-
met pour base l'ensemble des Oi( a) = Di' ( (o, a]), ot a> 0. Nous avons
@i(a) = Vi(a)<E> . Comme les Vl.(a), ou a” 0, forment une base de
¢'(i), les Ui( a) forment une base de ®'(i). Donc @' = et U' est
identique a 9w, E).

Soit > 0 un nombre réel. Nous dirons que la structure quasi-métri-
que s’ est t-réguliere si elle vérifie la condition:
3'o Si i et i’ sont des éléments de [ tels que Vi(t) rencontre la

diagonale de A;,XA;,, on a Vi(t)o Vi.(z) Ca(d’l.) et
d;.(x’,y')f_ d;.(x’,z')+d§.(z',y') lorsque (x',z') €V, (t)
et (z',y’)GVi,(t).

(Autrement dit, les a; et bi' dont 1'axiome 3 des quasi-écarts assurent l'e-

xistence peuvent étre choisis égaux a t).

PROPOSITION. Soit s :(A/., dj)jef une structure quasi-métrique sur E .
Soit t> 0 un nombre réel tel que s' soit t-réguliére et que d]. soit borné
par t pour tout j€]. Soit Q' l'ensemble des [ €M' tels que (s',f',s)
soit une application 1/ 3-quasi-métrique. Si [ € M' est adbérent a Q' dans

7’(9( u', E)), alors (s', [, s) est une application quasi-métrique.

PREUVE. Soient j€] et (x,y)€ a(d].). Par définition de M’ il existe un

13%
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i€l tel que f( A].) Cf(E) CA}. Comme s est une structure quasi-métrique,
si d].( x,y) =0, on a x=y, dou d;.(f(x), f(x)) =0. Supposons donc
d].( x,y) = b>0; par hypothése, b< ¢. Puisque f est adhérent &4 Q', il exis-
te g€ Q' tel que Di’(/, g) £ b/3 (avec les notations précédentes), d'on

(f(z),g(z))€V,(b/3) pourtout z€E.

Il existe 7€l tel que g(A].) soit contenu dans A’; la diagonale de AX AL

rencontre Vi( t), car g(x)€ A;» et les relations

(g(x), g(x)) =((g(x), f(x))o(f(x) g(x)),
di(gl(x), f(x))=d(f(x) g(x))< b/3

entrainent d;(g(x), g(x))< 2b/3 < t.Considérons

(f(x). fly))=(f(x) g(x))o(g(x), g(y))o(g(y) f(y)).
Nous avons
di(g(y), f(y)).2 b/35t/3

et, g appartenanta Q',

d(g(x) gly))Sb/32t/3,
donc

di(g(x),f(y)) 22b/3 Z t;
de plus

di(f(x), g(x)) 2b/32t/3.
Il s'ensuit

di(f(x), [(y)) 2b=di(xy).

Ainsi (s', f, s) est bien une application quasi-métrique.

Supposons que s = (A]., dj)je] soit une structure quasi-métrique
sur E, dont la structure quasi-uniforme sous-jacente est u = ((Aj)j e’ ¢) .
Désignons par A(s', s) l'ensemble des applications f de E dans E' tel-
les que, pour tout j€ [, il existe un ijel vérifiant f( A].) CA;.j. Soient
Mq(u’, u) l'ensemble des applications quasi-uniformes de u vers u' et Mq
1'ensemble ‘des feA(s", s) telles que (u', f, u) EMq(u', u).
PROPOSITION. Si | est fini, il existe un quasi-écart sur A(s',s) indui-
sant sur Mq un quasi-écart dont la structure quasi-uniforme sous-jacente

est isomorphe @ Q(u', u).
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PREUVE. Pour tout j€ ], considérons le quasi-écart .@i = (D{:)id (cons-

truit_ci-dessus) ayant Auw, A]'). pour structure quasi-uniforme sous-jacente.
Il existe [3] un quasi-écart L sur X, produit de la famille finie (fD].)].EJ
de quasi-écarts. On définit une bijection p de A(s’',s) sur une partie X'
de X en associantd fe A(s',s) la famille (/j)jel des restrictions /]. de
[ a Ai. SoAit D le quasi-écart sur A(s’,s) image par p'l du quasi-écart
induit par D sur X'.Posons £ =¢( Dk)keK et notons (Bk)k ek la partition

de A(s',s) associée. Nous avons K CI]; si k :(ij)jel € K, alors
B,={1eA(s'.s) |04 cA;j},
a(Dk) est l'ensemble des (f, g)e€ A(s', s)XA(s’,s) tels que
(/(x).g(x))éa(d;.j) pour tout xeA].
et,si (f,g)ea(D,),
D , =s s d(f(x),g(x))).
k(1 8) ig (xeu]- i (1(%). 8(%))

L'axiome 3 des quasi-écarts est vérifié en prenant a; = m{ ai]_, ol g; est
J€ ]
un élément associé a i]- par cet axiome appliqué a s’. Puisque A, A].)
est sous-jacente a (.D]- pour tout j € J, la structure quasi-uniforme sous-ja-
A
. .. P
jej - Par

suite la structure quasi-uniforme sous-jacente 3 £ induit sur Mq une struc-

cente 2 D est la structure quasi-uniforme produit de (2w, A}.))

ture quasi-uniforme qui, d'aprés la construction de Au',u), est I'image

de Q(u', u) par la bijection associant f a (u', f, u)qu( u',u).
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