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ESPACES FONCTIONNELS QUASI-UNIFORMES

par Jean-Marc CORDIER

C.4HIERS DE TOPOLOGIE

E T GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. XII, 2

Introduction.

Alors que la topologie d’un groupe topologique est sous-jacente à

une structure uniforme, celle d’un groupoide topologique peut ne pas être

uniformisable. Toutefois un groupoide topologique microtransitif vérifie

localement&#x3E;&#x3E; les axiomes d’une structure uniforme. C’est ce qui a conduit

à introduire dans [1] des structures quasi-uniformes (à ne pas confondre
avec les structures quasi-uniformes au sens de [5-]), dont les topologies
et les structures uniformes sont des cas limites&#x3E;&#x3E;. La catégorie des appli-
cations quasi-uniformes a été considérée dans [1] et [3]. Le présent
article a pour but de construire diverses structures quasi-uniformes sur des

espaces d’applications, généralisant les résultats connus sur les espaces
fonctionnels uniformes.

Soient E un ensemble et u’ une structure quasi-uniforme sur E’ ,

associée à une partition (A’i)i e I de E . L’ensemble M’ des applications
de E dans E’ appliquant E tout entier dans l’un des A i est muni d’une
structure quasi-uniforme. Celle-ci est utilisée pour définir la structure de

pseudo-convergence quasi-uniforme 2(u’, u) sur l’ensemble M q( u’ , u )
des applications quasi-uniformes de u vers u’ , lorsque u est une struc-

ture quasi-uniforme sur E . On détermine ainsi une auto-domination [ 2 1
de la catégorie des applications quasi-uniformes. Une construction analo-

gue permet d’obtenir la structure de cr-convergence quasi-uniforme 2o(u’, u)
associée à la donnée d’un ensemble de parties de E . Si u vérifie cer-

taines conditions, la topologie de la convergence compacte est encadrée

par les topologies sous-jacentes à 2( u’ , u ) et à 2c  u’ , u &#x3E; , où c est l’en-

semble des compacts de la topologie sous-jacente à u . L’ensemble de tou-

tes les applications de E dans E’ est aussi muni d’une structure quasi-
uniforme. Terminologie et notations sont celles de [1], [2] et [4].
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1. Structures quasi-uniformes.

Soit E un ensemble. On désigne par ( E X E)o le groupoide des cou-

ples associé à E . Si. V est une partie de E x E et si V = V..1 dans le

groupoide ( E x E )o, nous dirons que V est une partie symétrique de E X E.

DE FINITIONS.

I. On appelle structure quasi-uniforme sur l’ensemble E un couple

( ( Ai ) i EI,O), où ( Ai) i EI est une partition de E et qb une application de 1

dans la classe des filtres sur Ex E vérifiant les conditions suivantes:

1. Pour tout i EI , le filtre O (i) admet .une base formée de parties
symétriques V de E X E telles que la diagonale 6A i de A. t X A. i soit conte-

nue dans V.

2. Si Vq Eq5 (i) , il existe V’i E O(1) tel que Vi soit une partie sy-

métrique de E x E et que les conditions j E 1 et A n V’i =O entraînent

l’existence d’un V’ i O(j) pour lequel V’i o V’j C Vi 
II. Soient u’ = ((A’i ) i eI,O’ ) et u = ((A j)jEJ,O) deux structures

quasi-uniformes sur E’ et E respectivement. On dira que ( u’ , f , u) est une

app lication quasi-uniforme si ( E’ , f , E) est une application telle que:
1. pour tout j E J , il existe i E 1 tel que f ( Aj) C Ai ’
2. si i E I et si f ( Aj) C A z pour tout V’ E O (i) il existe V E O (j)

tel que ( f x f ) (V) C V’ .
III. Soit u - (( Ai)iEII O) une structure quasi-uniforme sur l’ensem-

ble E . On appelle topologie sous-jacente à u et l’on note T( u) la topolo-

gie sur E telle que [1], si x E Ai’ le filtre des voisinages de x soit en-

gendré par l’ensemble des V ( x ) , où

et

On notera 9o la classe des structures quasi-uniformes sur les en-

sembles appartenant à un univers tU; c’est une classe d’ obj ets de la catégo-
rie 9’ des applications quasi-uniformes associée à l’univers ’U. Soit q le

foncteur d’oubli canonique de 3° vers la catégorie mo des applications as-

sociée à 11. Le foncteur q est un foncteur d’homomorphismes saturé: Si

u = ((Ai) ieI, O est une structure quasi-uniforme sur E et si f est une
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bijection de E sur E’ , alors ((f (Ai)) i EI’O’) est une structure quasi-uni-
forme sur E’ , dite image de u par f et notée f u, où O’(i) = ( fxf) O(i) ,

La catégorie 3° est à K -limites inductives et à K -limites proj ec-
tives pour toute catégorie K 

* 

telle que K E 1I. Le foncteur q est compa-

tible avec les limites projectives et inductives. Il est aussi -étalant: Si

u =((Ai)ieI’O) est une structure quasi-uniforme sur EElI et si E’ est

une partie de E , il existe une q-sous-structure de u définie par E’ , à sa-

voir la structure u’= ( (A’j) j E J ,O) telle que J = {ieII ( A i n E’=O},
que A’ = A.nE’ et que O’(j) soit le filtre induit par cP(j) sur E’ x E’

pour j E J . On appelle u’ la structure quasi-uniforme induite par u sur E’

et on la note u / E’ .

EXEMPLES.

I. Soit T une topologie sur E . Pour chaque x E E , soit O( x) le

filtre sur E admettant pour base l’ensemble des VXV, où V est un voi-

sinage de x . Alors (({ x }xeE, O) est une structure quasi-uniforme, dont

la topologie sous-jacente est T . La catégorie j"° des applications conti-

nues associée à 11 s’identifie à une sous-catégorie pleine de 2° .

II. Si Y est une structure uniforme sur E , alors ( ( E1) 1 E {1},O)’
où E1 = E et où O ( 1 ) = Y , est une structure quasi-uniforme. La catégo-
rie u des applications uniformément continues associée à 11 s’identifie

à la sous-catégorie pleine de 2° ayant pour objets les structures quasi-
uniformes dont la partition est indexée par { 1 }.

III. On notera (21)o l’ensemble des structures quasi-uniformes

u=((Ai)ieI,O) e2o telles que A i X A i E O (1) pour tout i E I , c’est-à-

dire telles que A i soit ouvert et fermé dans T(u) pour tout i . Soit 2°1
la sous-catégorie pleine de 5!2° dont ( 21)° est la classe d’objets. Parmi
les éléments de ( 21)° figurent les structures quasi-discrètes, i. e. les

structures quasi-uniformes u = ( ( Ai )i EI,O) telles que la diagonale de
A 

i app arti enn e à O (1) pour tout 1 E 1 .

PROPOSITION. Soit u = ((Ai)iEI’ O) une structure quasi-uniforme sur
E E U. Alors u appartient à (21)o si, et seulement si, u est somme dans

de structures uniformes (resp. des structures uni formes ( u / Ai) iEl).
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PREUVE, 1° Supposons u E (21 )o . Pour tout i E 1 la structure quasi-uni-
form e u i = u / A i induite par u sur A i s’ identifie à une structure uniforme.
Notons vi l’injection canonique de Ai dans E ; on a vi = ( u, vi, ui) E 2 .
Soit ( gi)iEI une famille d’applications quasi-uniformes, où

et

Notons g l’application réunion des (gi)iEI . Soit i E 1 ; il existe jeJ tel

que g(Ai) C A’j. Si V’ E O (j) , il existe V E O(1) vérifiant

car g. 6 3. Puisque Ai X Ai appartient à 4;( i)) son intersection avec V y

appartient aussi, de sorte que ( u’, g, u) est l’unique application quasi-

uniforme g telle que g o vi = gi pour tout i E I . Ainsi u est une somme de

( u i ) i El dan s !:l 0 . 

2° Inversement si u i E 2o s ’ identifi e à une structure uniforme Y. 
sur A 

i pour tout i E I , la structure quasi-uniforme u sur E = ieIU Ai somme

de ( ui)iEl est telle que u = (( Ai)iEl’ O) , où O(1) désigne le filtre sur

EX E engendré par Yi . Par suite Ai X Ai E O( i ) , et u 6f 21)o.
COROLLAIRE. Une structure quasi-uniforme u = (( Ai)iEl’ O) est quasi-

discrète si et seulement si u est somme de structures uniformes discrètes

(resp. des structures uni formes discrètes u / Ai).

DEFINITIONS.

I. Une structure quasi-uniforme u sera dite séparée si sa topologie

sous-jacente 7 ( u ) est séparée.
II. Soit u = ((Aj)j EJ,O) une structure quasi-uniforme sur E . On

dit que F est un filtre de Cauchy pour u (relativement à O(j)) si F est

un filtre sur E et si pour tout V E O(j) il existe E’ E F tel que E’ X E’ Cv.

III. Si tout filtre de Cauchy pour u converge dans la topologie T( u ),
on dit que u est une structure quasi-uniforme complète.

STRUCTURES QUASI-METRIQUES.

Soit a un nombre réel strictement positif; [0, a] désignera l’inter-
valle fermé des nombres réels compris entre 0 et a.

DEFINITION. On appelle quasi-écart sur un ensemble E une famille d’ap-
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plications (fj) jeJ telle qu’il existe une partition (Aj) j EJ de E vérifiant

les conditions suivantes: ,
1. Pour tout j E J , fj est une application de a.( fj) dans [0, +oo] ,

où 03B1 (fj) est une partie symétrique de E X E contenant A j X Aj.

2. On a fj ( x , x ) = 0 pour tout x E A j .
si

3. Il existe aj &#x3E; 0 tel que, pour tout j’ 6/ pour lequel - f. 1 (LO, aj])
rencontre la diagonale de Aj. XAj, , il existe un bil &#x3E; 0 vérifiant:

si et

Si ces conditions sont remplies, on obtient une structure quasi-uni-
form e g = ((Aj ) j E J , O) , dite sous- jacente au quasi- écart, en prenant pour
O(j) , ou j E J , le filtre ayant pour base l’ensemble B j formé des VI
où V9 = fj ([ 0, a]) et a &#x3E; 0.

Si (fj) j El est un quasi-écart fini (i. e. fi prend des valeurs finies
seulement), vérifiant de plus la condition:

4. f j ( x , y ) = 0 entraine x = y, 

alors on dit que s = ( Aj, fj )jE J est une structure quasi-métrique.

DEFINITION. Soient s, - ( A’i, d’i)ieI et s = ( Aj , dj)jeJ deux structures

quasi-métriques sur E’ et E respectivement. Le triplet ( s’, f , s) est appe-
lé application k-quasi-métrique si f est une application de E dans E’ vé-
rifiant la condition: Pour tout j E J , il existe i E 1 tel que

pour

Si k = 1 , on appelle ( s’ , f , s ) une application quasi-métrique,

STRUCTURES QUASI-UNIFORMES STRICTES.

Rappelons [1] qu’ une structure quasi-uniforme u = ((Ai) i EI,O)
sur E est dite stricte si, pour tout i EI, il existe une base e( i ) de O( i )

telle que, si V E O(i) , pour tout (x, y ) E V , il existe x’ E Ai pour lequel
(x,x’ ) E V et ( y , x’ ) E V . Une telle base est dite base stricte.
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2. Structure de pseudo-convergence quasi-uniforme.

La catégorie .90 des applications quasi-uniformes associée à l’uni-

vers 11 est à /-produits [1] pour tout IE U. Nous considérons toujours
sur 2o 1 e foncteur I -produits appliqué par le foncteur q sur le foncteur I -

produits canonique sur Mo .

Soit E un ensemble appartenant à LI; on notera uE la structure qua-
si-uniforme sur E qui s’identifie à la structure uniforme «discrète», par

x E le foncteur de 2o vers 2o qui, à tout b E 2, associe l’application

quasi-uniforme produit h X iuE , en notant iu l’application quasi-uniforme
identité&#x3E;&#x3E; de u E 20.

PROPOSITION. Soient E’ E 1I et u’ = (( A’) O’) une structure quasi-

uniforme sur E’ . Il existe une structure quasi-uniforme U’ sur une partie
M’ de l’ensemble m( E’, E) des applications de E dans E’ telle que U’

soit un XE -objet colibre associé à u’ . Si uf est séparée (resp. stricte),

U’ est séparée (resp. stricte).

P R E U V E . 1° P our ch aqu e i E I , po son s

et

On définit une structure quasi-uniforme U’ = ((A’i)i EI,O’) sur M’ en no-

tant O’ (i) , pour tout i E I , le filtre engendré sur M’ XM’ par l’ensemble

des V’  E &#x3E; , où

V’ parcourant la base formée des parties symétriques de O’ (i) . En effet,
si V’ est symétrique, V’  E &#x3E; l’est aussi, et

On a car et entrainent

Soit V  E &#x3E; E O’ ( i) ; à V E O ( i) correspond un V’ E O’( i) vérifiant

l’ axiom e 2 des structures quasi-uniformes, et V’  E &#x3E; appartient à O’ ( i) .

Soit j tel que V’  E &#x3E; n 0394a’i=O; ceci implique V’(,6A. F- 0, de sorte
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qu’il existe W EO’ (j) tel que V’ o W C V ; il s’ensuit

et

?0 Soit U’ X uE la structure quasi-uniforme produit de U’ et de uE

et soit v l’application de q( U’x uE) = M’ X E dans E’ telle que

pour tout

v définit une application quasi-uniforme v = ( u’ , v, U’ X uE ) .
Soit u"=((Bj)jeJ,O") une structure quasi-uniforme sur E" E U,

et soit g = ( u’ , g, u" X uE ) une application quasi-uniforme. Pour tout jeJ
il existe ij e I tel que g( B j x E ) CA!j. Soient x" E E" et gx" l’applica-
tion de E dans E’ définie par gx"( x) = g ( x" , x); si x" E B j , où jEJ,
on a gxnE Aij. Soit g’ l’application de E" dans M’ définie par g’ ( x") =

gx". Elle définit une application quasi-uniforme ( U’ , g’ , u" ) , qui est l’u-

nique g’ 6 3 vérifiant v o ( g’ X iuE)=g.
30 Supposons u’ séparé; soient 1 E M’et /’6M’ tels que f(x)eA’i,

f’ (x)E A’j. et f (x) = f’ (x) pour un certain x E E . Il exister 6 O’ (i) et

V’j E O’ (j) tels que V’i (f/(x))nV’j(f’(x))=O. Comme V’iE&#x3E;EO’(i)
et V. E &#x3E; EO’(j) , on trouve

En effet, si g appartenait à cette intersection, les relations

et

entraîneraient V’j (f(x))n V’j (f’ (x))=O. Donc U’ est séparée.

30 Supposons u’ stricte. Soient i E 1 et B( i) une base stricte de

l’ ( i). L’ensemble B(i) des V i  E &#x3E; , où V i E B (i) , est une base du fil-

tre O’ (i) . Soient V i E B (i) et (f,g) E Vi E&#x3E;; pour tout x E E , on a

(f(x), g (x))EVi, de sorte qu’il existe yx E A’ i tel que (f(x) , yx) et
( g(x) , yx) appartiennent à Vi . Soit h l’ application de E dans E’ définie

par b( x ) = yx. On obtient 

Ceci prouve que U’ est stricte.
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COROLLAIRE. U’ est la moins fine des structures quasi-uni formes sur M’

rendant l’ap plication v quasi-uniforme de U’ X uE vers u’ .

D E F IN IT IO N. La structure quasi-uniforme U’ définie dans la proposition

précédente sera appelée structure de pseudo-convergence quasi-uniforme
associ ée à ( u’, E) et notée 9-( u’ , E) .

P R O P O SI T IO N . Il existe un isomorphisme de u’ sur une sous-structure qua-

si-uniforme Vi de U’ . Si u’ est séparée, q( U’1) est fermé dans la topolo-

gie T( U’) sous-jacente à U’ .

P R E U V E . Soit b l’ application de E’ dans M’ associant à y E E’ l’appli-
cation constante ; ( telle que )( x) = y pour tout x E E ) . On voit que b

définit un isomorphisme de u’ sur la structure quasi-uniforme U’1 induite

par U’ sur b ( E’) , car, pour tout V E O ( i), on a

Supposons u’ séparée et f E M’ adhérent à b( E’ ) . Soit x E E et posons

y = f (x) . Si y appartient à A;, alors f (E) e st contenu dans A’i , par.dé-
finition de M’ . Si x’ E E et si f ( x’ ) = y , il existe V E O(1) tel que l’on

ait V (y) n V ( f (x’))=O, et il existe V’ E O(1) vérifiant V’ o V’ C V .

Comme f est adhérent à b ( E’ ) , il existe z E E’ tel que z E V’ E &#x3E;(f) . Il

en résulte: ( f(x), z) E V’ et (z 1 f( x’ )) E V’ , d’où

Ceci étant impossible, y = f ( x’ ) et par suite f = yE b ( E’) .

PROPOSITION. Supposons que u’ soit séparée et vérifie la condition (C);
On a x E A’i si x est point limite dans T( u’) d’un filtre de Cauchy pour u’
relativement à e( i). Alors U’ est complet ssi u’ est complet. En particu-
lier U’ est complet si u’ est complet et appartient à (21)o .
PREUVE, 1° Comme u’ est séparée, u’ est isomorphe à U1 et q( U1 ) est
fermé dans T( U’ ) (proposition précédente). Donc u’ est complet si U’

est complet.
2° Supposons u’ complet et soit F un filtre de Cauchy pour U’ re-

lativement à O’ (i) . Pour tout x E E , l’ application x de M’ dans E’ défi-
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nie par g~g(x) étant quasi-uniforme de U’ vers u’ , le filtre x F image
de F par x est un filtre de Cauchy relativement à O’ (i) et x F converge

vers un unique f ( x ) ; d’après la condition ( C), f (x) appartient à A’i. Par
suite l’application 1: x ~f (x) de E dans E’ appartient à A’i. Soient V’
un élément de O’ (i) et V" un élément associé à V’ par l’axiome 2. Il

existe- W E O’ (i) tel que V" o W C V’ et il existe X E F tel que X XX soit

contenu dans W  E &#x3E; . Montrons que X est contenu dans V’  E &#x3E;( f ) . En

effet, soient f’ E X et x’ E E et con sidéron s ( f (x’ ) , f’ (x’)) . Comme x’ F

converge vers f (x’ ) et que V" ( f ( x’)) est un voisinage de f ( x’ ) , on a

V"( f(x’))Q x’(X) = 0. Il existe donc f" E X tel que ( f(x’), f"(x’)) E V"
et, ( f" , f’ ) appartenant à X X X , on trouve

Par conséquent F converge vers f dans T( U’ ) , et U’ est complet.

PROPOSITION. Si T est une topologie sur E, l’ensembl e M’c des f E M’
tel s que ( T( u’ ) , f , T) soit continue est fermé dans T( U’) . Si u est une

structure quasi-uniforme ((Aj)jEJ,O) sur E, l’ensembl e M’ q des f EM’
tels que ( u’, f, u) soit quasi-uniforme est fermé dans T( U’).

P R E U V E . Soit T une topologie sur E et soit f un élém ent de A’i adhé-
rent à M’. Soit VEO’(i); il existe V’ E O’(i) symétrique tel que V’ 0 V’

soit contenu dans V ; soit V" un élément de O’ (1) associé à V’ par l’axi-
ome 2. Puisque V’ n V" E O (i) , il existe W symétrique vérifiant

W E O (1) , 1 Wo W CV’ QV" w c v’nv".

W  E &#x3E; ( f ) étant un voisinage de f dans T (U’), il existe g E M’c tel que

( f , g) E w E&#x3E; . Si i’ E I est tel que g E A’j’ on a V"0394A’=O, car

pour x E E . Il existe donc W’ E O ( i’) tel que V" o W’ C V’ et, W’ ( g( x))
étant un voisinage de g (x) , il existe un voisinage Y de x tel que g ( Y )
soit contenu dans W’ (g ( x ) ) . Pour x’ E Y, on trouve:
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Donc f ( Y ) C V ( f ( x ) ) , c’ est-à-dire f E M’c.
20 Si u est une structure quasi-uniforme sur E , on démontre de

même que M’ q est fermé dans T(u).
E X E M P L E S. 10 Si u’ s’identifie à une topologi e T’ , on a U’1 = U’, de sor-
te que 3f u’’ E) est isomorphe à u’ .

20 Si u’ s’identifie à une structure uniforme, on a M’ = M( E’ , E )
et la structure quasi-uniforme U’ =( 2(u’, E ) s’identifie à la structure uni-

forme de la convergence uniforme sur M( E’ , E). Ainsi les propositions
précédentes généralisent les résultats classiques sur cette structure.

3. Domination de la catégorie des applications quasi-uniformes.

Soient u’=((A’i)i EI’ O’) et u = ( ( Aj)jEJ,O) deux structures

quasi-uniformes sur E’ et sur E respectivement, et soit M q( u’’ u ) l’en-

semble des applications quasi-uniformes f = (u’ f, u) .

PROPOSITION. Il existe une structure quasi-uniforme sur Mq( u’’ u), no-

tée 2( u’, u)’ isomorphe à une sous-structure quctsi-uniforme du produit
des structures quasi-uni formes 2( u’ , Aj)’ où j E j , et telle que 2( u’’ u)
soit isomorphe à 2( u’, E) si u = uE (resp. à une sous-structure quasi-uni-

forme de 5!2( u’ , E) si u s’identifie à une structure uniforme). Si u’ est

séparée (resp. stricte), 2( u’ u) est séparée (resp. stricte).

PREUVE. Si fE M(E’,E), notons fj la restriction f / Aj de f à Aj. Soit
et

Notons U’.= (( A,jj) i EI’ Q’j) la structure de pseudo-convergence 2( u’ , A .).
1 z i EI 1 

L a structure quasi-uniforme Ô produit de ( U’j)jEJ est défini e comm e suit :

où

et si

Il existe une application injective p’ de Mq( u’, u) dans M = q( U) , qui
associe (fj)jEJ à f = ( u’ , f, u ) E M q( u’ , 1 u). En effet, pour tout jEJ, il

existe ij E 1 tel que I( Aj) soit contenu dans A, , de sorte que p’ ( f) =
(fj)jEJ appartient à (A’i, où i = ( ij)jEJ . Soient U’ la structure quasi- u-
niforme induite par U sur p’ ( Mq( u’, u))= E’ et 2( u’, u) la structure
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quasi-uniforme image réciproque de U’ par p’ . On a:

où

et, si k=(ij)jEJ EK,

où O’ (k) est le filtre induit par O (k) sur 6’ XE’ .

1° Supposons que u s’identifie à une structure uniforme, i. e. que

1 = {1 }, et soit M’ l’ensemble (considéré dans le n° 1) des f E M( E’, E)
tels que f( E) soit contenu dans l’un des A’. Alors ë/ s’identifie à l’en-

semble des f E M’ tels que ( u’ , f , u ) E 2 , et p’ définit un isomorphisme

de 2(u’, 1 u) sur la sous-structure induite par 2 ( u’ , E ) sur M q . Si u est

la structure uniforme discrète u E , on a M q = M’ ; donc 2 ( u’ , u ) est iso-

morphe à 2( u’, E).
2° Si u’ est séparée (resp. stricte), Ufi J est séparée (resp. stricte)

pour tout j E J , d’après le n° 2, donc U = Il U’. est séparée (resp. stricte)

de même que la structure induite Û’ . A fortiori 2 u’ , u) est séparée (resp.

stricte) .

Nous conserverons les notations de la démonstration précédente.
Pour tout k = (ij)j EJ E K , nous poson s

pour tout V’ E O’ ( ij). Soit 93’( k) l’ ensemble des V’/Aj/, où j E J et

V’ E 4’( i.). Les éléments de ’J3’( k) seront appelés entourages élémentai-
res de Y(k).

PROPOSITION. On a 51. ( u’ u) =((Bk)kEK’ Y) où Y(k) admet pour base
l’ensemble B(k) des intersections finies d’éléments de 93’ ( k).

P R E U V E . Notons 7T la bij ection qui associe (( fj)j El ( fj Jj El) à la famil-

le (( f’j, fj))jEJ. Soit k = i i je j E K. Le filtre Y (k) a pour base l’ensem-
ble des parties W de M q( u’ u) X M q( u’’ u) telles que (p’ x p’ )( W)=

Vn( E’ X F,’) , où V est de la forme suivante: V = TT( MWj), où il existe
jEJ

une partie finie J’ de J telle que:

, où
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Si f = ( u’ , f , u ) E 2 et f’ =( u’ , f’ , u ) E 2 , alors ( f’ , f ) app arti ent à W

ssi ( f’j , fj) appartient à W. pour tout /6/, c’est-à-dire ssi

pour tout j E J’ .

P ar conséquent W = n,V!l A. / appartient à B ( k) . Ainsi B( k) est une
jEJ’ j j

base de ik(k).

P R O P O SIT IO N . Il existe un isomorphisme b de u’ sur une sous-structure

quasi-uniforme de 2( u’ , 1 u). Si u’ est séparée, b( E’) est fermé dans la

topologie T(2( u’, u)).

P R E U V E . Si x’ E E’ soit x’ (resp. x’j.) l’ application constante sur x’ de E

(resp. de Aj) dans E’ . D’ après le n° 2 l’ application bj: x’ -’ x’, définit un

isomorphisme de u’ sur une sous- structure u’j de U’j, pour tout j E j . Par

suite l’ application b’ : x’ -( xj)jEJ définit un isomorphisme de u’ sur une

sous-structure û’ de U. Comme b’ ( E’ ) est contenu dans E’ , l’ application
p’ -1 b’ qui associe ac’ à x’ définit un isomorphisme b de u’ sur une sous-

structure de 2( u’ , 1 u). Supposons u’ séparée; bj( E’) étant fermé dans

T( U’j) pour tout j E J ( n° 2), b’ ( E’) est fermé dans T( Û) = TT T (U’j) . Ilj j EJ

en résulte que b( E’) est fermé dans T(2( u’ , 1 u)).

P ROPOSITION. Supposons u E (21)o . Alors E’ est fermé dans la topolo-

gie T = T( Il Vj). Si u’ est sép arée, alors 9(u, u) est compl et si, et

seulement si, u’ est compl et.

P R E U V E . 10 u est somme des structures uniformes induites u / Aj , où
j E J ( voir n° 1) . P ar suite E’=TTM’ jEJ j, où Ml = q(2 (u’ , u / A j )). Vu lej,Ej j j j

n° 2, M’. est fermé dans T( U.’) . Il s’ ensuit que E’ est fermé dans T .

2° Supposon s u’ séparée. 1J’ après la proposition précédente, b( E’ )

est fermé dans T(2 ( u’ , u)) , de sorte que u’ est complet si 2 ( u’ , u) est

complet. Inversement si u’ est complet, U’ est complet pour tout je

d’après le n° 2 ; donc Û est complet et, E’ étant fermé, 2 (u’ , u) est aus-

si complet.

P R O P O SIT IO N . Il existe une catégorie q-dominée (2° , D) telle que l’on

ait D ( u’ , u )=2 (u’ , u) pour tout coup l e ( u’ , u) de structures quasi-uni.-

formes. De plus (2°, D) est tensoriellement q-dominée en u, pour toute
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structure quasi-discrète u .

P R E U V E . 1° Suppo son s que

et

soient des structures quasi-uniformes sur E, sur E’ et sur E" respective-
ment. Conservons les notations précédentes pour 9.(u’, u) et posons

2(u",u)=((B’k)jEK’, Si f’ (u",f’,u’)E2, montrons que l’appli-
cation d de M q( u’, u) dans M q (u", u) qui, à tout T, associe f’ ob défi-

nit une application quasi-uniforme D (f’,u) de 2 (u’,u) vers 2(u", u).
En effet, pour tout iEI il existe 1 e L tel que f’(A’i) C A"lj. Soit k=

(ij)jEJ EK. Si k’=(lij) jEJ, on a k’ E K’ et d (Bk) CB’k,. Soit VIO/ A./ 1
un entourage élémentaire de Y’ (k’); pour tout jEJ, il existe Vj EO’ (ij)
tel que ( f’ X f’)( Vj) C V". On en déduit

et

ce qui prouve l’affirmation.

De même, soit f=(u’, f, u)E2 et soit d’ l’application de Mq( u" , u’)
dans M q( u" , u ) qui associe holà h . Montrons que d’ définit une appli-
cation quasi-uniforme D(u",f) de .9( u’, u’) vers .9( u"’, u) . Pourtour

j E J, il existe ijEI tel que f (A) C A’ij. Supposons
et

Nous avons

et

Soit V" / A./ un entourage élémentaire de Y’ (k’) ; on a
et

Soient il et f des applications quasi-uniformes de u" vers u’ et u vers u’

respectivement. L’application de M (u",u’) dans M q (u’i,u) qui associe

flohof à h définit l’application quasi-uniforme D(f1,u)oD(u",f) de
2 (u",u’) vers 2 (u’1,u); on la notera D (f1,f). Comme Mq (u’,u) appar-
tient à l’univers If, l’application associant D (f1,f) à (f1,f)E2x2 dé-
finit un foncteur D de 2° x 2* vers 3° tel que qo D = Hom2. Autrement
dit, ( -9 " , D ) est une catégorie q -dominé e.
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2° Soit u = ((Aj)jEJ, O) une structure quasi-di scrète sur E E U

et soit x u le foncteur de 2° vers 9’ associant h x iu à h . Soit u’ =

(( A’i) i Il cP’) une structure quasi-uniforme sur E’ E U ; nous reprenons les

notations du début du paragraphe. Montrons que 2( u’, u ) = (( Bk)k EK’ Y)
est un xu-objet colibre associé à u’ . En effet, soit v l’application de

M q ( u’ , 1 u) X E d an s E’ qui a s s o c i e f ( x) à ( f, x ) , où f = ( u’ , f , u). So i t

k =(ij)jEJ EK; on a v(BkxAj) CA’ij, et, si V’ EcP’(i.), alors
où

Par conséquent v définit une application quasi-uniforme F de 2( u’, u) X u
vers u’ . Soient de plus u" = ((A"l)lEL, O") une structure quasi-uniforme
sur E" 6 U et g une application quasi-uniforme ( u’ , g, u" X u) . Pour tout

couple (l, j ) E L X J , il existe i lEI tel que g ( A" lX Aj) soit contenu dan s
j l j 

A’il. Pour tout x" E E" , l’application associant g( x" , x ) à x E E définit

une application quasi-uniforme gx" de u vers u’ (à savoir go[xn, i u]).
Soit g’ l’application de E" dans M q(u’,u) qui associe gxn à x" E E" ;

elle définit une application quasi-uniforme g’ de u" vers 2( u’ , u) . En
effet, g’ (A"l) est contenu dans Bk , où k = ( i’j), 
entourage élémentaire de Y( k) ; comme V’ appartient à O’ (ilj) , il existe

VlEO"(l) tel que

où

ce qui implique g’ X g’ ( Vl) C V’/ Aj/. Ainsi
et

car q est un foncteur fidèle. De plus g’ est l’unique élément de 9 véri-

fiant ces relations. Par suite x u admet le foncteur

de 2° vers

pour coadjoint.

30 Conservons les notations de la partie 2 ; soit n la bijection de

M q( u’ , u" x u) dans M q( 2( u’ , u), u") qui associe à g l’unique g’ tel

que vo ( g X iu) = g. Montrons que n définit un isomorphisme de

sur
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Soit k = ( ilj)(l,j)ELXJ EK. A tout 1 EL, on associe
et

Montrons que n (Bk)=Bk. En effet, si g = (u’,g,u" ) alors

g(A"lxAj)CA’ ilj pour tout (l, j) E L X J, d’où n(g)( A"l) CBkl pour tout

l E L , c’ est-à-dire n (g) E B k. Inversement si gr E Bk’ l’ élément g =n-1(g’)
vérifie, pour tout (l, j) 6LX/,

Donc g appartient à Bk8 Soit V/Al/ un entourage élémentaire de Y( k );
comme V E Y( kl) , il existe une partie finie J’ de j telle que

où

alors (jQEJ , VÍI Aj / ) / A"l / est contenu dans V/ Al /. Ainsi les intersec-
tions finies d’ entourages élémentaires (jnEJ, V.’ / Ai /)/ Ar 1 forment une

base de Y( k ) , et les intersections finies d’entourages élémentaires de la

forme V" / Al X A . / , où V" E cjJ’ ( ilj), constituent une base de Y( k) .J 1

Comme

si J’ et L’ sont des parties finies de J et L respectivement et si Vl,j
appartient à O(ilj), la bijection n définit bien un isomorphisme.

D E F IN IT I O N . On appellera 2(u’,u) l a structure de ps eudo-convergence

quasi-uni forme relativement à ( u, u’).

REMARQUE. Soit u’= ( ( A’i)i EI’O’ ) une structure quasi-uniforme sur E’

et soit P =(Aj)jEJ un recouvrement d’un ensemble E tel qu’aucun des

A j ne soit vide. Notons M ( u’ 1 P) l’ensemble des applications f de E

dans E’ vérifiant la condition: Pour tout / E J, il existe i El tel que f ( Aj)
soit contenu dans Ai . Les démonstrations des premières propositions de ce
paragraphe s’appliquent sans modification pour prouver qu’il existe une

structure quasi-uniforme 2( u’ , P ) sur M(U’,P) isomorphe à une sous-

struc ture du produit de (2(u’,Aj))jEJ, et que cette structure quasi-uni-
forme ((Bk)kEK,Y) est définie comme suit: K =IJ; si k (ij) j E J E K ,

on a Bk={fEM (u’,P) I f(Aj)CA’ij} et Y(k) admet pour base l’ensem-
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ble des intersections finies de V’ 1 A, J / , où V’ E O ( ij) et

Si P’ est un recouvrement de E moins fin que P, l’injection canonique
de M(u’,P’) dans M (u’,P) définit une application quasi-uniforme de

2 (u’, P’) vers 2(u’, 1 P ). Si u = ( P, O) est une structure quasi-uniforme,

2 (u’, u) s’identifie à une sous-structure de 2 (u’,P).

Supposons encore que

et

sont des structures quasi-uniformes sur E et sur E’ . Soit c( T( u’ ), T( u))

la topologie de la convergence compacte sur l’ensemble des applications

f de E dans E’ telles que ( T( u’ ), f , T(u)) soit continu. Nous notons

Tc la topologie image, par la bijection associant ( u’ , f , u) à f , de la to-

pologie induite par c( T( u’ ) , T( u)) sur l’ ensemble q( Mq ( u’ , u ) ) des ap-
lications f telles que ( u’ , f , u) soit une application quasi-uniforme.

PROPOSITION. Soit u un ensemble de parties S de E admettant E pour

réunion. Il existe une structure quasi-uni forme 2o( u’ , u) sur M q ( u’ , u) , 

moins fine que .9(-u’, u), isomorphe à une sous-structure de 2( u’, P), si

P est le recouvrement de E formé des Ajn S non vides, où jE:j et S E o.

Si u appartient à ( 2l)o et si a est l’ensemble c des comp acts de T( u ), 

alors Tc est plus fine que T( 2c ( u’ , u )) et moins fine que T( 2( u’ , u )).

P R E U V E . Appliquons ’la remarque. précédente au recouvrement P = ( Pz )z EZ
de E , où

et

Soit t la bijection de Mq( u’, u) sur une partie de M( u’, P ) associant f
à ( u’ , f , u) . Définissons 2o( u’ , u) comme étant la structure quasi-uni-
forme image par t- 1 de la structure induite par 2 ( u’ , P) sur t ( M q ( u’ , u)) .
Le recouvrement P étant plus fin que le recouvrement (Aj)jej , 1 a struc-

j j E

ture 2o ( u’ , u ) est moins fine que 2  u’ , u) .
1° Posons 2o ( u’ , u ) = ( ( Dl) l EL , E). Par construction, L est

l’ ensemble des 1 = ( iz)z EZ E Z tels que
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soit non vide; le filtre E(l) , pour 1 = ( iz) zEZ adm et pour base l’ensem-

ble des intersections finies d’entourages élémentaires

où

20 Supposons que u appartient à (2l)o et soit f = (u’, f , u ) un

élément de 3. Si W’ est un ouvert de T( u’) et C un compact de T( u)

tel que /( C) soit contenu dans W’ , posons

Le filtre V(f) des voisinages de f dans Tc a pour base l’ensemble des

intersections finies de tels  W’, C &#x3E; . Par hypothèse, Ai est ouvert et fer-

mé dans T(u) ; l’ensemble J’ des jEJ tels que A.ne soit non vide est

donc fini; de plus Ajn C est un compact Cj de T( u) et

Ainsi V( f ) a aussi pour base l’ensemble des intersections finies des

 W’, C &#x3E; tels que C soit contenu dans l’un des Aj et que f ( Aj) C W’ .
Par ailleurs, si f appartient à Bk , où k = ( ij)j r, le filtre des voisinages
de f dans Tc a pour base l’ensemble des intersections finies de voisina-

ges W/ Aj/(f) , où W/ Aj/ est un entourage élémentaire tel que W EO’(ij) .
- Soit  W’ , C &#x3E; un voisinage élémentaire de f , où C C Aj. Il existe un i E I

tel que f ( Aj) soit contenu dans A i . Pour tout x E C, comme W’ est un

voisinage de f (x) , il existe x’ E q;’ ( i) tel que V’x ( f (x) ) C W’ et il exis-
x x 

te un V’’x E O (i) symétrique vérifiant V’’x o V"x C V’x . Puisque (Wx)xEC,x 
-1 

x x x x XE

où Wx est l’intérieur de f ( Vx (f(x))), est un recouvrement ouvert du com-
pact C, il existe une partie finie X de C telle que

et on a

Soit x’ E C ; nous avons Wj ( f (x)) C W’ . En effet, il existe x E X tel que

x’ E Wx et alors f( x’ ) E V"x ( f (x)) . Supposons y E Wj ( f ( x’ )) . Comme

y appartient à V’x( f (x)) C W’ . Par conséquent
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de sorte que Tc est moins fine que T(2( u’ , u )) .
3° Supposons toujours u E (2l)o et prenons pour cr l’ensemble c

des compacts de T( u ) . Soit f = ( u’ , f , u ) une application quasi-uniforme

appartenant à Di, où l = ( iz)z EZ . Considérons l’ entourage élémentaire

V’IP z 1 de L( 1), où z = ( j, C ) E J X c . Soit V" un élément symétrique
de 4’( i ) tel que V" o V" C V’ , où V’ EO’(iz) est donné; soit x E Pz =

AjnC ; on note Wx l’intérieur de V" ( f ( x )) . Comme f est continue de

T( u) dans T(u’ ) et Pz compact, il existe un voisinage Wx de x dans

T(u) tel que f ( Wx) C W’x, et il existe un voisinage compact V x de x con-

tenu dans WxrlP2. Soit Vx l’intérieur de Vx; l’ensemble des Vx forme

un recouvrement ouvert du compact Pz ; il existe donc une partie finie X

de Pz telle que Pz C x EX V . L’ ensemble W = xQEX  W’x’ Vx &#x3E; est un voi-

sinage de f dans Tc . On obtient

si

En effet, si f’ =( u’ , f’ , u ) appartient à W’ et x’ à Pz, il existe x E X

tel que x’ E V x et nous avons:

Par conséquent T(2c( u’, u)) est moins fine que Tc .

6. Structure de convergence quas i -un i forme sur M ( E’ , E) .

Etant donnés un ensemble E et une structure quasi-uniforme sur

E’ , nous allons munir l’ ensemble M (E ’ , E ) de toutes les applications de
E dans E’ d’une structure quasi-uniforme.

Soient E’ un ensemble et u’= ( ( A’i)i EI’ cP’) une structure quasi-
uniforme sur E’ .

PROPOSITION. Soit E" l’ensemble obtenu par adjonction à E’ d’un élé-

ment a e E’ . Il existe une structure quasi-uniforme u" sur E" qui est la

moins fine telle que u" / E’ = u’ .

PREUVE. Posons l’ = 1 u{ i}, où î £ 1 . Soit ( Ai )i EI’ la partition de E"

telle que: 

et
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la structure quasi-uniforme u" cherchée est définie par u" = (( A"i )i EI’, O"),
où et" associe à î le filtre {E" X E" } et à i Elle filtre sur E" X E" en-

gendré par et’ ( i) .

PROPOSITION. Soient E un ensemble, u’ = ((A’i) i EI’ O’) une structure

quasi-uniforme sur E’-l et C = m( E’ E). Si f E C, on note 1f l’ensemble
des i E I tels que f (A’i) =O . Alors il existe une structure quasi-uniforme,
U = (( Cs)s ES , Y) sur C, définie comme suit:

S es t l’ensembledes p arti es s i- 0 de 1 de cardinal s inférieur ou égal
au cardinal de E . Si s E S, on a C s = {f E C I If = s} et Y(s) a pour base
l’ensemble des intersections finies des V’i [ E ], où i E s, Vi E 4’ ( i) et

v’i [ E - {(f’ f) E XC I f ( A’i)=f’ ( A’i ) = O, [f’, f] (f(A’i)) CV ’i}.
PREUVE. 10 A tout i E I , on as soci e un ai n’appartenant pas à E et tel

que tous les ai soient différents. On pose

et

On va définir une structure quasi-uniforme ((A’i)i EI, O’) sur E’ dont la

restriction à E’ soit u’ . Soit i E 1 . Posons

pour tout

les ensembles V’ forment une base d’un filtre O’ (i) . Soit V’ E O’ (i) ;
alors V’ est symétrique et contient la diagonale de A.’ X A’. Si V" est un

des éléments de O’ (i) associés à V’ par l’axiome 2 des structures quasi-

uniformes, et si V" rencontre la diagonale de A’j X A’j pour un j E 1, on a

AAjnV"=O, de sorte qu’il existe W E O’ (j) tel que V" o W C V’ ; à W

correspond W E O’ (j) , vérifiant V" o W C V’ . Par suite ( ( A’i)i EI’,O’) est

une structure quasi-uniforme û’ .

2° Soient E" et J les ensembles obtenus en ajoutant à E’ un aiE’

et à I un jE 1. Soit u" la structure quasi-uniforme sur E" déduite de

u’ (proposition précédente): u" =(( A’’j)jEJ ,O") , où A"i = A’i si iE I, où

A"j={a} et où O" (j) = { E" XE" }. Soit U" la structure de pseudo-conver-
gence .9(u", E ) sur l’ensemble M" des applications g de E dans E" tel-

les que g (E) soit contenu dans l’un des A’,’ . On a U" =((A"j)jEJ,O") , 
où A"j={ â}, en notant l’application constante sur a , et où
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si

O" (j) = {M"XM"} et, pour i el, le filtre O" (i) a pour base l’ensemble

des V’iE&#x3E;,où V’i E O’ (i) .
30 Notons Q =((Bk)kEK, Q) la structure quasi-uniforme sur M"l

produit de la famille (U"i)iEI de structures quasi-uniformes telle que U"i =
(7" pour tout iE 1. Il existe une injection de C dans M"I. En effet, soit

f E C. Pour tout iEI, notons fi l’application de E dans E" définie com-

me suit:

si pour

pour

si i 1. 1 f, alors fi = à.

L’ application associant (ti)iéI à tEC est une bijection P de C sur une

partie C’ de M"I. On a

si et si

Nous désignerons par Q’= ((Cl)lEL ,Y’) la structure quasi-uniforme sur
C im age p ar P-1 de Q / C’.

4° Par construction du produit, K = JI . Si k = (ji )iEIE K , posons
sk={i E 1 Iji=j} ; comme Bk = iTTEI A"ji, on voit que P (f) E Bk , où f E C ,
équivaut à f i E A"j i pour tout iEI, c’ est-à-dire à

et pour tout

Ainsi L est formé des k = (ji)i EI E K tels que ji = i pour i E sk et qu’il
existe une application f de E dans E’ dont l’ image f (E) rencontre A’i
pour tout i E sk . Il existe une telle application ssi sk=O et si le cardi-

nal de sk est inférieur ou égal à celui de E . Si k E L , on trouve

50 Notons t la bijection associant ((g’i)i eI’ (gi)i EI) E M"I X M"I à
( g’i, gi) i EI E ( M" X M" )I . Soit k = ( ji ) i EI E K. Une base Q’ (k) du filtre

Q (k) est formée des W = t(TTiEIWi), Wi), où il existe une partie finie IW de 1
1 éI 

vérifiant les conditions:

sk est contenu dans le complémentaire de IW dans 1,



133

pour

si i E lW, il existe V’. E O(ji) tel que W. = V’i  E &#x3E;.

Supposons k E L ; une base de Y’ ( k) est formée des P-1 ( W Q C’ X C’) ,
où W E Q’ ( k) . Puisque W’ = P-1 ( W QC’ X C’ ) est l’ ensemble des couples

( f’ , f) E C X C tels que ( f’i , fi ) E V’j  E&#x3E; pour tout i E IW, on obtient W’ =

n IeIw V’i[ E ] , en posant: 

P ar suite Y (k) est engendré par l’ ensemble des V’i[E] , où i E sk et où

V’iEO(i). En associant sk à k E L , on définit une bijection d de L sur

S= {sCIIs=O,s E}. Donc ((Cs)sES,Y), où
et si

est une structure quasi-uniforme isomorphe à Q’ .

EXEMPLE. Si u’ s’identifie à une structure uniforme, la structure quasi-
uniforme U s’identifie à la structure uniforme de la convergence uniforme

sur M ( E’, E) .

7. Espaces fonctionnels quasi-métriques.

Dans ce paragraphe, nous supposons que s’ = ( A’i, d’i)i EI est une

structure quasi-métrique sur E’ , dont la structure quasi-uniforme sous-ja-
cente est notée u’= ((A’j )iEI’ O’) . Si i E I et si a &#x3E; 0 est un nombre réel,

nous posons Vi (a) = d’ i([0, a] ) ; les Vi (a) forment une base de O’ (i).
Soit E un ensemble; M’ désigne encore l’ensemble des applications

f de E dans E’ telles que f ( E ) soit contenu dans l’un des Ai et la struc-

ture de pseudo-convergence quasi-uniforme sur M’ est notée

PROPOSITION. Il existe un quasi-écart ( Di)iEl sur M’ admettant 2( u’, E)
pour structure quasi-uni forme sous-jacente.

PREUVE, 10 Soit i E I. Considérons l’ application D’i de 03B1( D.’i) dans la

demi-droite [0,00] suivante: a ( D’i ) est l’ ensemble M. des couples ( f , g)
tel s qu e (f, g ) E M’ X M’ et ( f (x) , g ( x) ) E a ( di) pour tou t i E 1 ; on a
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M. est une partie symétrique de M’ X M’ contenant (A’.XA’. nn a
i i

et

Soit ai un élément associé à di par l’ axiome 3 des quasi-écarts et soit

i’ E I tel qu’il existe f E (ti’ vérifiant D’i(f,f)ai. Cette relation entraî-
nant f(x)EA’i, et (f(x), f( x)) E Vi( ai) , il existe d’après ce même axio-

me 3 un réel bi,&#x3E; 0 tel que

et

si et i . Il en résulte

et

si et

20 Ceci prouve que (Di)i EI est un quasi-écart sur M’ ; soit U’ =

( (A’i )i EI’ Y) la structure quasi-uniforme sous-jacente. Le filtre Ç( 1 ) ad-

met pour base l’ensemble des Vi(a) = D.’ ([0 , a] ) , où a &#x3E; 0 . Nous avons

C.(a) = Vi(a)  E &#x3E; . Comme les Vi(a), où a &#x3E; 0 , forment une base de

O’ (1) , les Ci( a) forment une base de O’ (i) . Donc O’=Y et U’ est

identique à 2( u’ , E ) .

Soit t &#x3E; 0 un nombre réel. Nous dirons que la structure quasi-métri -

que s’ est t -régulière si elle vérifie la condition:

3’0 Si i et i’ sont des éléments de 1 tels que Vi (t) rencontre la

diagonale de Ai,xAi" on a Vi( t) o Vi,(t)C a(d’i) et

lorsque
et 

(Autrement dit, les ai et bil dont l’ axiome 3 des quasi-écarts assurent l’e-
xistence peuvent être choisis égaux à t).

PROPOSITION. Soit s =(A dj) j E J une structure quasi-métrique sur E .

Soit t &#x3E; 0 un nombre réel tel que s’ soit t -réguli ère et que d. soit born é

par t pour tout j E J . Soit Q’ l’ensemble des f’ E M’ tels que ( s’ , f’ , s)
soit une application 1/ 3 - quasi-métrique. Si f E M’ est adhérent à Q’ dans

T(2( u’, E)). alors (s’, f, s) est une application quasi-métrique.

P R E U V E . Soient j E J et (x,y)Ea(d,). P ar définition de M’ il exi ste un
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i E I tel que f( Aj) cf( E) cAi. Comme s est une structure quasi-métrique,
si d ( x, y) = 0 , on a x = y , d’ où die f ( x) , f ( x)) = 0 . Supposons donc

d ( x, y) = b &#x3E; 0 ; par hypothèse, b  t . Puisque f est adhérent à Q’, il exis-

te g E 0’ tel que Di ( f, g)  b/3 (avec les notations précédentes), d’où

(f(z), g(z)) E Vi( b/ 3) poûr tout z E E.

Il existe le E 1 tel que g( Aj) soit contenu dans A’...; la diagonale de A’i X Aî
rencontre Vi( t) , car g( x) E A’i et les relations

entraînent d’ ( g( x), g( x)) ~ 2 b/ 3  t . Considérons

Nous avons

et, g appartenant à Q’,

donc

de plu s

Il s’ensuit

Ainsi ( s’ , f , s) est bien une application quasi-métrique.

Supposons que s = ( Aj , dj)jEJ soit une structure quasi-métrique
sur E , dont la structure quasi-uniforme sous-j acente est u = «Aj)jEJ,O) 
Désignons par A( s’ , s) l’ensemble des applications f de E dans E’ tel-

les que, pour tout j e J, il existe un ij E I vérifiant f( A j) CA ij’ Soient

Mq( u’, u) l’ ensemble des applications quasi-uniformes de u vers u’ et Mq
l’ensemble des f E A( s’, s) telles que ( u’, f, u) E Mq( u’, u).
PROPOSITION. Si J est fini, il existe un quasi-écart sur A( s’ , s) indui-

sant sur Mq un quasi-écart dont la structure quasi-uniforme sous-jacente
est isomorphe à 2 ( u’ , u).
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P R E U V E . Pour tout j E J , considérons le quasi-écart Dj=( Dji)iEI (cons-
truit, ci-dessus) ayant .9(u’, Aj) pour structure quasi-uniforme sous-jacente.
Il existe [3] un quasi-écart S sur X, produit de la famille finie (Dj)jE.
de quasi-écarts. On définit une bijection p de A ( s’ , 1 s) sur une partie X’

de X en associant à f E A( s’ , s ) la famille ( f j)j EJ des restrictions f j de
f à Aj. Soit D le quasi-écart sur A ( s’ 1 s) image par p-1 du quasi-écart
induit par g) sur X’ . Posons D= ( Dk)k Ek et notons ( Bk)k EK la partition
de A ( s’ , s ) associée. Nous avons K C r ; si k = ( ij) jE J E K , alors

1

a(D k) est l’ ensemble des (f, g) E A ( s’ , s)X A( s’ , s) tels que

pour tout

et, si ( f , g ) E a ( D k ) , 

L’axiome 3 des quasi-écarts est vérifié en prenant ak = inf aij, où a; est

jEJ j j
un élément associé à z par cet axiome appliqué à s’ . Puisque 2 ( u’ , Aj)
est sous-jacente à Dj pour tout jEJ, la structure quasi-uniforme sous-ja-
cente à lÎÎ est la structure quasi-uniforme produit de (2( u’ , Aj))jEJ. P ar
suite la structure quasi-uniforme sous-jacente à D induit sur M q une struc-
ture qua’si-uniforme qui, d’après la construction de 2( u’, u) , est l’image
de 2( u’, u) par la bijection associant f à ( u’, f, u) E Mg( u’, u).
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