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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII, 1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES
par Francois FOLTZ

Introduction.

Le texte suivant constitue la premiére partie d'un travail sur «a fer-
meture des catégories dominées».

Soient g un foncteur (pas nécessairement fidéle) vers la catégorie
des applications associée & un univers et R un ensemble de g-multimorphis-
mes. On définit les catégories (R, q)-dominées, dont a la fois les catégo-
ries g-dominées et les catégories fortement g-dominées sont des cas particu-
liers. On relie cette notion & celle de ( R, g)-produit tensoriel, qui générali-
se et affine les g-produits tensoriels considérés dans [4]. Le principal ré-
sultat est le suivant: Soient RF la catégorie des foncteurs (R, ¢)-dominés
et R une partie «stable» de R. Si g est saturé, si sa source est a limites
inductives et s'il existe des foncteurs (R, g )-produit tensoriel et (E, q)-
produit tensoriel compatibles avec «assez» de limites, le foncteur injection
de RS vers RF admet un adjoint. Autrement dit, toute catégorie ( R, g)-do-
minée E peut étre wniversellement» plongée dans une catégérie (R, q)-do-
minée E. Si de plus g est compatible avec les limites inductives, E et E
ont les mémes catégories sous-jacentes. Ce résultat permet par exemple
d'associer canoniquement & une catégorie g-dominée une catégorie fortement
g-dominée.

Ces théorémes seront utilisés dans la suite du travail: On y montre-
ra que RF est Rt-hyperdominée [7], ou R: associe a un foncteur (R, q)-
dominé sa restriction aux unités. On indiquera ensuite des conditions pour
que RF soit tensoriellement R¢-dominée [7] , un produit tensoriel (au sens
de la domination) s'identifiant 2 un ( (R ), Rt)-produit tensoriel, pour une
certaine classe S8(R); si RCR, un (8(R), Rt)-produit tensoriel «est
une ( RF, Rcf)-projection. Enfin, sous des hypothéses un peu plus fortes la

catégorie RF est monoidale fermée [8].
g
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2 F. FOLTZ

Notations.

Nous utilisons les notations de [1] , [2] et [5] . En particulier une
catégorie est souvent notée C°, ot C est l'ensemble sous-jacent; G, est
I'ensemble de ses unités; l'application source est notée a, 1' application
but 3; la duale de C’ est C*. Un foncteur constant sur une unité e est re-
présenté par le méme symbole e, une transformation naturelle constante sur
un élément x est aussi notée x.

On suppose que U est un univers contenu dans un univers U et ap-

. . .
partenant 3 U. Soient M et F (resp. M et F) la catégoﬂrie pleine des ap-
plications et celle des foncteurs associées 2 U (resp. 2 U). II et II (resp.
I1 et ﬁ ) désignent a la fois les fonctet;rs produit canonique et somme cano-
nique sur M et sur F (resp. sur M et sur F).

On suppose donné un foncteur g = (M, g, K ) de K* vers M, ot K

- 1
appartient 2 U.

Rappelons qu'une catégorie g-dominée ([1], [5]) est un couple
E =(¢e,C") d'une catégorie C’° et d'un foncteur & de C X C* vers K’
tel que g. € soit le foncteur Hom .. On désigne par [E] le graphe g-do-
miné sous-jacent & E, c'est-a-dire le couple ( &, [c']),ou [C] est
le graphe orienté sous-jacent 3 C’ et €, la restriction de € a Cy XCj,.

Si E=(¢e,C") et E = (e, C') sont des catégories g-dominées,
on appelle foncteur g-dominé de E vers E un triplet v = (E,(T,v),E),
ou v = (C—', v,C" ) est un foncteur, dit foncteur sous-jacent & v, et ol
(&.(vll %), 7,€) est une transformation naturelle se projetant par g sur
la transformation naturelle canonique de Hom . vers Homg. (oIl o*) (tel-

le que g(7(e',e)) soit une restriction de v}. Pour simplifier, on pose
v(e',e)=T(fe',e)), pourtout (e',e)eCqyXCqy.

Si g est fidéle, v est entiérement déterminé par le triplet (E, v, E ), ce qui

justifie la notation utili sée dans [5].

On généralise d'une maniére analogue la définition des homomorphis-
mes entre graphes orientés g-dominés (donnée dans [ 5] pour ¢ fidele). En
particulier I'homomorphisme sous-jacent au foncteur g-dominé v est [0] =

(LEY, (7,0, [E]).
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 3

1. g- multimorphismes.

Soient e une unité de K' et (e,), e une famille d'unités de K',

ot Nel. Posons

E, = p,eNI-I{u}f]'( elu) et

DEFINITION 1. On appelle g-multimorphisme de (e,), N vers e une fa-
mille /:(/y)yeﬁ (notée aussi (/y))“ d'éléments de K vérifiant:

1. B(f,) = e, pour tout y de E'et a(f, ,)) =e,, pour tout v
de E .

2.8 E= HN g( e,), il existe une application Q(f) = (gq(e),/,
VEN — - - -
E) telle que, pour tout (xv)yeN et tout ¥ de N, l'on ait:
J0(x,)yen) = 901, )0 %) oy =((x,)pen-{p}> V)

On pose e = 3(f) et (e, ), .y =a(f). Si q est fidele, [ est en-
tierement déterminé par le triplet (e, /. (e, ), ) et Q(f) est g-concor-
dante pour (e,(e,) ) [4]. L'ensemble N est dit 'ensemble des indi-
cesde f, a(f) la source de f et B(f) son but.

Soient (N ), ey une partition de N et e=(e,) .y (resp. e, =

m

(e, )y ¢y ) une famille d'unités de K'. La donnée d'un g-multimorphisme
e ps

b de source € et d'une famillede g-multimorphismes (gp’)p_eM, on a(gh)=
e, et B(g") =e,, permet de définir un g-multimorphisme
f:(fy) = b'(gﬂ),ueM
de source (e, ), ¢y, de but B(h) et tel que f, =h,. £, on
t= ((xvp)vﬂeNﬁ-{ﬂ}’ V) et z :((zp.),usM—{/I}’ /I)’

si VENg, si y=((x,)pen-{3} V) et si zM:g(g“)((xV#)vﬂeN#).

Soit f] un sous-ensemble de 11, contenant un ensemble réduit 4 un
élément et contenant avec un ensemble toutes ses parties. Un ensemble R
de g-multimorphismes dont les ensembles d'indices appartiennent a g est
dit stable s'il est stable pour la loi de composition précédente et si la fa-
mille 3 un seul élément (e) appartient 3 R pour tout e€ Kg. Si U = R et

si R contient tous les g-multimorphismes, on pose R = S( g).
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4 F. FOLTZ

2.( R, q)-produit tensoriel.

La notion de g-produit tensoriel définie dans [3] et [4] s'étend
au cas d'un foncteur ¢ non fidéle. Soit R un ensemble stable de g-multi-

morphismes. Les catégories K' et i ( II K') opérent a droite et & gau-
Neﬂ veN

che respectivement sur R.. Désignons par T(R) (ou T(gq), si R =S(gq))
la catégorie joint par R des deux catégories précédentes. L'application
[ = Q(f) se prolonge en un foncteur Q =(h, Q,T(R)) admettant g et

(A 11 9) our restrictions.
VI;IN erINq P

DEFINITION 2. Un foncteur ( R, q)-produits tensoriels est un adjoint ®
du foncteur j =(T(R), ,K ). Un j-projecteur (resp.une j-structure libre)
assqciéle) a4 e est appelé(e) un ( R, q)-produit tensoriel naturalisé (resp.

ténsoriel) de e.

Si R n'est pas précisé, c'est que R = S(gq); si R est 1'ensemble
des g-multimorphismes d'ensembles d'indices finis, on dira que ® est
un foncteur g-produits tensoriels finis.

PROPOSITION 1. S K’ est a mo-sommes et si q est a Sstructures quasi-

quotients, il existe un foncteur g-produits tensoriels.

PREUVE. Ne faisant pas intervenir la fidélité du foncteur g, la démons-

tration du théoréme d'existence de [ 4] reste valable. V

On dira que ® est associatif si, pour toute famille de (R, g)-pro-
duits tensoriels naturalisés (g'“)#eM, odt Meg, et tout (R, g)-produit ten-
soriel naturalisé b tel que a(h) =(/( g/"'))#GM, le composé h.(g")

est encore un ( R, q)-produit tensoriel naturalisé.

neM

Soit § un sous-ensemble de F, . On dira que ® est compatible avec

les §-limites inductives si sa restriction a2 I K' est compatible avec les
veN
Y-limites inductives pour tout N de .

REMARQUE. Dans le cas d'un foncteur g non fidéle, les propositions 4

et 3 de [4] ne sont plus valables.
EXEMPLES D'ENSEMBLES R.

a. Supposons que ¢ est & atomes (i.e. si (a,a') est un couple
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 5

d'unités de K°, toute application constante de g( a) vers gq( a') se reléve
dans @'.K.a de maniére unique) et admet un foncteur produits finis II. A

toute famille a =(a,) d'unités de K ' est associé un unique g-multi-

v<n
morphisme f? de source a, de but Vgnav et se projetant sur vgn q( a,).
Soit R 1'ensemble des g-multimorphismes g, d'ensembles d'indices finis,
vérifiant g = k. f“(g), avec k appartenant 4. K. Quand cette décomposition
est unique pour tout g de R, le foncteur IT est aussi un foncteur (R, q)

produits tensoriels. C'est le cas par exemple quand g est fidele.

b. On suppose que R est l'ensemble choisi dans 1'exemple précé-
dent et qu'il existe un foncteur ¢’ =(K', q',K' ). A un q. g"-multimor-
phisme g’ Z(g'y) est associé un g-multimorphisme Q'(g’) :(gy), oh g, =
:1’(g’y). On pourra considérer 1'ensemble R’ formé des ¢. ¢'- multimor-
phismes g' vérifiant Q'(g') € R. Par exemple, g (resp. ¢') pourra étre le
foncteur qui associe & une application continue (resp. linéaire continue en-
tre espaces vectoriels topologiques de différents types) 1'application (resp.

continue) sous-jacente.
3. Catégories ( R, g)-dominées.

Dans ce paragraphe, nous supposons que J est l'ensemble des par
ties finie¢ de 1'ensemble des entiers naturels, que Eo=( &,, [ Cl) est un
graphe g-dominé et > 1'ensemble des suites finies s =( e,)y<,41 de som-
mets de [C] a plus d'un élément; on pose a(s) =( & ( eyt ) )ugn -
Si E=(¢g C') est une catégorie g-dominée et si [E] = E, , pour tout
s =( €,)u<nt1€ >, n>1,notons € =(n ;) le g-multimorphisme de sour-
ce a(s), de but &( e,r1-€1)> défini par:

T’;: B(Xpe ve - X1 €7)s siy =((%,)1<y<p 1)

T);: €(e, 1s Xpugeeeee 1), si y=((x,),<,»n),
’r]; = &(x,. Xy 1 X ceeex7), siy :((xV)v<p_ LML)
p<v<n
DEFINITION 3. On dit que la catégorie g-dominée E est (R, g)-dominée si

&S appartient 3 R pour tout s de >.

DEFINITION 4. Supposons que g admet un foncteur produits finis Il s'i-
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6 F. FOLTZ

dentifiant 4 un foncteur ( R, q)-produits tensoriels et que les projections
dans M des (R, g)-produits tensoriels naturalisés correspondants soient
des unités. Une catégorie ( R, g)-dominée est alors appelée catégorie forte-

ment ¢dominée [6] .

Désignons par 2' le sous-ensemble de > formé des suites 4 deux
ou trois éléments. Si s =(e,), <,4; appartient a >, posons:
a(s)=e; et B(s)=e, ;.
Si s' =(e}),<ps €St une autre suite vérifiant a(s') = [S(s), notons

(s',s) la suite (B(s'), B(s),a(s)) et s'+s la suite (e;'L)
définie par:

u€n+m+1

ey, =e, pour v <n+tl et e}, =e', pour ¥V Sm+1.
Supposons qu'il existe un foncteur ( R, g )-produits tensoriels ®; pour s €
notons f° le (R, g)-produit tensoriel naturalisé canonique de source a(s).
Si E=(¢e,C’) estune catégorie g-dominée et [E] = E,, définis-
sons k° par: €5 =1%5.f° si s aplus de deux éléments, k¥ = e(e’, e) si
s=(e', e). La famille (ks)sez vérifie les conditions suivantes:
(1) k%€ 8°(en+1' 61)' k. v?n €o (ev+1’ ev) »sis = (ev)VSn+1'
(2) kleeeKy et k5 a /; pour inverse & droite si s =(e’, e’, e) et si

y = (e',2) (resp.si s=(e',e,e) et y=(e, 1)).

(53,51)

3) &3 (13 g 451). 5 (3 (05D (%6 9452y o (D

ol s,+s,=s3+s; etol ’y(s" s) désigne le morphisme canonique
de B(f5%S") vers B(f5)® B([f5").
Les deux membres de (3) sont égaux a ks3+51; la famille (ks)seZ'

vérifie la condition (3'), & savoir la condition (3) dans le cas ou s; et s,
(resp. s; et s,) ont trois éléments (resp. deux éléments).

Soient v un foncteur g-dominé de E vers une catégorie (R, ¢)-domi-
née E=(8,C") et (Zg)gei la famille de morphismes associée & E . Si
7o = 0] etsi v est la surjection sous-jacente & v, on a la relation:

4) kS y?nlj;)(ev+1' e,) =w (e, q, 91)-ksa ot 5s=(v(ey))y<ntr
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 7

Inversement, soit v, un homomorphisme de grapheé orientés g-domi-
nés de E, =(8,[C]) vers [E], ot E est une catégorie ( R, q)-do-

minée. C, désigne 'ensemble des sommets de [ C].

PROPOSITION 2. Une famille (k°)_ 51 de morphismes de K vérifiant les
conditions (1), (2) et (3') détermine une catégorie (R, q)-dominée E =
(e, C") telle que LE]) = E,. Si la condition (4) est vérifiée, il existe

un unique foncteur q-dominé v de E vers E tel que [7] =71, .
PREUVE. Il existe un systéme multiplicatif C~ défini par:

x,.x; est défini et égal & Q(k°.f°)( %y, x;) si et seulement si
alx,)=B(x;) etsi s=(B(x5),B(x;),a(x) ).
On a alors
,B(xz.xl) :,B(xz) et a(x2.x1) = a(xl).
La condition (2) assure que C, est formé d'unités, tandis que (3') assure
que C' est associatif. Ainsi C° est une catégorie.
A tout sommet e de [ C] est associé I'homomorphisme de graphes

orientés ( [ K" ] B, [Cc1) (resp. ([K'], .& [ C1)) défini par:

Eo(x) =701 si s=(B(x), a(x), e)
(resp. ,e(x) =77, 5 si s=(e,B(x),al(x))).
Posons:
81:(63192131): 54:(e4: 3:32); 53 :(64,63) et 52:(22,21)

et multiplions chaque membre de (3') par /;(3;: )1' 1)+ On obtient

(s3,57) s (s4.52) s
Tiget)  Momt) = Mty s o M° =S [ e u=0(n ((y,x)).

De plus la condition (2) entraine que &.(a( x)) (resp. &, B(x))) est
égal & &o(a(x),e) (resp. € (B(x),e)). Ainsi e,=(K , E,,C") est
un foncteur. De méme e =(K', _&, C*) est un foncteur. Enfin le compo-
sé de ces foncteurs avec g est une restriction du foncteur Hom ..

Multiplions les deux membres de (3') par /;(3;::)1,2). On trouve

(s3,s1) 57 _ (54:52) S4
Ny, 1) Nz2) = Nz,2) " Ty 1)

c'est-a-dire

Eel(y)- 33§(z) = e4§(z)- gez(y) =e(y, z).
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8 F. FOLTZ

On a donc un foncteur (K', &, C° XC*). Ainsi E =( &, C") est une caté-
gorie ( R, g )-dominée.

Si la relation (4) est vérifiée, la surjection v définit un foncteur
(C',v,C").De plus

(s3,57) (s3.s71) _

- $3 151
vo(e4,e1).k Ak Rk )Y

—(53,57)

Z (53-51):

(ley es) @il es.ep)) (k28R ).y

—(53.5;)

Z (s3s1) _

_ _5 _
(e, e3)®k L&, el eyr1r e))).y

Z ’;(33“3‘_1)

-5, =§
(R3RE ). 'v§35°(ev+1'ev)’
ot l'indice «-» indique qu'il s'agit d'éléments analogues & ceux définis pour

E, mais relatifs a E. En multipliant par f;(%::)l’z) , I'on a
e(v(y)v(z)) . Vo(e3, ey) =vo(ey, e1). e(y, z).

Ainsi la famille (7,(e’, e))(et, e)eCyx Co définit un foncteur g-dominé
de E vers E. V

REMARQUE. Si E =( &, <C>) est une quasi-catégorie g-dominée, on dé-
finit comme précédemment une famille de g-multimorphismes ( €°)_.5;
E est(R, q)-dominée si €° appartient 3 R pour tout s. Si l'on a un fonc-
teur ( R, ¢)-produits tensoriels, la famille k =(k°) .5 vérifie les condi-
tions (1) et (3), et un quasi-foncteur g-dominé vers une autre quasi-catégo-
rie g-dominée vérifie la condition (4). De plus la proposition 2, ot la con-
dition (2) est supprimée, reste valable pour les quasi-foncteurs. Par suite,
le théc?réme 2 de [5] est encore exact quand il s'agit de quasi-catégories

(R, ¢)-dominées, méme si g n'est pas fidele.
4. (RF, RF )-projections.

Désignons par R¥ 1a sous-catégorie pleine de ¥ ayant pour ob-
jets les catégories (R, g)-dominées; un élément de RF est dit foncteur
(R, q)-dominé.

Soit R un sous-ensemble de R, qui soit un ensemble stable de g-
multimorphismes. La catégorie R est une sous-catégorie pleine de RF;

nous allons donner des conditions pour que RF  soit a Rc.f"projections.
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 9

Soit E =(e,C’) une catégorie ( R, g)-dominée.

PROPOSITION 3. Supposons que q est saturé, que K' est 2 Fo-iimites
inductives, qu'il existe un foncteur (R, q)- (resp. (R, q)-) produits tenso-
riels associatif ® (resp. ®) et que ® est compatible avec les limites in-
ductives. 1l existe un foncteur (R, q)-dominé v de source E vérifiant:
1. Pour toute suite s=(e,),¢,.; de 2, le g-multimorphisme
T(e,,;, e;). e appartient 2 R.
2. Tout foncteur (R, q)-dominé w de source E et de but une caté-

gorie ( R, q)-dominée s'écrit de maniére unique sous la forme w = w'. v.

PREUVE. Si a =(a,), ¢, est une famille d'unités de K", désignons par
/% (resp. /_"‘) le (R, q) (resp. (R, q)) produit tensoriel naturalisé cano-
nique de source @ et par j, l'unique morphisme vérifiant j%. % = 7“- 11
est clair que j? est un épimorphisme. Si a, = e(e, ;,e,) et si s =
=(e,)y<ps1» Posons [%=f° (resp. /—“ = 75 et 7%=75). Soit Z(e', e)
'ensemble des suites s de 2 telles que a(s)=e et B(s)=e'. On
définit une catégorie I'(e’', e) comme suit:

a. I(ee)-(I(ee))g= I (3(ee)-{(e'e)]}).

1 »
b. (s,3)=0a((s,1))=a((s,2)), pour s€Z(e',e)-{(e', e)}
et (e',e)=p((s,1))=p((s",1)), pour tout couple de suites
de 2(e',e). Posons B((s,2)) = s.
Il existe un foncteur ¢(e.‘ eyde I'(e', e) vers K' tel que
Flere)((s: 1)) = k5 Pror oy((5,2)) = j°
Soit L/I(e', o) =( e(e,e), T, @(et,e)) une limite inductive naturalisée dans
K’ . Comme g est saturé, on peut toujours supposer que
g(e(e, e))Ng(E(ey,e;)) =0, si (e',e)# (e, e),
A T((e,e)))le) =e.
Il existe alors sur C = U 1( €(e', e)) une structure de graphe

(e’ e)eCo X Cq
orienté g-dominé (€, [C]), ot a(x)=e et B(x)=e" pour tout x de

i(g(e’,e)).()na Co =Csg -

Montrons qu'a toute suite s est associé un morphisme k° de source
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10 F. FOLTZ

& Eleyype,) etdebut €(e, g, e;). Le foncteur ® étant compatible
vxn

avec les limites inductives, la transformation naturelle

"

v-® I

v€n v<n l’b(ev+1 sey)

est une limite inductive naturalisée dans K' du foncteur

3= @ I

v<n v<n (Cyr1-€y)

Définissons une transformation naturelle ¥ =( €(e’,e), o, @), dont le
H — v . 2y 7

but est un foncteur constant. Soit s, —(e#)#< m(v)+] une suite élément

.= . Y

de Z(ev+1,eu), et soit s =(eg)sg<,,47 12 somme des suites s, ,o0u

v < n.Posons

v _ v v — .
a,=¢(e, 1.€,) et as =¢(es g, e5).

Il existe des isomorphismes canoniques

d Q¢ ® v
v ce v$n( ,uSm(v)a/"' vers ngas ’
y de ®( ® a ® a5 .
4 Vgn( ,u?m(v) P') vers $<m J

. _ 2 v a_~, z:a S
Si a—(“s?;(v)a#)vgn, posons g% =7.j%. Les hypothéses entrainent

1'égalité

Comme E est une catégorie (R, g)-dominée, on a la relation:

ES.y =kS. ® v,

v<n

Si t=7(e',e), on aaussi t. kS =7(5).7°, c'est-a-dire

(t.k5). ® RV =(7(5).g9. ®;".
v<n

v<n

Alors ¥ est défini par les équations:

o((s,),<,) = T(5). g% o((( ev+1’.ev))vSn) =t kS.
On posera ES = lim tp’*_l’ .
Montrons que la famille (Zs)sez vérifie les conditions de la pro-
position 2.
a. Vérifions la condition (2). Supposons que s (resp. s;) soit la

suite (e', e, e) (resp. (e, e)). Posons
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12 F. FOLTZ

c=( ® 2 g(e, , ¢= ® a2, e(e,e))
= ey e S0 eV Cumez)

c=(€(e,e) E(e, e)).

On a une transformation naturelle LZ = (ﬁ(/é), o, d:(e.' ¢))» dont le but est

un foncteur constant et qui est définie par:
G((e',e))=(T((ee))®T((e,e))) [f, 1)
& (sy) =(T(s)®T((e,e))). [fe1)-
Il est clair que /(ée.l) =lim Yo, e)LZ. Mais k° est un inverse a gauche de

' .
/fe,l)' De méme, si s’ = (e§. e, e), le morphisme k° est inverse & gau-
1]
che de /f'e 1)- Comme ® est associatif, k® induit un inverse a gauche /

de y. ff, 1) De plus [ vérifie la relation E52.1 = kS, S=s,+s;. Par suite

T(sy)j 2 =T(sy).j 2 Ly f6o 1) = T(5).75 7§, 1) =

=7(5). ga. f(Ee’“. i2

Comme jsz est un épimorphisme,

T(sy) = 7(5). 8% fE 0,1y = k- (T(s)®T((e,e))). [ 4 1) =

= kS ffe 1) T(s3).

Ainsi kS est bien un inverse & gauche de /;:'e'”.

B. Vérifions la condition(3).On suppose que s est la suite (e',
eye). Soit s(v,u)=(ePM) ¢ 0, )4 une suite de 2(epyqen)i

notons EV :(ez)péﬁ(vﬁl la somme des suites s(vV, i), ou vV est fixé
et ot 4 <m(V)+1; soit g:(eb)léﬁﬁ—l la suite 52+§1.Posons
b(_rl;:/-l-) = a(e(},",é‘}, e(;;./«c)), v, u)= T((e}iw ez))

v _ v v
p=eleprr ey

et a
On définit de méme bY et b,.Si 8 = +_2 m(¥), on posera
<y
_ S _ (v, ) _ - _ =y
s(8)=s(v,p), by =bp¥, ((8)=t(v, ), ag=ay,.
On a des isomorphismes canoniques
y = @) ~®a,, VY= & b("H)) ~(ebl),
Y =8(®ay) = gay, ¥ =3(B(B b, ) ~e(®by

ainsi que des morphismes canoniques:
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Jg 9 a

N;
Awm A.w. b
d a
(% 8)®
3
7 a
((Ma)s)L @ @
n a
(M1)1®@ ®
I
("s)L ®
I
L
- (A, T4a A
Q)1 ® Py 2)a ®
s

g
2®

(24.2)3
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14 F. FOLTZ

o+ PR - ey 2bY) == v, P (V'/J') - oV
; by 8: b by, : b b, .
g§($b,,)eb>,,g§3(%p)q,,g%(§n)§p
Ces morphismes vérifient les égalités suivantes:
V- @(®T(s(v, 1)) =@T(s(8)).7,
VoW 3

V.®®t(v,p) = gt(‘é)-'y, g-®"=¢g.7.
v ou v

Par suite on a:

R

k Y &(Be(v,p)) = k¥ (8H(8)). 7= kS y =

14
= k5@ (1(s,).i ") = kS (k). &1V, 1)),
v v vV ou

ainsi que
E5.Y.®(@T(s(v, in))) = k5. §r(s(8)).~9 =
vop
= 7(5).8.7 =7(3). 2. ®" =123.9(¢('§,,).g”) =
14
=k ®(E V). R(RT(s(V, 1)),
v v ou
Of ry
v - o
Yo uSm(v) ;L~<m(v)¢(e}i+1'eﬁ)

A
est une limite inductive naturalisée. Donc @ . ‘1’21—1 ‘1’1 en est aussi une.
vs2

En multipliant cette derniére par les deux transformations naturelles cons-
tantgs définies par k5. @(I:s”) et k5.7, on obtient le méme résultat. Ces
deux morphismes sont donc égaux et la condition 3'en résulte.

Ainsi nous obtenons une catégorie (R, g)-dominée E = (€, C—°)
et, en posant v(e',e)=7T(e',e), nous définissons un foncteur (R, g)-

dominé 7 de E vers E; en effet
T(e', e). kS = kS, ® T(eyypg,ey).
vn

Soit w un autre foncteur ( R, g)-dominé de source E, de but E=
(&,C"). On suppose que E est une catégorie (R, q)-dominée. Pour tout

s de 2(e',e), il existe un unique morphisme /° vérifiant:
w(e',e). kS =15.§5.

Soit w la surjection sous-jacente & w, soit e’ = w(e') et e=w(e). Il
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 15

existe une transformation naturelle X =(&(¢é',¢), T, ¢r.r ,)), dont le
but est un foncteur constant et qui est définie par:
T((e'.e))=w(e' e), T(s)=1I°.
- An " v a A

Posons w'(e',e) = lzmlp(e" e)x. Soit (k°)3.5 (resp. (£°):.5) la fa
mille de morphismes attachée 2 E relativement 3 ® (resp. & ®) et soit §
la suite (év)uén+1 , ot €, = w(e,). Avec ces notations, nous avons:

k®. g({;’(ev_”, ey).-T(eyry.ey)) =ks-§z;( e,t41 €y =

=w'(e',e). kS, BT( ey )
v oA A A A .
La relation k£°.j° = k5 assure que le morphisme

2. ew(e ). 7(s,).77)
- @ w1 € T(sy) ]

A - S
PR 1N . . Sy
s'écrit de maniére unique sous la forme /. ]“.§ i

S
En multipliant la relation précédente par ® & ” , on trouve
14

A - - a

1.9°1.j5=15.7%, dou l.j%=15.7.j4
Ainsi
kS, B (eyyp o) T(5,)) =W (e, e). k5. ®7(s,);
c'est-a-dire

w'(e,e) kS = k3. 917'(ey+1, e,).

— A
Par suite il existe un foncteur ( R, g)-dominé w' de source E, de but E
et vérifiant w = w'. v. La définition de w'(e’, e) assure que cette décom-

position est unique. V

COROLLAIRE. Si g est de plus a Fo-limites inductives et si q(j%) est
une surjection (resp. une bijection) pour toute famille a =(a,) ¢, d'uni-

tés de K', la catégorie c s'identifie a une catégorie quotient de C’

(resp. a C").

Si £ est un ordinal limite appartenant & l'univers U, nous notons

£ la catégorie associée.

PROPOSITION 4. Si, avec les hypothéses de la proposition 3, il existe un
ordinal limite & appartenant @ U tel que ® soit compatible avec les { £ }-

limites inductives, RF est a RF- projections.
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16 F. FOLTZ

PREUVE. Soit E =(¢,C") une catégorie ( R, g)-dominée. Définissons
par récurrence une famille (17(5 ',§))§€§'\<§_ de foncteurs (R, g)-dominés
et une famille (Eg leg g de catégories ( R, q)-dominées telles que:

la source de E(f',é) est Ef , son but est E§: et
“eter)Uene) T )

E;=E. :
Eé: a les mémes unités que E et us1 »)(e) = e pour e€E,.
Posons Ef =(eg, C'g) et désignons par (ké)sez la famille des morphis-

mes associée 2 Ef .

a. Si Ep est défini, ug g, ¢) est le foncteur défini par la proposi-
tion 3.

b. Supposons que & est un ordinal limite et que E(:f",é")eSt défi-
ni pour tout £” < £. 1l existe un foncteur ¢§ de £ vers RF qui associe
Z(g gy A (£",£). Comme ® est compatible avec les limites inducti-
ves, ce foncteur admet une limite inductive naturalisée dans ﬂ, notée
L/J§ :(Eg’ T, ¢§). Les unités de E, s'identifient a celles de E, et
95( e',e) est une limite inductive dans K du foncteur <]5§( e',e), qui
a(£", &) associe ;(fw’gn)( e',e); on note \,llé-( e',e) la limite induc-
tive naturalisée correspondante.

Par définition, ;(5.6‘) =7(&") pour tout &' < £.

Montrons que Eé‘ est une catégorie (R, g)-dominée. Soit une
suite. s =(e ) ¢ .; de 2(e', e). Notons par ¢'(resp. ¢,) le foncteur

¢g(e' e) (resp. ¢z(e,yr,e,)) et soit

¢:V\<®n.[,¢1j]vsn' ¢:V§n'[¢v:|v$n'

Posons aussi:
Yr=yziee), b, =ysle g e,).
¢:V§n[¢y]v§n et ¢:V§z [L'bv]vsn

Par hypothése, Y et Y sont des limites inductives naturalisées dans K .

Il existe une transformation naturelle ( :(c—ﬁg, i.¢), ot j(f) désigne le

§n85(6V+1’eV) N

morphisme canonique de e (e , e,) vers
$®n £V Cut+1 Cu V<

v

et f(é—‘:) = Lim(%¢)§. Il existe une autre transformation naturelle ¥ =
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 17

=(¢', 0, ¢), définie par
O—(g):ksg et ksg:Lim(\ﬂ',lﬁ)X'

N'autre part la proposition 3 nous indique qu'il existe un unique morphisme

t(£) vérifiant
HE)J(E)=F(E+1,6)h8.
Si Y =¢( 85( e,e), T',¢') etsi £ < &', nous avons

T(EHD). (E).j(E)=TE" ) kE. E(E.E) =
=TEHD).HE). PEE) ().

Le fait que j(£) est un épimorphisme permet de définir une transformation
naturelle )_(’: ( 85( e',e), o0, Eﬁ_), oun 6(E)=7"(£+1).¢(£). De plus,
la relation Xm { =y 'oo X assure que kE = ES. j(ﬁ_') si k= limwx .
Ainsi Ef‘ est une catégorie ( R, g)-dominée.

Soit E une autre catégorie ( R, g)-dominée. D'aprés la proposition
3, tout foncteur ( R, g)-dominé Ef de Eg vers E s'écrit d'une seule fagon
sous la forme 1715_'_1. iZ(§+1’§) = &75 .

Supposons que £ est un ordinal limite et que nous avons une trans-

formation naturelle 6 =( E, w, ¢§) dans RF . 11 existe un unique foncteur

(R, g)-dominé 1715 de Eg vers E vérifiant

17;5.5(5’5.) :Ef., pour tout &' < £,
On en déduit que tout foncteur ( R, g)-dominé w de E vers E se décompo-

se de maniére unique sous la forme 17/5-,17(5— 1):17}. Ainsi 17(5‘ 1) est un
( RF, R¥ )-projecteur. V

COROLLAIRE. Si, de plus, les bhypotheses du corollaire de la proposition

3 sont vérifiges, la catégorie C;’-’ s'identifie 3 C'.

EXEMPLE. On suppose que ¢ est le foncteur d'oubli vers M de la catégo-
rie des applications continues (resp. applications quasi-continues, resp.
uniformes, etc...) associée 3 U, que C° est la catégorie des applications
continues (resp. quasi-continues, resp. uniformes,...) associée 3 U et que
® est le foncteur produits finis (exemple a du n°2). Le corollaire assure
qu'a tout foncteur « Hom interne» on peut associer universellement un fonc-

teur « Hom interne» qui est une domination forte.
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