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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII, 1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

PURETE ET PLATITUDE POUR LES MODULES GENERALISES

par Sami HARARI

Le but de cet article est de donner des théorémes de structure dans
la catégorie des foncteurs additifs d'une petite catégorie préadditive C vers
la catégorie des groupes abéliens, notée AbC . Le travail dans une telle ca-
tégorie est aisé, car elle vérifie les axiomes (AB1)-(ABG6) de Grothen-
dieck. Plusieurs auteurs se sont intéressés a la question: Mitchell, Oberst,
Rohrl, Stenstrom, Zand, Weidenfeld, Dartois, ...

Les principaux résultats concernent les C-modules plats. En effet,
Oberst et Rohrl se sont efforcés dans [17] d'obtenir I'analogue du théoréme
de Lazard et Govorov ([14], [11]). IIs n'y sont parvenus que sous l'hypo-
thése supplémentaire de filtration sur C. Nous donnons une formulation gé-
nérale de ce théoréme. Ensuite nous généralisons un théoréme de Jensen sur
la dimension homologique en suivant une preuve de D. Lazard. Enfin nous
obtenons un théoréme sur les sous-C-modules purs engendrés, suivant la
méthode de B. Osofsky [18]. Pour cela nous utilisons I'analogue d'un lem-
me de M. Auslander [1] et Berstein [4].Les notations sont celles conseil-
lées par Mitchell.

Je tiens a remercier mes amis Weidenfeld, Fakir et Dubuc pour nos
entretiens au sujet de ce travail. Que M. Barry Mitchell trouve ici ma sinceé-
re reconnaissance pour l'aide qu'il m'a accordée tant dans le domaine des
mathématiques qu'ailleurs; la valeur de son enseignement, de ses encoura-
gements et de ses critiques a été pour moi inappréciable. Je tiens a remer-
cier aussi M. Charles Ehresmann de m'avoir fait découvrir l'univers des ca-
tégories, et Mme Andrée Bastiani de sa lecture attentive du manuscrit et de
ses remarques toujours fondées. Enfin mes remerciements vont a M. Daniel
Lazard pour sa participation au Jury de ma thése de 3éme cycle, dont ce

texte reprend les points principaux.
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. SUR LA NOTION DE MODULE GENERALISE

1. C-modules.

Soit C une petite catégorie additive. Notons }CI la classe de ses
objets, C* sa duale, Ab la catégorie des (homomorphismes entre) groupes
abéliens, (C, Ab) la catégorie de tous les foncteurs de C dans Ab et
AbC la catégorie abélienne des foncteurs additifs de C dans Ab.

La catégorie Ab vérifiant les axiomes (AB 1) a3 (AB 6) de Gro-
thendieck, il en est de méme de AbC. La catégorie AbC posséde donc
des noyaux, conoyaux, produits, coproduits, des limites inductives et li-
mites projectives. Ainsi on peut définir des notions analogues & celles de
la théorie des modules, en considérant les objets de C comme des générali-

sations des modules.

NOTATION: Soient M un objet de AbC, p un objet de C, xeM(p),
A: p=p' un morphisme de C. On posera M(A)x=Ax

Avec cette notation on a les égalités suivantes:
Mx+x")=Ax+Ax’, Ipx:x,
(A p)x=Ax+px, p(Ax)=(uN)x
chaque fois que les membres de gauche sont définis, oy x et x' appartien-
nent 3 P9|C[M(p) et ot Aet u sont des morphismes de C.
Un élément de M sera un couple (x,p), ot peC etotd xeM(p).
Pour simplifier 1'écriture, on supposera que M(p)NM(g) =D , pour deux
objets p et g de C distincts. Avec cette convention un élément de M peut

étre simplement noté x. En effet, x détermine un unique objet de C, noté

Ix ', tel que x € M( |x ').

DEFINITION. Un objet M de AbC sera appelé un C-module et un morphis-

me de AbC sera un morphisme de C-modules.

On notera C(p,-) = CP le foncteur Hom (p,-) de C et, M étant

fixe, x: C x| —M I'unique morphisme de C-modules tel que ;(lx ')( 1 ) =

=x donné par l'isomorphisme de Yoneda j: AbC( CP' M)= M(p),p= lx|
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DEFINITIONS: Soit M un C-module, (x;) ;o1 une famille d'éléments de M.

La famille (%;) ;¢ €St une partie géneratrice si tout x € M s'écrit
x :i%I Ny
ou les A, appartiennent 2 C et A, =0 pour presque tout i .
-Une famille (x,);.; d'éléments de M est dite libre si, pour toute
famille de morphismes A; de C telle que 2A;x,=0, on a A;=0 Viel.
-Une famille (x;) ;e d'éléments de M est une base si elle est une

famille génératrice libre.

-Un C-module M est libre s'il admet une base.

LEMME: Tout C-module libre est isomorphe a un coproduit de foncteurs re-

présentables et tout C-module est quotient d'un C-module libre.

DEFINITION: Un C-module P est dit de présentation finie si, et seulement

d'objets de C

si, il existe deux familles finies (p;);¢;<, et (pj')léjés

et une suite exacte:

r s
_G_BC—'GBC'*P—’O.

1 b; =1 P

On sait qu'un C-module est limite inductive filtrante de C-modules
de type fini. Dans le cas ol C est noethérienne, tout module de type fini
est de présentation finie, donc tout module est limite inductive filtrante de

modules de présentation finie. En fait on a plus généralement:

PROPOSITION 1. Soit C une petite catégorie additive; alors tout C-module

M est limite inductive filtrante de C- modules de présentation finie.

PREUVE. Il existe un épimorphisme f: & C, — M d'un module libre sur

iel P
M vérifiant la condition: Pour tout x de M, il existe un sous-ensemble dé-
P;

défini par Ip. — x. En termes imagés: «M est recouvert une infinité dénom-

nombrable de I, noté N_, tel que, pour tout i€N, fICp SC, ~M soit
1

1
brable de fois par f». Soit g: R — '@ICP‘ le noyau de f. Considérons un
1€ [3

ensemble J de couples (], S), ot J est un sous-ensemble fini de I, S un
sous-C-module de type fini de Rm-EB]CP~' Ordonnons § de la maniére sui-
J€

]
vante:

(]',8)>(]",8") si et seulement si J" DJ" et §'DOS".
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Cet ensemble ordonné est filtrant: En effet, si (] 1 5y) et (],.S,)

appartiennent 4 J, alors (Jyul,,S,+S,) appartient a g et vérifie
J40ul 2] et S +5,D8,, 00 k=1, 2.

Considérons le systéme de C-modules {MS (].,S) 63} défini par
MS=@ C /S Si (].5)2(]',S'), on aun unique morphisme

J
jel
s’ S' L mS
//'S : M3, M3

induit par l'inclusion. Il est facile de voir que ce systéme est inductif;
montrons que sa limite est M:
Pour tout (], S)eq le morphisme f(] ,S): Mfa M estinduit parle diagram-

me commutatif suivant dont les lignes sont exactes:

0 - S = a@C, — MS — 0
ie] Pi J
(1) 1 lk lf(l.S)
0->R’—g>69C A M - 0
iel Pi

Montrons que tout élément de M est dans 1'image d'un M;, ou (],5)€9.

Soit m e€M. 1l existe un 7o €1 tel que l'image de 1, soit m. Soient §
10

un sous-C-module de type fini de Rr'\Cp et m' l'image de Ip dans
i,

M{ b le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes nous

M
M
Pour terminer il faut montrer que, si /'(] S)(m)zo pour m eEM:I9 ,

il existe (]',8')>(],S) tel que /{[» 5} (m)=0. Soit donc (],5)e,

meM; tel que /(] S)(’”) =0. Il existe x€ @ C ayant pour image m
J

dans MS. Soit x’ I'image de x par l'inclusion k.Vu la commutativité du

I

diagramme (1), l'image f(x’) de x’ dans M est égale a 0; il existe donc

lo

assure que f{z‘,}, s(m')=m:

{i,3= 0

- 0

r€R tel que g(r)=x'. Considérons le C-module engendré par r et S.

C'est un sous-module de type fini de Rﬁ@C set (J,<Sur>)>(],S).
16]
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On a le diagramme commutatif suivant:

0 - § = ®C, — M — 0
] b; J
I
'< >
0 =<SU>=@®&C, — M SY7 o
M - 0

0 - R = &C, —
1P

1

Il est clair que I'image de m dans M?SUO est 0.

2. Produit tensoriel

Si C, et C2 sont deux catégories, on peut former le produit C  XC,

de maniére évidente et on al'identification
@)) (C,,(C,A))=(C,XC,,A);

si C, et C, sont additives, il y a une structure additive évidente sur
C1>< c,. Si A est aussi additive, (1) est aussi valable mais on a

(19 (ACI)C27éAC1XC2.
Ceci conduit a considérer le produit tensoriel C ,® C, de deux catégories
additives C, et C,: C'est la catégorie dont la classe des objets est
' C1| X l c, | et ot le groupe abélien des morphismes de (p,.q,) a (p,.q,)
est le produit tensoriel ordinaire des groupes abéliens Ciby 99 Cylb, 9,)

La composition bilinéaire est définie explicitement par:

([,®/,)(g,®8,)=(f,8,)®(f,8,)-

) ) c,c, C,®C
L'isomorphisme correspondant a (1) est alors (A *) ~A 1 2

2

si A est une catégorie additive. On a aussi les identifications
IeCxC, C,8C,~C,QC,,
(C,®C,)RC,~C,®(C,1C,).
Soit C une petite catégorie additive. Nous allons généraliser le
produit tensoriel de modules sur un anneau de la maniére suivante:

® C sera le foncteur de A6C ® AbC~Ab tel que, si MeAbCY et
N € Ap© , alors
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MEN=L/Utn(j o(M(Y) &N (p))=j,0(M(p') @ N(Y))),
pelcl 7? b
ol jp est l'injection canonique de M(p) @ N(p) dans L= M(p) N (p).
perCl
La proposition suivante montre que ce produit tensoriel coincide avec le

produit tensoriel de C-modules defini dans [19] .
PROPOSITION 2. Soit M un C*module. Le foncteur M ®: AbC = Ab est
adjoint a gauche au foncteur Ab(M,-): Ab~ AbC (défini ci-dessous).
PREUVE: Nous allons montrer qu'il existe un isomorphisme

Ab(M®-B, A)~ AbC( B, Ab(M, A)),

pour tout C-module B et tout groupe abélien A, et que cet isomorphisme
est naturel en B, A et M.Remarquons d'abord que le groupe abélien A’sous-

jacent au C*module Mest isomorphe & EBé'I(p).Posons Ab(M,A)=Ab(A"A)
peiC
Exhibons la structure de C-module de Ab(M, A): Il posséde une

structure de groupe abélien induite par celle de A. Soit A:p—p’ un mor
phisme de C et fe Ab(M, A); définissons Af par:

}\f(x):fp(x)\*), si x eM(p') ot x N =M(N)(x).
Soient A un morphisme de C et f' € Ab(M, A); on vérifie facilement que:

(NANY[ZN N N[+f) MM 1=,
chaque fois que les membres de gauche ont un sens. Considérons deux mor-

phismes p:p-g, A:g~r de C. Soit x€ M(p). On a alors les égalités

suivantes:
N )(x)=N(x*) =[x w*N) = f(x (A )¥) = (A ) [(x),
d'ou la relation
(A ) =N f).

Il est clair alors que Ab(M, A) est un objet de AbC.

Considérons maintenant la transformation naturelle

Np,a - Ab(M®cB, A)~AbC(B, Ab(M, A))
telle que, si f:M® B~ A et si b est un élément de B, alors
Mg, a([)(b)=f(~ b): M~ A

ot j:MXB=~A4 induit /.
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Ensuite soit EB Al AbC( B, Ab( M, A))—oAb(M@CB, A) la transformation
naturelle telle que, si g:B-Ab(M, A), alors CB A(8):M®-B—~A est
défini par
{(g)(m®b)=g(b)(m), si m@beM®-B.
On vérifie que M3,4 €t gB,A sont des isomorphismes naturels en M.

-Ceci achéve la démonstration .
COROLLAIRE: M® est exact a droite, préserve les limites inductives, en
particulier préserve les coproduits.

LEMME: Soient C et C' deux petites catégories additives. Soient B un

C*®C'-module, N un C'-module. On a alors l'isomorphisme naturel suivant:
m:Cy®c AbC (B, N)uAbC'(AbC*(Cg,ﬁ),N)

pour p 61 C|, oad N(x®f)(g)=[(g(x)) et ou B est le C*module associé

@ B et B' le C-module associé a B.

PREUVE. Exhibons d'abord la structure de C-module de AbC'(B',N).
C'est évidemment un groupe abélien. Soient A:p g et u : g—r deux
morphismes de C* et f: B~ N un morphisme de AbC'. Définissons wf
de la maniére suivante:

Lf(x)=f(nx)eB(q,p'), si xeB(r, p').
Il est alors clair que (p+v)f=p f+vf, si lemembre de gauche a un
sens, et de méme U (f+g)=pn f+un g. Enfin (L N)f=Np f), car

PN =f(uN(x)=f(Mpx))=NMuf(x)).
Donc AbC'( B, N) a une structure de C*module, i.e. une structure de C-

module. On montre de méme que AbSF(c* ,B) possede la méme propriété.

Il suffit alors de considérer le diagramme commutatif suivant:

c;‘®cAbC'(B',N) . AbC'(AbC*(C;j, B)N)
£ 4

A (B ,N)  —=  AC(B,N)
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ot £ est l'isomorphisme:
L@ AL (B, N)=~ AL (B N), 1,8 [~f
et { l'isomorphisme de A6C'(B’, N) sur AbC'(AbCY( C$.B),N) défini
par
ApC (B N)~ [ 4 (Cy, BY N1, f=L(g:1,~b)=1(b)]
CONSEQUENCE: Si L est un C*module projectif de type fini, sous les

conditions et notations du lemme,
Lo AbC'(B',N)~ AbC" (AbC (L, B), N).
COROLLAIRE: Soit L un C-module projectif de type fini. Si on pose

L*=AabC(C(, ), L), alors L* est un C*module et on a L*® N ~ Ab“(L,N)

pour tout N € AbC, I'isomorphisme étant naturel en L et N.

PREUVE: Si dans le lemme précédent on prend C=C' et B=C(, ) etsi
on identifie AbC(C(,),N) a N grace au lemme de Yonéda, on obtient le

corollaire.

PROPOSITION: Soit M un C-module et N=@ Cp . Alors M®-N 2-GBIM([JZ:)
I ] ie

et tout élément de M®c N s'écrit de maniére unique > m; ® 1
iel

b;’

1
PREUVE : On a la suite d'isomorphismes suivants:

M®-(dC, )= Mg C ~@M(p;).
c(8C, ) >0 (ME8C, )~ M(p,)

L'unicité de 1I'écriture dans (IB M(p;) entraine la deuxiéme assertion.

10
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Il. PURETE ET PLATITUDE

1. Modules plats et monomorphismes purs.

DEFINITION: Un C-module M est dit plat si, pour toute petite suite exac-
te ,
u u
0 - N = N —== N' = 0

* .
dans AbC , la suite

0 — N'®CM u_@;M N®CM u'_@M N"®CM - 0
est exacte dans Ab. On a une notion de C*module plat en intervertissant
les roles de C et C* dans la définition précédente.

Un C-module libre est plat. En effet, soient M un C-module libre et
0 - N —- N = N'—- 0

une suite exacte dans AbC". On sait que M@ Cp , donc
I i

N'®-M —- N®M —- N'@®M — 0
est isomorphe a
@N'(p;,) - @N(p;)) - @&N'(p;) - 0
iel iel iel

c'est une petite suite exacte, car AbC veérifie (AB 6)..

DEFINITION: Soit 0 - M’ % M — M" — 0 une suite exacte dans

AbC. Nous dirons que M' est un sous-module pur de M ou que u est un
homomorphisme pur ou que la suite est pure si N®u est une injection de
groupes abéliens pour tout C*module N.

Ici encore on a une notion de C*module pur, en intervertissant les
tdles de C et C* dans la définition précédente.

Ainsi un facteur direct est un monomorphisme pur.

PROPOSITION 1: Soit un monomorphisme w:M'-M dans A", Pour que
u soit pur, il suffit que M/p. soit plat. Dans le cas oi u est pur et M

plat, M/ y. est plat.

PREUVE: Posons M/, =M" et considérons une suite exacte

14
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A
0 - N - N = N'"= 0

dans AbC. Supposons u pur et M plat. Par tensorisation nous obtenons le

diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes:

0

0 — M®N —- MN —= M'QN" - 0
1M®>\ 1M"®)\

0 = M®N — MN —= M'®N — 0

En appliquant le lemme du serpent aux deux lignes supérieures et
en observant que u® N” est une injection de groupes abéliens, puisque u
est pur, et que M®A est une injection, puisque M est plat, on voit que
M" ® X est une injection, donc que M" est plat.

Réciproquement supposons M" plat et soit N un C-module. Tl exis-
te une suite exacte 0 ® K 2 Ly = N — 0 dans AbC avec Ly libre. Con-
sidérons le diagramme commutatif suivant dont les lignes et colonnes sont

exactes:
0

{
{ \ {
| { {

| { ¢

0 0 0

La ligne du milieu est une petite suite exacte, car Ly est libre; de méme
la colonne de droite est une petite suite exacte, M” étant plat. '‘Appliquons

le lemme du serpent; on voit que z®N est une injection, i.e. u est plat.

12
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REMARQUE. Si on intervertit C et C*, la conclusion reste valable.

REMARQUE. Soit z: M' = M un monomorphisme pur; M/y+ n'est pas forcé-
ment un module plat. En effet, si Q est un module non plat, le morphisme

0 = Q est un monomorphisme pur dont le conoyau n'est pas plat.

2. Criteres de pureté.

LEMME. Pour qu'un monomorphisme u: M' — M dans AbC soit pur, il faut

et il suffit que, si (m});.; est une famille finie d' él éments de M’ et(x;);1

une famille d'éléments de M tels que u(m') = 2 a. x. pour tout i€l et
1 z el 1i71

pour une famille (a ) de morphismes de C, alors il existe une famille

(x )]ej d' éléments de M’ telle que m); = ]éj a]ix]

PREUVE. Montrons que la condition est nécessaire. Soient (p;), et
(qj)je] les familles d'objets de C telles que m’ieM'(pi) et x; eM(q]-).
Désignons C(p,-) par Cp et C(-,p) par C*. La famille(a- ) détermine

un morphisme f: & Cy — @&Cy . Soit g: eBC* = K son conoyau La
je] % iel Pi iel Pi

suite exacte
[
jie] 9 iel Pi
définit le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes et les

colonnes des injections de groupes abéliens, puisque u est pur:

@M'(q].) - G?M'(Pi) - K®cM — 0

1 | !

® M(q;) ~ ®M(p;) = K®M =0

Considérons les isomorphismes:

eM(p.) S (®C )R- M, (m) = 31
iel pi iel pz' c ’ mi) iel p

o~
M . - ( C* M, , - X1 .y
],6?] (q;) j?] qj)®c (m;) ie qj® m;
en vertu de l'hypothése et aprés notre identification, on voit que 1'élément

‘21117-® u(m;) appartient 3 l'image de f® M, donc que son image dans
1€ 4

K®- M est nulle. Puisque K® z est une injection, car u est pur, l'image

de z’ezl Ipi ® m'; est nulle dans K® M’. Il existe donc (x'j)js] eEM' telle

que m} = ‘2] a; x'; pour tout i€l.
je] i

13
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Montrons que la condition est suffisante. Pour cela il suffit de le vé-
rifier sur les C*-modules de presentatlon finie. Soit N un tel C*module. 1l

existe une suite exacte dans AbC

ec* - @Ccr 5 N ~0
jel q] iel P

od I et | sont des ensembles finis. On a le diagramme commutatif dont les

dont les lignes sont exactes:
jBM'(ql‘) - ?M'(pi) = N®c-M ~—0
1N®u

g
e]BM(p]-) - eIBM(p,-) > N®:M -0

Soit x un ¢lément de N®,- M' dont l'image par N® u est 0. Il existe un
C 8e p
yG? M'(p;) qui releve x. L'image de y par g'ou est 0, d'aprés la com-
mutativité du diagramme. Donc
u(y):(]gja].ixj)iel, ou xjeM.

Vu notre hypothese, y s'écrit alors y :(].EZ] “jz.x'j)iel’ ou x’ appartient 3
M'. Puisque la ligne du haut est exacte, x =0 et N® # est un monomor-
phisme. Par conséquent u est pur pour tout C*module de présentation finie
et, comme tout C*module est limite inductive filtrante de tels modules ,

*
d'apres la proposition 1, et que AbC verifie la condition (AB4), on en dé-

duit que u est pur.

COROLLAIRE. Pour qu'un monomorphisme u: M' = M dans AbC soit pur,

il faut et il suffit que, pour tout diagramme commutatif de la forme

v
L= L
k’l u;."' lk
4
V4
M - M

avec L' et L libres de type fini, il existe w: L = M' tel que wo v =k'.
Pour démontrer le théoréme suivant, nous utiliserons le

LEMME. Dans une catégorie abélienne (, considérons le diagramme commu-

tatif suivant dont les lignes sont exactes:

1%



PURETE ET PLATITUDE 13

al all
Al = A = A" = 0

8:1 8 1 8111

0 —~- B'" == B - B"
IB, IB"

1l existe un morphisme (L :A-B' tel que | a'=3" si, et seulement si, il

existe V:A"= B tel que B "v=238".

PREUVE: Montrons que !'existence de p implique celle de v, la récipro-

que s'obtenant par dualité. Soit 1 tel que 1 a'=8'. Considérons
(8-Bp)a=8a' -5 pa=0.
Il existe donc v:A" =B tel que va”"=35-05"u . Composons avec ,3;’; on
obtient: B"va" =£"§, et, d'aprés la commutativité du carré,
"ya"=5"a",
d'ot B"v =8", puisque a” est un épimorphisme.

u'
THEOREME 1: Soit 0 — M' == M — M" — (0 une suite exacte

dans AbC. Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) Cette suite est pure.
ii) Pour tout module de présentation finie P, l'application
AbS(P,w): AbC(P, M)~ AbC(P, M")
est surjective.
ii1) Cette suite est limite inductive suivant un ensemble filtrant de sui-
tes exactes scindées
0 - M — M'@Pi—’Pi-bo,
oa les P, sont des C-modules de présentation finie.

REMARQUE: La condition déduite de (iii) en retirant la condition que les
P, soient de présentation finie est encore équivalente aux autres, car elle

est plus faible que (iii) et une limite inductive filtrante de suites exac-

tes scindées est pure.

PREUVE: (iii) entraine (i), car les limites inductives filtrantes sont des
foncteurs exacts commutant avec les produits tensoriels.

Montrons que (i) entraine (ii). Considérons une présentation de

15
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P, i.e. une suite exacte
L, f, L, & P . 0

de C-modules, ot L et L, sont des C-modules libres de type fini, et

P
lu
M

n — O

u:P -~ M" un morphisme de C-modules.
/ g
L . L 0 = - 0
k .

l

0 —-— M - M -

u' w

u induit des morphismes k:L,~M et [:L ;—+M' rendant le diagramme com-

mutatif. Puisque ' est pur, en appliquant le corollaire précédent i ce dia-

gramme, on voit qu'il existe v':L,~M' tel que v’y f=1. D'aprés le lemme
precédent, il s'ensuit que (ii) est vérifiée.

Supposons (ii) vérifiée et montrons (iii). Ecrivons M comme limi-

te inductive filtrante de C-modules de présentation finie P, : M"=lipP,.

i€l
Considérons le diagramme suivant, ol le carré de droite est un produit fibré.

’

0 - M — M, 4 P, - 0

1 1
j /i 1 /"i
0 = M —-= M X M - 0

D'aprés la condition (ii), il existe g;:P,~M tel que wog;=f";; on en

conclut que la suite du haut est scindée. Il est clair que M=1limM_, car en
—
passant & la limite inductive sur 7, on obtient un diagramme commutatif dont

les lignes sont exactes:
0 —- M - l_z;m M, - M" - 0
O
0 - M —— M —= M — 0
Vu le lemme des cinq on déduit que » est un isomorphisme.

COROLLAIRE: Une suite exacte pure 0 -M' ~M-M"~0 telle que M" soit

de présentation finie est scindée .

COROLLAIRE: Soient C et C' deux petites catégories additives. Siun fonc-

16
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teur de la catégorie des C-modules dans la catégorie des C'-modules com-
mute avec les limites inductives filtrantes et les coproduits finis, il trans-

forme les suites exactes pures en suites exactes pures.

3. Criteres de platitude.

THEOREME 2:Soit u:P =M un homomorphisme d'un C-module de présenta
tion finie dans un C-module plat. 1l existe un C-module libre de type fini L

et des homomorphismes v:P~L et w:L-M tels que wov=u.
14

w

PREUVE: Considérons une suite exacte 0 K~L, ~M=-0 dans AbC avec
L libre. D'aprés la proposition 1 cette suite est pure. En lui appliquant le
théoréme 1, on obtient v': P "LM tel que w'ov’'=u. L'image de v’ se fac-

torise par L, sous-module libre de L, ,d'ot v et w.

THEOREME 3: (Lazard- Govorov). Soit M un C-module. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes:

i) M est plat.

ii) Pour tout C-module de présentation finie P et tout homomorphisme
u:P-M, il existe un C-module libre de type fini L et des homomorphismes
v:P-L et w:L~M tels que wov=u:

iii) 1l existe un ensemble ordonné filtrant | et un systéme inductif de

C-modules libres de type fini (M), tels que M=1lim M.

PREUVE: Nous avons vu que (i) entraine (ii).
Montrons que (ii) entraine (iii): Nous savons que tout C-module est
limite inductive filtrante de C-modules de présentation finie. Avec les nota-

tions de la proposition 1, §I, on a M:lim M;. Nous allons montrer que
(J.5)

I'ensemble des couples (],S) tels que ?BCP /g soit libre est un sous-en-
i

semble cofinal dans 1'ensemble ordonné 3 de tous les couples (], S). Soit

(],S) un couple quelconque de J . D'apreés (ii) il existe un C-module libre

L tel que le diagramme suivant commute:

® /1.5 M
Cc. ./ -
jej ¢S
v /w
L

17



16 S. HARARI

Montrons que L =63 CP /o pour un certain couple (J,, T) appartenant q.
i€, o i

Soit (e;); ¢ ] I'image dans i?]cpi/s de la base (ij)]- €] deiga]sz.. Posons
/i.—_v(ei) €L .Soient B une base de L, B' un sous-ensemble de I disjoint
de ], équipotent & B et ayant méme image que B dans M. Posons Io=
B'U]J.
1 \ . -L . . ‘
Considérons 1'homomorphisme i?] ocpi qui envoie (Ipi) il sur

BU(f;) ie] 1l donne naissance a la suite exacte

0 — T - o C - L - 0,
J, b

oi T est un sous-C-module de type fini de ®Cp'ﬂR. On a évidemment
1

(],»T)>(],S), ce quinous donne le résultat.

Enfin (iii) entraine (i) car la catégorie AbC vérifie (AB 5).

18
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lll. DIMENSION HOMOLOGIQUE

1. Dimension homologique d'une réunion de C-modules.

THEOREME 1 (M. Auslander). Soient | un ensemble bien ordonné, (M;);

une famille de C-modules tels que, si i <j, M;

M= iLEJIMi et posons M :]_L<JiM].. Si b.d.(M; /Mr) n pour tout i€l ,

est inclus dans M-. Soit

alors h.d. (M) < n

PREUVE. La démonstration se fera par récurrence sur =.

a. Supposons n=0; h.d (M, /M') =0 veut dire que M, /M’ est
est projectif. Pour chaque i€ on a la sulte exacte suivante dans AbC
0= M =M = My/ pys = 0.
Elle est scindée, puisque M;/y, est projectif. On peut donc écrire M; =
1
= sz@le' , o M'i' est un C-module projectif isomorphe 3 M-/M, . Considé-

rons le C-module ZIM" CM formé par les combinaisons l1nea1res dréleé-
ie

ments des M" , pout i €. Montrons que @& M? = ZM!. En effet, soit m"=
iel iel

= %m'l' GIZM;" tel que m" =0. Supposons qu'il existe des indices i tels
que m? #0. Ils sont en nombre fini; soit 7, le plus grand d'entre eux;
alors m;'oz— <Z m; . Or chaque mj, pour j <io, appartient 3 Mz-'o; donc
IS
m;; appartient 3 M;.o, contredisant le fait que Mi°: Mz.'0 eale;. Montrons que
M est contenu dans }I:Mi” . Par récurrence transfinie sur 2, on va montrer
que, si un élément m appartient 4 M,, alors m appartient 3 _@[Mzi'. Soit
i€

a =7 ' : [ ”

a =inf(1), Ma._ 0 et M= MaCiﬂealMi.
Supposons la propriété vraie pour k < i. Montrons qu'elle est vraie pour

i. Soit m EMZ.- alors

b
m:m;+m;.’ avec m'z.Esz et m'l.'EM;.'.

m’; appartient 3 M, pour un certain k < i, donc
’ ” " ” "

M étant un coproduit de C-modules projectifs, il est projectif.

19
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b. Supposons le théoréme vérifié dans le cas: h. d.(M;/y ) € n-1.
1
Montrons qu'il est vrai pour b. d'(Mi/M’.) < n. Considérons le foncteur

1
d'oubli 0: Ab¢ = (C, Ens). 1l a pour adjoint le foncteur
L: (C,Ens) —~ AbC, M~—1L,,

od Ly(p) est, pour chaque p € lc ‘, le groupe abéglien libre engendré par
M(p). Ue foncteur L commute avec les limites inductives, en particulier
avec les limites inductives filtrantes. Considérons la suite exacte

0 =Ky =Ly ~M;~0, oi M;=0(M,),

1

pour tout i €. Puisque AbC possede des limites inductives exactes, on a:

K U K

m,= YKy, Ky= YK
]

i j iel M7

Considérons le diagramme suivant dont les lignes sont exactes:

0 0
b
Kys = Ly = M 20
X oo
Ky = Ly = M, =0

‘z —1 t
0 =Ky Ik, ~ L
!

0

-—

O —

(1) 0 —

'—_’M' I_'O
M Z/Mi

'

0

Appliquons la longue suite des Ext 3 la ligne du bas; on voit que 1'on a

b. d. (KM ) /KM') $n-1. De notre hypothese de récurrence il résulte que
1 .

1
h.d.(K,.) <n-1. Appliquons la longue suite des Ext 3 la petite suite

exacte:
02Ky "Ly > M= 0;
on en déduit que h. d (M) < n.

REMARQUE. Cette démonstration n'est pas valable dans des catégories
abéliennes autres que AbC en remplagant les C-modules libres par des ob-

jets projectifs, le diagramme (1) n'ayant plus lignes et colonnes exactes.

PROPOSITION 1. Soient @ une catégorie abélienne et u: B = A un mono-

morphisme:

R0



PURETE ET PLATITUDE 19

Si h.d.(A) > h.d(B), alors b.d.(A) =h.d.(A/g);
Si b.d(A)<hb.d (B), alors b-d-(A/B):b.d.(B)+1,-
Si h.d.(A) =b.d (B), alors h.d.(B) <b'd'(A/B)+1"

PREUVE. 1l suffit d'appliquer la longue suite des Ext & la petite suite:
0-B%A-A/g~0.

REMARQUE. b. d.( B) ne peut pas étre supérieura h. d.(A) et h.d. (A /p).
b.d(B)=hd(A/g) entraine h.d.(B)=h.d.(A).

COROLLAIRE. Sous les hypotheses du théoréme 1 et si bh. d.(M;.) <m
pour tout i €1, alors b.d (M) < m+ 1.

PREUVE. Puisque b . d (M) <m et b.d(M;)=h.d (M, ;)<m, alors
h.d.(M;/m+)< m+1 d'apres la proposition, donc h. d.(M) < m+1 d'aprés
1

le théoreme d'Auslander,
2. Sous-modules purs engendrés.

Soient F un C-module libre et f: M’ *F un monomorphisme. Le
critere de pureté vu au chapitre Il peut s'écrire sous une forme plus agréable:
[ est pur si, et seulement si, pour toute famille finie (mzf)Igignd' éléments
de M’', il existe u€ AbS(F, M) tel que wuof(m}) =m}; pour I<i < n.

Nous allons grace j cette formulation démontrer le

THEOREME 2. Soit F un C-module libre de base (x;) Tout sous- C-

iel’
module T de F engendré par R, éléments, k ordinal [ini, peut étre plon-

gé dans un C-module T4 pur dans F et Rk-engendré.

PREUVE. On fait une récurrence transfinie sur k.

a. Cas oa k=0, c'esta-dire N, =w. Soit (¢;);,, une partie
génératrice de T dans F. On va définir par récurrence T ‘et u; pour tout
i€w de sorteque T, = Clto ‘to et

1. t,eT;;

ii. T].CTZ. pour j <i;

iii. T, est un sous-C-module finiment engendré de F;

iv. u;€ Ab“(F, T, ;) estl'identité sur T;.

Supposons que l'on ait défini T]. pour j € i. Soit u' € AbC(F,F)

tel que #' soit l'identité sur M, = T. +C t., ;. Définissons v,:F = F
i i 1t;41 jfi+1 i
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en posant:
vi(x]-):O si MiCk?ICkalxk,

_ k7]
Ui( x]) = u’( x]) sinon.

Puisque M, est finiment engendré, ”i("j) =0 sauf pour un nombre fini
de j, de sorte que T,;,; = v;(F) est finiment engendré. Si u;: F~ T,
est la restriction de v, alors (Tj)0~<j€i+1 et (uj)OSjgi satisfont aux
conditions (i) 3 (iv).

Posons T4= U T,. Puisque tout sous-ensemble fini de T 4 est

1EW

contenu dans un certain T, le morphisme u;: F — T 4 déduit de u; le lais-
se invariant. Donc T4 est un sous-C-module pur de F.

b. Cas général. Supposons le théoreme prouvé pour k < n-1 et sup-
posons k =n. Soit (ty),),<y, oy V = Nn , une famille génératrice de T.

Soit, pour tout y < V,

T, =(C t,+ U Tg)

Y f’,y| Y <y B
Si, pour tout 8 <y, T est engendré par au plus @ Xcard( 3) éléments,
T,y est engendré par au plus w Xcard(y ) éléments. Vu l'hypothese de

récurrence, T,; existe donc et est engendré par au plus w Xcard(y ) élé-

ments. Posons T4 = EJ T;. Alors T contient T et est V-engendré.
. Y .
Puisqu'une chaine linéairement ordonnée de sous-C-modules purs est un

sous-C-module pur, T4 est le sous-C-module pur requis.
3. Dimension homologique d'une limite inductive.
Soit D un ensemble préordonné filtrant croissant.

PROPOSITION 2 (Berstein). Soient @ une catégorie abélienne dont les co-
produits sont exacts, {M, fi|i,jeD} un systeme inductif dans Q@ et

M= lili-_ Si D est déenombrable, alors b.d.(M) < 1+supb.d(M;).

D ieD
PREUVE. D étant dénombrable, il contient un sous-ensemble dénombrable
totalement ordonné cofinal dans D. On peut donc supposer que D est I'en-
semble ordonné N des entiers. Si g,;- M; > M et f;: M, M;,; sont les
morphismes du systéme, on a la suite

/0 /1 /n
My=M;= My~ oo 2 M, = M .~ ...
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telle que [imM, = M. On en déduit la suite exacte
N A i
o> &M - M = M-0

neN neN "

oh j est défini comme étant égal sur le n-ieme facteur 3 8, eton A est

défini par le diagramme:

My © M, & M, ...
A AN N‘l
M, & M, ® M, @...

Or hd(®&M,) <suph d(M,); donc en appliquant la longue suite des
n n
Ext on obtient h.d (M) < 1+ supb. d.(Mn).
n

Ce résultat est valable en particulier pour les catégories de la for-
me AbC. En fait nous allons voir que, pour ces catégories, le résultat se
généralise au cas oy D admet un sous-ensemble cofinal D' de cardinal
b

a

a la limite inductive relativement 4 D', on peut supposer D = D’.

n» n€w. Comme une limite inductive relativement 3 D est identique

LEMME. Supposons D de cardinal v = R, oy n > 0. Il existe une famil-

le (E’)’)’)’<V

) D= U
(D By

(@) EgCEg pour B <8 et Ea:BgaEﬁ,

de sous-ensembles de D vérifiant:

(3) ES' E,B majore Eﬁ pour B <38,
(4) L e cardinal de E'y est Nn-] pour tout y < v.

PREUVE. Soit 7 <V et supposons défini des E g vérifiant (2), (3), (4),
pour S < 7y. Poson’s

B, o={d,la<®, j+7} VY Eps
ou da est I'élément de D associé 3 a < Nn par une bijection choisie de
de {a <R _} sur D. On voit aisément que card( E; o) = X, ;. Une

fois E! . défini, posons E E

i yoi+t1 = Ey
fonction de E:y,ix Eﬁy,i dans D qui, 4 un couple ( x, y), fait correspondre

UF;, ou F; est l'image d'une
un majorant de x et’ de y dans D. Chaque E:y,i a un cardinal égal 3 R, _;

23
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i e ro= ro. = U '
et il en est de méme pour E,y Zt)wE,),'l. Posons E,y 5y E,B' Alors la
famille (E'y)'y<v satisfait aux conditions voulues.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme général:

THEOREME 3. Soient D un ensemble préordonné filtrant croissant et M [a
limite inductive sur D d'un systéme inductif {Mi' f; | i,jeD} de C-modu-

les. Si un ensemble de cardinal X, est cofinal dans D, alors

bh.d(M)<n+1+su b.d.(Mz-).
ieD

PREUVE. La démonstration se fait par récurrence sur n. Le cas o n =0
est le théoréme de Berstein. Supposons le résultat prouvé si le cardinal
de D est inférieur ou égal 4 N _; et supposons card(D) = ¥, Posons

v= ¥_. D'aprés le lemme précédent, D = ngy , on la famille (Ey)'y<v

n
y
vérifie les conditions (1) a (4).

Considérons, pour a < v, la suite exacte:

02K, & Ml-—’ZLmMi—'O.

ieEa Ea
On sait que
(1) bhod( & M, < hod (M) .
ieE X iilépa (M)
Vu I'hypothése de récurrence
2) h.d.(limM;) < n+sup b.d.(M;),
E, ieE

puisque card(E ) < ¥ _,. En utilisant la longue suite des Ext (Kaplans-

ky), (1) et (2), on obtient h. d(K,) én-l+_su£ h.d.(M;).
a

1€
Si a <f, sachant que E_C Eg, on a le diagramme commutatif sui-

vant, dont les lignes sont exactes:

~

a E

a
S

0 = Kg= & M; = lim M; = 0
B Eg

On voit que g est un monomorphisme. En passant 3 la limite sur a < v,

2%
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on obtient la suite exacte

0= UK = @M, ~ M~ 0.
<y * ieD !

D'aprés le corollaire page 19 , on a
bh.od (U < Ldo( Y .
(a<vKa) < I+;zépvb d. (,8<'yK'8)
Le choix des E  entraine ,Bgy Kg =K, et, puisque
b.d.(Kﬁ) Sn-1+4 sup h.d.(M;) pour tout B<v,
ieD
on en conclut

bod( UK)S< Itn-1+sup b d(M,).
(2, it b 0

De cette relation et de la longue suite des Ext, il suit que
h.d(M)<n+1+supb d(M,).
ieD
4. Dimension homologique des C-modules plats.

THEOREME 4 (Osofsky [ 18]). Un C-module plat de presentation de car-

dinal X, new, estde dimension homologique inférieure ou égale & n+ 1.

REMARQUE. Dans le cas oy n =0, c'est-a-dire dans le cas ou le module
est de présentation dénombrable, on retrouve le théoréme de Jensen [13].
La démonstration suivante nous a été indiquée par D. Lazard, dans le cas

des modules sur un anneau.

PREUVE. Soit M un C-module plat de présentation de cardinal v = X .

Il est limite inductive filtrante d'une famille (Mp)p .k de C-modules libres

de type fini. Choisissons pour tout k£ € K une base €L 1 €k n(k) de

M, . Désignons par e} , (resp. par e,la'm) I'image canonique de ¢,  dans
M (resp. dans M;, pour [ > k). Soit (x,);.; un systéme de générateurs de

M de cardinalitg v.
Pour tout : de I il existe un indice k(i) € K tel que x; appartien-

ne a l'image de My ;) dans M. Soit Hy = U {k(i)}. On ala suite exacte
a » i€
R= & M, >M=0,
keH

oi a est le noyau de p; soit (’j)js] un systéme de générateurs de R.

D'aprés le lemme de Schanuel, card(]J) = v . Pour tout j de |, on a
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a(f]-) = zz >\]zek,m

= 2 Ne =
et oa(r:) = e =0
e’j Mg b (7) iel, 1 kum; !

ou I]- est un ensemble fini. Il existe I(j) > k; pour ielj tel que
S A ei(i) =0.
iel tokpmy
Soit H; un sous-ensemble filtrant de K, de cardinal v contenant
Hou u {1(j)}).
jel
La construction de H; a partir de H;, peut &tre itérée et permet de

construire une suite croissante (Hq) d'ensembles filtrants de cardinal

qew
v, dont la réunion H est filtrante et de cardinal v . En outre elle vérifie

M =1Ilim M,. En appliquant un théoréme d'Osofsky, on conclut que
keH

bh.d(M)<n+1.

7; Avenue Stéphane Mallarmé
75-PARIS (17%)
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