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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII, 1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

IDEES ET MAQUETTES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES

par Christian LAIR

On sait qu'une structure algébrique peut &tre entiérement « esquis-
sée» par la donnée de certaines conditions sur un graphe multiplicatif con-
venable. De plus, dans les cas usuels, on constate l'existence d'une par-
tie minimale, en un certain sens, de ce graphe multiplicatif constituée de
morphismes qui donnent une idée de la structure algébrique considérée,
sans pour autant la décrire totalement. Par exemple, a, b, i, k donnent
aussi bien 1'idée d'une structure de catégorie que celle d'une structure de
graphe multiplicatif [1]. Cet exemple pose d'ailleurs les problémes liés
de la comparaison selon leur «finesse» de certaines structures algébriques
(ou de leurs esquisses) possédant une méme idée et celui de la descrip-
tion d'une structure algébrique au moyen d'un graphe orienté (i.e. d'un sys-
téme de « générateurs») et de relations.

Dans cet article, nous nous proposons de préciser ces notions déja
introduites explicitement dans (1] ou implicitement dans [3] du point
de vue systématiquement constructif des esquisses (et surtout des prées-
quisses), en opposition avec celui, plus global, des types.

Nous introduisons d'abord deux notions de pseudo-esquisses qui
présentent le double avantage d'alléger la démonstration du théoréme 1 (ca-
ractérisation des pseudo-esquisses admettant une idée) et d'étre plus pra-
tiques que la notion d'esquisse (on n'impose pas que le morphisme canoni-
que d'une pseudo-esquisse dans son type soit une injection canonique),
tout en étant plus précises que celle de préesquisse (on évite certaines
identifications « flagrantes» par passage au type).

Nous précisons ensuite la notion‘de pseudo-esquisse admettant une

idée (i.e. de prémaquette) en celle de maquette (paragraphe 2). Une ma-
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2 CH. LAIR

quette est une prémaquette que son idée suffit 4 «engendrers. Nous en dédui-
sons la notion de systéme de générateurs pour un type: c'est l'idée d'une
maquette ayant ce type. Nous montrons alors que, sous certaines conditions,

on peut déterminer un systéme de générateurs pour un type donné.

Une structure de graphe multiplicatif, en particulier de catégorie,
sur un ensemble U est désignée par U’ (- symbolisant la loi de composi-
tion), lorsqu'aucune autre précision n'est donnée; a et B désignent alors
les applications source et but de U dans la classe U, des unités; la clas-
se des couples composables est notée U * U'. Si I’ est une catégorie, a
toute unité e du graphe multiplicatif U’ on associe le néofoncteur cons-

tant é de I' vers U’ défini par é(i) = e pour tout i €l.
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IDEES ET MAQUETTES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES 3

0. Notations et définitions préliminaires.

Les notations sont celles de [ 1] et [2]. En particulier, mo et
?ﬁo sont deux univers tels que Mo €me et Mo Cmo , U et & (resp. 3:(' et
TA) sont les catégories pleines de néofoncteurs et de foncteurs associées
a mo (resp. a fﬁ(o), § et &' sont deux parties de ¥ équipotentes A des
éléments de N, | ?QQ' (resp. Sg‘q' S.S]f]') sont les catégories pleines de mor~
phismes entre (9,9)- -types (resp (9,9 )-esquisses, (4,9 )-préesquisses ),
non pointés, au-dessus de 3T( pgg (resp. p'gg =) ) est le foncteur cano-
nique de J‘gg (resp. de Sﬂﬁ , de S,QQ ) vers ?ﬂ, T (resp. T') est un fonc-
teur (fftgg' , Sgg' ) -projection (resp. ((fgg' , S,f]f]' )-projection).

Nous utiliserons également la terminologie suivante:

DEFINITION 1. Si U’ €Jly et J €%, , nous dirons que la transformation
naturelle 7 = (¢, 7,8é) (resp. m =(é, 7,¢)), appartenant a R(U", ] )
et telle que é soit le néofoncteur constant sur e, est une | -prélimite pro-
jective (resp. inductive) naturalisée si, et seulement si, pour tout couple
(/1. f5) € UXU vérifiant

T(i). fi=7T(i).[2(resp. f1.T(i) = [2.7T(i)) pour tout i€l
ona f;=f{,.

A
Soit U’ ET({, . Pour tout entier #» 2 I, nous désignons par S, l'en-

semble des suites (f;, ..., f,) d'éléments de U et nous posons § :nngn
F=(fy,....[,)eS ee F" =(f;.,.... [} )€S, nous posons:
FoF' =(fioeiiif of)o ) €S,

Nous allons définir un ensemble L( U’) par récurrence de la mani-

ére suivante:
L, (U )=U;sifeL,(U), onpose c{(f)=1 e K(f)=1;
si, pour # > 1, L (U") et UL (U )=S, <YL (v )~ U
sont définis, nous posons:
Ln.‘.](U') :LH(U.)U{(ZZ’Z.Z) llSELn(U')' s=1,2 et
(kU(1,), k(1)) euxu™},

Cprd Lo 1) = e (1p)ac (1), w0 (1 1) = k(1) k(1)
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4 CH. LAIR

DEFINITION 2. L'ensemble L(U") = L, (U’) est appelé ensemble

U
n>1
des chemins d'associativité de U, 1'application cy-- L( U') - §,définie

par cy. }L Uy cnU', est appelée application composantes et |'applica~
n

tion Ky.:L(U") —U, définie par «y. 'Ln(U.) = KnU. , est appelée applica-
tion composition.

Si IeL(U’) etsicy(l)€eS,, on dit que I est un chemin d'as-
sociativité de U’ de longueur n.

44!

DEFINITION 3. Nous dirons que o =( U ,uy., ') ESf,gg' est une z'* -
pseudo-esquisse si, et seulement si, elle vérifie la condition:

pour tout I'ed (resp. I’ ed"), tout ¢e U'.ﬁ'.l' tel que ;LU.(¢)
(resp. fy.(¢)) soit défini, py.(¢) (resp. mpy.(¢)) est une I -prélimite
projective (resp. inductive) naturalisée.

9

Nous désignerons par Z"g‘ql la sous-catégorie pleine de &% admet-

44

tant les z'¥ -pseudo-esquisses pour classe d'objets.

44 [

t . -
DEFINITION 4. Nous dirons que 0650 est une z°° -pseudo-esquisse si

et seulement si:

ocez¥
st I eL(U"), s=1,2 sonttels que cy.(1;) =cy.(1,), alors

Par analogie Z|§]Q' désignera la sous-catégorie pleine de 2"95" ad-

gqr

qu'aucune confusion ne sera possible, nous dirons z'-pseudo-esquisse et z-

mettant pour classe d'objets la classe des z°° -pseudo-esquisses. Lors-

pseudo-esquisse pour simplifier. Bien entendu on a les inclusions:
s 288 2l -

N

REMARQUE. Dans les cas usuels on se borne souvent & constater qu'une

(9,9 )-préesquisse est une z'-pseudo-esquisse ou une z-pseudo-esquisse.

DEFINITION 5. Nous appellerons (4,9 )-idée un Go = (U, wyrptye) €
685%' tel que:
vosur = fialfylrevyolcBop.plreuy,

My (resp. Wy ) est de surjection sous-jacente vide.
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IDEES ET MAQUETTES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES 5

Ig‘q' désignera la sous-classe de S{)gg' dont les éléments sont les
(9,9 )-idées. 11 est clair que 1?,9' C 8%9' )

Dans la suite une (4, 9 )-idée telle que O, sera commodément écrite
(Lu],0,0), on [U'"] estle graphe orienté sous-jacent a U’ . Inver
sement, A une structure de graphe orienté [x] sur X Efﬁlo , nous associe-
rons canoniquement la (9, 9" )-idée ( [X],0,0), notée =[ X ] . En parti-
culier, si o =(U"\ iy, uy.)e€ S'gg' , si jé désigne le néofoncteur injec-
tion canonique de [ U’ 1° dans U", on a

ig=(o.ig. 2lu])eo. s 4
1. ldées des pseudo-esquisses. Prémaquettes.

Désormais x désignera l'un des symboles z ou z’,etf’x I'un des sym-
boles Z ou Z'.

Si o 6%099' , nous désignerons par *V( o) la sous-catégorie pleine
de la catégorie VS'%' des triangles, (2], admettant pour classe d'objets
la sous-classe *V( o), formée des j€o. §9 verifianc:

o5 e,
si @SGSX'%' .o, s=1,2,etsi O, ;= @1.7, alors @, = ®;.
Remarquons que *V(o), C 0. X' ', puisque l'on vérifie aisément

que, si j€ O_"S,QQ' est tel que p"gg'(}'-) € ﬁl‘ » alors OL(?) € mgg' .

DEFINITION 6. Nous dirons que O est une (g, g')-x-pre’maquezte de (g, g')-
x-idée O, si, et seulement si, *V( o) admet un élément initial *i“ appar-

tenant a fX'gg' . 0o

Evidemment une ( §, §' )-x-prémaquette admet une et une seule (9,9 )-

%

justifie la terminologie adoptée. Lorsqu' aucune confusion ne sera possible,
] 8

x-idée. De plus, celle-ci appartient a , i.e. est une (9,9 )-idée, ce qui
nous dirons x-prémaquette et x-idée plutdt que 9,9 }-x-prémaquette etrd, 9-
x-1dée.

Etablissons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
x-pseudo-esquisse soit une x-prémaquette. Intuitivement la x-idée d'une x-
prémaquette ne contient aucun des morphismes qui sont univoquement déter-

minés par des conditions vérifiées par la (9,9 )-préesquisse.
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6 CH. LAIR

A. Morphismes z'-réductibles et z-réductibles.
Supposons o € 2394'. Nous posons:

DEFINITION 7. f€ U, f¢ U, sera dit z'-réductible si, et seulement si, il
existe un chemin d'associativité /€L (U") vérifiant:

si ey (l)=(fy-eof,), alots fo#f, s=1,...,n,

%KU.( 1) =f.

Supposons que O €2'§g' . Avant de définir les morphismes z-réduc~
tibles, effectuons la construction qui suit.

Al Si feU est un élément non z'-réductible et tel que ¢ U, ,
désignons par fun élément tel que {/7} 63?(0 et f}é U. Posons:

Uf =vu{/},

G(g)=a(g) sigel, G(f)=a(f)=a(f),

Blg)=B(g) sigeU, BN =Ff) =B
On vérilfvie immédiatement que U/ est muni d'une structure de graphe ori-
enté [Uf] =(L7/,,§, a), [2].

A 2. Soit alors ﬁ/*i}/ I'ensemble des couples (h;,h,)€ U/X ﬁ/
vérifiant de plus I'une des conditions:
(i) (b, by)eU xU";
(ii) hy=1f, hy#f et ([ hy)eU *U’;
(iii) by #f, by=[et (hy, [y €U xU";
(iv) by = f. s =1,2, si, et seulement si, (f, f) €U *U".
Dans ces différents cas, nous posons:

(i) K(hj,by)= hy. by dans U';

f si foh,=f dans U,

(7i1) E(bl,f) :{él'f s% by.f #f dans U:,
/ si by.f={f dans U ;

() ~ =~ fff siff# ] dans U’
K(f.0) ”{/N si /./=/ dans U".

On constate facilement que (( 17/, E, a),K), o K=( U/, K, 5/*3/),

définit une structure de graphe multiplicatif sur U/ que nous notons Uf' )

3%



IDEES ET MAQUETTES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES 7

puisque U’ en est trivialement un sous-graphe multiplicatif. Pour cette

méme raison, nous poserons
R(bpohy) =hy.hysi(hy hy)elUpl, e Upl, = 0«0
Enfin la surjection p': U - o/(U) C U;, définie par
o'(h)=h si heU-{/}, p(f)=T
définit un néofencteur injectif o' = ( ﬁf.'_!.ol’ U'). Soit g/ I'image isomor-

phe de U’ par p' dans [3/ Il est clair que p :(y/’,f', U’) est un néo-

foncteur inversible.

A 3. Notons F; (resp. Ff ) la classe de tous les néofoncteurs
5617/' SO tels que I" €4 (resp. I €9') et vérifiant I'une des deux
conditions:
d1)cuU; ¢ désigne alors le néofoncteur (U', & 1°),
z;ﬁl) Cyf; nous poserons dans ce cas ¢ = p'l.(y/',{ﬁ:, ).
Nous définirons (g) (resp. M7 (%)) si et seulement si:
¢€FU/(reSp qﬁeFU’)et y-(¢) (resp. ni.(¢)) estdéfini.
Dans ces conditions, nous poserons /LU/( ¢) =( ¢ T, &) (resp. Mg (¢) -
(6,7 $)), ot
sz( io ) :
T(iy) = 7( 4o ), pour tout 7o €lo, si ¢(1) CU,
quand Hy(d) =(¢ 7, &) (resp. p'y-(P) =(é, 7. ¢)). 1l est clair que

/— ( U/ /‘LU G f) €8 ', ce qui achéve la construction.

DEFINITION 8. Nous dirons que 5’/ est une (4,9 )-dilatation en [ de o.

pl Tl ;‘o)) pour tout io el, , lorsque 5(1) CE/,

DEFINITION 9. feU, f[£ U, sera dit z-réductible si, et seulement si,
I'une des conditions suivantes est vérifiée:
[ est z'-réductible dans U",
[ n'est pas z'-réductible dans U’ et il existe deux chemins d'asso-
ciativité [_eL( U/), s=1,2, tels que
CU’/(II) = cl’]./( I,) et K,“j./(ll) =/, Kl’j./(lz) = /.
B. Morphismes naturalisés, conaturalisés, inductifs, projectifs.

DEFINITION 10. Nous dirons que fe U est Y-naturalisé (resp. - conatura-
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8 CH. LAIR

lisé) si, et seulement si, il existe I’ e (resp. I* €§'), iv €1y, ¢eU’. n.r
tels que:
Hy-(¢) (resp. Wy (¢)) est défini et égal a (¢, 7,8) (resp.(é,7, ¢)),
i) # fpourtout i€l; T(i,) = f.
DEFINITION 11. Nous dirons que fe U, [£ U, , est $-projectif (resp. §'-
inductif) si, et seulement si, il exjste I’ el (resp. I’ edy et ¢tel’. oI
tels que:
Koy (P) (resp. 'y ¢)) est défini et égal a (¢, 7, &), ou e = (/)
(resp. 2 (é,T,¢), ot e = a( f));
T( i, ) # [ pour tout io €1g;

T( i, ). f (resp.[. T(i,)) est défini et différent de [ pour tout i, €/, ,

Les définitions 10 et 11 sont évidemment indépendantes de la va-

leur de x et de X.

C. Unités limitées et colimitées.

Soit *R(0) (resp. Ny(o), N§y(o), P4(o), Pg(c)) la classe
des éléments x-réductibles (resp. $-naturalisés, §'-coraturalisés, 4-projec-
tifs, §'-inductifs) de o et ['(o) 1"ensemble des f€U admettant au moins
un inverse ' # [ . Posons

Z'W(o) =2R(o)UNJ( o )UN§ () UPY(o)UPY (o),

W(o) =%R(0)UNG(o)UNG(o)UPYo}UPY(o)U (o),

*Y(o)=Cy *W(o).

DEFINITION 12. Nous dirons que e€ *Y(0o), e€lU, , est $-limitée (resp.
g'-colimitée) si, et seulement si,
(U.e)N*Y(o)=(e.U)N*Y(o)={e},
il existe I €§ (resp. I"c$')et peU .. 1" tels que d(iy) £ e
pour tout 7, €1, et que M. (¢) (resp. i'y.(F)) soit défini et égal
a(b T &) (resp. (&, 7T, ¢)).

Soit "Lg( o) (resp. xL'g. (o)) la classe des unités $-limitées (resp.

§r-colimitées) de *Y( o). Posons:

V(o) = "Lg(o)U"L’g'(O'),
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IDEES ET MAQUETTES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES 9

X(o) = CxY( )(xV(U)), pour x =z,z et X =Z,Z';

o
nous pouvons énoncer la condition nécessaire et suffisante cherchée:
THEOREME 1.
(i) X(0) définit un sous-graphe orienté [ X(o)] de [U"].
(ii) Pour que o Ei'gg‘ soit une x-prémaquette, il faut et il suffit
que ]—'X =(o, jX, S[xco)]) appartienne & N (0 )y, on ]‘X est le néo-
foncteur injection canonique de [ X(o)1" dans U".
(iii) Dans ces conditions 2 [ X(o)]l =¢ [X(O') 1, D,0) est la

x-idée de O et 7X =%;9,

A. (i) L'assertion se montre facilement compte tenu des définitions qui

précédent.

(i11) Démontrons que la condition est nécessaire lorsque x = z'. Pour
ce faire, nous supposons que O eZ':,gg' est une z'-prémaquette de z'-idée
oo = (LU"] ,Q),fD)elgg'. Si feU et fg U, nous posons V = U-{/}
Alors V définit un sous-graphe orienté [ V] de [U'] et nous désignons
par ;V =(o, jv, S[lvl) e morphisme injection canonique.

(iill1) Si fe Z.R(O'), soit / un chemin d'associativité de U’ vérifiant les
conditions de la définition 7 dont nous reprenons les notations. Il est clair

Qe f €V, s=1,..,n.8i (Dsez"gg'-o,s = 1, 2, sont tels que
,B((Ds) :(U',/»Lﬁ.,/x'g') et @2.7V :(I)I,]_‘V,
ils définissent deux applications F_:L(U ) -L( U') (que l'on peut dé-

finir «terme & terme» ou par récurrence). En conséquence F_(1), s =1, 2,

sont deux chemins d'associativité de U’ vérifiant:

cg( F (1)) =(Qu(f1),- s ®([,) =cg.(Fy(l)),
KG(F (1)) =®(f), s=1,2.

D'ot I'on déduit ®; =®,. Ceci permet de conclure que iV €¥'V(c),, ou
encore que U’ C V.

De maniére analogue, si feNg(o) (resp. feN§ (o)), on montre
que U' CV.

(iil2) Supposons que f€ P¢( o). Nous reprenons les notations de la défi-
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10 CH. LAIR

nition 11. On conclut aisément que U’ CV lorsque ¢(i) # [ pour tout
i€l. Supposons donc qu'il existe i; €l tel que ¢(i;) = [ et que (I)Z.TV
= @1. 7‘/. On a

O (T(io)-f) =P (T(i0)). Py(f) =0,(7(i0)).Py(f) =
=@, (7(i5))- Dy [),
puisque

T(ig). [ = | et T(io) 2 f

pour tout i, €I, . Comme ,B(CI)S) est une z'-pseudo-esquisse, ceci impli-
que D;(f)=®,(f) et par suite ; =D,.

Comme un raisonnement analogue s'applique au cas /eP:q.(or) )
on en déduit U' CZ'Y(0).
(ii13) Si ee€Lg( o), soit U"  le sous-graphe multiplicatif plein de U
admettant Ug-{ e} pour classe d'objets. Avec les notations de la défi-

nition 12, supposons qu'il existe 7, €I, tel que S(7(i )) = e. Il vient

Flio) =B(T(i)) = e,

contrairement & 1'hypothése. Par conséquent on a ¢ (1) C U"”. Désignons
par jU" le néofoncteur injection canonique de [ U""]" dans U’ et po-
sons 7TU" = (O’,]'U" 2lur ) Ez"gg' .

sid e2W o 521,251 0,70 =0, V", il vient ®,. =
®,.&. On en déduit ®,(e) =P ;(e), ce qui revient a dire que P, IZ'Y(cr)
=0, |Z'Y(a)' Le résultat final de (iil12) montre donc que D, = ®;.

En d'autres termes ;U €2V (0),, c'esta-die U CZ'(0), ou
encore j2' €%V (o), .

44

(ii2) Supposons maintenant que O € Z5” soit une z-prémaquette
de z-idée o .
(ii21) Supposons f€ ®R(0). Si [ est z'-réductible, le résultat de (iill)
s'applique. '

Supposons donc que [ vérifie la seconde condition de la défini-
tion 9, dont nous reprenons les notations; désignons par 5/ la (g,g' )-di-
latation de o en f(définition 8). Alors V = U- {f} définit un sous-graphe

multiplicatif V' de U’, et ;" est le morphisme défini comme en (iil).
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IDEES ET MAQUETTES DE STRUCTURES ALGEBRIQUES 11

Si . e(U Ty, pi). 2% o, s =1,2, vérifient @, ]'-V:q)z.]‘v
nous définissons (I) U/—’(D(U/) C U par les conditions:
(I>(b)— 1(h), si b#[,
(D(/)— 2(f)
Comme f£ U o5 fﬁ‘ U/o et U/o CVo, il est clair que 1'on a
Q(U):Q(U)= 1(Us ) CUy .

(ii1211) Si (bl,bz)e *U/ est tel que (bl,b2) e U'xU", alors
Q(bl. hy) =®;(h;.hy), car bj. b2¢/. Ceci donne, puisque bs,ﬁf,
s=1,2:

D(hy.hy) =@y (hy). D (hy) =B(h,).B(h,y).

(ii212) Supposons que ( f, h,)e 0}'*(7/', ce qui implique b, # /, et que
[-hy# [; c'est-a-dire (f,h,) €U*U" et f.h, # f. Nous en déduisons,
par des égalités successives:

®(F.hy)=8(]).B(by.

(ii213) Supposons, avec des notations identiques, que f. hy =1/, ce qui
impose f. b, = ]. On obtient (7. hy) = 5(7) &)(bz)

(ii214) Si (b, /)eU/*U/, od hy €U et h; #Z [, par symétrie on prou-
ve aisément que (I)(bl 13 —q)(b ). (7). ’

(ii215) Si [. [ est défini dans U’ et tel que f.f # [, il vient D([.[) =
§(f. f), ce qui suffit a prouver que

~ o~

BT 1) =Dy(1).@y( 1), donc B([.7)=8().&( /).
(ii216) Si f. [ est défini et égal & f dans U', on a ®(].[) =®(]) =
®,(/). Or
Dy f) =Dy(f.f) =D,(f).D,(/).
D'ol I'on conclut que 6(7 /7) = 213(7) 5(7)
Par suite ‘I) définit un néofoncteur ® _(U o, U ) et induit une
application F L(U )oL(U ). Il s'ensuit
Kg(F(1 ) =8(1) =®,(/),
Kg (F(l,) =®(f) =d,( /),
cg-(F(1)) =cg.(F(l,)).
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12 CH. LAIR

On en déduit (I)2:(I>1 et donc U’ CV, ce qui achéve (ii2l).
(ii22) 11 est clair que !'on obtient, de fagon analogue a (iil), U’ CV dés
que [€N¢(o) (resp. Nj( o), Pg( o), Pgi( o). Ceci signifie que 1'on a
U' C*W'(o ), lorsque

ZW'(o) =*R(T)UNG(c)UNG( o )UPY(T)UPG( o).

(1i23) Si (U',/,LU.,N' Zgg, si g”e€U admet 85, s=1, 2, pour in-
verses, les deux chemins d'associativité ls eL( U), s=1, 2,
=(g5.(g"g1)) et I,=((g5.8") g7)

sont tels que KU.(ZI) =gs=g7= Kg.(15). En conséquence si ge U,
g£ U; a pour unique inverse g' #g, si V=U-{g}, si D GZ'gg'.o
sont tels que @2.?V :(I)I.fv , alors @,(g") =®;(g') admet Dy(g) et
(Dl(g) pour inverses dans U'. D'ou <I)2(g) = <I)1(g), et (I)2 = (DI‘ Ceci
s'écrit encore U’ CV.
(ii24) Le raisonnement de (iil3) s'applique trivialement, moyennant un
changement évident de notations.

Lorsque x = z, la condition est également nécessaire.

(ii3) Montrons que la condition est suffisante en supposant que

a(;V) :(V"/'LV”/J"V')’ ]TVEO'.‘S'gg', p"gg'(]’v)efm‘
et que fe X(o), fE V.
(i131) Supposons que f£ U, et soit E l7f~,’lg( 17/) CU défini par:
kE(h)=h si b#[ e k(]) =/

ol U/ _(U/ ,U.U/ pLU ) estla (9,9 )-dilatation de o en [ (définition 8).
On constate que & defmu: un néofoncteur surjectif E=(UE, U/)

Supposons que & € U . , on 1'€Y, soit tel que /.LU./(QS) soit
défini et égal a (&, 7',,3(/ )) s=1,2, et que ";(z'o)./l =T(iy). {5,
pour tout i, €ly. Alors k(T (i,)). k(fJ), s =1, 2, sont égaux pour tout
iy €lg , ce qui impose k(f,) =k(f,).

(i1311) Si (/1, /2) vérifie les deux conditions
([ H) 260 (ff) #2011,

alorsona f; =/,.
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(ii312) Supposons donc, pour fixer les idées, que (/I'fz) :(f,f).
Alors 7;(/) = Z(f) =f. Comme f£ P¢(o), l'une des conditions suivantes

~
est vérifiée, ot 7 = k.

(B}

T(io) = [, T(io).[=],
pour au moins un 4 €[5 . Or ’?( o). f(resp. -t io). [) est défini. Si ?7"( io) =
f [, il y a contradiction, car /.7 n'est pas défini dans (7/, de méme si
T(i,) = f, le composé f. [ n'étant pas défini; ainsi I'hypothese (ii312) ne
peut pas &tre réalisée, puisque 7 ()€ U- {7/} implique T( ). [# /"w et
T(%). 7?5 /- On raisonne de méme dans le cas inductif. Donc (ii31) prouve
que 5, 2.

(ii313) Supposons de plus que x =z, O 6Z'§g' et que lseL(fJ/') )
s=1,2, soi:ent dechhemins tels que c,_';)(ll) = cﬁ]{lz).Alors % induit une
application K: L( U'/) —SL(U") et K(1_) sont deux chemins d'associa~
tivité de U’ . Posons Kﬁ;(ls) =bg, s=1,2. Si (by,bh,) vérifie les

deux conditions:

(hphy) 2L, (hphy) (], )),
on obtient ky.(K(1;)) =k(hg), s=1,2. Comme h; #h, équivaut 2
k(bl) #k(bz), il vient h1 = b2.

(ii314) Conservant ces notations, supposons par exemple que (h;, bh,) =
=(f,1). On a Ky (K(1;)) = ky.(K(1,)) =f. Or f[¢*R(T), ce qui est
contradictoire. Cette hypothése n'est donc pas réalisée.

(ii31) prouve ainsi que 5f€ Z'ﬁg' dés que O eZ;,gg' .

(ii315) Soient id =(&,id, o) et p=(G; p,0) le morphisme défini
dans la construction qui précéde la définition 8. Il est clair que id #p
et que ide i'gg', ,o—ef’X'gg' .

Comme [£ V, il vient id.;V = .7V, ce qui signifie ;¥ ¢ *V (0 ),.
(ii32) Si fe U, , posons e = [ et supposons que e. X(0) ou X(0o).e
soit différent de { e}. Il existe ge X(o), g£ U, tel que g# V. Le rai-
sonnement qui précéde (ii21) s'applique.

Supposons donc que e.X(0) =X(0).e = {e}. Comme e n'est

pas 4-limitée (resp. §'-colimitée), par une méthode évidente de «dédouble-
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- ~ ~. ~
ment» de e, on construit une x-pseudo-esquisse O _=(U_, u o M

)

e

ot

telle qu'il existe
z‘Z:(ge, z‘d,cr)ei‘gg'.o, ﬁ:(ge. ,O,U)Gi'gg'-a

vérifiant O( e) % id( e) et par suite O # id.

(ii31) et (ii32) permettent alors de conclure a la suffisance de la
condition (ii).

Comme (iii) résulte trivialement de (ii), ceci achéve la preuve. V

Nous déduisons immédiatement de ce théoréme les corollaires:
COROLLAIRE 1. 8 erlgg', alors 0, est une x-prémaquette de x-idée 0.
A. 11 suffit de constater que X(0,) = U’ et que = [X(0,)] =0, appar-
tienta *V (0,)y, ot 0o =([U'],0,0). \
COROLLAIRE 2. §7 aoeggg', alors T(0,) est une x-prémaquette de x -
idée O .
A. 1l suffit de constater que le type T(0,) est construit & partir de o

par adjonction d'éléments naturalisés, conaturalisés, projectifs, induc-

tifs, limités et colimités (voir [8]). V

Dans les exemples qui suivent, les classes § et 9 sont précisées
dans les références que nous donnons et nous définissons la x-idée d'une
x-prémaquette O par la seule donnée de X( o).

EXEMPLE 1. Désignons par OF ['esquisse (non pointée) d'une catégorie

définie comme dans [ 1] .11 est clair que

X(og) = {a,b,i k,uo,u,usul
vérifie les conditions du théoréme 1 pour X = Z ou Z'. Donc OF est une

x-prémaquette, pour x =z ou z'.

EXEMPLE 2. Désignons par O, l'esquisse (non pointée) d'une catégorie
a2 monomorphismes définie dans [4]. Alors O, est une x-prémaquette

dont la x-idée est telle que X(g,) = X(oF)U {t, %07

EXEMPLE 3. Soit 09 (resp. Ep) I'esquisse non pointée d'une topologie

(resp. d'une quasi-topologie) introduite dans [5]. On constate aisément
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que Ej‘ (resp. O'—p) est une x-prémaquette de x-idée définie par
X(0q)=X(T,) ={ ik k k" k" e c.cxfe) cxe, cxf(c), f(e)}.
Remarquons qu'il est «rare» qu'un type soit une x-prémaquette. De

plus si deux x-prémaquettes ont le méme type, elles n'ont cependant pas

nécessairement la méme x-idée.

2. (4,9 )-maquettes. Génération des (9,9 )-types.

Soient 7:(0,2,].’0_1)55,%, O—S:(US"’/J’U'S”U‘,U'S)’SIZ'Z‘
Nous notons

Fo,) = GOUD iy oy )€ SO

la source du morphisme image de ; dans S'QQ' . On constate facilement que
7( o) est défini comme suit:

les applications source et but de j(U;)" sont les restrictions a
j(U;) de celles de U5,

(h',, b'2) €]'(U1)' *j(U; )" si, et seulement si, il existe (bl,hZ)
€U *U; tel que j(hy) =h'y, s=12,

si (b, h5)€j(U;)"%j(U;g)", son composé dans j(U;)" est égal
a son composé dans U; soit ;' =(j(U;)",j, Uy);

si Yrej(U) U1, I €d (resp. 1" €d), “f(Uﬂ'(W) (resp.
/i’]-(UI ).(t/J’)) est défini si, et seulement si, il existe € UI' JULT el
que Y’ =j.1) et que Ky ) (resp. M'U.I(L/J)) soit défini,

dans ces conditions, ’U'j(Ul)'(‘Z") - f//'LUj(\/J) (resp. #}(UI)'(L?Z}')
= i’#,’,-}(s!f)).
DEFINITION 13. 7(01) est appelée la (§,9")-préesquisse image de o,
dans o, par 7

Bien entendu, il existe un morphisme de S,QQ' injection canonique
de }'—(0’1) dans 0, . De plus, si 0'26%"?‘(]' , 70 o) efX:;qg', X=2ou 2.

Dans ce qui suit, nous supposons toujours que l'on a

o :(U'.,LLU.,,LL'(J.)ES'&(!Q'

DEFINITION 14. Nous dirons qu'une partie M de U est saturée stable
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dans O si les conditions suivantes sont vérifiées:

M définit un sous-graphe multiplicatif stable M~ de U’ ; notons
i le néofoncteur injection canonique de M° dans U’;

si 1€l (resp. I"€¥), e . N.I", ¢(1)CM et si pwy. (P)
(resp. M'y.(¢)) est défini et égal & (¢, 7, &) (resp. (é, 7, ¢)), alors
eeM et T(i,) €M, pour tout i, €1, sideplus feU esttel que 7(i,).[
(resp. [.7(4o)) soit défini et appartienne 3 M pour tout i, €1, , on a f€M.
DEFINITION 15. Soit U'" un sous-graphe multiplicatif de U" et soit j le
néofoncteur injection canonique de U’" dans U’. On appelle (4,8")-pr&
esquisse restriction de o a U'" la 4,9 )-préesquisse définie comme suit:
Si ¢geU'” Joor, 1 ed (resp. I"€9'), pyr(¢) (resp. wiyr(¢)) est dé-
fini si, et seulement si, U .(j.¢) (resp. py.(j.¢)) est défini et égal
a (j.¢, 7,8) (rtesp. (&, 7,j.¢)), o T(io) € U’, pour tout i, €l ; dans
ce cas, jhyn(¢)=py.(j.¢) (resp. Tuyn(E) =py(i-¢)).
DEFINITION 16. Si 760’.8’99'.0'", o =(U" i yn., wyn), nous di-
rons que O " est saturée stable dans O si, et seulement si:

p"gg'(f) eM* e U"" est un sous-graphe multiplicatif de U",

U" est saturée stable dans o, |

U}U". =o", on O'IUn. est la préesquisse restriction de o a U™ .

Désignons par |J" la classe des ]TG«S'gg' tels que a(]-') soit une
4,9 )-préesquisse saturée stable dans /3(]'—). Il est évident que p"gg' est
(X, J” )-engendrant. Si M CU, nous désignons par oy la(]r, p"gg')-sous-

structure de O engendrée par M [2], et nous posons
[ — [ ’
UM _(UM ’#UM’"#U;‘:{)°
PROPOSITION 1. U'y peut étre construit par récurrence transfinie (1].

A. Soit A\ I'ordinal initial régulier @ 7+, ;, o A’ est I'ordinal borne su-
périeure des ordinaux I, lorsque I'e §UY' . Soit. [ MO] (resp. M; ) le sous-
graphe orienté (resp. multiplicatif stable) de [U" ] (resp. de U’ ) engendré
par M. Supposons que A # 0 soit un ordinal inférieur ou égal & \ et que
I'on ait défini une suite transfinie (M§)§<;\ vérifiant la condition:

(d) Mg définit un sous-graphe multiplicatif stable de U etona
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Mg CMg lorsque £7 < & et £ #£0.

16T cas: Si A est un ordinal limite, nous posons M, = §L<J Mg Alors My

définit un sous-graphe multiplicatif stable de U", contenant Mg, £ <A
2€me cgs: N =& +1:

Si ¢ est un néofoncteur de I" vers U’ tel que wy.(¢) est défini
et égal 4 (¢, 7,¢é) et si ¢(1) n'est pas contenu dans Mf , nous posons
A(¢) =9.

Si ¢ est un néofoncteur de I vers U’ tel que i .( @) est défini
et égal a (¢, 7,€) et si ¢(1) CM§, nous notons A( @) l'ensemble formé
des 7(i,), ou i, €l,, et des fe U tels que T(i,).[ soit défini et ap-
partienne & M, pour tout i€ Is .

Définissons de méme l'ensemble A’(¢) dans le cas inductif et

posons
My =MgU( U A(¢)u( A'(P))
¢ ¢ pealuy.) ¢EG«(L/{LE].) ¢
M3, désignera le sous-graphe multiplicatif stable de U’ engendré par M .
Nous avons ainsi construit une suite transfinie croissante (Mf)fgi
vérifiant la condition (d).

On laisse au lecteur le soin de constater que O’|M.>‘\: o - \Y,

Cette proposition va nous permettre de préciser la notion de x-pré-

maquette. Pour cela, nous posons % =( [Mo] ,9.9),

o= U]M'X si 0 SAS A (en particulier oy=03)

et nous désignons par ]'-7\" » le morphisme injection canonique de 07 dans
O 5 lorsque A < N < A
DEFINITION 17. Nous dirons que o :(U',,uU.,/L'U.)GS'gg' est une
(9,9")-maquette de (9,9 )-idée o, =([M],0,0) si

o estune (4,9 );z'—prémaquette de (4,9 )-z"-idée o, :

o =0

il existe un morphisme de ‘S'gg' » injection canonique de o), ; dans
T(fay 1 W T (0N, (3,9 )-préesquisse image de T'( o)) dans T'(oay ;)
par T'(jy,; 2, pour tout A < .
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En particulier une (g,g' )-idée o, elgg' est une (g,g' )-maquette de
(g,g' )-idée O, , ce qui précise le corollaire 1. De méme le corollaire 2
permet d'affirmer que le (§,9')-type T(0,) d'une (9,9 )-idée oo est une
(g,ﬂ' )-maquette de (g,g' )-idée Oy .
Remarquons cependant que certaines z'-prémaquettes ne sont pas

des maquettes, comme le montre 1'exemple suivant.

EXEMPLE 4. Désignons par F' une catégorie possédant deux unités et
un seul morphisme non trivial f. Posons § = {F'} et 9 =0. Soit U"

le graphe multiplicatif défini par le diagramme I et par les relations qui

Diagramme I

suivent
Te,2:Ts, 1= Tsr Mg eMg ] = Ngs s=12;
g.7—1:7-2, g,n1:n2'
Ts-g=ng, s=1,2.

Nous désignons par ¢: F' - U’ le néofoncteur défini par ¢( f) = g. Nous

posons
Ky (¢)=(d T &), avec T(a(f))=7; et T(B(f)=T,.
Enfin 7 =(¢ n,8)eR( U ,1") estla transformation naturelle définie par:
n(a(f)) =n; et n(B(f)) = ny.
Dans ces conditions on constate que o =(U", L2, D) est une 9,9)-
z'-prémaquette admettant 0, = (U’ , 9, D) pour (§,D)-z"-idée, oa U’
s'identifie au graphe orienté défini par le diagramme II. Enfin on vérifie

que op, =(U",90,0), o U"  est le graphe multiplicatif défini par le
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diagramme I privé de g, les seules relations étant:
= = = 7
7_5’2.7' 1—7-, 7152.71.5’1—715, s=1, 2.

Comme O}, # o, O n'est pas une (9,9)-maquette.

€3

Diagramme II

Nous supposons dans la suite que O est une (9,9 )-maquette de
(Q,Q' )-idée oo =(U'", D,D). Reprenons les notations de la démonstration
de la proposition 1, lorsque l'on suppose M = U'. Nous notons I( 5\)' la
catégorie associée a |'ensemble bien ordonné O(;\) des ordinaux infé-
rieurs strictement & X.

Avant d'aborder 1'étude du prochain théoréme, nous établissons

un lemme.

LEMME 1. (05,7,1") est une I(X)'-limz'te inductive naturalisée dans

Rz 100D, lorsque To(hy 2% st defini par T(N N =

Puas AS N <K etque NN =i M <A

A. Supposons que j} e o;- z"g'q'
T a= 7k pour AN <X, oy = (U] Ky By

.o, pour tout A <A et que l'on ait

Puisque U = g M§ , avec My = U', il est clair qu'il existe un néofonc-
£

teur «injection canonique» j € U T(' U’ Montrons que j est sous-jacent
4 un morphisme ]GU 2,,99 o. Soit peU". T(' I, 1" €§ (resp. I’ edn

un néofoncteur tel que K ;.(¢) (resp. p'y.(¢)) soit défini et égal a
(¢ 7T, ¢é) (resp. (é, T, ¢)). Pour tout i €1, il existe g, < A tel que P(i)’
€ Mg Comme Iem entraine T < A et comme A est un ordinal régulier,

ona f -—supf < ?\ On en déduit (1) CM§ et, par construction de M5+1 ,
iel

T(Ig) CMg, ;. Ceci suffic & prouver, par l'intermédiaire de ]:ci_l,que

X7
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,uUi(j.cﬁ) (resp. K'y;(j-¢)) est défini et égal & juy.(¢) (resp. a
ji'y-(#)). D'ou le morphisme .

On constate trivialement que, pour tout A <X, on a 7. 773\ 5\ = 7—5\
Ceci entraine en particulier ;. 13\,0 = 7—5 Puisque ]—3\0 =279 on en dé-
duit Municité de j. V

Nous obtenons alors le théoréme:

THEOREME 2. La famille (7)\:, VAL N < & vérifie les conditions:

(iY(T'(o3), T, I:) est une I(;\)' -limite inductive naturalisée
dans T8 100 )D, torsque T 1(N) = F' et défini par T(N, N
T’(']TN’ M, A LN N et que T(N, N) =T (R, 2), pour A < A

(ii) T'(7§+1 ,&) est une pgg'-quasi-surjection pour £ < .

(iii) Pour tout N\ < N, o est une ($,9')- maquette de (9,9')-
idée Oy .
A. (i) T'|z..gg- étant adjoint au foncteur injection canonique de f}gg' dans
Zn ', il est compatible avec les I(X)'-limites inductives naturalisées
[2], doula premiére assertion.

(i1) Posons:

O’L :(M‘cr/uLMZy,U/M-g), pour Czé et £+1,

T'(Ug):(M'c,,uM-.g,/.L}qi),pour {=¢£,¢8+1,

Ot =T (jey1,e)(0g), (3,9 )-préesquisse image de T'( o)
par T'(jf_,_l'f) dans T'(O'é—_’_l).
Désignons par z'§+1 le morphisme «injection canonique» de Oy, ; dans
0'5, et par kf le morphisme canonique de T'(Uf) dans Ué . On pourra
se reporter au diagramme IIL
Si EeFY . T'(0,) est tel qu'il existe k' M veérifiant pgg'(Z) =
k. p"gg'(zf) , on vérifie facilement que %' se reléve en ke B(k). S'gg'
tel que & = k'. /Zf . Par conséquent, comme %'. zTég_H eB(k). S'QQ'.

%4 ’
e 50T T o N
il existe un unique /€ B(k). F "T'(0 gy ) tel que Lilgyg=

ke
S 7 T N
ol (T'(U§+1),l§+1)_est un (F°', 8'9)-projecteur.

Il s'ensuit que / est l'unique morphisme de 5%' vérifiant 1'égalité

l. T'(jfﬂ'gr) =k. D'od (ii).
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(iii) Il suffit de considérer la construction de Oy dans les deux

cas possibles (proposition 1) et de raisonner par récurrence transfinie. Y,

Tg iy Te+1,6 os
Diagramme III
l?¢f+1 Z_§
Tgn* —
T' (g1, )
T'(0g4) - T'(og)
Rligy -
] £

Nous allons donner une proposition que 1'on peut interpréter comme

une réciproque du théoréme 2.

PROPOSITION 2. Soit (E)\,’)\))\g N X une famille de morphismes de

44

vérifiant les conditions:

(i1) 5)\22’)\,)\63—%@: A <3\f

$ 50, AN <A
(i3) Gy =T'(00), o el

(i2) E)\:’XEE)\!.

: . -7 <N EN K S
(i4) k)\”’ N f)\,’ 2 k)\,,' 5 Dour tout AN SN A
(ii) (o5,7,17) est une I(N\)'-limite inductive naturalisée dans

ReFH 1N )T, torsque Toa(N) w8 st agpini par T 0,0 =
E;\,)\',}\g)\: <3\, et que T( N\, \) :]:&’)\, N <3\;

(iii) 0% =k (5 ), 4.9 )-bréesquisse image de O dans O3 par
Ef\ )+ €st une (g,g' )-maquette de (9, §')-idée oo .

Alors il existe une (9,9 )-maquette o"de (4,9 )-idée o, etde(4,9 )-type

isomorphe a T3.
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A. Notons ])\r le morphisme injection canonique de 0% dans o} lors-

que A €N < \. Posons U” = U p"gg (%) A étant un ordinal régulier,

on munit U”d'une structure de (9,9' )-préesquisse o"=(U"", g Mygee)

a

par un raisonnement analogue 4 celui du lemme 1. De méme on montre fa-
cilement que (0", 7,1") est une I(\) -limite inductive naturalisée dans
z"gg' pour r,'l(}‘\)'—-Z"gg' défini par I'(N\', \) :?7\',%' AN K< 3\, avec
T(N, N) = i%, » injection canonique de o’ dans o"= O’”X pour A < .

Nous utiliserons les notations suivantes:

/;)\ est le morphisme canonique de 0 dans oy, A < 3\,

i est le morphisme injection canonique de 0" dans 03,

(T'(c$), _"X) est un (3:%' ,S.QQ'

(T'(o"), ") estun (?gg' , (S.Qg' )-projecteur.

)-projecteur,
On pourra se reporter d'autre part a la figure IV.
Il s'ensuit qu'il existe un unique /€ 53\.3:%'. T'(o") tel que
[.I"=1i. De plus I'hypothése ( i7) montre qu'il existe un unique
FeT(o7). T 65 cel que BB 5= (A 0. B

pour tout A < . Montrons que [ et k sont inverses I'un de 1'autre. On a
Lk ks a=1.T(j5 0. 1%k,
c'est-a-dire
T.k. kya=1.0" 3 a ko

et il est clair que ceci s'écrit encore:

~!
R“l

E ZE&’)\ pour tout A < N,

0
Q)

Ceci signifie que 1.k i, vu l'hypothése ( ii).
De méme on a

’ETT"B'\’ A k)\z Z i. j‘f\,x

x|
>

soit

Ny ]‘5\,7\./:)\22.;’}\,)\.

all
=

En vertu de la définition de k£ et du fait que p”gg'(/jex) est surjective et

P,,QQ' fidéle, on obtient:

k11", =1I". ]'_'}\,;\ pour tout A < A
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En vertu du premier résultat établi dans cette démonstration, on trouve
k.l.1" =[". Comme [” estun (3:99' , S'gg' )-projecteur, on a E.I=T"(o"),

ce qui prouve |'assertion voulue.

. _k'/\ O—_’
U)\. }:7\ IS
o Diagramme IV
= &
4 »
Byl 0 o
- A
o" i’}», o
lu /'i
Do
et w0

On achéve aisément la démonstration par récurrence transfinie. V

REMARQUE. Dans cette proposition 2 I'hypothése (ii) n'est pas reprise
(et donc la proposition 2 est une réciproque des seuls points (i) et (iii)
du théoréme 2). Nous avons démontré (ii) dans le but d'aboutir 4 la notion
expliquée dans ce qui suit.

véri-

Soit 2= (EX', A)ag N < une famille de morphismes de g:gg'
fiant les conditions (7 1), (i2), (i3) et (i4) de la proposition 2. Comme
en (iii) de cette méme proposition, nous posons U;\:Eﬁ\,)\(ﬁ)\) et k_)\
désigne, pour tout A, le morphisme canonique appartenant & S‘gg' de O

dans o3, ]'_)\r,)\ le morphisme injection canonique de O'4 dans o% , pour
ASN <A, et i_)“\’)\ le morphisme injection canonique de O";\ dans o5 .
DEFINITION 18. Supposons que, pour toute famille (/251)7\<3\ et tout mor-
phisme k' vérifiant:

Bies. % o Bres. % .05, A <A,
k" NS N <A,
B§-jo = kg » o0 jo = o0-lo et (0, Io) estun (cfgg',S'gg' )-

projecteur,
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il existe une unique famille (k% )a¢) vérifiant:
k. 5 9= k™ pour tout A <A,
kY. k5 = k' pour tout A < \.
Alors nous dirons que T3 est (9,9 Y-engendré par le systéme .de généra-

teurs Oy et la famille (/27\,’7\) AENL A"

_ Mg a1 T, ko G =T(0y)
o —
7\ -
—_— ‘kl T
N 1% v /- O\
%A * /R 1%0
7)\,1/0'1' Tvo |of 1o
" ) - UO
Ov’
z' k'}\' knl kno
34 /
k"
7\ —
R
Diagramme V
c

On constate trivialement que les points (i), (ii) et (iii) du théo-
réme 2 montrent que le (Q,E" )-type O d'une (g,g' )-maquette O admettant
o, pour (4,9 )-idée est (g,g')-engendré par le systéme de générateurs o,
et la famille (T'(j3 3))agn <3 -

On remarque de plus que la notion introduite dans la définition 18
peut eétre considérée comme une généralisation de la notion de structure

quasi-quotient [ 2].

DEFINITION 19. Si 5§\eff§g' est (9,9 »-engendré par le systéme de géné-
rateurs O, et la famille 2 = (/;)\:, Mrag <, nous dirons que Oy définit

une structure algébrique plus fine que O, si, et seulement si, A' > \.

EXEMPLE 5. On voit facilement qu'une structure de catégorie est plus

fine qu'une structure de catégorie non associative, elle-méme plus fine
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qu'une structure de quasi-catégorie non associative [2]. De méme une
structure de catégorie non associative est plus fine qu'une structure de
quasi-catégorie.

Remarquons que ces comparaisons s'obtiennent par application di-
recte de la définition 19 et non par la construction de la famille de sous-
esquisses de OF «a partir de a, b, 7, k », par stabilisations et saturations

successives, qui ne permet de comparer que la structure de catégorie A cel-

le de catégorie non associative.

3. Cas des préesquisses pointées.

Rappelons [1] qu'une (4,9 )-préesquisse pointée est un couple

(o, M) vérifiant les conditions:

o Z(U',MU.,p.’U.)ES'Ogg' et M CU.

On dit que 7:((0’2,M2),]_’,(0'1,M1)) est un morphisme de (9,9")-pré-

esquisses pointées si, et seulement si:

(0. M_), s =12, estune (4,9 )préesquisse pointée,

F=(o,iopes® e jomycu,.

Désignons par 3),95]' la catégorie des morphismes entre 9,9 )-pré-
esquisses pointées.

Nous dirons que (0, M) est une (g,g' )- préesquisse m-pointée si
(o, me?I o =(U" oy, L), et si:

f¢€e-M.e", ecUy, e €U, s=1,2, impliquent f; = fs-
?;gg' désignera la sous-catégorie pleine de ?.gg' admettant pour objets les

(Q s g )-préesquisses m-pointées.

DEFINITION 20. On dira que (O, M)efp;,?g' est une zgg'-pseudo-esquisse

m
si O GZ'ogg' .
La sous-catégorie pleine de ?;gg' admettant pour objets les zgg‘-
pseudo-esquisses est notée z'gf,‘[' . Soit zvm(U,M) la sous-catégorie pleine
499

de la catégorie des triangles de 9)7'" ayant pour objets les j€O. ?ﬂ;gg'

tels que

¢S€Z'gg:.0', s=1,2, ¢1.j=: ¢2.]’rimpliquent ¢ =¢,.
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. 1
On suppose désormais que O € ,‘Z‘,gg .

- .. + !
DEFINITION 21. Si ZVm( o) admet un élément initial zzge 5)7,';(],(] S(oy, M),

99

on dira que (o, M) est une 2%,

9

m

-prémaquette de zg'?‘-ide’e (o5, M{).

'-prémaquette de zg,%'-idée (o5, My), alors

4 4 ...

il existe un morphisme injection canonique de 0% dans 0o . Enfin une z

4qr

m

Si (o,M) est une z

ol el%g' et My = @. Si de plus o est une z .'prémaquette de z

99
m
prémaquette admet une et une seule z:* -idée.
Supposons que 1'on ait |

(o,M)efZ',gg;, o o =(U",puy.,uy.),

et posons, avec les notations du paragraphe 1:
M o={f|7eM, [£ U},
W (o, M) =*W(o)UM,
Y (o, M) =Cy*W, (o, M),
Z (oc,M)=(C V(o).

*Ym(o, M)
Le théoréme qui suit compléte le théoréme 1.
THEOREME 3. Z (0, M) définit un sous-graphe orienté [Z (o, M)] de
[u']. Désignons par ]'Zm le néofoncteur injection canonique du graphe
multiplicatif [Zm(a, M)]" dans U’. Pour que (o, M) soit une z‘q’g'-pré-
maquette, il faut et il suffit que:

=Z =Z
P M) T (ElZ (o, M)],9)) eV (o).
A. La démonstration est analogue a celle du théoréme 1. V

EXEMPLE 1'. Soit 0F, l'esquisse associée au graphe orienté défini, dans
I'exemple 1, par les morphismes a, b, k, par leurs sources et leurs buts.

Alors (0§, ,9) estla zgrg["idée de (o9, {i}).
EXEMPLE 2'. Soit 0, |'esquisse associée au graphe orienté défini, dans
I'exemple 2, par les morphismes a, b, k, %, , leurs sources et leurs buts.
Alors (0 ,B) estla zgi'-idée de (O’L, {i, t.}).

EXEMPLE 3'. Soit 09, l'esquisse associée au graphe orienté défini, dans

m

I'exemple 3, par les morphismes k, k', k", k" , leurs sources et leurs

buts. Alors (09o,P) estla zgg"idée de (5'3', {i}).
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