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QUASI-VARIETES COMPLEXES

Introduction.

L'objectif de ce travail est de montrer comment on peut associer a
chaque variété analytique complexe V une quasi-topologie 7, sur l'en-
semble C X V (ou C est le corps des complexes), et cela d'une fagon qui
la caractérise parfaitement.

Les notions de quasi-topologie et application quasi-continue, géné-
ralisant celles de topologie et application continue, ont été introduites
dans [1] et [2] (*)et, depuis lors, ont été employées dans différentes
branches comme 1'Analyse Fonctionnelle ([3],[4]1,[5],[6]1,[7]),1a
Géométrie Différentielle ([7 ], [8]) et la Théorie de la Différentiation
([71,091,[10 ).

Le travail est divisé en trois parties. La premiére concerne la
théorie des espaces quasi-topologiques,ol on y présente d'une part (I1.1)
un rappel des définitions et des énoncés de quelques résultats tels qu'ils
se trouvent dans les articles cités, et d'autre part (1.2 ), on démontre cer-
tains théorémes qui nous sont utiles dans la suite. Dans la deuxiéme partie
on construit, pour chaque variété analytique complexe V, une quasi-topo-
logie 77y, sur C X V, ayant la propriété qu'une application f:V » V' est
holomorphe si, et seulement si, 1'application f—= Ie X f: CxvVv-CxVy’
est quasi-continue pour les quasi-topologies T, et T.. Pour cela, on
commence dans le cas o V et V' sont des ouverts d'espaces numériques
C" et de 13 on procéde par recollement. On étudie encore comment varient
les quasi-topologies 7y, quand on prend des produits de variétés, des sous-

variétés et des variétés quotients. A partir des résultats de cette deuxiéme

(*) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie 3 la fin.
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2 A. MACHADO

partie on est amené A considérer une catégorie Q0 (avec un foncteur
d'oubli 20 vers la catégorie &ns des ensembles(*)) dont les objets sont
les couples (V, 7), ot V est un ensemble et 7 une quasi-topologie sur
C X V (avec un certain nombre de conditions), et les morphismes de
(V,m) vers (V', ') sont ceux qui sont définis par les applications
f: V>V telles que I'application 7= Ie X [:CXV>CXV' soit quasi-
continue pour 7 et 7'. Les objets de cette catégorie sont appelés quasi-
variétés analytiques complexes et les résultats de la deuxiéme partie
permettent d'identifier la catégorie ) des variétés analytiques complexes
4 une sous-catégorie pleine de Q0. La catégorie 20 est beaucoup plus
réguliere que ; elle admet des structures initiales et finales arbitraires
(donc en particulier des structures quotients, des sous-structures ainsi que
tous les types de limites inductives et projectives) et 1'on voit que les
produits de variétés sont des produits dans 20, les sous-variétés des
sous-structures dans pf,’l@ et les variétés quotient (par submersion) des
structures quotient dans p, . On vérifie encore la propriété (qui est
valable aussi pour la catégorie 2J des espaces quasi-topologiques) que,
étant données les quasi-variétés V et V', il existe sur l'ensemble
Hom qy(V*, V) des applications quasi-holomorphes de V dans V’, une
bonne structure de quasi-variété, le sens du mot «bonne» étant lié & une
certaine propriété de type universel (propriété formalisée pour des cas
généraux dans [11]). C'est 1'étude de cette catégorie 20 qui constitue
la troisiéme partie de ce travail.

En ce qui concerne les notions de théorie des catégories, on se
rapporte normalement au livte [ 2] bien que, en particularisant toujours
autant que possible pour notre cas concret les notions générales, on cher-
che a faciliter la compréhension du texte pour le lecteur qui n'est pas
habitué a ces notions.

Seuls les faits les plus élémentaires de la théorie des fonctions
analytiques de plusieurs variables complexes nous seront nécessaires et

ils peuvent étre trouvés par exemple dans [ 13 ].

(x) On nommera souvent une catégorie par le nom de ses objets, dés qu'il n'y a pas de con-
fusion sur les morphismes qu'on considére.
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QUASI-VARIETES COMPLEXES 3

1. Les espaces quasi-topologiques.

1.1. Définitions et propriétés générales. Structures initiales et finales. La

quasi-topologie de la convergence locale.

1.1.1. Etant donné un ensemble E, on appelle filtre sur E une classe non

vide F de parties de E telle que
A, BeF=>AnNBeF, AcF AB) A= B ¢€F.

On n'exclut pas le cas ou F est la classe de toutes les parties de E (ce
qui est équivalent & o€ F) et F est alors appelé filtre impropre. Tous les
autres filtres sont appelés propres. Une classe F' de parties de E est

dite base du filtre F si
A e€F<> 1B eF' avec AD B.

Une classe F' de parties de E est base d'un filtre si, et seulement

si, elle est non vide et
A,B€eF" => 1C ¢F' avec CC A N B.

Si x €E, on représente par x° le filtre de toutes les parties de E que
contiennent x, c'est-a-dire celui qui admet pour base {{x}}. Si F et G
sont des filtres sur E, F N G est encore un filtre sur E, lequel admet

pour base la classe des A UB avec A €F, Be€G (G

1.1.2. Etant donnés une application f: E > E' et un filtre F sur E, on
représente par f(F ) le filtre sur E' qui admet pour base les f(A), A€F.
Si F est un filtre sur E et E'C E, on représente par F/E' le filtrequi
admet pour base l'ensemble des A N E', A€F. Si E'€F, alors F/E'
est aussi la classe des A € F tels que AC E’'. En représentant par
¢ : E' > E l'inclusion canonique, on voit que, si F est un filtre sur E,
ona ((F/E')D F, et que « (F/E') =F si, et seulement si, E' € F.
Si F' est un filtre sur E' ona « (F')/E' = F'. Si E estle produit des
ensembles E_, ou a€l, et si F, estun filere sur E  pour tout a €1, on

définit le filtre produit HI F, sur E comme étant celui qui admet pour
a€

*)

taine classe est base d'un filtre alors qu'elle coincide avec ce filtre.

En fait F NG coincide avec cette classe. Assez souvent on dira qu'une cer-
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4 A. MACHADO

base les ensembles al;II Aa, ou Aae Fa et, sauf pour un nombre fini d'in-
dices, Aa: E,.
1.1.3. On appelle quasi-topologie sur l'ensemble E une application 77
associant & chaque x € E une classe 77(x) de filtres sur E obéissant 3 :
QT 1) F,F,en(x)=>F,NF, €m(x),
QT 2) F,oen(x), F,2 F,=>F, €7(x),
QT 3)x € E=>x% em(x).
La relation F € 7(x) s'écrit aussi F 3 % (F converge vers x dans 7).

Plus précisément, le couple (E, 7) est appelé espace quasi-topologique.

1.1.4. On appelle application quasi-continue un triple ((E',7'), {,(E, 7)),
od (E,7) et (E', ') sont des espaces quasi-topologiques et ot f: E~» E'

et une application telle que

F->x=:>f(F)—>' f(x).
m s

On dit alors aussi que f: E » E’' est quasi-continue pour les quasi-topo-
logies 77 et 7'. On obtient une catégorie Q9 des applications quasi-
continues (qu'on appelle aussi catégorie des espaces quasi-topologiques),
admettant la classe des espaces quasi-topologiques comme classe d'ob-
jets, et un foncteur d'oubli pgq de Q3T vers la catégorie &ns des appli-
cations (ou «des ensembles»), lequel est un foncteur d'homomorphismes
saturé (c'est-a-dire [12] vérifie les propriétés des foncteurs d'oubli usuels) .
Les inversibles de 2J sont dits aussi quasi-homéomorphismes. Toute

application constante est quasi-continue.

1.1.5. Si T est une topologie sur 1'ensemble E, on peut définir une quasi-
topologie 7. sur E en posant F €Tp(x) si, et seulement si, F_D_@x
(filtre des voisinages de x pour 7). La correspondance T~ 77 n'iden-
tifie pas de topologies (le filtre Ox étant le plus petit des filtres F tels
que F 7 x ). Une application f: E » E' est continue pour les topologies
T et T' si, et seulement si, elle est quasi-continue pour les quasi-topo-
logies 77, et 7. On peut donc identifier la catégorie J des espaces
topologiques avec une sous-catégorie pleine de 93 . Cela donne du sens 2

des affirmations telles que «cette quasi-topologie est une topologie».
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QUASI-VARIETES COMPLEXES 5

1.1.6. Si (E, ) .est un espace quasi-topologique, un ensemble UC E est

dit ouvert si

F;;xeter@UEF.

Si (E, ) est lui-méme topologique, alors les ouverts relativement 4 cette
définition sont précisément les ouverts de la topologie. Dans tous les cas
les ouverts de (E,7) sont les ouverts d'une topologie T,” sur E. Un
ensemble A C E est fermé pour la topologie T si, et seulement si, poﬁr
tout filtre propre F dans A tel que ¢ (F) 3 4, onaa €A (ou t:A>E
est l'injection canonique). (E, T,”) est une projection de (E, ) dans
la sous-catégorie J de 29, 1a projection étant

((E, T,”),IE,(E,W)). En particulier T, = 7

si, et seulement si, 77 est une topologie. Si f: )
E » E' est quasi-continue de 77 dans 77', alors 2

f est continue de T dans T . .

1.1.7. Soient les espaces quasi-topologiques (E,,7;), l'ensemble E et

les applications f,: E» E; (i €1). Il existe fi (E;om;)
alors sur E une guasi-topologie initiale T , E
c'est-a-dire une quasi-toi)ologie telle que cha- f]- (E]., ™)

que [; soit quasi-continue pour 77 et 7; et que, quels que soient I'espace
quasi-topologique (E’, 77') et 1'application f: E’'-+ E telle que chaque
f;+f soit quasi-continue pour 77' et 77;, on ait { quasi-continue pour 7'
et 7. La quasi-topologie 77 est définie par la condition F  x si, et
seulement si, fi(F) £ fl.(x) pour tout 7 €1,

Si les (E;,7;) sont-topologiques, la quasi-topologie initiale 77
est aussi une topologie, et c'est donc la topologie initiale. Remarquons
cependant que, si 77 est la quasi-topologie initiale associée aux quasi-
topologies 77;, rien ne nous dit que T soit la topologie initiale associée

aux topologies T, (voir cependant 1.2.4 ).
1

1.1.8. Soient les espaces quasi-topologiques (E,m) \fz\
(E;,7;), I'ensemble E et les applications / E
f; E;~E (i€l). Il existe alors sur E une 1(E]., i) fj

quasi-topologie finale 77, c'est-a-dire une quasi-topologie telle que chaque
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6 A. MACHADO

f; soit quasi-continue pour 77, et 77 et que, quels que soient l'espace
quasi-topologique (E*,77') et l'application f: E » E' telle que chaque
f.f; soit quasi-continue pour 77; et 7', on ait [ quasi-continue pour 77
et 7.
Pour chaque x € E, 7(x) est la classe des filtres F tels qu'il

F, 7 %x,,.... Fp 32 x, avec fi_(x].)=x et

i, i b

e
FDx N fil(F1)n e fik(Fk) (k>0).

1 -
existe F1 g P

B

Si les (El.,77i) étaient topologiques, rien ne nous dit que 77 est
topologique (s'il en est ainsi, ce serait évidemment la topologie finale).
Par contre si 77 est la quasi-topologie finale associée aux 7, alors T

est la topologie finale associée aux topologies T'”i .

1.1.9. Etant donnés les espaces quasi-topologiques (EZ.,7TI.) (i €I), on
peut considérer sur l'ensemble produit E = HEi la quasi-topologie 77
initiale déterminée par les projections canoniques P,: E~ E;. Alors
(E,m) est un produit, dans la catégorie 99T, des (E;,m;). La quasi-
topologie 77 peut étre aussi définie par la condition F 2?x =(x;) si, et
seulement si, il existe F, ;i x; avec F Il F;. On pose 7 = H7Tz. .

Etant donnés l'espace quasi-topologique (E,7) et l'ensemble
E'CE, on peut considérer l'inclusion ¢ : E'+ E et la quasi-topologie
7' initiale sur E' correspondante. Alors (E', ') est une p9q -sous-
structure de (E,77). 7' peut aussi étre définie par la condition F’ X

si, et seulement si, il existe F —x avec F'J F/E'. On pose 7' =7 /E’.

1.1.10. Soient les espaces quasi-topologiques (E,7;) (i €I), l'ensemble
E, les applications f,: E;» E et 7 la quasi-topologie finale sur E cor-
respondante. Soient ACE, A, = fl.'l(A) et fi: A, > A larestriction de f.
Alors 7 /A est la quasi-topologie finale déterminée par les /A, et les
f;:A,;» A. (Observons que ce fait n'est pas obligatoirement vrai pour les

topologies finales).

DEMONSTRATION. Soit 77' la quasi-topologie finale sur A déterminée

par les /; etles 7,/A;. Le fait que les f}: A, » A soient quasi-continues
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QUASI- VARIETES COMPLEXES 7

pour 7,/A; et /A entraine que 1, : 7' > 7 /A est quasi-continue. On
a donc & démontrer que 1, : 7 /A » 7' est quasi-continue. Soit F Ty A @

on a (avec t : A > E inclusion) t (F) 7 aet il existe donc

Fig apoFy 2 a4 (k20),
k

i

1
avec f(a):a et ((F)D anf(F ym .. n/k(F ); en tenant
compte cie I'égalité /i (F)/A_f (F /A )(parce que f; (BnA )—

=/, (B)N A) et des relations
]

1l

F=u(F)/A2(a®nf; (F)n..n i, (F)/4 =

11

a®/An i (F/A0 0 f; (Fy)/A =

Il

8 ’ ’
an fz.l(Fl/Ail)r\ e fik(Fk/Aik)’

D e ot A 1
avec Fj/Az']. w JA; a;, on en déduit F o a
] ]

1.1.11. Etant donnés les espaces quasi-topologiques (E, 7) et (E', '),
on peut considérer I'ensemble Hom(7',77) des applications quasi-conti-

nues de (E, ) vers (E', ') et l'application d'évaluation
&: Hom(m ,m)X E > E*

définie par (f, x)~» f(x). Une quasi-topologie A sur Hom (7', 7) est
dite «bonne» si :

1) £ est quasi-continue pour les quasi-topologies A X 77 et 77" .

2) Etant donnés l'espace quasi-topologique (E’’,77") et 1'appli-
cation g: E” > Hom (7' ,7) telle que 1'application g: E” X E » E' défi-
nie par §( x",x) = g(x'"")(x) soit quasi-continue pour 7" X 7T et 7',
alors g est quasi-continue pour 7" et A.

Il existe une et une seule «bonne» quasi-topologie A sur Hom (77", ),

qui est définie par la condition F 3 { si, €t seulement si,
G"*x:>§(F><G) f(x).

On appelle A la quasi-topologie de la convergence locale. En prenant sur
les espaces Hom (7" ,m'), Hom(7',7) et Hom(7",7) cette quasi-

topologie, 1'application de composition

7 : Hom( 7" ,7') X Hom( 7' ,7) > Hom (7" ,7), (g, f) ~> g.f,

2387



8 A. MACHADO

est quasi-continue. Si (E’, ') est topologique et si (E,7) est topolo-
gique localement compact et séparé, la quasi-topologie de la convergence

a

locale est une topologie, a savoir la topologie compacte-ouverte.
1.2. Recollement d’espaces quasi-topologiques. Applications quasi-ouvertes.
1.2.1.
PROPOSITION. Soient les espaces quasi-topologiques (E, ) et (E', '),
soient les ouverts Ai (i €l) de (E,m) avec E = UAi, soit f: E-» E'
une application telle que, pour tout i, f/A,: A, E' soit quasi-continue
pour 7T/Ai et m'. Alors f:E > E' est quasi-continue pour T et T'.
DEMONSTRATION. Soit F 2 x. Soit i €] tel que x €A;; on a A, €F
(Al» ouvert) donc F = L(F/Ai). Comme F/Ai mi x, on trouve
[/7AF/A;) 2 [(x),
d'ou
f(F) =f(«(F/A,) =f/A(F/A;) 7 f(x).
1.2.2.
PROPOSITION. Soient les espaces quasi-topologiques (E,m) et (E', "),
soient les fermés Ei' 52 v E de (E,7) avec E = U Ei' soit f:E > E’
une application telle que f/Ez. 1 E;»> E' soit quasi-continue pour 7 /E;
et 7', pour tout i. Alors [ est quasi-continue pour T et T'.
DEMONSTRATION. Soit x € E et F € (x), on doit démontrer que :
f(F) €m'(f(x)). Soient z'l,..., i les indices 7 tels que x eEi, soit A
la réunion des autres E ;. Comme le complémentaire ~ A de A et ouvert
dans 77 et x €~ A, on a YA €F. Pour chaque k£ =1,..., m, on aura
F/E, em/E, (x), donc [/E, (F/E, )€ (f(x)) et
k 'k 'k &
//Eil(F/E'il)n ...nf/Ei (F/Ei Yem'(f(x)).
m m

Le résultat sera démontré si on voit que

f(F)2 f/E. (F/E.)n ..0nf/E, (F/E, )-
11 L lm 41m

Mais, si B E//Eil(F/Eil)n...n f/E; (F/E; ) ona
m m N

B_D_/(Bl)u...uf(Bm), avec Bk:EiknAk' Ak eF,
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QUASI-VARIETES COMPLEXES 9
d'ou
B2 f(B,uU...uv Bm)_D_f(Alr\...n A N (™~ A),
avec Aln...(\Amﬂ(’\'A) €F,
ce qui montre que B € f(F).

1.2.3.

COROLLAIRE. Soit I'espace quasi-topologique (E, ), soient les E,C E
(i €l) tels que chaque E; soit ouvert ou que chaque E soit fermé et que
I soit fini. Alors T est la quasi-topologie finale déterminée par les 7 /E

et les inclusions ;- E;»E.

1.2.4.
PROPOSITION. Soient (E,7) un espace quasi-topologique et AC E un
ouvert de 7. Alors la topologie T, ,,, associéea T/A estlarestric-

tion a A de la topologie T, associée a 7.

DEMONSTRATION. L'application I : 7 > T est quasi-continue, de sorte
que 1,:7/A>(T,)/A est quasi-continue, donc aussi I, : T(,”/A) >
( Tﬂ)/A est continue (parce que, comme on I'a fait remarquer dans 1.1.6,
T(,T/A) est une projection de 77 /A ); il nous suffit donc de voir que

1A : (TW)/A > T(,”/A) est continue. Or, si B est ouvert dans T(,”/A )
pour chaque x € B et F 2x,ona A€EF et F/A ,”779:, donc BEF/A,

c'est-a-dire BD CNA, ou C €F; ceci entraine B € F, donc B est

ouvert dans T,,T ; en particulier B est ouvert dans (T )/A.

1.2.5

PROPOSITION. Soit l'ensemble E, les sous-ensembles E,C E (i €l)
avec E = UE,. Soient les quasi-topologies T, sur E; telles que, quels
que soient i,j, on ait E, f\Ej ouvert dans T, et M et Wi/EiﬁE].:
= 7T]./Ez. N E].. Alors il existe une et une seule quasi-topologie T sur E

telle que chaque E; soit ouvert dans T et que T, =7 /E .

DEMONSTRATION. L'unicité résulte du corollaire antérieur, parce qu'il
nous affirme que dans ces conditions 77 doit étre la quasi-topologie finale
déterminée par les 77, et les inclusions ¢ ;: E;» E.

Soit 77 cette quasi-topologie finale. On sait qu'on a F 2 x si, et
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10 A. MACHADO

seulement si, il existe
Fl?x,..., Fn-;;i*x avec FD ii(Fl) N.. N ‘z’n(Fn) (n>1)
1 n
(la considération de x© n'est pas nécessaire parce que, si x € E;,, ona
e, €,
x% = ti(x ') avec x ' :r;i x). Mais, ayant fixé x € E et i €] tel que
x €E,, si F;’Tj x on obtient E; nEj € F (parce que E, nE]. ouvert
dans 777.), donc F = L].l.(F/Ei nE].) (avec L
et on a F/Ei (‘\Eje x dans 77]./E1. N Ej:Wi/Ei f\E].; par suite,

t ].(F/Et. f\E].) ;;ix avec

: Ei N Ej” Ej inclusion)

ti(e; (F/E;MED) =t (¢ (F/E; VE))=t(F).

On en déduit que F 2 si, et seulement si, il existe F, 2 x,..., F x

e
T, i
! 1 n 1

avec
FD ¢ z'(Fl.) N... N Li(Fn) = Ll.(F1 N... nFn),

ou encore si, et seulement si, F_D_tl.(F') avec F' 2 x. On a ainsi
13
E,e v, (F')CF, ce qui montre que E; est ouvert dans 77 . Enfin, si
1 M 7 ’ M ol
F' —";i x, ona J(F') 3 x et s1'F est un filtre dans E;telque ¢ (F')> x,
on aura ¢ ;(F')D «,(F") avec F"

,,;; x, d'ou

F'=t,(F')/E,;2 «,(F")/E, = F",

1=

’ M —_—
F ;T’z_ x, ce qui montre que 7, =7 /E.

1.2.6.

DEFINITION. Quand les I, obéissent aux conditions de compatibilité de
I'énoncé antérieur, on dit que ces quasi-topologies se raccordent et la
quasi-topologie 7. sur E est dite un recollement des 7, .

1.2.7.

REMARQUE. Les deux propositions antérieures constituent l'essentiel du
fait que les quasi-topologies constituent une espéce de structures locales
complete (voir [7]), les éléments induits par la quasi-topologie 77 étant
les 7/ E,, o E; est un ouvert de 7.

1.2.8.

DEFINITION. Soient les espaces quasi-topologiques (E,7) et (E’, ')
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et l'application f: E » E’. On dit que [ est quasi-ouverte si, pour tout
x €E ettout F' em'(f(x)), il existe F € m(x) avec f(F) C F'.
1.2.9.

COROLLAIRE. Un quasi-homéomorphisme est une application quasi-

ouverte.
1.2.10.

PROPOSITION. §i f:(E,m)->(E', ") est quasi-ouverte, alors [ est

ouverte pour les topologies T et T ..

DEMONSTRATION. Soit U un ouvert de 7 et soient y € f(U), y = f(x),
x €U et Gem'(y). Si Fem(x) avec f(F)CG, on a U €F, donc
f(U) e f{(F)C G, ce qui montre que f(U) est ouvert dans 77'.

1.2.11.

PROPOSITION. Si (E,7) et (E',7') sont topologiques, alors f:E -E'

est quasi-ouverte si, et seulement si, elle est ouverte.

DEMONSTRATION. Si f est quasi-ouverte, la proposition antérieure montre
que [ est ouverte. Supposons donc f ouverte. Etant donné x € E, et notant
@x, O'/(x) les filtres des voisinages, on aura /(Ox) Q@'f(x) (siBe /(@x) ,
alors BD f(A) avec A ouvert contenant x, donc f(A) est un ouvert
contenant f(x), f(A) 60'/(x), B 6@'}(’6)) et, si F* 2 f(x), on a :
Frg_@'/(x)g_f(@x) avec @x 7K.

1.2.12.

PROPOSITION. Soient les espaces quasi-topologiques (E,m) et (E', 7")
et [:E - E' une surjection qui soit quasi-continue et quasi-ouverte pour

7 et T'. Alors T' estla quasi-topologie finale déterminée par f et 7.

DEMONSTRATION. Soit (E”,7") un espace quasi-topologique et soit
g E'> E"” une application telle que g.f: E - E"” soit quasi-continue
pour 77 et 77" . Etant donné x €E' et F €7'(x), soit y €E avec x =

=f(y), et soit G €7 (y) avec f[(G)C F. On a
g.f(G)em(g.f(y)) =T"(g(x)) et g(F)2 g(f(G))=g.[(G),

donc g(F) em”(g(x)), et g est quasi-continue pour 77' et 7".

2%1
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1.2.13.
PROPOSITION. Si [:(E,T)>(E', ') et g:(E',7")>(E", ") sont

quasi-ouvertes, g.f: (E, T )~ (E",T") est aussi quasi-ouverte.

1.2.14.
PROPOSITION. Si (E,7) est un espace quasi-topologique, si AC E et si
t : A E est I'inclusion, alors ¢ est quasi-ouverte pour T/ A et T si,

et seulement si, A est un ouvert de T .

DEMONSTRATION. Si A est ouvert et si x €A et F > x, on obtient
A €eF, donc F=t(F/A) avec F/A -»Ax et ( est quasi-ouverte. Si ¢
est quasi-ouverte, si F > x et x €A,7T£n montre qu'il existe F' m x
avec t (F')CF, donc A € F, ce qui montre que A est ouvert.

1.2.15.

PROPOSITION. Soient les espaces quasi-topologiques (E,m), (E',m")
et I'application quasi-ouverte f: E » E'. Soit A' C E' tel que f(E)C A".
Alors la restriction ' : E > A’ de [ est quasi-ouverte pour T et T'/A".
DEMONSTRATION. Etant donné x € E et F' m/’(x) =f(x),on a
t(F') 3+ f(x) etil existe donc F » x tel que ¢ ./*(F)=f(F)C t(F");
comme ceci entraine f'(F)C F', on en déduit que [’ est quasi-ouverte

pour 7 et 7'/ A’.
1.2.16.

PROPOSITION. Soient les espaces quasi-topologiques (E, ) et (E', ")
et I'application f: E > E' telle que, pour tout x € E, il existe AC E avec
x €A et f/A: A E’ quasi-ouverte pour 7/A et 7. Alors [ est quasi-

ouverte pour T et T'.

DEMONSTRATION. Etant donné x €E et F' €m'(f(x)), soit ACE avec

x €A et f{/A:A> E' quasi-ouverte pour 7/A et 7' . Il existe F -/—A>x
v

avec f/A(F)CF' et alors t(F) > x avec f(¢(F))=f/A(F)CF’, ce

qui montre que [ est quasi-ouverte pour 7 et 7' .

2. La quasi-topologie 7, sur € X V associée a la variété analytique com-

plexe V.

2.1. Les quasi-topologies 7, sur C x C”.
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2.1.1.
DEFINITION. Pour tout 4 € C?, 3 =|=3 , soit @3 le filtre des voisinages
de 2 dans la topologie canonique de C”; soit V le filtre des voisinages
de 0 dans C. On représente par Fy le filtre V@-& (c'est-a-
dire le filtre image du filre V x Oy sur C x C” par I'appli-
cation € x C? 5 C”, (N,R)~s AR).

2.1.2. ;

PROPOSITION. Chaque F-, a zéro pour limite dans la topologie canonique
de C",

DEMONSTRATION. Cela résulte de la continuité de 1'application: C x C”» C"
PP

(N, %)~ A%, parce que V>0 et @—&—yh’.

2.1.3.

. . . - > n . .
REMARQUE. Intuitivement, dire que * # 0 de C” appartient 4 un petit
ensemble de F- signifie qu'il est voisin de zéro et que la droite complexe

définie par X est voisine de celle définie par @ .

2.1.4. .
LEMME. Etant donné %40 dans C" et un byperplan (af-

id '
fine complexe)r passant par 4 et non par 0,si @-& est le =9

. . ’
filtre des voisinages de @& dans r, on a F5 =V “—& . ,

DEMONSTRATION. Si A € F3=V0;, il existe Vely et 8>0 avec
IsVCA (on posera toujours Ig={AeC/|A|< 8}); donc, avec V'=
=VNnr 60%, onalgV'C A, dou A GVQ-'&.

Supposons réciproquement A EVU'—&, c'est-a-dire ADQ I4V', §>0,
V' e @'Z . Soit Zl,...,Zn_l une base de l'espace vectoriel associé & r, ou
_l;l. =(b; g b; ,)- Soit 7’ 1'hyperplan paralléle & » passant par l'ori-
gine. Si % = (xl,..., %,) ,ér', il existe un et un seul A€ C (appelons-le

Ay ) tel que A% €7, 2 savoir celui déterminé par la condition qu'il existe

ty, t,., dans C avec
A2 > -
A=d+t b+t b, 5
c'est-a-dire ‘\1\
Mejmtybyymtybyymemty ybyy, i = RN
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14 A. MACHADO

par suite
ayby g by,
anbl.n n-1,n
)\?C =

x

lbl,l n-1,1
x

nbl,n"' bn—1,n

(le dénominateur est différent de zéro parce que % ,é[r'). On pose mainte-
nant £(%) = K?Sc’ pour % £, obtenant ainsi une fonction continue &:
C”~ 7+ 5r; comme C” -7 est ouvert dans C”, il existe V € @-& tel que,
pour % € V, on ait [A4|> % et £(3) €V’ et on obtient alors IsV'2Is,, V
(si|u]<8/2et®€V,ona /.LBc’:—g—‘;;c £(%) avec l%l =i-}%i < 8) ce
qui nous montre que A € VOTi .

2.1.5.

LEMME. Etant donnés @ et Z dans C”—{B }ona:

>
1) Si 2 et b appartiennent a une méme droite, Fo = Fp.

Y

}.

2) Sinon, il existe A € F5 et B € Fj avec ANB = {

DEMONSTRATION.

1)On a 2=X\b avec A+ 0, donc @-&= ?\@-5, car X~»> A % est
un homéomorphisme; par suite

Fy =V0; =VADy =V0p=Fp (AV=V).

2) Soit r un hyperplan (affine) contenant
2 et b mais pas 0 (il suffit de compléter le sys-
téme de deux vecteurs indépendants 4 et Z—— K
dans une base Z,Z-Zt’,?s seees €, de C” et de

prendre pour r 1'hyperplan passant par@ et dont

le sous-espace vectoriel associé estengendré par

> . [ ’

b-4,%,,..., ¢,). Soient V 6@-& et V' 6@3 avec VN V' =@, onaalors
->

CVvNCV'={0} (sion avait AX =Ny avec A,N 0 et 45 dans

A
A= N

r, on aurait ¥ =

> 2 >
Yy, donc 0 =7y +

>)]>».

(%¥-7%) €r, ce qui est absurde),

P22
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ot CVeVly=Fy, CV eVUy=Fy.

2.1.6.

PROPOSITION. Soit ’n'n(O,z))) (n>0) la classe des filtres F sur C x C”
tels qu'il existe des points ()\1,31) eees ()\n,ﬁn) eC x C” avec >\i +0
'“n) Pour chaque (N, %) EC x C”*, soit

m (N,4) la classe des letres (N,4)+ F, pour F e (0, O) Alors T,

est une quasi-topologie sur C X C?, les translations de € X C" étant des
q9 8

et F:)F()\e)m (‘\F()\‘

quasi-homéomorphismes.

DEMONSTRATION. Le fait qu'on ait (7\"’)C (0, 0) entraine que
(0, 0) €T, (0 O) et on vérifie immédiatement que, si F et G apparuen-
nent a 7Tn(0,0), F (\g y appartient aussi, et que, si F 677”(0,0) et
G2 F, alors G €7, (0,0). Par translation on voit que ces propriétés se
vérifient pour les Wn(}\,'&); on a donc bien une quasi-topologie 77 sur
C x C". Le fait que les translations soient des quasi-homéomorphismes

est immédiat.

2.1.7.

REMARQUE. Tout filtre F y ) avec A% 0 peut se mettre sous la forme
F(, 3, 1l suffit de prendre % =72 /A et de tenir compte de 2.1.5.

2.1.8.

DEFINITION. On fixe la notation 77, pour la quasi-topologie sur C x C”
de la proposition antérieure.

2.1.9.

COROLLAIRE. Si T, ., est la topologie canonique de C X C", on a

I'application quasi-continue 1e  en: 7 > T ntl”

DEMONSTRATION. Cela résulte de 2.1.2. parce que les translations sont

des quasi-homéomorphismes pour les deux membres.

2.1.10.
PROPOSITION. Soit g, : C x C"> C” [I'application (N,%)~»> %, alors
4, est quasi-continue et quasi-ouverte pour la quasi-topologie 7, de

C X C" et la topologie canonique T  de C".

DEMONSTRATION. ¢, est continue pour Tn+1 et Tn donc, par 2.1.9,

2%5



16 A. MACHADO

g, est quasi-continue pour 77 et T . Pour voir que g, est—)quasi-ouverte
il suffit, raisonnant par translation, de montrer que, si F > 0 dans Tn, il
existe F'> (0, 5) dans 7, avec g, (F')C F. Cela se vérifie si 1'on voit
que q,(F; 3))C @-0 Or, si A €qﬂ(F(1 -0)), il existe 5>O avec
AD q,(IsVs(1, O)) (o Vg(1, 0) est la boule de centre (1 0) et rayon
8) et alors, si || xH< 82, on a x= qn(S x) avec (9, x)- 8(1,.3.. ,
S elg, ||._[| < §, donc (1.-5—) G*VS(I,O) (on suppise que la norine ie
C x C" est, par exemple, ||(A,x) || = max(|N\]|,|| x|])), d'ot x €A,
ce qui montre que A € 0—0 .

2.1.11.
COROLLAIRE. La topologie T,k de C" est la quasi-topologie finale

déterminée par q, et la quasi-topologie 7, de C X C”.

2.1.12.
PROPOSITION. Si r est une droite (affine) non verticale de C X C"

(c'est-a-dire qui n'est contenue dans aucun { N} X C"), on a m /=

:Tn+1/r‘

DEMONSTRATION. Par 2.1.9 on obtient que 1 :m /r>T, 4 /7 est
quasi-continue, et il nous suffit de voir que, si F converge vers (N, a)
dans T , /7, F converge aussi vers (A, Z) dans 7 /r, ou encore que
O()\ %)/ 7 converge vers (A, a) dans 77, /r En raisonnant par translation
on se raméne au cas ol (A, a)*(O 0) On considére alors (u, b)#
(0, 0) dans r (donc p # 0, sans quoi r serait r* 7
verticale) et un hyperplan 7' passant par (L ,_l;)

Tu.b)
et non par l'origine (par exemple l'hyperplan ver-

tical) ; d'aprés 2.1.4, si C)(/LZ) est le fxltre/r
des voisinages de (/.L b) dans 7', on a F(# 3)= VO(P %) d'on résulte

Fou2) /r—V(//. b) (Isv'n 7_15(,u b) pour V' elf)(# g) parce
que, si (u', b') €r avec (u', b')#(p. b) ona (u', b ) £ r, sans quoi
rC r* et r' passerait par l'origine, et donc A(u', b'),élr pour A 0)
Mais, en tenant compte de I'homéomorphisme C - T, /r, Aeos A( M b) ,
on voit que V(u, b) est le filtre des vmsmages de (O O) dans T . /r

et donc celui-ci va converger vers (0, O) dans 7Tn/r.
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2.1.13.
>
PROPOSITION. L'application ¢! :CxC">C, (A, x)~> N, est quasi-

continue pour T et T

DEMONSTRATION. q'n est continue pour Tn+1 et T1 et donc, en tenant

compte de 2.1.9, ¢; est quasi-continue pour 77, et T,

2.1.14.
N
PROPOSITION. Pour chaque a €C”, ['application g3 :C->CxC”,

>
A~s (N, a), est quasi-continue pour T, et

>
DEMONSTRATION. Si 7 est la droite horizontale C x {a }, il suffit de voir
que ¢y est quasi-continue pour T, et 77 /r, ce qui est vrai, en tenant

compte de 2.1.12, parce que g est continue pour T et T . .

2.2. Rapport des quasi-topologies T avec les fonctions holomorphes d'un
ouvert U de C™ dans C".

2.2.1.
PROPOSITION. Soit U = un ouvert de C™ et [:U - C" une fonction
holomorphe. Alors I'application associée }'_: Iexf:CXxU, »CxC" est

quasi-continue pour 7 _/C X v, etm,.

DEMONSTRATION. Pour chaque ()\ ,; ) €C xU_, on doit voir que -/_est
quas1-contmue en (>\ , x ) Utilisant une translation, on peut déja suppo-
ser que x —O f(x )—0 et }\ =0, en effet sig:U, —x > C” asso-
cxe a =, f(x +x) f(; ), on a g(O)—O et g est différentiable en
0 si, et seulement si, / est différentiable en x 03 Of g est obtenue 3 partir
de f par composition avec des translations convenables & gauche et a
droite. Soit A la dérivée de [ en 8 (qui est une application linéaire:
C”5C");ona
/(;) - Ax + o.)(;), avec llo 21 e () .
A Iz 13150

iy
X
On va voir que, pour chaque b € C™, on a }:_(F(I _l:) /CxU,) 2F A )

Compte tenu de 2.1.4, on a

Fi2)=V0u3) et Frpan)=V0i a2y

ot les 0, sont les filtres des voisinages dans les hyperplans verticaux
y

27



18 A. MACHADO

d'abcisse 1.Si X € F(; 43, alos X2 Ig(f1}x V), 8>0, Vely7 et
siA$0,o0na

f”“\:;)=(>\,/(;))=>\(1,A3X+_w.(h5c’)).

Il existe V' € OAZ et &> 0 tels que

A_é)_f.ﬁ’ﬁ‘.) €V si A?‘.eV' et MI<8'.
A A A N

- -
Il_’existe maintenani We @Z tel que A.’).‘\.e V' si -’;: € W, et on suppose déja
||¥]] <M pour tout y € W, ou

> > >
M=1sib=0etM=2||b]] si b%0;
-
il existe aussi 8" > 0 tel que, pour 0<|| x|| < §¥, on ait ”fii_(.)_?‘_).” <8/M,
et enfin on peut choisir €> 0 vérifiant €< 8 tel que, pour |A|< & et
Zew, on aic | #1| < 8 (il suffic de choisir ©< min(8, 5" /M)).Si
> >

(N, x) €lg({1} X W) deux cas se présentent : ou bien A =0 eton ax =0,

donc

T(NE)=(N, /(%)) =(0,0) €X;

ou bien A+ 0 et on obtient |A|< e, Zew ((K;):K(I,%\)),donc

A
loGl — oGl <M=
M IZ0 A M

(si ;1:0, mais ILQ)(\ZL"- =0< & six =0), et par suite
TN %) elg(11} X V)CX.

on a ainsi montré que ./-(18({1 } X W))C X, il s'ensuit Xe;’—(F(I";)/CxUm),
d'ou F(LA";)_C_?_( F(1%),/CXU,, ) conme on le voulait.

5
On obtient maintenant, si F —————3 (0,0),
e /C X v,

F;_(F(L;l) NN Fp} )/CXU, =
= F(L*bl)/cX U, n...0 F(z._l:k) /Cxu,,
donc
f(F) 2 f(F(L“gl)/CxUmm N F(sz)/CxUm):
f( F(Lzl)/CxUm) N...N f(F(L‘,;k)/Cx U,)2 F“,Azl)n...n F(J.A-l:k).
Ceci montre 7(F)-—>(0,0), c'est-a-dire la quasi-continuité désirée. (On
kis

n
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a utilisé les propriétés suivantes des filtres : Si f: E > E' est une appli-

cation et E"C E, si F et G sont des filtres sur E, on a f(F NG) =
=f(F)Nf(G) et (FNG)/E'""=F/E" nG/E". Ces propriétés résul-
tent du fait qu'on a f(AU B) = f(A)U f(B), (AU B)ANE"= (AN E")U ( BN E").
2.2.2.

PROPOSITION. Soit U un ouvert de C™ et f:U_ - C" une application

telle que l'associée f=1c X f:C XU, - CXC" soit quasi-continue pour

7, /CXU, et T . Alors [ est holomorphe.

DEMONSTRATION. ¢, :C x C™>C™” étant (2.1.10) quasi-continue et

quasi-ouverte pour 77 et T ., on déduit de 1.2.14, 1.2.13 et 1.2.15, que
qm/C XU,: Cx U,~ U, estquasi-continue et quasi-ouverte (CX U  étant

ouvert dans T . ., il est ouvert dans 7 d'aprés 2.1.9); donc T /U,

est la quasi-topologie finale déterminée par Cxy ——= CxC”
q,,,/Cx Um et Wm/CXL_/m (1.2.12) . Puis- qm/cxum* / *qn
que f.q,,/CxU,_=gq,.f est quasi-conti- v, ——————C”

nue pour 7Tm/C><Um et T , il en résulte que f:U - C” est continue
pour les topologies canoniques.

On sait maintenant, d'aprés la théorie des fonctions analytiques de
variables complexes que, pour voir que f est holomorphe, il nous suffit de
voir que f admet des dérivées partielles par rapport & chaque variable dans
C pour tout —9)60 €U, . En raisonnant comme dans la démonstration de la
proposition antérieure, on voit qu'on peut supposer ;o :?) et f(;o) = 6
On va voir plus généralement que [ admet en 0 des dérivées dansla direc-

tion de n'importe quel } €C™. En effet, on a
>
F”'z)/CXUm-;m'U—’:(O,O),
— - ’
donc f(F(I‘-g)/CXUm) 7 (0,0) et par suite
/(F(l,'B)/CXUm)-D—F(I,Zl)n"' f‘F(I.'Ek)

>
avec les b, supposés déja tous différents. Par induction A partir de la pro-

position 2.1.5, on voit qu'il existe

R
A1€F(1'-51),..., A, GF(J.'Ek) avec A, N A].={(0,0)§ si iy,

2%9
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les A pouvant en outre é&tre choisis de fagon que les A ~-{(o0, 0)} SOlent

ouverts dans T (si V est un ouvert contenant (I, b ;) etnon (0 O)

n+1
et si 8>0, on a AV ouvert pour chaque A% 0, donc I4V-{(0, 0)}_

= U AV est ouvert). On a
0< N8

A1U Y] Ak 6F(1,‘51)(‘"'n F(I,”Bk)

~

et il existe donc (C X U étant ouvert dans 7, , il appartient & Fi3))

ry U
AE€F ACCXU, ,avec f(A)C A U..U A}.

(1.%)
On peut déja supposer A - { (0,3)} connexe dans T, . et AN({0}xC™)=

> >
={(0,0)}, car, si V est un ouvert connexe de T contenant (1,b) et

m+1

avec VN ({0} x C™)=¢, et si 6>0, alors I5V obéit a-ces conditions,

- {(0,6 )} =(I5-{0})V étant connexe comme image du connexe
> >

(Is-{0}) X V par (A, x)~> Ax. Mais, [ étant continue de T,/U, dans

T, 7: Ie X/ est continui de T, ,,/CXU, dans T, ,, ce qui va en-

trainer que B = /(A—{(0,0)}) est connexe dans Tn+1. On a aussi B=

=7(A)=1(0,0)}, donc
B=[Bn(A,-1(0,0)D]u..u [BN(4,-{(0,0)})],
avec [Br\(A -{(o0, 0)})]n[Bn(A {0, 0)1=¢ si itj et

Bn(A -{(o, O)}) ouvert dans B. Puxsque B est connexe, il s'ensuit

immédiatement qu'il existe 7 tel que
>

BO(A, - 0,03)=¢ si i4je BA(A,~{(0,0)})=B.
On va maintenant voir que ?_(F(I,-E)/CXU”I)_D_ F(I,”El-)‘

Etant donné A’ € F;,3,) on aura

'V
Alu U A'z.u...u Ak GF(I,ZI)“ e F“'zk)’

f_t il existe donc A’ € F(1,"5)’ qu'on peut supposer contenu dans A, tel que
f(A") _C_Alu...u A U...U Ak’ ce qui entraine
—_ - > - >
f(A"=1(0,0)}) C (A = {(0,0)}) V... U (A= {(0,0)}) V..U (A, -{(0,0)});
donc, comme f( A"~ {(0, omn(A - {(o, 0)})—¢ (f(A"={(0,0)}) CB)
si i % j, on obtient f(A’-{(0, 0)})C As-{(o0, 0)}, ou encore /(A')_C__A;,
AL ef(Foy 3,/CxXU,).
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d B
On va maintenant voir que b; est la dérivée de [ dans la direction
>

de b, ce qui démontrera la proposition : Or, si W 603. ona(2.1.4)
1
Cl1ixw) €F13,)C f(Fp3)/€xU,)

et il existe donc A GF(I,'B)’ AcC Cx v, (C x U, étant ouvert dans 7,
il appartient & F(],X))’ vérifiant f(A)C C({1} X W}).On a A IgV,
Véw(l'}), et maintgnant, si |A| < & avec A% 0, alors (K,KZ):
=X(1,b) €A, d'od

N1 LBy (N (NS =T(MAE) ef(A)C Cel 1Y x W),
A

de sorte que LAE) € W; ceci montre que lim LT - Zi .
A A0 A

2.2.3.

REMARQUE. Dans toute la premiére partie de notre travail, C pourrait
étre remplacé par le corps des réels R. Ce n'est que dans les propositions
antérieures que C est essentiel, d'une part pour que Iy~ {0} soit connexe
(démonstration de 2.2.2), et d'autre part pour avoir 1'équivalence des
propriétés «différentiabilité en tout point» et «continuité plus existence de

dérivées partielles en tout point».

2.3. Les quasi-topologies Ty -

Rappelons que, pour la théorie des variétés analytiques complexes,
on appelle carte locale d'un espace topologique V un homéomorphisme ¢
d'un ouvert A de V sur un ouvert U de C”.
Etant donnée une autre carte locale 9': A'> U’ ,

¢ et @' sont dites compatibles si

QP /ANA (P/ANA) L (AN A")> @' (AN A)
et

P/ANA (P /ANA) L (AN A')> @(ANA)

sont holomorphes (9(AN A') et @'(ANA’) sont
des ouverts). On appelle atlas sur V un ensemble de cartes locales ¢ :
A »U_ compatibles deux a deux tel que V =UA . Une structure de

variété sur V est alors définie par la donnée d'un atlas maximal (c'est-a-
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dire qui n'est contenu strictement dans aucun autre atlas).

2.3.1.

PROPOSITION. Soit I'espace topologique V et deux cartes locales compa-
tibles ¢: A- U, ¢ :A">U!. Soient T sur CXA et m' sur C X A’
-l_es quasi-topologies qui font des bijections —C-p5 CxA»m /CxU,,
P CXA" > m,/CXU! des quasi-homéomorphismes. (CXA)N(CXA')
est ouvert dans T et dans T' et M/(CXA)NCXA')=7"'/(CxXA)NCXA".

DEMONSTRATION. Pour voir que (CX A)N(C X A’) est ouvert dans 77,
il suffit de voir que —q;((C XA)N(C X A")=Cx o(ANA’) est ouvert
dans 7 /CxU, . Mais, A NA" étant ouvert dans A, ¢(ANA’) est ou-
m+1/cxum’ et
aussi dans Wm/CxUm (2.1.9). Symétriquement, (C X A)N(CXA') est

vert dans U _, donc € x 9(ANA’) est ouvert dans T

ouvert dans 7'. Soient les restrictions ¢, ANA’s (A NA’) et
© : ANA'> @'(ANA’) de ¢ et @' par définition 9% .¢; est holo-
morphe; il s'ensuit d'aprés 2.2.1 que CP'/ . CP"/l est quasi-continue pour
T, /CXP(ANA") et 7 /CXP(ANA’), donc est aussi quasi-continue
@@, H e, T/HCXA)A(CXA) > T /(CXA)N(CXA); cestar
dire 1(c XA) A(C X A") T/(CXA)N(CXA")>7'/(CXA)N(CXA’) est
quasi-continue, et symétriquement son inverse va étre quasi-continue. Ceci
montre que 7 /(CXA)N (CxA’) =7'/(CxA)n(C x A').

2.3.2.

DEFINITION. Soit V une variété analytique complexe définie par un atlas
maximal { ¢ - A - U_}. On définit la quasi-topologie 77, sur C X V comme
le recollement des quasi-topologies 77, sur C x A telles que c_pa: T

, /CXx U, soient des quasi-homéomorphismes.
a

2.3.3.

. . . .
COROLLAIRE. Si on donne pour l'espace topologique V un atlas {Cpa,
Aa—a Ua} (pas forcément maximal), on sait qu'il existe un et un seul atlas
maximal qui le contient et on a donc une structure de variété sur V. Il est

alors immédiat que 77, est le recollement des quasi-topologies 7, sur

CxA .
a
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2.3.4.
COROLLAIRE. Si V est un ouvert de C" muni de sa structure canonique

de variété, on a m, = 7Tn/C>< V.

2.3.5.
PROPOSITION. Si V est une variété et A un ouvert de V muni de la struc-

ture induite de variété, on a T, = 7TV/C XA.

DEMONSTRATION. On sait que les cartes de A sont les cartes ¢: B> U
de V telles que BC A. Pour une telle carte, C X B étant ouvert dans Ty
il sera ouvert dans WV/C X A (parce que l'inclusion ¢ : C X AV, étant
quasi-continue pour 77}, /CXA et 7, sera continue pour les topologies
associées) et on a 77V/C><B = (77V/C XA)/CxB. Ceci montre que
7TV/C X A est le recollement des TIV/C X B, c'est-a-dire 7TV/C XA =1,.

2.3.6.
PROPOSITION. Si V est une variété et Ty, sa topologie, 1¢ |, est quasi-

continue pour Ty, et C>§ Ty .

DEMONSTRATION. Comme ¢ _:A - U, est un homéomorphisme pour
T,/A, et Trza/Ua.’ ?Paz Ie X 9,:CxA>CxU, est un-homéomor-
phisme pour (Cx Ty)/CxA, e T, _  /CXU,; puisque ¢, est un
quasi-homéomorphisme pour 7TV/C xA, et T, /Can et que (2.1.9)
a
ICXUa est quasi-continue pour 77, /CxU, et T, +1/C><Ua, on en dé-
duit que I¢ XA, est quasi-continue pour WV/CXAa et Cx TV/CXAa;
donc 1., ,/CXA, est quasi-continue pour 71, /CxA et CX T, etfi-

nalement, d'aprés 1.2.1, I¢, , est quasi-continue pour 77y, et CxXTy.

2.3.7.
PROPOSITION. Etant donnée la variété V, l'application q,,: C X V-V,

(N, x )~ x, est quasi-continue et quasi-ouverte pour Ty, et Ty, .

DEMONSTRATION. g, : CX V>V est quasi-continue pour 7y, et Ty,
ceci résultant du fait qu'il en est ainsi pour C X T, et Ty et de la pro-
position antérieure. Si maintenant ()\O,xo) eC XV, soit p: A~ U, une
carte de V avec x_ €A. Considérant les projections ay :CxA->A4,

4,,:CxU_->U,, on voit que ¢, , est quasi-ouverte pour m /CxXU_
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e T /U, (C XU, étant ouvert dans Tm 4+ est ouvert dans 7T fi_'aprés
2.1.9, on applique 2.1.10, 1.2.14, 1.2.13 et 1.2.15); puisque ¢ et ¢ sont
des quasi-homéomorphismes, gy, :77V/CXA » T\ /A est quasi-ouverte,
donc aussi gy , :7, /CXA > T, est quasi-ouverte (parce que A est
ouvert dans TV et on tient compte de 1.2.14 et 1.2.13); enfin, d'aprés

1.2.15, gy, est quasi-ouverte pour 7, et Ty, .

2.3.8.
COROLLAIRE. La topologie T, est la quasi-topologie finale déterminée

par T, et q;, : CX V> V.
DEMONSTRATION. Cela résulte de 1.2.12 et de la proposition antérieure.

2.3.9.
PROPOSITION. Etant données les variétés V et V' et l'application [ :
V> V', alors [ est holomorphe si, et seulement si, 7 CXVs>CXV' est

quasi-continue pour T, et Ty, .

DEMONSTRATION. Supposons [ holomorphe. Pour tout ()\O,xo) eCxV,
on sait qu'on peut choisir une carte ¢: A » U, de V et une carte ¢':
A' > U; de V' avec x €A, f(A)C A’; alors, en notant [*: A > A’ la

-1

restriction de f, ¢'.f'. 9™ :U_ > U’ est holomorphe; donc, d'aprés 2.2.1,

P et=¢ L el LC x U,-»CxUy,
est quasi-continue pour 7Tm/C xU, et 7 /CxU,; puisque -q_J' et c—p_‘sont
des quasi-homéomorphispes, par conséquent f-":’ﬂV/C x A=, /CXA" est
quasi-continue; donc f/CXA:CXA->CX V' est aussi continue pour
7, /C XA et Ty, ce qui entraine finalement que (1.2.1) 7 CxV-CxV’
est quasi-continue pour 77, et 7. .

Supposons réciproquement que /:7TV-> Ty €st quasi-continue.

Comme f.q, = qy» .f—est quasi-continue pour 7Ty, ! Ty e
7y et Ty, le corollaire antérieur entraine que @ Gy
{ est continue pour T\, et Ty..Si x_ €V, on Ty f v

peut choisir une carte ¢: A > U, de V et une carte ¢': A'> U de V'
avec x_ €A et f(A)C A’. Alors, en notant ' : A > A’ la restriction de {,
on voit que ¢'.f", ¢ l= CTJ-' _f-’ . 5’1 :C X U, »C x U est quasi-continue

pour 7 /CXU, et 7 /CXU’,; par suite ¢'.f". ¢! est holomorphe (2.2.2)
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ce qui, par définition, entraine que [ est holomorphe.

2.3.10.

PROPOSITION. Soit V ‘un ensemble et ﬁV une quasi-topologie sur C X V
telle que, pour tout x €V, il existe AC V avec x €A et une bijection
¢:A> U, telle que U, soit ouvert dans C™, que C X A soit ouvert dans
ﬁv, et que 9: Cx A>C X U, soit un quasi-homéomorphisme pour 7, /€ XA
et T /CXU, . Il existe alors sur V une et une seule structure de variété
telle que Ty, = 77V, la topologie de V étant la quasi-topologie finale déter-
minée par ﬁV et qy:CX V-V et les cartes de son atlas maximal étant

les ¢ vérifiant les conditions antérieurgs.

DEMONSTRATION. Soit Ty, la quasi-topologie finale sur V déterminée
par 77v et g, :CXVoV.Si ¢: A> U, vérifie les conditions de 1'énoncé,
A est ouvert dans Ty, car g;/(A)=CXA est ouvert dans 7, et on
tient compte de ce qui a été dit & la fin de 1.1.8 . D'aprés 1.1.10, T,/A
est la quasi-topologie finale déterminée par 77V/C><A et la restriction de
qy; donc, la topologie T, /U, étant la quasi-topologie finale déterminée
par M /CxU,_ etgq, ,:CxU, U (w2112 7,/CxA § 7 /CXU,
et 1.1.10) et @ étant un quasi-homéomorphisme, ¢ :
A-» U _ estun quasi-homéomorphisme pour T,/ A v/ m/
et Tm/Um; en particulier Ty, /A est une topologie. TV/A 9 Tm/Um
Mais maintenant, T, étant le recollement des T, /A pour les différents
¢: A> U, possibles, T est lui-méme une topologie.

Etant donnés ¢: AU _ et ¢': A’ > U;, vérifiant les conditions de
I'énoncé et leurs restrictions P, AN A'»> 9(ANA"), cp'/ tANAS
¢'(A N A'), en tenant compte du fait que

?, : Ty /CX(ANA") > 7 /Cx@(An A’)
et que
' -CE'/ :ﬁV/Cx(AnA')-»ﬂn/Cxcp'(An A')
sont des quasi-homéomorphismes, on voit que

? . cp;l T, /CXxPANAY) > T /Cx ¢ (AN A?)
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est un quasi-homéomorphisme; A N A’ étant ouvert dans A, on a 9(A N A’)
ouvert dans U, donc dans C™ et, de méme, ¢'( A N A’) ouvert dans C”;
il s'ensuit d'apres 2.2.2 que 9. cp;l: (A NA)s 9 (AN A’) va éue
holomorphe de méme que P, . cp'/"1 1 9'(AN A')> (A N A'), ce qui montre
que les cartes locales ¢ et ¢' sont compatibles. Aussi la classe des
cartes locales vérifiant les conditions de 1'énoncé définit un atlas (@ sur
I'espace topologique (V, Ty), et cet atlas définit une structure de variété
sur V pour laquelle on a 7y, = 77‘, (en tenant compte du corollaire 2.3.3).
On va maintenant voir que ( est un atlas maximal et que la struc-
ture de variété est unique. Supposons donnée sur V une structure de variété
telle que 7, = ﬁV' Du corollaire 2.3.8 il résulte que la topologie de V est
exactement TV' Si ¢:A> Um vérifie les conditions de 1'énoncé, on sait
déja que A est ouvert dans T, ; considérons sur A la structure induite de
variété; comme —q;: Ty = 7TV/C XA /C X U, est un quasi-homéomor-
phisme (on a tenu compte de 2.3.5), d'aprés 2.3.9, ¢: A~ Um est holo-
morphe ainsi que ¢! : U, A, et ¢ est donc une carte de I'atlas maximal
de la variété V. Enfin, si réciproquement ¢: A > U = est une carte de
'atlas maximal de la variété V, on aura A ouvert, de sorte que C X A est
ouvert dans 77, car il est ouvert dans CX T, et l'on tient compte de
2.3.6; par suite ¢: A» U_ est holomorphe, ainsi que ¢t U, »A. Donc,
d'aprés 2.3.9, -q;: Ty > 7Tm/C XU, est un quasi-homéomorphisme, ce qui
montre (car 7, = 7TV/C xA wvu 2.3.5) que ¢ vérifie les conditions de
I'"énoncé.
2.3.11.
PROPOSITION. Si V est une variété, l'application gq}, : C X V- C,

(N, x)~~ N, est quasi-continue pour T, et C.

DEMONSTRATION. Elle est quasi-continue pour C X T, et C et on tient

compte de 2.3.6.

2.3.12.
PROPOSITION. Si V est une variété et a €V, I'application &, ,:C-
C XV, A~ (N,a),est quasi-continue pour C et T, .

DEMONSTRATION. Soit ¢: A » U, une carte de V avec a €A, il nous
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suffit de voir que &,  : € CXA est quasi-continue pour Cet mm,/CXA;

puisque ¢:C x A>C X U, estun quasi-homéomorphisme pour m, /CXA
et 7 /CXU,, il nous suffit de voir que E'fv,a :C»>C XU, estquasi-
continue pour C et . /C X% U, , ce qui résulte de 1'égalité @. fv’a =4y ()
et de 2.1.15.

2.3.13.
PROPOSITION. Si V est une variété et N €C, I'application nv‘xo .

CxVv-CxV, ()\,x)«-»()\o-k N, x) est quasi-continue pour M, et Ty .

DEMONSTRATION. Pour chaque (A ,x,) €CXV, soit ¢: A>U_ une
carte avec x, € A. Comme 9:Cx A>Cx U, est un quasi-homéomor-
phisme pour 77, /C >iA et 7 /C X_’Um, le fait que l'application ’777\0

CxXU,»CxU_,(N,x)~> (A + X, x) soit quasi-continue pour 7 /CX U
et 7 /CXy, va entrainer que 77V,7\0/CXA ;CXAs5C XA, clest-a-
dire $7*.79 ., est quasi-continue pour 7,/CxA et 7m,/CXA, donc
aussi nv’)\:/CXA : 7, /CXA >, est quasi-continue; finalement d'a-

prés 1.2.1, 77‘,’7\0 :CXV>C XV est quasi-continue pour 77, et 7, .
2.4. Produit de variétés.

2.4.1.

DEFINITION. Soient les ensembles V , V, et leur produit V, XV, pour
les projections P, :V, >_<_V2 >V, P, V1 XV,»V,. Soient Fl"
C x V,xV,- Cx Vi, P, C X VXV, C x V, les applications
correspondantes. Etant donnés les filtres F | sur Cx V,etF, su cCxv,,
on représentera par <F,, F > le filtre sur Cx Vv, xVv, qui admet pour

base les ensembles Pl"l(Al) 0-132'1(142), ol A1 €F1 et A2 EF,.

2.4.2.

PROPOSITION. Soient les quasi-topologies T, sur CXV et T, sur

1 2

CxV,; soit m sur €XV, XV, la quasi-topologie initiale déterminée

par T, T, etles applications P, : CXV XV, »CXxV,, P, :CXV XV,

CxV,. Alors F » (N, a,, a,) si, et seulement si, il existe F > ()\,al),
1

m
F, 7, (N,a,)avec FQ <F,,F,>.

DEMONSTRATION. Si F—>(>\,a1,a2), on a -l;l(F);» (>\,a1) et
T 1
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P,(F) » (N, a,); silonpose F, =P,(F), F, = P,(F), on a FD<F,,F,>
(s1A1€F etA €F2,onaA p} P(A ),AQ_D__PQ(A',‘,) ou A',A'2 €EF;
par suite

PIA)NPHA, )PP (AY) N PP, (A,)2 Ay N Ay, €F,
d'ott —I;'I(A )HE"I(A ) €F). Soit réciproquement FQ <F,, F,> avec

()\ a,), F, 17» (N, a , )- On obtient PI(F)D P1(<F F,>)2 F,,

car 51 A €F, ona ‘A 2 PI(P'l(Al)n P'1(C XV,)). DoncP J(F) »
(N, a ) et dememe,P(F) -» (N, a,). IlsensuxtF%(K al,a ).

2.4.3.
LEMME. Si F_,.., F, sont des filtres sur CXV et G, ..., G des
filtres sur € X V,, ona <F 0.0 F,, Gy nens 6> =N <F 6>

i,f
DEMONSTRATION. En raisonnant par induction, il nous suffit de voir que
I'on a
<F,NnF,,G>=<F,G>N<F,,G>
et
<F,G,nG,>=<F,G;>Nn<F,G,>;

démontrons par exemple la premiére égalité. Comme <F, NnF,,G>C <F,G>
et <FNF,,G>C<F,,G>, onobtient <F NF,,G>C <F,,G>N<F,,G>.
Réciproquement, si A €<F,,G>N<F,,G>, il existe A, €F, A, €F
B,, B, €G vérifiant

A2(PIMA)NPHB) U(PH(A,)NPHB,))2

2 P AU A2)n'152"1(31n B,)

avec A1UA2 eFln F2, B1”Bz € G, donc A €<FlnF2,G>.
2.4.4.

PROPOSITION. Soient les projections canoniques P : C”’f""-» Cc”, B, :
Cm* 7, C" et les applications correspondantes —F71 ;CxCmtn,CxCm,
P,.CxC™ tn,CxC". Alors .+ €St la quasi-topologie initiale sur

C x C™+ 7 déterminée par .. T, etles applications P et P,

. . L.
DEMONSTRATION. Soit 7' ., = la Euas:top_c:logm initiale correspondante.
Si on désigne par £ la translation y~» x +y, on a
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Poéonagy=€mn,2)-Pr et Podon amy=¢Sm,g)-F

ce qui nous montre que &£ 9 3 3,:7,

' ' . : .
m+n > 7T m+n est quas1 continue;

évidemment c'est un quasi-homéomorphisme Pour montrer que ! +n:

7Tm+n,1lnous sufﬁtdevouque +n(OO O) m+n(0,0,0).
sait que F -7 —>(0,0 0) si, et seulement si, F D <F1,F2>, ol
m+n

F1~,;; (0.0), F2 1—,; (0,0) (Prop. 2.4.2), donc, en tenant compte de
2.4.3, si, et seulement si, F contient une intersection finie de filtres de
de type <F(1 ,2) Fopg)>- Ainsi notre proposition sera démontrée si on
voit que <F(1‘-a»), Fei3)>=F 2.3) Or, si on représente par O' les
filtres des voisinages dans les hyperplans verticaux d'abcisse 1, d'apres

2.1.4

Faa=¥0uay Fu)=VOua) Fu23)=V0y,2.2y

et il nous suffit maintenant d'utiliser 1'égalité
PI(I({1Y x V) A PR (I5({1Y X V) = Ig(f 1} X V X V*).
2.4.5.
COROLLAIRE. Si U et U’ sont ouverts dans C™ et C", alors la quasi-
topologie T +n/C>< U,xU: de CXU_ XU, est la quasi-topologie
initiale déterminée par les quasi-topologies 7 /CxU_, 7, /CXU! et les
applications P, : CX U _xU%>CxU, et P,, :CxU, xU,>CxU,
- 8

DEMONSTRATION. La démonstration

est purement catégorique. Puisque
tm*P1y=Progay
est quasi-continue, Pl/ est quasi-con-

tinue, et de méme P2/ est quasi-con-

tinue. Enfin, étant donné 1'espace qua-

si-topologique (E,7) et l'application f:E->CXU_ XU’ telle que

P1/'f et P,,.f soient quasi-continues, P1.¢m+ﬂ.[=tm.P1/.f est

quasi-continue ainsi que P .. . .f= Ln.PQ/ .f, donc .f est

Lm +n
quasi-continue et finalement f est quasi-continue.
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2.4.6.

PROPOSITION. Soient les variétés Vi, V, et la variété produit V XV,

2
pour les projections P :V XV, >V, P,V XV,>5V,. Alors la
quasi-topologie T, . .,  sur C X V XV, est la quasi-topologie initiale
17 V2 —

déterminée par T, , T, et les applications P : C x VXV, C x Vi
- 2

P,:CxV,xV,-CxV,.

DEMONSTRATION. Soit 77 sur C x VXV, cette quasi-topologie initiale.

y) cas
Pour chaque (?\,xl, x2) eC x VXV on peut considérer des cartes

2
¢,:AU,, ¢,:4,-U, avec x, €A, x, €A,; alors ¢, X @,
A L X A2 » U, x U, est une carte locale de VX V, et du corollaire
antérieur et du fait que 31, $, et I, X§, sont des quasi-homéomor-
phismes, il résulte que 77, v, /C><A1><A2 est la quasi-topologie ini-
tiale déterminée par 77, /CXAl, 7TV2 /C XA, et les applications 131/ :
CXAIXAZ—»CXAI, P,, :CXA XA, »>CXA,. Mais, en raison-
nant comme dans la démonstration du corollaire antérieur, on voit que
m/C XA (XA, est aussi la quasi-topologie initiale déterminée par
WVI/CXAi’ 77‘,2/C><A2 et les applications FI/, .152/, ce qui va
entrainer que 7 /CXA XA, = Wle v, /CXA XA,. Mais, parce que
CxA , €st ouvert da—rls 7Tv1 et C X Aﬁ est ouvert dans 7TV2 et en tenant
compte du fait que, P, : 7>, et P, :7 7, étant quasi-continues,
elles sont continues pour les topologies associées, on voit que CX A XA, =
= Fl'l(CXA 1) nF;l(CxA2) est ouvert dans 77, ce qui nous montre que

77 est le recollement des 7TV1><V2/CXA1XAz .Donc T =1y,

1 2

2.5. Sous-variétés.

Rappelons que, étant données les variétés analytiques complexes V
et V' avec V'C V, on dit que V' est une sous-variété de V si V' est
sous-espace topologique de V et si l'inclusion (: V' V est une immer-

sion.

2.5.1.

PROPOSITION. Si m< n, la quasi-topologie 7 de C X C™ est la quasi-

topologie initiale déterminée par T, et I'application £ : C x C™» C x C”
- > >

définie par (N, x)~> (N, %,0).
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DEMONSTRATION. Soit 77 sur € X C™ cette quasi-topologie initiale; on
doit voir que 77 =7 . Si on représente par &3 la translation ;M; + _}:,
ona&in29)-¢ =§.§()\'—;‘), d'ou résulte que chaque &£y 3, : 7> 7
est quasi-continue, donc est aussi un quasi-homéomorphisme, de sorte qu'il
nous suffit de voir que 7Tm(0,2)) =7 (0,5).

On remarque maintenant que, £ étant injective, on peut identifier
C X C™ 3 une partie de € x C”. Alors, pour (A, Z) eCxC™ avec A% 0,

ona Foy 2= F()\’zlv)/CXC’” et, pour ZGC”"”’, 540,

F()\lz'z)/CxC'" :(0,6)8
(on le voit facilement en tenant compte du fait que, d'aprés 2.1.4 avec les
hyperplans verticaux d'abcxsse A, on a F()\ %)= VO()\ %) F()\ 23)=
—V@( ab))'& (O 0) on a donc

m
FD F()\'l’zl) N...N F()\k’zk)—— F()\'l’z '—6)/C xC™n...n F()‘k»?lk,d)/»cxcm
:(F()\l'—‘;zll—é) .N F()\ —0))/C><Cm

avec F()‘r“rz’) .N F(x 3) (0, 0 0) Par suite F,,—; (0 0)
Réciproquement, si Fﬁ» (0, 0) on aura FD G/CxCm™, G—-> (0, 0 O)
GD F Nn..Nn F

> ->
(bk+i* 0, mais peut-étre £ = 0), d'ol
FQ-F(XY?;I“O)/CXC'"“ nF(x m/CxC”‘ﬂ

ﬁF()\ bk+1)/C><C N. ﬂF()\ al»z)/Cme

k101
R

. . £

ce qui donne FQF()\l’ZI)n...le(xk.;k) si k¥0 et F2(0,0)

k = 0; dans tous les cas F— (0,0).
m

2.5.2.
COROLLAIRE. St m< n et si U, est un ouvert de C™ et U3 un ouvert de
>
C"avec U, x{0}C U!, alors m_/CXU_ est la quasi-topologie initiale
définie par 7 /CxX U’ et f/ :CxU, »CXU,.
La démonstration est purement catégorique et du méme type que

celle faite dans 2.4.5.
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2.5.3.
PROPOSITION. Si V' est une sous:variété de V, alors Tye est la quasi-

topologie induite sur € X V' par T, .

DEMONSTRATION. Pour chaque (A,x) €C X V’, soient ¢’ AT U,
9:A->U , avec A'C A,des cartes locales de V' et V avec x€ A’.Si
Z; A’ A est I'inclusion, alors @.@'™%: U » U, sera différentiable et
(par définition d'une immersion) de m_a_trice jacobienne de rang m en tout
point. Le théoréme du rang constant garantit maintenant qu'on peut choisir
d'autres cartes locales @' : A’ ut,, ¢: AU, avec x € A*C A, telles

que . CP"1 : U’m » U, soitde la forme

Y =% Yy =%,0 Y30 =0,00sy, =0,
d'ou résulte, d'aprés le corollaire antérieur, que Wm/CX U’ est la quasi-
topologie initiale déterminée par 7, /CX U et 5 EE' =g, ¢ 1 Cx ur -
C xU,. Donc, c-{;' et .c;; étant des quasi-homéomorphismes, 77,,,/CX A’ est
la quasi-topologie initiale déterminée par 7TV/C X A et l'inclusion ¢ : CXA%
CXxA. 1l s'ensuit que 7,+/C XA’ est la quasi-topologie initiale déterminée
par 7, et l'inclusion (:CX A*>Cx V. Si 7 est la quasi-topologie
induite sur C X V’ par 7,, on trouve encore (par un raisonnement de type
catégorique) que 77,,/C XA’ est la quasi-topologie initiale déterminée par
7 et 1'inclusion ¢ : C X A" > C X V' et, V' ayant la topologie induite par
celle de V et A’ étant ouvert dans V', on aura A’ = A" N V' avec A"
ouvert de V, par suite C X A” est un ouvert de 7, (car il est ouvert dans
Cx Ty, et on tient compte de 2.3.6 ), donc CxXA'=(CxXV')n(CxA")
sera ouvert dans 77, puisque 1'application ¢ : € X V' 5 C X V étant quasi-
continue pour 77 et 7, elle est continue pour les topologies associées.

Ceci montre que 77 est le recollement des 77,,/C XA’ donc 7 = 7y,.
2.6. Variétés quotient.

Rappelons que, étant données une variété analytique complexe V
et une relation d'équivalence p dans V, on appelle variété quotient de V
par O une structure de variété sur l'ensemble V /o telle que l'application

canonique O: V » V /p soit une submersion.
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2.6.1.

LEMME. Soit U_ un ouvertde C™ et [: U~ C" une application telle que
7: 1¢ X [: € X U,»CXxC" soit quasi-continue et quasi-ouverte pour
m,/CXU, et T, . Alors { est une submersion.

DEMONSTRATION. D'aprés 2.2.2 on sait déja que [ est holomorphe et on
doit donc voir que, pour chaque ;o €U, , I'application linéaire dérivée
A C’” > C’z est surjective en raisonnant par translation, on peut supposer

._)

_0 /(x )——0 Etant donné bEC",on aura F” '5)1? (0, 0) donc,

puisque f est quasi-ouverte, il existe b k € C™ avec

f((F(l’zl)n . F”Jk))/chm); Foi 3y

c'est-a-dire
[(F13,)/CxUp) 00 [(Fp g y/CXULIC Fry 3y

Mais, comme on a vu dans la démonstration de la proposition 2.2.1, on a

7(F(1 ’Z_J/CXUm)Q_ F(I,AZ,’.) et on obtient donc que
1

Fei,a% RS N Fag) S Fagy
Or, si, pour tout 7, on avait Ab :i: Z, il existerait d'apres 2.1.5 des B; €
'(J'Agi) et CieF(I,'E) tels que BiﬁCiZ{(O,O)}, d'on {(0,0)}—
:(BIU"'U Bk)”(cln"'nck)' avec

Blu... UBk GF(I,AB’I)”"'” F(I,A-zk)g_ F(I,E))’
Cyn...0 Cy€F 3,

donc {(O0, 0)} € F(1 by ce qui est absurde. Il existe donc un 7 vérifiant

-

A b = b, ce qui montre que A est surjective.

2.6.2.

PROPOSITION. Soient les variétés V et V', soit f:V > V' une applica-
tion telle que 7: 1e Xf:CXV>CXV' soit quasi-continue et quasi-
ouverte pour T, et Ty.. Alors { est une submersion.

DEMONSTRATION. On sait déja (2.3.9) que [/ est holomorphe. Etant donné
x, €V, soit ¢: A~ U,  une carte de V et soit ¢': A’ U} une carte de

V' avec x €A et f(A)C A’; soit f': A> A’ la restriction de f.Comme
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C X A est ouvert dans 7y, et en vertu de 1.2.13, 1.2.12 et 1.2.14, -fT:
CXA>CXA" est quasi-ouverte et quasi-continue pour 77,,/CXA et

Ty /CX A’, donc, c_p et —q;' étant des quasi-homéomorphismes,

est quasi-continue et quasi-ouverte pour 7, /CXU_ et 7 /CXU;. En
tenant compte du fait que C x U;, est ouvert dans 77, il résulte de 1.2.14
et 1.2.13 que ¢'. /. ¢! est encore quasi-continue et quasi-ouverte lorsque,
dans le deuxi¢éme membre, on considére 77 ; ce qui par le lemme antérieur

-1

entraine que ¢'.f'.¢™" est une submersion, c'est-a-dire [ est lui-méme

une submersion.

2.6.3.

LEMME. Si m> n, ['application 7 : C X C™ » C X C" définie par
()\,;,;) .—»()x,;) est quasi-continue et quasi-ouverte pour T et T .
DEMONSTRATION. En tenant compte du fait que les translations dans 77
et 77 sont des quasi-homéomorphismes, on voit qu'il suffit de considérer
le cas ou ()\ x y) =(0, 0 O) Or, si @—» et U—a sont les filtres des voi-
sinages de x dans C” et de y dans C™—" d'aprés 2.1.4 F(; 2 5, admet

x
pour base les

Is({1xvxVv), 8>0, vely, v ely,
donc 77(F(1 y)) admet pour base les 7)(I5 ({1 }xVX V")) =1I5({1} x V),
ceci montre que 77(F(1 y)) = F(I 2) donc aussi

T](F(I';‘)l’?l)n.“n F(I'?k’-})'k)) = F(ll-’%l) MN.e..N F(I’;k) )

>. >
d'ou il résulte que 7) est quasi-continue et quasi-ouverte dans (0,0,0) .

2.6.4.

PROPOSITION. Etant données les variétés V et V' et la submersion f:

V V', alors f:CXV>CXV' est quasi-continue et quasi-ouverte pour

7TV et 7TV0 .

DEMONSTRATION. Etant donné ()\o,xo)écx V, soient des cartes
A—»U de V, @':A'>U! de V' avec x_ €A et f(A) C A’. Alors

Q:
e / :U U’ estdifférentiable et de matrice jacobienne de rang =
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en tout point, et le théoréme de rang constant affirme qu'on peut choisir des
cartes ¢: A->U_de V et ¢':A"> U de V' avec x_ €A, p(A)C A’
et telles que, en notant f* : A » A’ la restriction de [, @'.f". ol v, U,
soit de la forme: y, =x,, y, =%, ,.... ¥y, =%, . Comme CXU_ est
ouvert dans 77 _, en tenant compte de l 2.14, 1.2.13 et 1.2.15 ainsi que du

lemme antérieur, on voit que CP f' =@'.fr.9 "1 est quasi-continue et
quasi-ouverte pour 7Tm/C>< U, et 7 /CxU!,; donc, puisque ;' et 5 sont
des quasi-homéomorphismes, 7 CXxAs>CXA est quasi-continue et
quas1-ouverte pour 7; /CxXA et 7, /CXA’; comme C X A’ est ouvert
dans 77y, il s'ensuit que f/ C X A C X V' est quasi-continue et quasi-
ouverte pour 7TV/C><A et Ty (1.2.14 et 1.2.13), de sorte que 7 Cxv-
C X V' est quasi-continue et quasi-ouverte pour Ty et Ty, car C X A est

ouvert dans Ty, et I'on utilise 1.2.1 et 1.2.16.

2.6.5.
COROLLAIRE. Si V/p est une variété quotient de la variété V par la
relation d'équivalence p, et si p:V >V /p est I'application canonique,
a_lors M,/ P est la quasi-topologie finale déterminée par T, et l'application
P=1eg X p:CXV>CxXV/p.

Ceci résulte de la proposition antérieure et de 1.2.12.
3. Les quasi-variétés analytiques complexes.

3.1. Quasi-variétés. Applications quasi-holomorphes.

3.1.1.
DEFINITION. On appellera quasi-variété sur l'ensemble V un couple (V,77),
ol 77 est une quasi-topologie sur C X V telle que :

QV 1) L'application g}, : CxV » C, (A,x)~» A, est quasi-
continue pour 7 et C.

QV2) Pour chaque a €V, l'application &}, [ :C>C XV, Ann
(N,a), est quasi-continue de C dans 77 .

QV 3) Pour chaque A €C, l'application 7y, n :CXV-CXV,
(Ax) ~ (A 4+ A,x), est quasi- continue de 7 dans 77 .
3.1.2.

COROLLAIRE. L'application &, , définit alors un quasi-homéomorphisme
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de C.sur 7/Cx{al.

3.1.3.

COROLLAIRE. L'application 7y, 5 est alors un quasi-homéomorphisme.
‘o

3.1.4.

COROLLAIRE. L'application q3, est alors quasi-ouverte de T dans C.

DEMONSTRATION. En effet, sa restriction 2 chaque C x {a} est un quasi-

homéomorphisme, donc est quasi-ouverte, et 1'on tient compte de 1.2.16.

3.1.5.
PROPOSITION. Si V est une variété analytique complexe, (V, Ty, ) est une
quasi-variété.

Ceci n'est qu'une reformulation des propositions 2.3.11, 2.3.12 et
2.3.13.

3.1.6.
DEFINITION. Etant données les quasi-variétés (V,7) et (V',7'), on dit
qu'une application f:V » V' est quasi-holomorphe pour (V,T) et (V',7")
si 1'application 7= Ie X f: CX V»>C X V' est quasi-continue pour 77 et
m.

On appelle application quasi-bolomorphe un triplet ((V', 7°),f,(V, 7))
ou (V,m) et (V’', ") sont des quasi-variétés et f: V » V' une application

quasi-holomorphe pour (V,7) et (V',7').

3.1.7.

COROLLAIRE. La classe des applications quasi-bolomorphes, munie de
I'opération évidente, est une catégorie 20 admettant la classe des quasi-
variétés pour classe d'objets, et on a un foncteur d'oubli p oy de 20 vers
la catégorie &ns des ensembles; P QU est un foncteur d"homomorphismes

saturé.
3.1.8.
DEFINITION. On fixe les notations 20 et b Q) pour la catégorie du
corollaire antérieur et son foncteur d'oubli. On représente par O la catégorie
des applications holomorphes entre variétés analytiques complexes et par

P@ son foncteur d'oubli vers &ns .
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3.1.9.
COROLLAIRE. L'application qui associe a chaque variété V la quasi-
variété (V,7TV) identifie O a une sous-catégorie pleine de 20, d'une

facon compatible avec les foncteurs d'oubli.

DEMONSTRATION. La proposition 2.3.10 garantit qu'on n'identifie pas
d'unités et la proposition 2.3.9 montre que l'image de ) est une sous-

catégorie pleine de 90.

3.1.10.
PROPOSITION. Etant données les quasi-variétés (V,m) et (V',7"'),

toute application constante [: V » V' est quasi- holomorphe.

DEMONSTRATION. On peut déja écarter le cas trivial ot V est vide. Si
a estla valeur constante de f, alors f: CX V> C X V'’ est la composée
de gy, : C X V » C (quasi-continue : 7> C) et fV'.a : C» C XV’ (quasi-
continue : C» 77'), donc -f- est quasi-continue de 77 dans 7', c'est-a-dire

f est quasi-holomorphe pour (V, 77) et (V',7").
3.2. Les quasi-variétés initiales et finales.

Les notions de structure initiale et de structure finale ont un sens
en rapport avec un foncteur fidele p : £ > D+ et ont de trés bonnes pro-
priétés quand ce foncteur est d"homomorphismes saturé (voir par exemple
[11], ou l'on appelle catégorie d'ensembles structurés une catégorie munie
d'un foncteur d*homomorphismes saturé vers &ns, ou, de fagon moins expli-
citement catégorique, [ 15]). Pour nous, les mots «quasi-variété initiale»,
et «quasi-variété finale» signifieront structure initiale et structure finale
associées au foncteur P9 Q0+ &ns. On sait que les structures ini-
tiales vont donner, comme cas particuliers, des sous-structures et des limites
projectives compatibles avec le foncteur d'oubli et, de fagon duale, les
structures finales vont donner des structures quotient et des limites induc-

tives compatibles avec le foncteur d'oubli.

3.2.1.
PROPOSITION. Soient les quasi-variétés (V,, 7;), i €1, I'ensemble V et

les applications [;: V-V, Soit T sur CXV la quasi-topologie initiale
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déterminée par les T, sur € X V; et la
topologie de C et les applications 7; :
CxVv+CxV, gy :CxV>C. Alors C xv

(V.,7) est une quasi-variété initiale

déterminée par les (Vi' Wi) et les /i :
V- Vi‘

DEM ONSTRATION. Voyons, pour commencer, que (V,77) est une quasi-
variété : La propriété (QV 1) est évidente. En ce qui concerne (QV 2),
pour chaque a €V, Z..é'v'a = fvi'fi (a) €St quasi-continue pour C et 7,
et q",.fv’a = l¢, ce qui montre que §V,a est quasi-continue pour C et
7 . Enfin, in ce qui concerne (QV 3), pour chaque KO eC, 7;.,77‘,,)\0=
= nV,-'M'/" est quasi-continue pour 77 et 77; et q'V'nV,XO= ’r])\o.q'v
(od M) :C»C, Ans >\O + A) est quasi-continue pour 77 et C, ce qui
montre qoue ”r)VI)\O est quasi-continue pour 77 et 77 . Il est n;aintenant clair
que les /i: Vs Vi sont quasi-holomorphes pour (V,7) et (V,.,'ni). Soit
enfin une quasi-variété (V’,77') et une application f: V'> V telle que

chaque f,.f soit quasi-holomorphe pour (V’, 7') et (V,,7,); alors

fi-f=1;.1 est quasi-continuefour m' et 7; et qy,.f= g}, est quasi-

continue pour 7' et C, donc [ est quasi-continue pour 7' et 7, c'est-a-

dire / est quasi-holomorphe pour (V', ') et (V, 7).

3.2.2.

COROLLAIRE. Si I + @, T est aussi la quasi- topologie initiale déterminée

pour les T, etles f; : CXV->CXV,.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que, étant donné un espace quasi-

topologique (E, A\) et une application g : E» C X V telle que chaque ?;..g

soit quasi-continue pour A et 7, alors qy,.g = q} .f;.g est quasi-conti-
t

nue pour A et C, donc g est quasi-continue pour A et 77 .

3.2.3.
PROPOSITION. Soient les quasi-variétés (V,, ), i €1, I'ensemble V et

les applications fi: V;» V. Soit T sur C X V la quasi-topologie finale
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déterminée par les applications f—! CXV,»
CxV, fvla:C»CX V(iel,aeV), et
les quasi-topologies T, et C. Alors (V, )
est une quasi-variété finale déterminée par

les (Vi,'ni) et les /i : Vi" V.

(Cxv,,m;)

(CXV]-,W].)

DEMONSTRATION. Voyons, pour commencer, que (V,7) est une quasi-
variété : En ce qui concerne (QV 1), q'vf—, = q'Vi est quasi-continue de
7, dans C et ¢},.&y, , = Ic, donc g, est quasi-continue de 7 dans C;
La propriété (QV 2) est évidente. Enfin, en ce qui concerne (QV 3), pour
chaque A €C, nv,)\o.’/—;- = ./-z"nvi, A, est quasi-continue pour‘77!. et T
et nV,%o'fv,a = fv‘a."r))\o (o1t ., C>C, Ans A +A) quasi-
continue de C dans 77, donc Ty, est quasi-continue de 77 dans 77. Il
est clair que chaque f;: V,»V eost quasi-holomorphe pour (V,,7,) et
(V,m). Soit enfin une quasi-variété (V', ') et une application f: V » V'’

telle que chaque f.f, soit quasi-holomorphe pour (V,,7,) et (v',m").

Alors 7'/—1 = f.f; est quasi-continue pour 71‘ et 7' et 7-.5‘,,“ = fV',f(a)
est quasi-continue pour C et 7', donc [ est quasi-continue pour 77 et
', c'est-a-dire f: V » V' est quasi-holomorphe pour (V, 7) et (V',7').
3.2.4.
COROLLAIRE. 7 est aussi la quasi- topologie finale déterminée par les
applications [, : CxV,»CxV et &, C>CxVori€laeV- U 7Vs).
et les quasi- topologies 7, sur C XV, et C.
DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que, étant donné un espace quasi-
topologique (E,\) et une application g:C X Vs E telle que chaque
g. 7 (7 €1) soit quasi-continue pour 77, et A et chaque g. fv 2(a £
U f(V )) quasi-continue pour C et ‘A, pour chaque a € U /(V ), a=
=fia;), g.&y =g f fv ., €St quasi-continue pour C et A, donc
g est quasi-continue pour 77 et A
3.3._ La structure canonique de quasi-variété sur l'espace Ham((V', '),

(V. ) des applications quasi- holomorphes de (V,7) dans (V' ,7*).

On va voir qu'on peut munir chaque espace fonctionnel Hom ((V', 7"),

(V,m)) d'une structure de quasi-variété canonique. La raison pour laquelle
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cette structure est canonique est empruntée a [ 11 ] (dans le langage duquel
la catégorie 20 avec son foncteur d'oubli p gy vers &ns sera une «até
gorie d'ensembles structurés fermée»).

Dans ce qui suit, et pour simplifier les notations, on désignera
I'ensemble Hom((V', 7'),(V, 7)) des applications quasi-holomorphes de
(V,m) dans (V', ') simplement par Hom(V’, V). On notera & I'appli-
cation d'évaluation : Hom( V', V)X V-V’ (f, x)~= f(x).

3.3.1.
DEFINITION. Soient les quasi-variétés (V,7),(V', 7). On appelle struc-
ture canonique de quasi-variété sur Hom(V',V ) une quasi-variété (Hom(V',V),
;) telle que :

1) L'application & : Hom( V', V) X V » V* soit quasi-holomorphe.

2) Etant données une quasi-variété (V”,7") et une application
f: V? s Hom(V*', V) telle que l'application /7 VEXVaV, (x%, x)ns
f(x")(x), soit quasi-holomorphe, f est quasi-holomorphe.

3.3.2.

PROPOSITION. S$*il existe une telle structure, elle est unique.

DEMONSTRATION. Supposons que I'on ait deux structures canoniques
(Hom(V*, V), 7) et (Hom(V', V), m'). Considérant I'application
Lom(ve,vy: Hom(V', V) > Hom(V*, V), L'application 1y, cys v)
Hom(V', V)XV V' est définie par (f,x)~» f(x) et est donc quasi-
holomorphe de (Hom(V*, V), 7) x (V,7) dans (V’, 7'), ce qui entraine
que IHom(V' y; est quasi-holomorphe de (Hom( V', V), 7) dans
(Hom(V', V), T"),; et symétriquement aussi 1H0m (ve,v) est quasi-holo-
morphe de (Hom(V*,V),7") dans (Hom(V*,V),7); donc 7' =17.

3.3.3.

PROPOSITION. Soient les quasi-variétés (V, 7m),(V',m*). Pour chaque
(N, f) eC X Hom(V*', V) notons ';T(K,/) la classe des filtres F sur
C X Hom(V*,V) tels que, pour chaque a €V et G 3 (N, a), on ait
E(<F,G>) 2 (N, [(a)), avec E=1¢ X &:C X Hom( V', V)X V>CXV".

Alors T est une quasi-topologie sur C X Hom( V', V), si 7 est la quasi-
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topologie initiale sur C X Hom(V*, V)
déterminée par les applications (CXHom(V', V) M)

Ie s Hom (v, v) € THom(v', V) .
a X 1]
et les quasi-topologies T et C, alors CxHom(V', V)

T définit sur Hom( V', V) une struc- CxHom( V", V)
ture canonique de quasi-variété.

q'Hom(‘ v,v) C
DEMONSTRATION.

1)Nous allons voir que 7 est une quasi-topologie sur CX Hom(V' V).
Etant donné (A, /) €C X Hom(V', V), sia€V et F 3 (N, a),on obtient
E((N,[)®, F>) 2 1(F), parce que [(A) 2 E(PHI(N, [)})NEY(A)
pour chaque A € F, un élément de P;l({(>\, f)})an"l(A) ayant la forme
(N,f, x) avec (N, x) €A, d'ou (N, [, x)=(\, {(x)) = f(\,x). Donc,
comme f—(F) . (N, f(a)) (f quasi-holomorphe) , on a
Z':(<(>\:f)e, F>) ?' (A"f(a)):
ce qui montre que (A, f)e - (A, f). En tenant compte du fait que
m
E(KF,0VF,,G>)=E(<F;, G>N<F,,G>)=£(<F;,G>)n E(<F,,G>)
(voir 2.4.3), on voit que, si F ,F, o (N, f), alors F,NnF, 2 (N, f).
‘Enfin, il est immédiat que si F, 2 ()\ f)ee F,2 F,,onaF, -+ ()\. f).
2) So;t donc 7 la quas1-topolog1e sur C X Hom(V’', V)deﬁme dans
'énoncé. Si 7 sur C X Hom(V’, V)XV est la quasi-topologie initiale
déterminée par les projections :
C X Hom(V’, V)X V> (C X Hom(V*, V), ),
CX Hom(V', V)X V>(CXV,m)

compte tenu de 2.4.2, 2': :CX Hom(V', V)X V>C XV’ est quasi-continue
pour 7AT et m*'. Si 7 sur CX Hom(V', V)XV estla quasi-topologie

initiale déterminée par les projections :
C X Hom(V', V)X V>(C X Hom(V*, V), ),
CXHom(V', V)X Vs(CxV,m),

on obtient que I o, (V' V)xy est quasi-continue de 7 dans 77, et

donc £ est aussi quasi-continue pour 7 et 77, ce qui voudra précisément
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dire que £ :Hom(V',V)X VsV’ est quasi-holomorphe, dés qu'on aura
démontré (ce qui reste 2 faire) que 7 définit une structure de quasi-variété
sur Hom(V', V).

3)Soit (V”,7"™) une quasi-variété et f: V"> Hom(V', V) une
application telle que, si f V" X V> V' est l'application (x",x)~~
f(x")(x), alors f= I X f:Cx V"X VsCXV" soit quasi-continue
de 7 dans 7', od 77 est la quasi-topologie initiale sur C X V” X V déter-
minée par les projections CX V" X Vs (CX V", ") et CX V"XV
(CXV,7) (c'est-a-dire f V"X V- V' quasi-holomorphe).On va voir que
'application 7:Cx V"> C X Hom(V',V) est quasi-continue pour 77 et
7, en tenant compte du fait que Tom (V" V)';-: gyu: C X V"> C est
quasi-continue pour 77" et C, il nous suffit de voir que f est quasi-conti-
nue pour 7" et 7. Soit F 2» (N, b), on doit voir que /—(F) A(N, f(b)),
c'est-a-dire que, pour tout a €V et G (N,a), on a E(<7(F), G>) =2,
(N, f(b)(a)); il nous suffit de voir que &(<f(F),G>)D f(<F, G>)
(tenir compte de 2.4.2). Or, ceci est vrai, car pour A €F et B€G, on a
T(PrA)n BB ) 2 E(P;A(T(A) AP;Y(B)), un élément de PLY(f(A))N
.F_’,;l(B) a-y_ant la forme (N, f(x),y), avec (N, ’fv) €A ()\'%y) € B, de
sorte que E(N, f(x), y)=(N, flx)(y))=(N.f(x, y)=f(N,x,y)
avec (N, x, y) e—lsl'l(A) 0’152“1(3). Mais ceci n'est que la propriété 2)
de la défirrition 3.3.1, dés qu'on aura vu que 77 définit sur Hom(V', V) une
structure de quasi-variété. .

4) On va maintenant voir que 77 définit sur Hom( V', V) une struc-
ture de quasi-variété, ce que terminera la démonstration denotre proposition.
La propriété (QV 1) est évidente. En ce qui concerne (QV 2), étant donné
f€Hom(V', V), on peut considérer sur {f} sa structure de variété (dimen-
sion zéro) a laquelle correspond la structure de quasi-variété ({1}, 7 1y)
qui, par 3.1.10, est un -produit de la catégorie 20, ce qui entraine que
la quasi-variété produit {/} X V est isomorphe dans 20 a V par(f,x)~~
x, et on a donc une application quasi-holomorphe { f} X V » V'’ définie par
(f,x)~» f(x); ceci (partie 3) entraine que, étant donné O :{f}» Hom(VV),
f~sf, alors B:Cx{f}>CXHom(V', V) est quasi-continue pour

i gy et 7, donc Hom VLV 0. f{/} ] st quasi-continue de- C dans
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7. Enfin, en ce qui concerne (QV 3), si >\o € C, pour voir que 1'appli-
cation MHom (V' V), N _ - C X Hom(V', V) »C X Hom(V',V) est quasi-
continue de 7 dans 77',0 on remarque qu'il suffit de voir qu'elle est quasi-
continue de 7 dans ';T, car alors elle le sera de - dans ™ et sa compo-
sée avec g (v V)"C X Hom(V', V)»C, c'est-a-dire 15 T om (v, V)
, " ,
(1) :C>C, Anm Ko + A\ ) sera quasi-continue de 7 dans C. Or, si
o
F— (N,f), pour chaque G > (A+A_,a) ona G=m, 5 (G') avec
# 7 o oAy
G'" 3 (N, a) (G'=my _» (G)) etalors
’ o

Mom(ve,v) A (F)1G> = <My vy (F)o My,5 (G')> =
= THom (vt,v)x v, A (<F.G">),
E(<nHom(V', vy (F) G>= g(nHom(V', vyx v, (SF.G">)) =
= Mye (E(<F,G'>) 5 (At N, [(a)
(car £(<F,G'>) fud (N, f(a)), ce qui montre que

nHom(V'.V),xo(F) ,,7; (A+ >\'o’ f).

3.3.4.
PROPOSITION. Soient les quasi-variétés (V, m), (V', ") et (V",7T").
En considérant sur les espaces fonctionnels les structures canoniques de
quasi- variété, on a une application quasi-holomorphe 1): Hom(V*, V') X
Hom(V', V)»> Hom(V",V), (g, f)~>g.f.
DEMONSTRATION. Pour voir que 7 est quasi-holomorphe, il suffit de
voir que I'application

Hom(V", V') X Hom(V', V)X V->V", (g, f,x)~>g.f(%x)
est quasi-holomorphe, ce qui résulte de sa décomposition :

Hom(V*",V*') X Hom(V', V)X V> Hom(V", V') xV*')-> V",

(g, fx) (g, [(x)»g(f(x)).
3.3.5.
REMARQUE. Pour la démonstration de la proposition antérieure on n'a
pas utilisé la construction explicite de la structure canonique de quasi-
variété sur Hom(V', V), mais seulement sa définition wniverselle», et

c'est pourquoi la démonstration est identique & celle du fait analogue pour
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les quasi-topologies. D'autres résultats des quasi-topologies sont aussi

valables pour les quasi-variétés avec la méme démonstration.

3. 4. Propriétés de compatibilité du foncteur inclusion 1: 0> 20.

3.4.1.
PROPOSITION. Le foncteur « : O » Q0 est compatible avec les produits
finis.
Ceci résulte de la proposition 2.4.6 et du corollaire 3.2. 2.
3.4.2.

PROPOSITION. Le foncteur « : O Q0 est compatible avec les «bonnes»

sous-structures.

DEMONSTRATION. Dans la catégorie O des variétés analytiques com-
plexes on appelle «bonnes» sous-structures, les sous-variétés. Notre pro-

position résulte alors de la proposition 2.5. 3 et du corollaire 3.2.2.

3.4.3.
PROPOSITION. Le foncteur « : O» Q0 est compatible avec les <bonnes»

structures quotients.

DEMONSTRATION. Dans la catégorie O des variétés analytiques com-
plexes, on appelle «bonnes» structures quotients les variétés quotients.

Notre proposition résulte alors des corollaires 2.6.5 et 3.2.4.

3.5. La quasi-topologie d'une quasi-variété. Le recollement de quasi-
variétés.

3.5.1.

DEFINITION. Etant donné la quasi-variété analytique complexe (V,7),
on appelle: gquasi- topologie associée la quasi-topologie finale T sur
V déterminée par la quasi-topologie 77 sur C X V et 1'application 9y :
CXVaV, (A x)nmx.

3.5.2.
COROLLAIRE. Si V est une variété analytique complexe, alors la quasi-
topologie associée a la quasi-variété (V,7,) est la topologie T\, de V .

Ceci résulte de 2.3.8.

7%
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3.5.3.

COROLLAIRE. Etant donnés les quasi-variétés (V,m), (V', 7') et
f: V>V’ quasi- holomorphe pour (V,7) et Cxv [ CxV
(V',m"*), alors [ est quasi-continue pourles qy L 9y
quasi-topologies associées T et T'. v f v

DEMONSTRATION. On a f.qy = qy..f quasi-continue pour T’ et 7y,
donc par définition de structure finale, f: V » V' est quasi-continue pour
T et T'.

3.5.4,

PROPOSITION. Soit (V,T) une quasi-variété, T la quasi-topologie as-
sociée, V' C V, (V', ") la quasi-variété induite et T' la quasi-topologie
associée a (V*, m*). Alors T' est la quasi- topologie induite par T .
DEMONSTRATION. D'aprés 3.2.2, 7' =7/CXV’' et, en posant T'=
=T/V', d'aprés 1.1.10 T’ est la quasi-topologie finale déterminée par
7' et qyu.: CXV'> V', donc T’ est la quasi-topologie associée 2
(v',m*).

3.5.5.

REMARQUE. Cependant, si (V1,771) et (V,,7,) sont des quasi-varié-
tés avec les quasi-topologies T, et T,, et si (V X V,, 7) est la quasi-
variété produit avec la quasi-topologie T, alors T peut ne pas étre la
quasi-topologie produit T, XT,. Ceci est évidemment vrai si (V,,7,)
et (V2 » Ty ) sont des variétés.

3.5.6.

PROPOSITION. Si (V,7) est une quasi-variété de quasi-topologie T,
alors AC V est ouvert (respectivement fermé) dans T si, et seulement si,

C X A est ouvert (respectivement fermé) dans T .

DEMONS TRATION. Il suffit de remarquer que C X A = q;}(A) et que,
comme on a dit dans 1.1.8, la topologie associée a T est la topologie
finale déterminée par la topologie associée a 77 et l'application gy, :
CXVaV.

3.5.7.

P}{OPOSITION. Si (V,7) est une quasi-variété de quasi-iopologie T,
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alors 1q  y: > CX T est quasi- continue.
DEMONSTRATION. Ceci résulte du fait que les projections qy - CxXV-

C. 4y, : CX V>V sont quasi-continues de 7 dans C et de 77 dans T.

3.5.8.
PROPOSITION. Si (V, ) est une quasi-variété de quasi-topologie T,

alors qy C X Vo V est quasi-ouverte pour 7 et T.

DEMONSTRATION. Commengons par remarquer que, si }\o €C et F 2
(N, a), il existe G 7 (}\o, a) avec gy (G) = qy(F). Il suffit de poser
G = Ny, _a(F) (propriété (QV 3) de la définition 3.1.1). Maintenant
si (A, ;) eCXV et F 2 il existe par définition de la structure

finale F, ﬁ(>\1,a),..., F, 2 (}\k, a) avec F'D qy(F ) N...0n gy (F)=

=qy(FyN...NF,); comme on 1'a vu, on peut supposer >\1 =..= >\k =
= KO etalors FiN...NF, » (?\o,a), ce qui montre que g, est quasi-
ouverte. -

3.5.9.

PROPOSITION. Soient les quasi-variétés (V,17),(V', m'), les ensembles
ouverts A;C V avec V =UA; et les structures induites de quasi-variétés
(A, ;). Soit f: V-V une application telle que chaque f/A;: A;» V'’
soit quasi-holomorphe pour (A, ;) et (V',m"). Alors [ est quasi-

bolomorphe pour (V, ) et (V', 7").

DEMONSTRATION. D'aprés 3.2.2, on a 7; = 77/C><Ai, les C X A; étant

ouverts dans 77 (3.5.6), et la proposition résulte alors de 1.2.1.

3.5.10.

PROPOSITION. Soient les quasi-variétés (V, m), (V',7"'), les ensem-
bles fermés El’ E,,..., E, dans V avec V=E;u...UE,, etsoient
(E; ;) les structures induites de quasi-variétés. Soit f: V » V' une ap-
plication telle que chaque f/E,: E,»V"' soit quasi-holomorphe pour
(E;.m;) et (V',m*). Alors [ est quasi-holomorphe pour (V,T) et
(v, m*).

DEMONSTRATION. D'aprés 3.2.2, on a M, = m/C xE;, les C x E; étant

fermés dans 77 (3.5.6), et la proposition résulte alors de 1.2.2.
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3.5.11.

PROPOSITION. Soit V un ensemble, soient V CV (a€l) avecV=
=UV_ et soient des structures de quasi-variétés (V , 7, ) telles que, pour
a,Bel, onait V, N Vﬁ ouvert dans V , et V,B et les structures de quasi-
variétés induites sur V,N Vﬁ par (V,, 1,) et (Vﬁ'W,B) identiques. Il
existe alors une et une seule structure de quasi-variété (V, 1) telle que
chaque V  soit ouvert dans V et que (V, T ) soit la quasi-variété in-

duite par (V, ).

DEMONS TRATION. L'unicitérésulte de ce que, si elle existe, une telle
structure doit étre (3.5.9) la quasi-variété finale déterminée par les
(V, 7,) etlesinclusions ¢ : V -+ V.
D'apres 3.2.2, 'rra/C X(VanVﬁ) =g /C x(Va(\Vﬁ) et C x

(Van Vﬂ) est ouvert dans 77 et Mg (3.5.6). On peut donc considérer sur
C X V la quasi-topologie 77 recollement des (C XV _,7, ) (définition
1.2.6). Montrons que (V,7) est une quasi-variété. L'application gj, :
CxVaC ayant une restriction q'va: C x V» C quasi-continue pour 77,
et C pour chaque a, d'aprés 1.2.1 ¢}, est quasi-continue pour 77 et C,
ce qui vérifie (QV 1). La propriété (QV 2) est immédiate et, en ce qui
conceme (QV 3), pour chaque a, nleo/ : CXV,»CXV, c'esta
dire nva’)‘o, est quasi-continue pour 77, et 77_, donc ’r]v’)\o :CxV, -
C X V est quasi-continue pour T, et T il s'ensuit d'aprés.1.2.1 que
My, a : €X V> CXV est quasi-continue pour 77 et 77 .

° D'aprés 3.2.2, chaque (V _,7,) est induit par (V,77) et (3.5.6)
V, estouvert dans V, ce qui termine la démonstration.
3.5.12.
DEFINITION. Quand les structures de quasi-variété (Vg1 T,) vérifient les
conditions de la proposition antérieure, on dit qu'elles se raccordent, et

alors (V, 7) est dit recollement des (Va,’/'Ta).

3.5.13.
REMARQUE. La proposition antérieure (ainsi que le fait que, si (V, 77) est
une quasi-variété et (V*',77') une quasi-variété induite avec V' ouvert

dans V, d'aprés 3.5.4 et 1.2.4, les ouverts de V' sont les ouverts de V

77
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contenus dans V') entraine que les quasi-variétés constituent une espéce
de structures locales [14], les éléments induits d'une quasi-variété (V, 77)
étant les quasi-variétés (V',7') induites par (V,7) sur des ouverts V'

de V.

Rua Correia Teles 82, 2° esq.
LISBOA - 3, Portugal.
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