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UNE DEFINITION EQUIVALENTE A L’INVOLUTION DE E. CARTAN

POUR LES SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

par W.M. OLIVA*)

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. X l, 2

On démontre .que les éléments intégraux d’ordre n d’un système d’équa-

tions aux dérivées partielles ( SEDP ) s’identifient aux jets de son prolongement

holonome. Le théorème 1 donne une condition équivalente à l’involution de E.

Cartan pour les ( SEDP ). On vérifie l’involution pour quelques exemples classiques.

Soit ("V ’ Vn , TT) une fibration, c’est-à-dire 7T est une application
différentiable d’une variété Vm sur une variété Vn, de rang maximal.

JT(V m, Vn, 7T) désigne la variété des r-jets des sections locales de V n
d an s V m par rapport à 7T .

La notion de système différentiel extérieur associé à un ( SEDP ) a

été considérée par E. Cartan ([1]). En utilisant les jets de C. Ehresmann,
Kuranishi ([2]) a défini un ( SEDP ) (Of , Q) d’ordre r &#x3E; 1 dans un ouvert

f2 de Jf(Vm, V n , 7T ) de la façon suivante : Of est une application qui, à

chaque w £ Q, associe un idéal Ofw de l’anneau des germes au point w
des fonctions réelles différentiables définies au voisinage de w, et telle

que, pour chaque point w 6 H, il existe un voisinage V de w et des fonc-

tions différentiables F1, F 2 ,..., Ft définies dans V dont les germes en

y engendrent l’idéal Ofy, pour tout y E V . On considère aussi le système
différentiel extérieur (Z, Of) dans l’ouvert 0 de Jf(Vm, V ,77). On sait
que, localement, (2, Of) est engendré par

On ajoute aussi les différentielles extérieures correspondantes :
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Un jet w de H est intégral si F03BC(w) = 0 pour 1, 2 t .

L’ensemble des jets intégraux sera désigné par J°(Of).
Les éléments intégraux admissibles d’ordre n de (Of,Q) sont les

éléments de contact intégraux de (Z, Of) admissibles par rapport à la

fibration (Jf(Vm , Vn , TT), V n , a) ([1] , [3] , [4] ) ; on peut aus si parler
d’éléments ordinaires de (Of, Q). A toute sous-variété régulière S de

Jf(Vm, Vn,TT) on associe un (SEDP), encore noté S . P(S) désigne le

prolongement holonome ( [ 2 ] , [ 5 ] ) de S . On démontre le résultat suivant:

PROPOSITION 1 . Soit S une sous-variété régulière de Jf(Vm, Vn, TT)telle
que le triplet ( S, Vn, a) soit une fibration. Alors, il existe une correspon-

dance biunivoque entre les éléments intégraux admissibles d’ordre n de

S et les jets de son prolongement holonome P(S).
On rappelle la définition d’involution de E. Cartan :

DEFINITION. Un (SEDP) est en involution

au jet intégral est involution au point

x 0’ c’est-à-dire s’il existe un élément intégral admissible d’ordre n d’ori-

gine Xo et si tout élément intégral admissible d’ordre n d’origine Xo est
ordinaire.

On rappelle aussi un théorème classique de E. Cartan ([ 1], [ 3 ],

[4]) :

P ROP OSITION 2 . Un élément intégral admissible En(Xo) d’ordre n de

(Z, Of) est ordinaire si, et seulement si : 

i) Il existe un voisinage U de X 0 tel que S = un Jo(Of) soit une
sous-variété régulière de que 
soit une .sous-vdriété de et que le triplet
soit une fibration.

ii) P (S) a pour codimension N - dim S + K (En e X o )) dans la

variété des éléments de contact d’ordre n de Jr( Vm, Vn, TT), admissibles
par rapport à a .

L’ entier N est la dimen sion de
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où

J ( Ek ( Y )) étant le système polaire de Ek( Y), c’est-à-dire le sous-espace
engendré par les 1 -formes de (Z,Of) et par les 1 -formes vi _l wS où

( vi ) est une base de Ek(Y) et où cvs sont les 2 -formes de (Z, Of) (on

note v _l w le produit intérieur d’un vecteur v par une 2 -forme w). De

plus, pour déterminer la dimension de J(Ek(Y)), il suffit de considérer

toutes les 1 -formes modulo (dx1,..., dxn)([1]).
Soit maintenant (Of,Q) un ( SEDP ) qui vérifie la condition i ) pour

un point Xo £ J°(Qf), et soit T = (t1, t2 ,..., tn ) une base de l’espace
tangent à V n au point xo = a (X°). Si X1 £P (S) est tel que pff +1(x1) =
= Xo, la proposition 1 dit que X 1 = jx c- s’identifie avec l’élément inté-

gral admissible note la différen-

tielle au point x 0 d’un représentant cr du jet X1).
On peut, à partir de T et X1, construire une suite de sous-

espaces : 

Ces sous-espaces ne dépendent que de X 1 et T. Soit V(Xo)
l’ensemble des éléments Y de S tels que

Pour chaque k vérifiant 1  k  ( n-1 ), on peut considérer le sous-

ensemble V ( E k ( T , X1)) des éléments Z £ V ( X o ) tels que, si

soit tangent à T ( W ) au point X .

On dit que est une base quasi-régulière associée
sont des sous-

variétés de S dont les dimensions T 0 ’ T1 ,..., Tn-1 ne dépendent que de

T et si de plus
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On dit maintenant que (Of,Q) vérifie la condition iii) au point

intégral X o s’il vérifie i) et s’il existe une base quasi-régulière associée

au point X o .
En utilisant les propositions 1 et 2, on démontre le résultat suivant:

TH E O R E M E 1 (voir [7]). Un ( SEDP ) (Of, Q) est en involution au point

intégral Xo si, et seulement si, il vérifie les conditions i) et iii).
On peut appliquer le théorème 1 à quelques exemples classiques :

a) Soit S une sous-variété régulière de J1(Vm, V n , TT), m = n + 1,
telle que ( S, Vm , /3) soit une fibration. En utilisant le théorème des fonc-

tions implicites, on peut écrire les équations locales de S sous la forme

suivante :

Dans [5], page 31 , Goursat considère pour ce système certaines

conditions d’intégrabilité; on démontre que S est en involution au point

X 0 si, et seulement si, les conditions d’intégrabilité de Goursat sont

vérifiées.

b ) A toute distribution M d’éléments de contact sur une variété

Vn, on associe un ( SEDP ) S du ler ordre de la façon suivante : Dans la

variété J1(Vn+1, Vn , TT), où Vn+1 = Vn x R et où Y est la proj ection

canonique de Vn+1 sur V n , on considère la partie S de J1(Vn, R ) =
= J1 (Vn+1, Vn, TT) des jets j1xy tels que X ( y ) = 0 pour tout X E M. S

ne dépend que de M et (S, V n , a) est une fibration. Alors M est com-

plètement intégrable si, et seulement si, S est en involution en tout point

intégral.
c) A tout (SEDP) de Mayer-Lie S ([6]) on associe une distribu-

tion D ( S ) d’éléments de contact. Alors D ( S ) est involutive si, et seule-

ment si, S est en involution en tout point.

d) Systèmes de Koenig ([5], page 41). Les conditions d’inté-

grabilité de Goursat pour ce type de systèmes sont équivalentes à l’invo-
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lution en tout point intégral.

c) Systèmes de Cauchy- Kowalewski [ 5 1 page 2). En utilisant le

théorème 1 ci-dessus on démontre que tout système de Cauchy-Kowalewski 
est en involution en tout point intégral.
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