CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

CONSTANTINO M. DE BARROS
Sur les catégories ordonnées régulieres

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome
11,n°1 (1969), p. 23-55

<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1969__11_1_23_0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1969__11_1_23_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XI, 1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES( ™/

par Constantino M. de BARROS

Dans de nombreuses constructions de la théorie des groupoides ou
catégories ordonnés un rdle important est joué par le pseudoproduit associé
(cf.[s51,061,[71,[11]).

Dans ce travail on résoud les deux problémes suivants : caracté-
riser les classes multiplicatives dont la loi de composition est le pseudo-
produit associé A une catégorie ordonnée réguliére (resp. vérifiant en plus
I'hypothése suivante : la classe des unités est héréditaire) . On montre que
les objets introduits sous le nom de pseudomonoides totalement réguliers
donnent une réponse trés satisfaisante a la deuxiéme question posée.

En passant on fait une étude des pseudogroupoides. Ces objets
sont solutions du deuxiéme probléme quand la catégorie sous-jacente est
un groupoide. Un demi-groupe inverse (cf. [3], [9]) est un pseudogrou-
poide dont la loi de composition est partout définie. Quelques résultats
établis pour les pseudogroupoides donnent comme corollaire des théorémes
connus pour les demi-groupes inverses (voir [ 3], chap. 1, §1.9, chap. 7
et[9] chap. 2, $7).

La solution du deuxiéme probléme contient comme cas particuliers
les solutions obtenues auparavant :

(1) pour les groupoides inductifs et sous-préinductifs (Ehresmann
[(41,051);

(2) pour les groupoides fonctoriellement ordonnés dont la classe
des unités est préinductive ( = toute classe formée de deux unités admet
une borne inférieure) ( Dubikajtis [4]);

(3) pour les catégories ordonnées réguliéres dont la classe des

unités est héréditaire et, munie de 1'ordre induit, est préinductive ou sous-

(*)

Ce travail a été financé par le Conselho Nacional de Pesquisas (Brésil)
contract TC 8233 .1l développe 'exposé fait par 1'auteur 3 1'occasion des Journées

sur 1'"Algébre des Catégories (Paris-Dijon 1967).
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2 C.M. de BARROS

préinductive (= toute classe constituée de deux unités et majorée par une
unité admet une borne inférieure), [1],[2].
Les notations et la terminologie qui ne sont pas indiquées expli-

. N *
citement dans le texte sont conformes a celles d*Ehresmann [8].

1. Soit C°=(C,0) un systéme multiplicatif, 'est-a-dire C est
une classe munie d'une loi de composition interne partieliement définie,
notée o . On indique par C°% C° la classe des couples composables. Si
(g, /) estun couple composable, on note go [ le composé de f et g. On
dit que gof est défini si (g,f) €C°%C°. On note k° la fonction de
C° % C° dans C définie par (g,f)» go /. On note C_ la classe des

éléments idempotents, i.e.
CO={e| e €C, eoe estdéfini et eoe =e}.
On note Cg la classe des éléments unités de C°, i.e.

Co={ele€eC, et foe=/, resp. eof={, si foe, resp. eo/,

o
est défini} .
On dira que (C,0) est un pseudomonoide si (C,o) est un systéme
multiplicatif vérifiant I'axiome suivant :
(PM) Si f,g,h €C, si hog et go [ sont définis, alors ho(gof)

est défini si, et seulement si, (ho g)o f est défini; dans ce cas
ho(gof)=(hoglof.

Soit C° un systéme multiplicatif. On dira qu'une sous-classe U
de C est symétrique, resp. stable, commutative, si U vérifie 'axiome
(SY), resp. (ST ), (CO), ci-des§ous :

(SY)Pour tout (e,e') eUX U, si eo e’ est défini, alors e’'o e
est défini.

(ST ) Pour tout (e, e’) e U X U, si eo e’ est défini, alors eo e’ €U.

(CO) Pour tout (e, e’) eU X U, si eoce' et e'oe sont définis,

alors ece' = e'o €.

LEMME 1.1. Soit (C,o,U) un triplet satisfaisant l'axiome suivant :

(/.Li)(C,o) est un pseudomonoide et U est une sous-classe de

* . . . , -
En particulier, on écrira « P est une surjection de M dans M» au lieu de « (M, P,M)

est une application de M dans M» (Cf. [ 8 ], p. 22).
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SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES 3

CO telle que : (£ ) Si ey, € eU, si ejoe, el e,oe, sontdéfinis, alors

2
€, = eio e, si, et seulement si, el =e,o0 €q-

Si e, e’ €U et si l'on pose e< e’ lorsque eo e’ est défini et que
e = eoce', alors

(1)(U,< ) est un systéme ordonné;

(2)Si de plus U est symétrique, pour tout e, e’ €U tels que

r

e o e' soit défini et que eo e’ €U, alors eo e' estla borne inférieure de

eet e dans (U,< ).

DEMONSTRATION.

(1) Soient e, e, €U telsque e, < e

2 2

e oe, est défini et e, =e;oe,,

e,o0e, est défini et e, =€e,oe,.

Donc e,=eyo0e, =€,0e, =e, en vertu de (£).

Soient ey, e,, e, €U telsque e ; < e, et e

3

e,oe, est défini et e

Il
o
-
o
Q

1
. _
, 0 €y est défini et e, =e,o0e,.

En faisant usage de ( PM ) on peut écrire

61=e1062:elo(ezoea):(eloez)oeszeloea,
donc e, < e, .
(2) Soient e, e’ € U. Supposons eo e’ défini et eoe’' €U. On a

eoe’'< e,e'. En effet, en faisant usage de (PM) on peut écrire
eoe’' “—eo(e'oe')=(eoce')oe',

donc eoe’'< e’'.Onaeoce =(eoe)oe’ =eo(eoe’), donc (eoe’)oe
est défini puisque U est symétrique. On a aussi eoe’ =(eoce’)oe i
cause de (£). Par suite eo e'< e.

Soit e, €U tel que e, < e, e. Alors e;<eoe’; en effet,e1_<_e',e

1._.
entraine
€,0 e’ est défini et e;=e o e',
e oe est défini et e, =€ oe.
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4 C.M. de BARROS

Comme , par hypothése, eo e’ est défini, en faisant usage de (PM) on a
e, = eioe' :(eloe)oe' = elo(eoe'),
donc e, L eoe'. m
-Dorénavant, chaque fois que l'on considérera un triplet (C, o, U)

vérifiant 'axiome (i), on supposera toujours la classe U munie de

1'ordre défini ci-dessus.

REMARQUE 1.1. La donnée d'un systéme ordonné (U,< ) est équivalente
a la donnée d'un pseudomonoide (U,o) commutatif, symétrique, tel que
U=U_ etque, deplus, si(e,e’) €U XU et silabome inférieure e \ e’
de e et e' (par rapport a l'ordre associé a (U,o)) est définie, alors

€ o e' est défini.

2.0n dit qu'un triplet F = ((A:I, <), %,(M,<L)) est un morphisme
ordonné si (M,<_) et (M, <) sont des systémes ordonnés et ¢ est une
surjection de M dans M telle que

(0)Si x,x" €M et si x< x", alors @(x) < P(x").

On dira qu'un morphisme ordonné F est de classe (0'), resp.
(o), (O‘2 ), s'il vérifie en plus 1'axiome (o'), resp. ("), (0'2), ci-
dessous :

(0")Si x,x" €M, si x< x' et si @(x)=@(x"), alors x=x",
i.e. F est strictement croissant.

(o")Pour tout a €M, si y< 9(a), alors il existe x € M tel que
x<aet P(x)=y.

(O’2 ) Pour tout @ €M, si y< 9¢(a), alors la classe des éléments
x de M tels que x< @ et ¢(x)< y admet un plus grand élément, noté
Pi(y), tel que @(PAy)) =y.

3. Soit (C,.,<) un triplet tel que C* soit un systéme multipli-
catif et (C,<) un systéme ordonné. Si (g, f) € C X C et si la classe
des couples (g',f') €C 4« C* tels que g'< g et "< [ estnon vide et
admet un plus grand élément (g, /) dans (C*xC*,<),on dira que g et
[ ont g.-f_pour pseudoproduit dans (C*,<) et l'on posera gof = E/_

Si ((C,<),k*,(C*%C",<)) est un morphisme ordonné et si gof
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SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES 5

est défini, alors g of est le plus grand élément de la classe
{h|il existe(g',[") €C*xC* telque h=g'.[ et g'< g, "< [}.

4.Si C- est une catégorie, les fonctions source et but qui asso-
cient 4 un élément { de C son unité a droite et son unité & gauche respec-
tivement seront notées a et S. On notera [B, a] la fonction de C dans
C: x C; définie par = (B(f), a(f)).

On dit qu'un triplet (C,.,<) est une catégorie ordonnée régulié-
re [7] si C* est une catégorie et si (C*,< ) vérifie les trois axiomes
ci-dessous :

(CR1)Les triplets ((C:,<),a,(C,<) et ((C;,<),B,(C,<))
sont des morphismes ordonnés de classe (0, ).

(CR2)((C,L),k*,(C*%C*,<)) est un morphisme ordonné de
classe (o").

(CR3)((Cy;xC:,<),[B,a]l,(C,<)) est un morphisme ordonné
de classe (0').

Soit (C*,<) une catégorie ordonnée réguliéfe. On a les résultats
suivants (cf. [ 7], propositions 4, 8,9 et 10 du §2 ) :

(&,) Soient f€C et e, e’ €C; tels que e< a(f) et e'< B(f);
si foe (resp. e’ of ) est défini, alors foe = a(e) (resp. e’ of = ,3”/‘(e')).

(&,)Soient e, e’ €C;; la borne inférieure de e et e’ dans
(C;,<_), notée e A e’, est définie si, et seulement si, e et e’ admettent
une borne inférieure e dans (C,<),etl'ona:e=e¢ Ae’.

(&,) Soient g, € C; le pseudoproduit gof est défini si, et seule-
ment si, a(g) A B(f) est défini; dans ce cas, on a

gof=(goe).(eof), oi e =a(g) NB([).

(&) Soient f,f ,f, €C. Si fi.f, <[, si a(f)=a(],) et
Bl =B(f, ),‘alors f1=1,-

De (&), (&,) et tenant compte que ¢ = a(e) =f(e) sie eC;,
on déduit

(85) Si e,e’ eC;, alors e @e’ est défini si, et seulement si,

e N e’ est défini.

27



6 C.M. de BARROS

De la définition du pseudoproduit on déduit aisément les deux

propriétés suivantes :

(e,)Si f,g €C etsi gof est défini, alors
a(gof)< alf) e Blgof)< Blg).

( e;) Le triplet ((C,<), k®(C®%C® <)) est un morphisme

ordonné.

LEMME 4.1. Soit (C*,<) une catégorie ordonnée réguliére. Le systéme

multiplicatif (C, o) est un pseudomonoide.

DEMONSTRATION. Soient h,g,f €C tels que hog, gof et (hog)of

sont définis. On a

hog=h.g, ouh=hoe, g=cogete=a(h)NBlg).

Donc a(;)—.g) NB(f) est défini en vertu de ( €,). Or a(.b_.:g-) = a(g),

donc a(g) N B(f) est défini. Par conséquent gof est défini & cause de
(e,). Or a(h)=PB(g) et B(gof)< B(g), donc a(h)hB(gof) est
défini a cause aussi de ( &,). Par suite ho(gof) est défini. De plus
7)'3 b et gefgng en vertu de ( &,).

Soient h',k € C tels que h'.k est défini, h*'< h et k< gof.
L'axiome (CR2) entraine qu'il existe (g',[") € C*x C"* tel que g’ <_'§,
f'<f et k=g'.f". Donc h'.k=h"'".(g".["), par conséquent h'.g" est
défini, d'ou b’ g_Z et g'_<__g a cause de la définition de z—:g_ Par suite
b'<_.}; et g'.f'g_gef en vertu de la définition de pseudoproduit.Mais
bh'.(g'.f") est défini, donc b'.(g'.f')g-b—@(g@f) par la méme raison.
Par suite Z@(:g-@f) est le pseudoproduit de b et gof.

De méme (hog)oef est défini si hog, gof et ho(gof) sont
définis.

Supposons maintenant que b og, gof, (hog)of et ho(gof) sont
définis. On a (hog)of =k,.f,, ou k < hog et [, <[, d'ou:

ky=h,.gy, hy<h et g, < g.

Par suite g,.f, < gof et (hoglof=h,.g.f1< ho(gof).
De méme ho(gof)< (hog)of. m
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SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES 7

LEMME 4.2. Soit (C*,< ) une catégotie ordonnée réguliére. Soient [, g € C.
Pour que I'on ait g < f, il faut et il suffit que:a(g)< a(f), Bl(g)< B(f)
Blglo(foa(g)) estdéfini et g=pP(glo(foalg)).

DEMONSTRATION. Supposons g< f. Alors a(g)< a(f) et B(g)< B(/).
Donc a?(f)N a?(g) et B?(g) NB?(f) sont définis. De la propriété

( &) il en résulte que a(f)eoa(g) et B(g)oB(f) sont définis; de méme

a(f)efB(a(g)) et a(B(g))oB(f). Par suite foa(g) et B(g)of sont

définis a cause de (&, ) et (&)

En vertu de ( & ) et des conditions g< f et B(g)< B(f) on peut
écrire B(g)of :,3/*(,5'(g)). Donc g< [(g)of. Par conséquent a(g)<
a(fB(g)of). Par suite a(B(glef) A B(a(g)) est défini, donc
(B(g)of)ealg) est défini a cause de ( e,).

En faisant usage de ( &,) on peut écrire g =goa(g)<foa(g)

et
(4.1) g=PB(gleg< Blglolfoalg)).
La propriété ( €,) entraine
(4.2) a(B(glo(feal(g))L alfoalg)L alg),
(4.3) B(B(glo(feoalg))B(g).

Soit [*=pfB(glo(feoa(g)). On a g< [* en vertu de la formule
(4.1), donc a(g)<a(f) et B(g)<B(f). Par suite a(g) =a([f') et
B(g)=p(f) a cause des formules (4.2) et (4.3). Par suite g = /" en
vertu de la propriété ( €,).

Réciproquement, supposons a(g)< a(f), B(g)< B(f)et
(B(glof)oa(g) défini. Alors B(glof<B(f)of =f en vertu de (&),
Par suite g =(fB(glofloa(g)< joal(f)=fm

9. Etant donné un triplet (C,0,< ) tel que (C,o0) soit un systéme
multiplicatif et (C,< ) un systéme ordonné, on dit que U est une classe
de pseudounités de (C°®,< ) si U satisfait les deux conditions suivantes:

(PU1) U est une sous-classe de C,:

(PU2) Pour tout f € C la classe

29



8 C.M. de BARROS

fe|lecU,(f.e) €C°xC°et foe=(},
resp.

{e'| e €U, (e',[/) eC°xC° et e'of=(},
est non vide et admet un plus petit élément, noté a(f), resp. B(f). De
plus e< a(e), B(e) si ecl.

Si U est une classe de pseudounités de (C°,< ), on note C® le
systéme multiplicatif tel que, si g, [ €C, alors g e@f est défini si, et
seulement si, a(g) = B(f) et go { défini; dans ce cas geo [ = gof.

On dira qu'un triplet (C°,<,U) est un pseudomonoide ordonné
régulier s'il vérifie les quatre axiomes suivants :

(POR1) C° est un pseudomonoide et (C,<) est un systéme
ordonné.

(POR2) a. U est une classe de pseudounités de (C°,<);

b.Si (g,f) €C X C, alors go [ est défini si, et seule-
ment si, a(g) N B([) est défini et appartienta U.

(POR3) a.Si (f,e) eCX U etsi e< a(f), alors a(foe)=¢;

b.Si (e’ f) eUXC etsi e'< B(f), alors S(e’o f)=¢".

(POR4)a. ((C,<),Kk°,(C°%C®°,<)) est un morphisme ordonné;
si go [ est défini, il existe g'< g, f'<f tels que gof =g’ e[,

b.Si(g,f) eCXC etsi a(g)=/p(f), alors
a(gof)=a(f) et B(gof)=PB(g).
c.Si (g, f)eCXC, alors g< [ si, et seulement si,
a(g)<a(f), B(g)<B(f), B(glo(foa(g)) est défini et
g=PB(glo(fo alg)).
Des axiomes (POR1) et (POR2), il résulte

e=a(e)=,8(e) si e €U,
a(gof)< al(f) et B(gof)< B(g) si(g,f)eC®xC®.

LEMME 5.1. Soit (C°,<, U) vérifiant (POR1), (POR2), (POR4)a et :
(R*)Si e,e" €U, si [€C, si e a(f) et si e< B(f), ona

ce=oa*(e) "of=/p%(e").
foe /e etef,B/e

30



SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES 9

Alors :

(Hu=cp;

(2)si (g,f) €C%°%C?, alors gof est défini et gof = g®f.
DEMONSTRATION.

(1) Soit e €U. Alors e ® ¢ est défini et ¢ ®e = e puisque eo e

est défini et

e=a(e)=a(ece)=L(e)=LB(eoe).
Si f€C et si fee est défini, alors fee=fce et a(f)=[(e)=ce,
donc fee=foe=foa(f)=/.

De méme, si e @ est défini, alors e @ f = f.

Par conséquent U C C:.

Soit maintenant e € C® . Alors e @ e est défini et ¢ @ e = e, donc
e=a(e)=/(e). Par suite e € U.

(2) Soit (g,f/) €C°% C°. Acausede(PORZ)b e = a(g)/\ B(f)
est défini. Or e < a(g) B(f); donc a(g) Ne et e NB([) sont définis,
par consequent goe et eof sont définis en vertu de (POR2)b . Posons
g:goe et /:EO/. A cause de (R*) on a a(g):e et B(/):
Donc —g_ofest défini; ’_o'f_ est le pseudoproduit de g et [ par rapport a
(C, ®,<). En effet, soient g', [ € C tels que g'< g, /'< [ et que g’ of’
est défini. La condition (R*) entraine —g—: a’;(e) et /=,3*(e). Donc
g < getf<f . Onaaussi gof=go/f.En effet si deplus g’ef =gof,

I'axiome ( POR 4 )a entraine

gof=g ®f =g'of'<gof< gof,
d'ot go/=go/. ®
LEMME 5.2. Si (C°,<,U) est un pseudomonoide ordonné régulier, alors
il vérifie la condition (R* ). Par suite (U, <), a, (C, <)) et ((U, g_),ﬁ,(C,S_))
sont des morphismes ordonnés de classe (0,).
DEMONSTRATION. Soit (f,e) €CXU tel que e< a(f). L'axiome
(POR4)a entraine foe< foa(f)=/[. Supposons g<f et a(g)<e; le
méme axiome entraine g = go a(g)< foe.

Deméme e'o /= [B%(e') si(e',[) €eUXC et e'< B(f). m

31



10 C.M. de BARROS

THEOREME 5.1. §7 (C*, <) est une catégorie ordomnée régulicre, alors
(C® <, CO') est un pseudomonoide ordonné régulier. Si (C,o,<,U) est
un pseudomonoide ordonné régulier, il existe une unique catégorie C® telle
que (C®,<) soit une catégorie ordonnée réguliére, que U = C: et que o

soit le pseudoproduit associé a (C®,< ).

DEMONSTRATION. Soit (C-,<) une catégorie ordonnée 1éguliére. La
définition du pseudoproduit entraine que C: est une classe de pseudo-

unités de (C, ©). Les axiomes (POR1), (POR2), (POR3) et (POR4)c

sont satisfaits en vertu des lemmes 4.1, 4.2 et des propriétés ( e,) et (&,).

Les conditions a et b de ( POR4 ) sont des conséquences immédiates de la

définition de pseudoproduit et de 'axiome (CR 2).

Supposons maintenant que (C°,<,U) est un pseudomonoide or-
donné régulier. De (POR4)b il résulte a(gef)=a(f) et B(gef)=
= [(g) si g ®f est défini. De cela, de |'associativité (PM) et de (1) du
lemme 5.1, on déduit que (C, @) est une catégorie telle que C: =U. Du
lemme 5.2, de l'axiome ( POR )a et de (2) du lemme 5.1, il en résulte que
(C, @,<) estune catégorie ordonnée réguliére.

Pour montrer (C,o,U) =(C, o,U) il suffit de montrer, d'aprés
(2) du lemme 5.1, que, si g, [ €C et si gof est défini, alors go [ est
défini .

Supposons gof défini. En appliquant ( &;) pour le pseudoproduit
associé a (C, @,<), on voit que a(g) A S([) est défini, donc gof est
défini 4 cause de (POR2)b.

Il reste 4 montrer 1'unicité.

Soient (C,.,<) et (é, ®,<) des catégories ordonnées réguliéres
telles que (C, 0,<,C}) 2(6, e,<, é:). En vertu de la définition de
pseudoproduiton a (C,.) = (é, o). m

6.si (C,<) est un systéme ordonné et si U est une sous-classe
de C, on dit que U est héréditaire dans ( C,< ) si, pour tout (h,e) e C X U
tel que h< e, ona b eU.

LEMME o¢.1. Soit (C*,<) une catégorie ordonnée réguliére. Les quatre

conditions ci-dessous sont équivalentes.
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SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES 11

(H) C; est béréditaire dans (C,<).
(S)Si ey, e, €C; et si e, oe, est défini, alors e, 0e, €C .
(C) 51’ Si e, e, €C;, si e, 0e, est défini, alors e, = e, oe,
si, et seulement si, e, =e,0e,,
rfz. Si ey, €, eC;, alors e, < e si, et seulement si, e, =

:€2®€1.

(C) Si €,, ey €C; etsie, 0e, est défini, alors e, @e1:eer1’
DEMONSTRATION. (H) entraine (S). En effet, soient e, e, eC(‘) tels

que e, oe, est défini. On a e, 0e,=e,.e,, ou e, L e

vertu de la définition de pseudoproduit. Donc e,, e, € C; a cause de (H).

o, et ey < ey en

Par conséquent

e=e :el,donce

2 ®e1=e.

2

Donc e,0e, EC(;.

(S) entraine (H). Soit (b, e) €ECXC: tel que h< e. Alors
,B(b),a(b)g_e =a(e)=L(e). En faisant usage du lemme 2 on peut
écrire h = B(h)o(eoa(h)), donc b eC;.

(S) entraine fl de (C). En effet, soient e,, e, € C; et supposons

2

o PP _
2®e1def1m et e, e2®e1.Alors

e, :(e2®e1)®e2 :e2®(e1@e2).

Donc

a(ez):e23a(elee2)=e OeQS.a(ez):e

1 2’

puisque e,0e, appartienta C; en vertu de (§). Par suite e, = ¢ ,0e

2 2

Deméme e, = e, 0e entraine e, — e, o®e, .

2 19¢€, 2 2%9¢€y
(H) et (S) entrainent £, de (C). En effet, on a e, < eysi, et

seulement si,

e, :e2®(el®e2) :(61®e2)®e2 =e0e, =e,0e,=¢€,.

( C) entraine ( C ). En effet, en vertu de ( €y)on a:
e,0e,=(e,0(e, A e )).((e, A eJoe,).

Or e, A e, < e,,e,, donc

e, /\elz(e2 Ae1)®e2 =e,0(e, Ael) et e, A61:(€2 /'\el)@e1
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12 C.M. de BARROS

en vertu de ( C). Par suite
e,o0e,=(e, /\el).(e2 A el) =e, A e,.
(6) entraine (S ) trivialement. m

On dit que (C,.,<) est une catégorie ordonnée totalement régu-
liére si (C*,<) est une catégorie ordonnée réguliére telle que C(; soit
héréditaire dans (C,<).

Un morpbisme de catégories ordonnées réguliéres est un triplet
((égg), @,(C*,<)) tel que (é',g_) et (C*,<) sont descatégories
ordonnées réguliéres et ¢ une surjection de C dans é, ces données satis-
faisant les trois conditions suivantes :

(MC1) (&‘ , @, C*) estun foncteur (covariant);

(MC2) ((é, <), 9,(C,<)) estun morphisme ordonné;

(MC 3 ) Pour tout e, e' EC(;, on a:

(71) si e Ne' est défini, alors @(e) A @(e') est défini et
¢leNer)=g(e)Nocer);

(’yz)si/GC, sie, e €C,sie< alf)etsie <B(f)

o’

alors
Pat(e)) = oty (9(e)) et 9(BF(e’)) = By (o).

LEMME 6.2. Soit ¢ une surjection de C dans C. Si ((C*,<), ®,(C* <))
est un morphisme de catégories ordonnées réguliéres, alors

(M1)Si [,g€C et si gof est défini, alors P(g)o p(f) est
défini et p(gof) = 9(g)o P(f);

(M2) Pour tout f €C, on a

al(p(f)=9(a(f)) et B(e([)=o(B(f).

Si (é-,g) et (C*,< ) sont des catégories ordonnées totalement
régulicres et si ¢ vérifie (M1) et (M2), alors ((C*,<), ¢,(C,<)) est

un morphisme de catégories ordonnées réguliéres.

DEMONSTRATION. Soit ((C*,<), ¢, (C*,<)) un morphisme de catégories

ordonnées réguliéres. En faisant usage de (81) et (83) on peut écrire:

3%
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i

P(gof) = 9(g). 9(]) = 9(a%(e)). o BH(e)

=ty (90e)) By (9(e)) = (). 9(]) = P(g) o p(f),
o e=a(g)NB(]).

Soit @ vérifiant (M1) et (M2). Supposons que (C*,<) et (C*,<)
sont des catégories ordonnées totalement réguliéres. De la définition du
pseudoproduit © et de (M1) et (M2), il résulte que (é' ,9,C*) estun
foncteur. La condition (é) du lemme 6.1 entraine (71) de (MC3). La
propriété ( ©,) et la condition (M 1) entrainent (¥, ) de (MC3). m

On note DT(O une classe de classes contenant, avec une classe
toutes ses sous-classes, avec deux classes leur produit cartésien. On note
M la catégorie dont les éléments sont les applications (M, ¢, M), ou
M, M el .

On note I“o la classe constituée par toutes les catégories ordon-
nées totalement réguliéres (C*,<) telles que C 6W0. On note [ la caté-
gorie ayant 1-10 pour classe d'objets et dont les éléments sont les mor-
phismes de catégories ordonnées réguliéres.

On note (fm,pp,r) le foncteur d'oubli de I" vers M; c'est un
foncteur d'homomorphismes saturé (Cf. [8], Chap. 2, §3).

].0On dira qu'un triplet (C, o, U) est un pseudomonoide fléché
s'il vérifie, en plus de l'axiome (/‘Ll)’ les axiomes (ny) et (,ua) ci-
dessous :

(/12 Ya. Pour tout f€C, la classe des éléments e € U (resp.
e’ €U) tels que fo e (resp. e’ o f) est défini et foe = [ (resp. e’ o f =)
est non vide et admet un plus petit élément noté a(f) (resp. B8(f)). On
note o (resp. ) la fonction de C dans U définie par fw a(f) (resp.
frBC)).

b.Si f.geC, alors gof est défini si, et seulement si,

a(g) N B(f) est défini dans (U, < ). De plus U est stable.

(f,) Pour tout / €C, on a:

(Rd)St e€U, si e a(f) et si foe est défini,alors

a(foe)=e;
(Rg)Si e’ €U, si e'< B(f) et si e'of est défini,alors
Ble'sf)=e.
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14 C.M. de BARROS

LEMME 7.1. Soit (C, o, U) un pseudomonoide [léché. Si e e, € U et si

o
e,oe, est défini (donc e, A e, est aussi défini), on a alors eoe,=

e,0e,=c¢c, A e,. Par suite U est stable, symétrique et commutative.
DEMONSTRATION. En effet, ﬁ(e2 ce,)< e, et a(e,0e,)< e,. Donc
5(92061)26(99091)0(’9 et a(ezoe‘_):e'_oa(e,zoel).
En faisant usage de 1'associativité ( PM) on peut écrire
ez091:(02o(al)oa(ezoel):(,ﬁ(ezoel)o(ezoel))oa(ezoel)
:(.(lﬁ(?zoPl)oez)oel)oa(ezoel):
=(/3(<’Qoe1)oe1)oa(620<’l).

Par conséquent e, o e, < e, d'aprés e,0e, € U et ()

De méme e ce ;< e

2 2"

En faisant usage de 1'axiome (/. ) on peut écrire
e, Ney=(e, Neyo(e, Ney)=((e, Neoe,)o(e ole, Ney))
=((e, Ney)o(e,0e))ole, Ne)=(e, Neo(e,oey).

Par suite 02/\ e, < e 00, .8

2 1°
LEMME 7.2. Soit (C, o, U) un pseudomonoide fléché. Alors

(1) Il existe une relation unique d'ordre sur C, notée aussi <, qui
induise dans U la relation d'ordre sur U définie par le lemme 1.1 et telle
que, pour &, [ € C, on ait g< [ si, et seulement si, a(g)<a(f), B(g)<
B(f), B(glo(foalg)) estdéfini et g =B(g)lo(foalg)),

(2) U est une classe de pseudounités de (C, o ,<);

(3) U est héréditaire dans (C,< ).

DEMONSTRATION. (1) L'anti-symétrie est conséquence de la définition
de (C,<), de l'associativité ( PM) et de la condition (£) de (). La
transitivité de ( C, <) résulte de 1'associativité ( PM).

De (£),de 'axiome (¥ ,) et du lemme 7.1 on déduit : si e, e, €U,

2

alors e, = i i =
lors e, = ¢ oe, si,etseulementsi,e, =e¢,0(e,o0e,).

L'unicité est évidente.

(2) est une conséquence de (1) et de I'axiome (/,L2 ) a.
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Le lemme 7.1 entraine que U est héréditaire. En effet, si (h,e)eCXU

etsi h<e,alors h=0B(h)o(eca(h)). m

LEMME 7.3. Soit (C, o, U) un pseudomonoide fléché. Alors (C,o0,<,U)
satisfait les axiomes (POR1), (POR2), (POR3), (POR4)c et la con-
dition (R* ). De plus :

(1)(U,<),a,(C,<)) et ((U,<),B,(C,<))sont des morphismes
ordonnés de classe (0'2 ).

(2)((UXU,<),[B,al,(C,<)) estde classe (o).

DEMONST RATION. Du lemme 7.2 et des axiomes (1, ) et (f,) il résulte
que (C°,<, U) vérifie les axiomes (POR 1), (POR2),(POR3 ) et (POR 4)
c. La propriété (1) est une conséquence de (R*). La propriété (2) est
immédiate d'aprés la définition de (C,< ). Il reste 4 montrer (R*).

Soit (e, f) eUX C tel que e< a(f). Donc a(f)o e est définiet
e = fB(e). Par conséquent fo e est défini en vertu de (4, )b. Par suite

a(foe)=e acausede (Rd). Ona foe< {; en effet,

foe=B(foe)o(foe)=PLB(foe)o(foa(foe))
et B(f)o(foe)=foe.
Donc B(foe)< B(f).

Soit g€C tel que g< f et a(g)<e. Alors B(glof, foa(g),
al(gloe et B(glo(foa(g)) sont définis et a(g)=a(gloe et g=
=pB(g)o(foa(g)). Or, en vertu du lemme 7.1, U est commutative et
syméuique, donc g=LSB(glo(foalg))=LB(glo(fol(eocalg))) et
ﬁ(g)o(/oe), (foe)oa(g) sont définis. Par suite g< fo e. Par con-
séquent foe:a?(e).

De méme on a e'o/:,B/*(e') sie< B(f).m
PROPOSITION 7.1. Pour qu'un triplet (C, o, U) soit un pseudomonoide
fléché, il faut et il suffit qu'il vérifie les axiomes (L), (kg) et (p7),0n

(W', ) a. Il existe des fonctions a et 3 de C dans U telles que

(i,)Si [€C, alors foa(f), B(f)of sont définis et [=
=foalf)=B(f)of,
(1,)Si e €U, alors e =a(e)=f(e),
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16 C.M. de BARROS

(i,)Si f,g €C et si gof est défini, alors a(gof)<a(f)
et B(gof)< B(g):
b. Si e,e' €U, alors eoe' est défini si, et seulement si,
e Ne' est défini dans (U,<). Si [, g €C, alors gof est défini si, et
seulement si, a(g)o B(f) est défini.
(,LL'a) Poour tout fe€C, on a:
(Rd) Si (f,e) eCX U et si foe est défini (donc a(f)oe
est défini en vertu de (K )b), alors a(foe) =a(floe;
(CI)Qg)Si (e',f) eU X C etsi e'of estdéfini, alors B(e'of)?
=e'o B(/).

DEMONSTRATION. ('U“l) et (/.1,2 ) entrainent (p.',( ). En effet, (1'1) et (i2 )
en sont des conséquences immédiates, en vertu des définitions de a(f) et
B(f). Montrons (i,). Soient g,[€C tels que go/ est défini; donc
go(foa(f)) estdéfini. En tenant compte de 1'associativité ( PM) on peut
écrire gof=go(foa(f)) =(gofloa(f), donc al(gof)< a(f).

De méme B(gof)< B(g).

La condition b de (/J.'2 ) est une conséquence immédiate de (/1,2 )b
en vertu de(z'z).

(/.Ll), (p,) et (i) entrainent (u')). En effet, soit (f,e) € CXU
tel que foe est défini; alors a(f)oe €U a cause du lemme 7.2, donc

a(f)oe< a(f), en vertu aussi du lemme 7.2. Par conséquent

a(foe)=a(fo(a(floe))=a(f)oe

4 cause de (Rd).

De méme on a (?Qg).

(/J.'2 )a entraine (Mz )a trivialement. ‘

L'équivalence entre les axiomes (,uQ )b et (u',)b est évidente,
puisque e = a(e) =3(e) sie€lU. m

Du lemme 7.1 et dela proposition 7.1 on déduit aisément :
PROPOSITION 7.2. Pour qu'un triplet (C, o, U) soit un pseudomonoide

fléché, il faut et il suffit que (C, o, U) satisfasse les deux axiomes

suivants :

(e}
() (C.o) est un pseudomonoide et U est une sous-classe de
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C, stable. symétrique et commutative.
(?LQ) Pour tout f e C il existe d'uniques éléments de U, notés
a(f) et B(f), tels que
a foal(f), B(f)o [ sontdéfiniset f=foa(f)=B(f)of;
b.Si g€C et si a(g)oB(f) est défini, alors go [ est
défini; si e N e’ existe dans (U,<), eo e' est défini.
c. Si g€C etsi gof estdéfini, alors a(g)of et go B(f)
sont défini's;
d. Si e,e' €U, si foe et e' o[ sont définis, alors a(f)o e
et e' o B(f) sont définis, a(foe)=a([f)loe et B(e'of) =
=e' o fB(f).

LEMME 7.4. Soit (C, o, U) un pseudomonoide fléché. Alors

(1)U =ce;

(2)S8i(g,f) €C°« C°, alors gof est défini et gof=gof.
DEMONSTRATION. Du lemme 7.3 il résulte que (C°,<,U) satisfait les

conditions, la preuve du lemme 5.1 étant applicable. m

8. On dit qu'un triplet (C, o, U) est un pseudomonoide totalement
régulier si (C, o, U) est un pseudomonoide fléché satisfaisant en plus
I'axiome suivant :

() a Sig, g, [ et/ sontdes élémentsde C tels que g’ < /',
g<f et gog, fof sont définis, alors g'og< f'of;

b.Si f,g€C etsi a(g)=/L(f), alors
a(f)< algof) et B(g)<B(go/).

Un morphisme de pseudomonoides totalement réguliers est un triplet
((ce ,l}), @,(C°,U)) tel que (C, ¢,C) soit une application, (ce ,l:l)
et (C°,U) des pseudomonoides totalement réguliers vérifiant :

(MP1)Si f,g¢€ C et si gof est défini, alors 9(g)o P(f) est

aussi défini et 9(gof) = 9(g)o (f);
(MP 2 ) Pour tout f €C on a

a(p(f)=9(alf)) et BCP(f))=@(B(])).
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18 C.M. de BARROS

THEOREME 8.1. S (C*,<) est une catégorie ordonnée totalement régu-
liere, alors (C,o,C:) est un pseudomonoide totalement régulier. Si
(C, o0,U) estun pseudomonoide totalement régulier, il existe une catégorie
unique ordonnée totalement réguliére ( C® < ) telle que (C, o, CO.):
=(C,o0,U). Soient (6',3) et (C*,< ) des catégories ordonnées tota-
lement réguliéres et ¢ une surjection de C dans é alors ((é <) (C<))
est un morphisme de catégories ordonnées réguliéres si, et seulement si,

(( 6, e, é(’)), ¢,(C,0,C;)) est un morphisme de pseudomonoides totale-

ment réguliers.

DEMONSTRATION. Soit (C*,<) une catégorie ordonnée totalement régu-
liere. Les lemmes 4.1, 6.1 et les propriétés ( 81), (e3) et( 87) entrainent
que (C, ©, C:) est un pseudomonoide totalement régulier.

Soit (C, 0, U) un pseudomonoide totalement régulier. De (1 ,)b il
résulte que a(gef)=a(f) et B(geof)=LB(g) si gef est défini. De
cela,de 1'associativité (PM) et de (1) du lemme 7.4 on déduit que (C, @)
est une catégorie telle que C:: U. De (1) et (2) du lemme 7.3 et de
(ra, il en résulte que (C®,<) estune catégorie ordonnée réguliére,
ou (C,<) estle systéme ordonné associé a (C°,U). C: est héréditaire;
en effet, soit (h,e) €C X C; tel que h<e.Donc b =LB(h)o(eocalh)).
Or C:: U en vertu de (1) du lemme 7.4, donc b ECO. a cause des
lemmes 6.1 et 7.1.

Les relations d'ordre associées a (C, o, C:) et a (C,o,U)
coincident en vertu du lemme 4.2 et de la définition de la relation d'ordre
associée a (C, o, U).

Pour montrer que (C,o,U)=(C, o,C :) il reste, d'aprés le lemme
7.4, a montrer que, si g,/ €C et si gof est défini, alors go f est défini
et gof=go/.

Supposons gof défini. En appliquant ( €,) pour le pseudoproduit
associé a4 ( C®,< ), on voit que a(g) N\ B(f) est défini, donc que go f*
est défini & cause de la condition b de (POR2).

Il reste a montrer 'unicité.

Soient (C+,<) et (C®,< ) des catégories ordonnées réguliéres

%0



SUR LES CATEGORIES ORDONNEES REGULIERES 19

telles que (C,0,Cp) = (&, e, C :) . En vertu de la définition du pseudo-
produit, on a (C, .) =(C,®).Du lemme 4.2 il en résulte (C,<) =(é,_<__).

La derniére partie du théoréme est conséquence du lemme 6.2. m

On note AO la classe des pseudomonoides totalement réguliers
(C°, U) tels que C appartienne a fmo.

On note A la catégorie dont les éléments sont les morphismes de
pseudomonoides totalement réguliers ((éo, L}), @, (C°, U)) tels que é et
C appartiennent a 3110. On note (W,pA ,A) le foncteur d'oubli défini par

((C°. U), 4,(C%UNB(C, 9, C),

Du théoréme 7.1 on déduit
THEOREME 7.2. Le procédé de déduction (C*,<)p (C, o, C(;) définit
une bijection de Fo sur A_. Plus précisément le procédé de déduction

((C*, <), 9.(C*,<))p((C,0,C),9,(C,0,C;))
définit un isomorphisme covariant (cf. [ 81, p. 60) du foncteur d'oubli
(M, pp,T) sur (N, pp . A).

9. Soit (C,o ) un pseudomonoide. Soient g, f € C.

On dit que g et [ sont réguliérement conjugués si fo g, gof,
fo(gof) et go(fog) sont définis et si

[=1fo(gof) et g=go(fog).

Si g et [ sont réguliérement conjugués, alors fo g, gof € C,- En

effet, si e’ = fo g, alors
e =fog=((fogloflog=(foglo(fog),
donc e’ € C . De méme go [ est idempotent.

LEMME 9.1. Soit (C,o0) un pseudomonoide. Soient e, e’ € C_ tels que

’

eoe’ et e'oe sont définis. §Si eoe' et e'oe sont réguliérement conju-

gués, alors eoe', e'o e €C,.
DEMONSTRATION. En effet,
eoe’ =((eoe’)o(e’oe))o(eoce’)=((eoce')oe’ )oe)o(eoe")

=((ece')oe)o(ece’')=(eoce')o(eo(eoce’)) =(eoce’)o(eoe’).
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De méme on montre que e’c e € C, =
On dira que la classe C  est effective si, pour tout (e, e') e C X C_

tel que e et e’ sont réguliérement conjugués, on a e = e’.

LEMME 9.2. Soit (C,o0 ) un pseudomonoide. Pour que C, soit commutatif,
y ; y ; ; ’ ; 17

il faut et il suffit que C  soit effectif et que eoe’ €C_ si e,e' €C_ et
si eoe’, e'oe sont définis.

DEMONSTRATION. Les conditions sont nécessaires. En effet, soient
e, e’ € CO tels que eo e’ et e'o e sont définis. A cause de la commutati-
vité de C et de I'associativité (PM) on peut écrire

’

eo e (eoe)oe’' =eo(eoe')=ceo(e'oe) =co(e'o(e’oe))

H

(eoce')o(e'oe)=(eoe’)o(ece).
Supposons e = eo(e'oe) et e’ =e'o(eoe’). Alors
e =(ece')Joe=(e'oe)oe=¢€e'oe et e’' =e’o(ece')=ce'o(e’oe)=e'se.
Par conséquent e = e’.
La condition est suffisante. Soient e,e"€ C_ tels que eoe’ et
e'o e sont définis, donc eo e’, e'oe € C,-
En faisant usage de l'associativité ( PM) on peut écrire
eoe'=(eoce')o(eoe’') =(eoce')o(eo(ece'))
=((ece')oe)o(eoce')=(((eoce’')oe’)oe)o(eoe")
=((eoce')o(e'oe))o(eoce).
De méme e’'oe =((e'oe)o(eoe'))o(e'oe). Or Co est effective,

donc eo e’ =e'oe. m

COROLLAIRE 9.1. §i C_ est symétrique, alors C  est commutative si,

et seulement si, C  est stable et effective.

PROPOSITION 9.1. Soit (C,o0) un pseudomonoide satisfaisant ['axiome
suivant :
(PG)a. Pour tout f € C il existe un élément unique de C, noté
1t tel que [ et f* sont réguliérement conjugués,
b. Si (g, [) €C X C etsi gof estdéfini, alors ffo g" est
défini et (go f)*= o g*.
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Alors C, est symétrique et commutatif.
DEMONSTRATION. Soit e € C . Les égalités

(eoe)oe =e =eo(eoe)
entrafnent que e est réguliérement conjugué a e, donc e = e*.Sie'e c,
#

et si eoe' est défini, e'oe = e'toet est défini et égal a (ece') # R

d'aprés (PG). Le lemme 9.1 montre que eo e’ € C_, donc
eoe'Z(eoe')#=e'oe.l

LEMME 9.3. Soit (C,o0) un pseudomonoide tel que C  soit commutatif.

Pour tout f € C, il existe au plus un élément réguliérement conjugué a f.

DEMONSTRATION. Soient g, g',f € C tels que g et { (resp. g’ et f) sont

réguliérement conjugués. Alors f = fo(gof) =(fog)o [, donc
gof=g'o(fo(gof))=(goflo(gof),
fog" =((fogloflog =(foglo(fog’).

Or f=fo(gof)=(fog")of, donc g'of, gof, [og, fog’ appar-
tiennent & C_. En faisant usage de la commutativité de C_on peut écrire
gof=go(fo(g'of))=(goflo(gof)=(goflo(gof)=g0lf,
fog =((fogloflog =(fog')o(fog)=(foglo(fog')=/[og".

Mais g = go(fog) et g =(g'cf)og'. Par conséquent

g=8o(fog)=go(fog")=(goflog =(g'oflog’ =¢g'. m
PROPOSITION 9.2. La donnée d'un pseudomonoide ( C,o ) vérifiant I'axio-
me ( PG ) est équivalente a la donnée d'un triplet (C,o, #) tel que (C,o)
est un pseudomonoide, C  est commutative et # est une surjection de C
dans C définissant un anti‘automorphisme involutif et conjugué de (C,o ),
c'est-g-dire :

(AA1)Si (g, [) €CXC et si gof est défini, alors #(f)o #(g)
est défini et #(gof) = #(f)o #(g);

(AA2) Si f €C, alors [ = #(#(f));

(AA3) Si fe€C, alors [o #(f) et fo(#(f)o[) sont définis {donc
aussi #(f) o [ est défini) et {=fo( #(f)of).
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DEMONSTRATION. Soit (C,o) un pseudomonoide satisfaisant l'axiome
(PG). Alors C_ est commutative en vertu de la proposition 9.1. Pour
montrer que la surjection # de C dans C définie par [ /# est un anti-
automorphisme involutif et conjugué il suffit, d'apres l'axiome (PG), de
montrer que [ = (/#)# pour tout [ € C, mais cela est vrai puisque f et /*
sont réguliérement conjugués.

Soit (C,0) un pseudomonoide muni d'un anti-automorphisme invo-
lutif et conjugué #:C - C. Des conditions (AA1), (AA2) et (AA3)on
déduit que [ et #([) sont réguliérement conjugués.

Co étant commutative, le lemme 9.3 entraine que #([) est 'uni-

que élément de C tel que [ et #(f) soient réguliérement conjugués. m

PROPOSITION 9.3. Soit (C,o0 ) un pseudomonoide et soit # une surjec-
tion de C dans C définissant un anti-automorphisme involutif et conjugué.
Les trois conditions ci-dessous sont équivalentes :

(1) C, est commutative,
(2)C, est effective;
(3)Si eeC

0 alors e = #(e).

DEMONSTRATION. (1) entraine (2) en vertu de la proposition 9.3. (2) en-
traine ( 3) wivialement. ( 3) entraine (1). En effet, C, étant symétrique
il suffit, d'aprés le corollaire 9.1, de montrer que C_ est stable. Soient

e, e, €C_ tels que e oe, estdéfini. Alors

12 2
eoe, :(eioez)o(#(elo ez)o(elo e,)) :(elo ez)o((e2061)°(e1° e2))
:(eloez)o(ezo(elo(elo62))):(61062)0(620(610e2))

=((eloe2)oe2)o(eioe2)=(eloe2)o(eioez). [
LEMME 9.4. Soit (C,o0) un pseudomonoide. Alors C  est effectif si, et
seulement si, C_ satisfait la condition suivante :

(&6)S8i e,e" €C_, si eoe’ et e'oe sont définis et e =eoe’,

et si e'oe € Co,alors e =e'oe.

DEMONSTRATION. Supposons que C_ est effective. Si e = eo e’, alors
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e=eoce=(eoe')oe =co(e'oe)=co((e’oe)oe),
e'oe=e'o(ece)=e'o((ece')oe)=¢e’o(eo(e'oe))
=e'o((eoe)o(e'oe)) =(e'o(eoe))o(e'oe)
= ((e’'ce)oe)o(e'oe)=(eo e)o(eo(e'o‘e)).

or e,e'oe ECO, donc e = e'o e.
Réciproquement, supposons (& ). Soient e ,e, € C tels que e, et

e, sont réguliérement conjugués. On a e, = e;o0 (e, 0 e,)ete, =e,o(eo e,)

Scz)it e=e,0e,etsoit e’ =e,o0e,. Alors e, e’ €C,. De plus
e, =eyoe’ =e'o e,=(e,oe)Joe,=e,oe; =eoe,,
€, =e,oe=coe, =(ej0oe,)oe, =eoe,.
Par suite €, =e,. n

On dira que (C,o) est un pseudogroupoide si (C,o) est un pseu-
domonoide vérifiant 1'axiome ( PG ) et l'axiome suivant :

(AB)Si (g,f) €eCXC, alors go [ est défini si, et seulement si,
at(g)o B (f) est défini, on a*(g) = gtog et B¥(f)=fo /*.

Des propositions 9.2, 9.3 et du lemme 9.4 il résulte :

THEOREME 9.1. La donnée d'un pseudogroupoide (C,o ) est équivalente
a la donnée d'un triplet (C,o, #) tel que (C,o) soit un pseudomonoide,
# une fonction de C dans C définissant un anti-automorphisme involutif
et conjugué de (C,o ) vérifiant I’axiome (AB) et que C, satisfasse une
des conditions suivantes : (i) C_ est commutative; (ii) C est effective;
(iii) si e € Co, alors e = #(e), (iv) C, vérifie la condition (& ).

Un morphisme de pseudogroupoides est un triplet ((C,0), ¢, (C,0))
tel que (&, 0),(C,o0) sont des pseudogroupoides et ¢ une surjection de
C dans C telle que, pour tout (g, /) € C°4 C®, ©(glo @(f) soit défini
et P(gof) = P(glo(f).

LEMME 9.5. Soit ((é,o ), ¢,(C,0)) un morphisme de pseudogroupoides.
Alors
(1)Si [€C, alors 9([*)=(p([)*;

(2)Si f€C, alors p(a? ([)=a*(9(f) et 9(B*(f))= B* (w(f));
(3)9(C)CC,;
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(4)Si SCC etsi Sn ¢(C) est un sous-pseudogroupoide de ce,
alors C,O_l(S:) est un sous-pseudogroupoide de C°. En particulier ol é),
ou € € éo N @(C), et Ker ¢ sont des sous-pseudogroupoides, o Ker ¢ =
=¢7t(C,).

DEMONSTRATION. (1) est une conséquence immédiate de 1'axiome ( PG).
(2) résulte de (1). (3) est évident.

Montrons (4). Soient [, g € @1(S). Si go/ est défini, alors
¢(glo 9(f) est défini et appartient a 5 Or 9(gof)=9(glo(f),
donc go f € CP"1(§).

Soit f € cp"l(f). En faisant usage de (1), on a fte cp'l(f) puisque
(o(/N*eS e o(/*)=(o(/)*. u

THEOREME 9.2. Soit ((é,o), ¢,(C,o0)) un morphisme de pseudogrou-
poides. Les trois conditions ci-dessous sont équivalentes :

(1,) 9: C» C est injective;

(1,) ¢| Ker ¢: Ker ¢ » C est injective;

(I,) C,=Ker ¢ et 9| C_:C_ > C estinjective.
DEMONSTRATION. (I,) entraine (I ), c'est-a-dire C_ = Ker ¢. En effet,
a cause de (4) du lemme 9.5, C_N ¢ 1(é) est non vide si é € p(C).

(1,) entraine (1,). En effet, soient g, [ € C tels que 9(g) = @(f).
Alors @(at(g))=9(a*(f) = 9(B*(f*). Par conséquent a*(g) =
= B*(f*), par suite gof*est défini en vertu de (AB).

De méme f*o g est défini. Par conséquent

P(gof*)=9(glop(1*) = 9(g)o(p(/))* = 9(gogh),

P(f*og) = 9(*Jop(g) =(P(fN* 9(g),

= (P NFo(f)=(f*of).
Donc gof*, f*og eKer ¢. Par suite gof*=gogh et ffog=/"o/en
vertu de (Ia)' et
g=(goglog=(gof*Jog e [*=(1*af)of*=(1Fog)of*,

c'est-a-dire g et [* sont réguliérement conjugués. Donc f* = g*, i.e.

g=f.m
Soit (C,o ) un pseudogroupoide. On a
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(9.1) atcat(f))=at(f) e BA(Br(f) =) sifecC,
(9.2) at(f)=p*rt) e Br(f)=at(f*) sijec.
Des formules (9.1) et de I"axiome ( AB) on déduit :

LEMME 9.6. Soit (C,o0 ) un pseudogroupoide. Si g, € C, alors les trois
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(1) go [ est défini,

(2) a*(glo [ est défini;

(3) go B () est défini.

LEMME 9.7. Soit (C,o ) un pseudogroupoide. Soient g. [ €C. Les six
conditions ci-dessous sont équivalentes :

(0,) Bt(glof, foat(g), B*(glo(foat(g)) sont définis et
g=B*(glo (fo a*(g));

(0,)go *, f#og, go (/#og) sont définis et g=go(f*o g):

(0,) gtof est défini et g = B*(g)o [

(0,) fo gt est défini et g =foa*(g);

(04) g¥o [ est défini et o (g)=gtof (=0 g);

(0) fo g* est défini et B*(g) = fog* (= go[t).
Dans le cas og une des conditions ci-dessus est définie, on a :

(1) a*(gloa*(f) est deéfini et at(g)=at(g)o a*(f);
B¥(g)o B ([) est défini et f*(g) = ¥ (g)o B*(f);

(2)  [*og et go[* sont définis et ftog = gto/ et go [* = fogt.

DEMONSTRATION. (01) est équivalent & (02 ). En effet, en faisant usage

du lemme 9.6, de (AA 1), (AA2), des formules (9.1), (9.2) et du fait que
C, est symétrique, on obtient :

ﬁ#(g)of est défini si, et seulement si, a#(g#)o/ est défini,
c'est-a-dire si, et seulement si, g#of est défini, ce qui équivaut 3 f# o g
défini.

foat(g) est défini équivaut a fo B*(g*) défini, c'est-a-dire 3
fo g# défini, ou encore 3 go f# défini.

ﬁ#(g)o (fo a#(g')) est défini si, et seulement si, il en est ainsi
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pour af(g*)o(fo at(g)), c'est-a-dire pour g*o(foa*(g)), ou encore
pour (fo af(g)tog, ie pour (a#(g)of# Jog , c'est-a-dire pour
a#(g)o(f#o g). et enfin pour go(f#o g).

Supposons g = B*(g)o(foa*(g)). Alors

gtog=gto (B*(g)o (foat(g))=gto(at(g")o(foa*(g))
= (gtoat (g No(foat (g))=g*o(fo B*(g"))
=(g*e1)o B ("),
donc
gt =(gtoglogt=((g*of)o Bt (g*)og?=(g*o/)og".

Par suite g = go (f#o g).
Supposons g = go(f*o g). Alors

gt=(rfog)tor? =(g*oflo g et B¥(glof=go(gho ).
Donc
g=go(ghog)=goll(g*of)og*)og)=gol(g*oflol(g*og))
=(go(g*of))o(g*og) =((gog*)oflo(g*og) =(B*(g)of)oa*(g).
(0, ) entraine (2). En effet, si g = go(f*o g), alors

g =gto(fogh) et ftog, fog*ecC,,

donc
fFog=(ffog)t=gto(f*)*=g*oy,
goft=(g*)toft=(fog*)*=fog".

(02) entraine (0,), (0,). Soient g,f€eC vérifiant(O? ). A cause

de (2), on peut écrire
=go(ffog)=go(g*of) =(gog*)of=B*(glo],
g=(gof*log=(fog*log=fo(gtog)=foat(g).
(0,) entraine (0, ). Supposons g#o/ défini. Alors [*o g est défini
a cause des conditions (AA 1) et (AA2). De 1'axiome (AB) et du lemme

9.6 il résulte que (go g* Jo(fof*) et (go g )o [ sont définis. En faisant

usage de l"associativité ( PM ) on peut écrire
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(gog*)o(fof*)=((gog*)oflof*=gor*.
Soient g, [ € C vérifiant (0,). On a g*o [ €C_, en effet
ffog=1f*o(golg*of)=(1foglo(ftog)t,
par conséquent
Ffog=(*oglo(ffog)t)olffog)=(/*oglo(/Pog).

Donc ffog=(ffog)t=g%o {. Par suite g = go(g*of) = go(f*o g).
(0,) entraine (0, ). Soit (g,f) € C X C vérifiant (0,). g*o [ est
défini. En effet, go /# étant défini a cause de 1'axiome (AB) et du lemme

9.6, (g*ogloftet (g*og)o(f*of) sont définis, donc
(gtoglo(ffof)=((g*og)of*)o].
En faisant usage de (AA 1) et (AA2) on peut écrire
Fottg*oglof*) = 1*o(fo (g*og)) = f*og.
Or g=fo(g*og), donc
gog#Z(fo(g#og))og#=fO((g#og)og#)=fog#-
Par conséquent go [* = (fo g* )* = /5 g . Par suite
g=/o(g¥0g)=(fog*)og=(go*)og.
(04) est équivalent a (0, ). En effet,
g=go(ghof)<=>gtog=¢g%o(go(go /)= g*o((gog")of)
=(g*o(gog* Nof =gt /.

De méme (Ou) est équivalent a (0¢).

(05)et(06)entrafnent(1). u

LEMME 9.8. Soit (C,o0 ) un pseudogroupoide. On a :
(1)Si e,e’ €C_, si f€C, si foe et e'of sont définis, alors
at(f)oe et e'o BF(f) sont définis,

af(foe)=a*(floe et BH(eraf)=c'oB(]).
(2)Si f,g €C et si a#(g):,B#(f), alors

a*(gof)=a*(f) et B*(gof) =p*(g).
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DEMONSTRATION. Soit (f,e) € C X C_ satisfaisant les hypothéses de
(1).Or f#of, e €C_, donc

a*(foe)=(foe)to(foe)=(eof*)o(foe)=eo((ffof)oe)
= (eo(ffof)oe=((f*ofloe)oe=(*ofloe=at(f)oe.
De méme B*(e'of)=e'o B (f).
Supposons af (g) = B*(f), i.e. g*o g =Jof*. Alors
at(gof)=(gof)*o(gof)=(ftog*)o(gof).
mais g*o (go f) est défini, donc

ot (gof)=*ol(g*og)of) = Fo((fo[F)of) =[*o.
De méme SB*(gof) =% (g). m
THEOREME 9.3. Pour qu'un systéme multiplicatif (C,o ) soit un pseudo-
groupoide, il faut et il suffit que (C,o, C,) soit un pseudomonoide tota-
lement régulier satisfaisant de plus ['axiome suivant

(K ) Pour tout f € C il existe g tel que fo g, go [ sont définis,

fog=B(f) et gof=0a(f).
De plus la relation d'ordre sous-jacente a un pseudogroupoide C°
est caractérisée de la facon suivante : Si (g,f) €CXC, on a g< [ si,
et seulement si, le couple (g, ) vérifie une des conditions (0 ),...,(0 )

du lemme 9.7.

DEMONSTRATION. Supposons que (C,o) est un pseudogroupoide. Du
théoréme 9.1 et de (1) du lemme 9.8, il résulte que (C,o) vérifie les
axiomes (?,Ll) et (iL2 ), donc (C,o0 ) est un pseudomonoide fléché en vertu
de la proposition 7.2. Il reste 4 montrer I'axiome (u,). Si g,f€C, du
lemme 9.7 on déduit que g<f si, et seulement si, (g, [) vérifie (0,).
De (2) du lemme 9.7, il résulte que C° satisfait (u,)b.

(I)Si (g.f), ([,f') €C®%C° et si g</f, alors go f'<fof".

En effet, go(f'o f'#) est défini. En faisant usage de 1'associati-

vité ( PM) on peut écrire :
gof"=(go(f*og)of =(go([*og)o((fof*)of)
= ((go(/#o g))o (/po/'#))o [ = (80((f#og)o(f'o fp#)))o/'
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=(go((f'o[*)o(fFogof = (gol((['o[*)o[F)og)o [
=(((go(f'o [*)o f*)oglof = ((((go[)o [ *)o[PIog)o [
=(((gof)o (f'#o f#))o glof"=(((gof)olfo f')#)o glo [’
=((go [ )o(fof)*)olgof),

donc go f*< fo f*, puisque (0,) et (0,) sont équivalents.

De méme on obtient

(I1)Si (f'.g), (f'.f) €EC°xC° et si g<f, alors [og< [f'of.

De (I) et (II) on déduit aisément ('U“u) a.

Réciproquement, supposons que (C,o0,C ) est un pseudomonoide
totalement régulier vérifiant en plus I'axiome (4 ). L'axiome (PG) a est
conséquence de l'axiome (i) et des lemmes 7.1 et 9.3. L'axiome (AB)
est conséquence de (i, ) b. Si f€C, notons /7! I'unique élément de C
tel que /! et / sont régulierement conjugués. Alors [ = (/)" donc
a(f)=LB(f1) et B(f)= a( /™) en vertu de I'axiome (Hy).

Montrons maintenant 1'axiome ( PG) b.

Soit (g, f) €C°%«C°; alors a(g)o B(f) est défini, & cause de
'axiome (4, ) b. Donc B(f)oa(g) est défini en vertu du lemme 7.1.Par
conséquent a(f1)o B(g7!) est défini. Par suite [0 g1 est aussi défini
en vertu de (1, ) b. Pour achever la preuve, il suffit de montrer que go f
et [ g'l sont réguliérement conjugués.

Si (e’,f)eC_XC et si e'of est défini, alors e'of< /. En
effet, en faisant usage de (?Qg), de (,u'a), de (“2 ) b et de 1'associativité

(PM), on peut écrire
e'of =(e'sf)oal(eof)=(e'o(B(flof)oaleof)
=((e'o B(f))of)oa(e'of)=(B(e'of)lofloa(eof).
Supposons go / défini, alors f"log™! est défini, donc (fo f1)o g™}
est défini. Par conséquent (fo f™)o g 1< g1, donc Blg™o B(fof Do g™H)
est défini. Or B(g™) = a(g), par suite go((fo [™)o g™}) est défini, i.e.
go(fo(f o g™)) est défini.

On voit aussi que (g oglof, (g oglo(fof™) et (fofHog™
sont définis.
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En faisant usage de 1'associativité ( PM), on peut écrire :
gof=(go(g oglo((fof™)of)=go((g ™ 0glol(fol™)of))
= go(((g™ o glo(fof™))of)=gol((fof)o(g 0 g)o]))
go((fof™)o((g 0 glof))=go((fol™)o(g™ o (gof))
=go(((fof™)og™ )o(gof)) =go((fo(fog™))o(gof))
=(go(fo(fMog™ Mo (gof)=((goflo([ g™ )o(go/).

De méme on peut écrire :
[Mog™=((f"og™o(go/))o([Mog™). m

REMARQUE 9.1. La théorie des pseudogroupoides quotients peut étre
développée de fagon analogue & celle des demi-groupes inverses quotient

(cf.[10]).

10. Un groupoide est une catégorie telle que tout élément est in-
versible. Si C* est un groupoide, on note 7 la surjection de C dans C
définie par [» {1 . Ona a=LBo7y.

On dit qu'un morphisme ordonné (( é,g_) , @, (C,<)) est de classe
(O‘e) s'il vérifie la condition suivante :

(Ue). Pour tout ¢ € C, si y< ¢(a), alors il existe un élément
unique x de C tel que x< a et 9(x) =y.

Cn dira'que (C*,<) est un groupoide ordonné totalement régulier
(= groupoide fonctoriellement ordonné) si (C*,< ) est une catégorie ordon-

née totalement réguliére et C* un groupoide.

LEMME 10.1. Soit C* un groupoide et < une relation d’ordre sur C. Les
trois conditions ci-dessous sont équivalentes :

(FOl) C; est héréditaire dans (C,<) et (C, <), K, (C* % C*, <))
est un morphisme ordonné de classe (O'*) .

(FO,)((C;.<),a,(C,<)) est un morphisme ordonné de classe
(0,) et ((C, <),k (C*xC*, <)), ((C,<),Y,(C,<)) sont desmorphis-
mes ordonnés.

(FOB) (C*.,<) est un groupoide ordonné totalement régulier.
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DEMONSTRATION. (FO ) entraine (FO,). (C;,<),a,(C,<)) estun
morphisme ordonné. En effet, soient g.f €C. Si g<f=/f.a(f), alors
g=g'.h, ot g'< feth< a(f). Donc b €C;, par conséquent h=al(g).
Par suite g =g’ et a(g)=a(g') et a(g )< alf).

((C,<),¥,(C,<)) est un morphisme ordonné. En effet, si g</,
alors a(g)< a(f) =/ donc a(g)=hy.[, ou b </ et [ <.
Par conséquent g.h, est défini. Donc g.hlg/./_1=,3(/'), doug.h €C;.

Par suite

g=g.alg)=(g.h).fi=[ et g.by=[(g)

Par conséquent b, = g'l .

((Cc'),<_),a,(C,§__)) est de classe (Oe). En effet, soit e e‘CO tel
que e< a(f). Alors e< [./, donc e=bh,.f, on blg/‘l et [, f.
Par conséquent /, < fet e=a(f,).

Soient /,,f, €C tels que fl,,"2 <feta(f)= a(/2 =e<a(f).
Alors B/ =B(f,) et a(f,)=B([;")-Donc [, .[{*< [.f1=8(])
d'ou f,. /’1eC Par suite /2.f11=a(/zl)=,5(/2), donc /11.f2 est
défini et fil fy = a(/2)<f'1/ Par conséquent fz.f;":ﬁ([z) et
/;1/2-(1(/’ ),1e/ donc,"1 fy -

(FO,) entraine (FOl). Supposons g.f défini et h< g.f. Alors
e=a(b)<alg.f)=alf), (C;,<),a,(C,<) et (C2<),B,(C.<))
sont de classe (0, ) puisque S8=7Yyoa et ((C,<),¥,(C,<)) est un iso-
morphisme ordonné. Donc il existe un unique [' €C tel que "< [ et
a(fr)=e, e =L(f)<B(f)=a(f™). Par conséquent il existe un élé-
ment unique [’ tel que f'<f, a(f') = e et il existe un unique g’ € C tel
que g'<get a(g')=e' =/B(f). Par suite il existe g*, f* € C tel que
g'.[" estdéfiniet g'<g, f'<f. Donc b,g".f"<g.f, Or

a(b)=e=a(f)=al(g.l")<alg.[)=a(f),

donc b = g".f" puisque ((C;,<), a,(C,<)) est de classe (0, ).

Soit (h,e) €eCXC_ tel que h<e. Alors b_ls_e. Or e=e,e,
donc a(h)=h1.h<e. Mais h,a(h)<ht.h<e et a(h)=a?(h)<
a(e)=e. Par suite h = a(h).
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L'équivalence entre ( FO 1) et ( FOZ) entraine que (FO2 ) et( FOa)
sont équivalents. m

Des théorémes 8.1, 9.3 et du lemme 9.5 on déduit :

THEOREME 10.1. §i (C+,< ) est un groupoide ordonné totalement régulier,
alors (C,®) est un pseudogroupoide tel que C, = C(;. Si (C,o0) estun
pseudogroupoide, alors il existe un groupoide unique ordonné totalement
régulier (C,®,<) tel que (C,®) =(C,0) et Co. = C,. Soient (é°,<__)
et (C*,<) des groupoides ordonnés totalement réguliers et ¢ une surjec-
tion de C dans &; alors ((é',_<_), @,(C*,<)) est un morphisme de grou-
poides ordonnés réguliers si, et seulement si, (( é, ®) ¢,(C, o)) est un

morphisme de pseudogroupoides.
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