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CAHIERS DE TOPOLOGIE IX
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR QUELQUES INVARIANTS NUMERIQUES DU TYPE D'HOMOTOPIE*)

par Tudor GANEA

INTRODUCTION.

Le but de ce travail est de présenter un ensemble de résultats
concernant la catégorie, au sens de L. Lusternik et L. Schnirelmann, et
certains autres invariants qui s'y rattachent.

La catégorie d'un espace topologique arbitraire X, désignée par
cat X, est le plus petit des entiers k > 0 pour lesquels il existe des ou-
verts U, contractibles dans X et tels que X = v, v Ulu...U Us si de
tels entiers n'existent pas, on pose cat X = o . Sous une forme légérement
différente, i.e. en recouvrant X par k£ (au lieu de k+1) sous-ensembles
fermés (au lieu d'ouverts), cette notion a été introduite en vue d'applica-
tions a la géométrie différentielle et au calcul des variations : Lusternik
et Schnirelmann ) [ 26 ] ont, en effet, prouvé qu'une fonction réelle diffé-
rentiable définie sur une variété close différentiable X a aumoins (1 + cat X)
points critiques. Ce théoréme est, chronologiquement, un des premiets
résultats qui relient les propriétés topologiques et les propriétés différen-
tiables des variétés. En méme temps, Lusternik et Schnirelmann ont aussi
prouvé quelques théorémes généraux, purement topologiques, concernant la
catégorie et, par des méthodes tout a fait particuliéres, ils ont calculé la
catégorie de certaines variétés comme le tore et l'espace projectif 4 »
dimensions. En 1941, R.H. Fox [13] a entrepris une étude systématique
de la catégorie, au point de vue purement topologique, en introduisant pour

tout n 2 I la catégorie » - dimensionnelle cat X d'un espace topologique X.

1 . . N .
) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin du travail.
*) Thése de Doctorat d*Etat soutenue i Paris le 12 Juin 1962.
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2 T. GANEA

Le travail présent est divisé en trois chapitres.

Dans le premier on se préoccupe d'abord des bornes supérieures et
inférieures de la catégorie en général. Il est classique que, tout au moins
si X est un polyédre, on a cat X < dimX. Ce résultat a été amélioré par

Grossman [ 20 ] qui a prouvé que, si X est(n-1)-connexe, on a
cat X Ldim X/n.

D'autre part, Eckmann et Hilton [ 11 ] ont prouvéque, si X est simplement
connexe et n'a que k groupes d'homologie non nuls, alors catX £ k. On
prouve ici un lemme concernant les cofibrations qui, appliqué a la filtra-
tion de X par ses squelettes, fournit une nouvelle démonstration du résul-
tat de Grossman et qui, appliqué a la filtration de X par ses sous-polyédres
normaux [ 22; 30 ] fournit une généralisation du résultat de Eckmann-Hilton:
si X est(n-1) -connexe (n > 2) et si I'ensemble des entiers g> Otels
que Hq(X)# 0 est contenu dans la réunion de k£ intervalles linéaires
fermés, chacun de longueur n-2, alors catX £ k; en outre, si le dernier
groupe d'homologie de X est libre, le dernier intervalle peut avoir la lon-
gueur n—1. La borne inférieure classique U-long X £ cat X, ou U-long X
désigne le nombre maximum de classes de cohomologie de dimension > 0
a cup produit non nul, est retrouvée comme corollaire de certains résultats
du deuxiéme chapitre. La suite du premier chapitre est consacrée a 1'étude
de I'influence du groupe fondamental sur la catégorie. Soient X et Y deux
espaces et f, : 7, (X))~ 77,(Y) un homomorphisme du groupe fondamental
de X dans celui de Y, selon un théoréme classique dii 3 Hurewicz [25],
si dimX < n et si 7Tl.(Y) =0 pour 2 £i <L n-1,il existe une application
continue f:X - Y qui induit 1'homomorphisme f,- Nous prouvons que,
dans cet énoncé, on peut remplacer la condition dim X £ »n par la condition
cat X <n, o cat X désigne la catégorie I-dimensionnelle au sens de
Fox [13], et que, en un certain sens, on obtient ainsi le meilleur résultat
possible. Il est a remarquer que la dimension d'un espace n'est pas un
invariant de son type d'homotopie alors que sa catégorie I - dimensionnelle
en est un. Cette version purement homotopique du théoréme de Hurewicz a

permis & Eilenberg et a I'auteur [ 12 ] de déterminer la catégorie d'un es-
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INVARIANTS DU TYPE D'HOMOTOPIE 3

pace asphérique en fonction de son groupe fondamental. On expose ces
résultats a la fin du premier chapitre et I'on en dérive la conséquence sui-
vante : si X est une variété close de dimension n telle que 7T1(X) £0
pour 2 £i £ n-1, alors catX = n. Ce dernier résultat contientcomme cas
particulier tous les calculs de catégorie des variétés effectués par Luster-
nik et Schnirelmann.

G.W. Whitehead a remarqué le premier la relation qui existe entre
la catégorie d'un espace X et la classe de nilpotence de certains groupes
associés de fagon naturelle 2 X : il a prouvé [ 42 ] que la classe de nilpo-
tence du groupe des classes d'homotopie d'applications continues de X
dans le H-espace Y est £ catX. Ce résultat a été préciséet amélioré par
I. Berstein et 1'auteur dans [ 3]. Dans le second chapitre du présent tra-
vail on expose une série de résultats dont la plupart ont été obtenus en
collaboration avec I. Berstein [ 3;4 ] et Hilton-Peterson [ 19 ]. Soit X un
espace muni de point-base et soit {lX son espace de lacets. Ce dernier
est muni d'une structure de H-espace qui permet, tout comme en théorie
des groupes, de définir pour tout k > I une application commutatorielle
cpk:QX X...X QX+ QX de poids k; on définit la classe de nilpotence
de QX et I'on désigne par nil X le plus petit des entiers k > 0 tels que
Prpr™ 0. Dualement, au sens de Eckmann-Hilton [10], la suspension
2 X est munie d'une structure de H’-espace qui permet la définition d'ap-
plications co-commutatorielles Y, : XX SXV..VEX de tout poids
k 2 1; on définit la classe de conilpotence de X X et 1'on désigne par
conil X le plus petit des entiers & 2 0 tels que \’bk+1: 0. Ce sont la
deux nouveaux invariants numériques du type d'homotopie, dont I'introduc-

tion se trouve justifiée par les deux relations suivantes :

nil X = supnilm (XY, X) et conil X = supnilm (X,01Y),
ol 77 (A, B) désigne l'ensemble des classes d'homotopie basée d'appli-
cations continues A » B et est muni d'une structure de groupe si A est

une suspension ou B un espace de lacets, o nil 77 désigne la classe de

nilpotence du groupe 77 et o Y parcourt tous les espaces topologiques.



4 T. GANEA

On étudie certaines propriétés de ces deux invariants et 1'on prouve, par

exemple, les relations suivantes :
U-long X < conilX £ catX et W-longX < nilX £ cocatX,

ot W-longX désigne le nombre maximum d'éléments des groupes d‘*homo-
topie de X & produit de Whitehead non nul et oti cocatX est la duale de
la catégorie de Lusternik-Schnirelmann; remarquons que, dans le cadre de
la dualité de Eckmann-Hilton, le produit de Whitehead est le dual du cup-
produit. On sait que I'espace des lacets d'un espace possédant une multi-
plication continue avec élément neutre homotopique est homotopiquement
commutatif; réciproquement, Sugawara [ 39 ] a démontré récemment que, si
7Tq(X) =0 pour g<n et pour g»> 3n-~2 et si {1X est homotopiquement
commutatif, alors X posséde une multiplication continue avec élément
neutre homotopique. Un exemple [3,$§3;10] correspondant au cas » = 2

montre que le résultat de Sugawara est le meilleur possible. Le dual d'un

N

espace a multiplication continue avec élément neutre homotopique étant un
espace de catégorie <1, on dualise le théoréme de Sugawara en prouvant
que, si X est (n—1)-connexe, dim X £ 3n~2 et si X est homotopique-
ment commutative, alors catX £ 1. Ce dernier résultat est le cas particu-
lier correspondant & £ = 2 d'un théoréme plus général : Si X est(n-1)-
connexe, si conilX £ k=1, etsi dimX £(k+1)n=-2, alors catX Lk-1.
Le troisiéme chapitre est consacré a la définition et a 1'étude des
propriétés de la cocatégorie, la duale au sens de Eckmann-Hilton [ 10 ] de
la catégorie. Vu que 1'on ignore si la notion de recouvrement ouvert admet
un dual, le probléme de dualiser la catégorie présente certaines difficultés.
Il a été abordé simultanément par Hilton [22;23] et par 1'auteur [15].
Hilton définit une cocatégorie semi-simpliciale qui apparaft, plus ou moins,
comme duale de la définition de la catégorie donnée par G.W. Whitehead
[40 ] ; remarquons que l'on n'a pas encore trouvé la version semi-simpli-
ciale de la catégorie. Notre définition, par contre, concerne directement les
espaces topologiques et dérive de la notion de fibration; on pose cocat X =0

si et seulement si X est contractible; on pose cocatX £ k+1 si et seule-
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INVARIANTS DU TYPE D'HOMOTOPIE 5

ment s'il existe une fibration F » E » B telle que F domine X et cocatE £
£ k. Cette notion est strictement duale de la notion de catégorie inductive,
obtenue en remplagant le mot fibration par cofibration et en renversant les
fléches; d'autre part on prouve que, tout au moins si X a le type d'homo-
topie d'un CW-complexe connexe, la catégorie inductive est égale a sa
catégorie. On a cocatX £ 1 si et seulement si X est dominé par (0Z X.
On prouve que cocat YX < min{catX, cocatY}, ot YX désigne I'espace
des applications continues basées X - Y. En tuant les premiers ou der-
niers groupes d'homotopie d'un espace X, on obtient de nouveaux espaces
dont la cocatégorie ne dépasse pas celle de X. Comme il a été déja dit,
on a W-longX £nilX £ cocatX. On peut parfaitementdualiser la borne
supérieure de la catégorie donnée au premier chapitre : Si X est (n-1)-
connexe (n > 2) et si I'ensemble des entiers ¢ tels que 7Tq(X) + 0 est
contenu dans la réunion de k intervalles linéaires, fermés, chacun de lon-
gueur n—2, alors cocat X £ k. Il en résulte que, pour tout & > I,il existe
un espace simplement connexe X tel que cocatX = k. La cocatégorie d'un
espace asphérique est égale 4 la classe de nilpotence de son groupe fon-
damental. Finalement, on définit la cocatégorie d'une application et 1'on
généralise un théoréme de Spanier-Whitehead [ 37 ] ainsi qu'une partie d'un

théoréme récent de Stasheff [ 38 ] concernant 1'application canonique

SOX s X.

L'auteur désire exprimer ses trés respectueux remerciements a Mes-
sieurs les Professeurs Cartan, Ehresmann et Favard pour avoir bien voulu

accepter ce travail comme Thése de Doctorat.

1. La catégorie de Lusternik-Schnirelmann,

On dit que le sous-ensemble A de l'espace X est contractile
dans X s'il existe une homotopie h: A X[ X telle que h(a,0)=a
pour tout @ € A et que h(A X 1) soit un point. L'espace X est localement
contractile si chacun de ses points posséde un voisinage contractile
dans X. L'espace X est contractile, ou contractile en soi, s'il existe

une homotopie b : X X I > X telle que »h(x,0) = x pour tout x € X et que
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6 T. GANEA

bh(X X 1) soit un point,

1.1. DEFINITION. La catégorie catX de l'espace X est le plus petit des
entiers k 2 0 pour lesquels il existe des ouverts U; contractiles dans X
tels que X = U_ U U,U...U U,; si de tels entiers n'existent pas, on pose
catX =oo ,

La catégorie d'un espace contractile est donc égale 4 0; la caté-
gorie d'un espace compact localement contractile est toujours finie; un
espace de catégorie finie est localement contractile.

L'ordre du recouvrement (U,) de l'espace X est le plus grand des
entiers n 2 1, finis ou non, pour lesquels il existe au moins un point x €X
tel que la relation x € U, soit vérifiée pour n valeurs de l'indice a . Le
recouvrement (V,B) de X est un raffinement de (U,) si pour tout B il

; c'est un raffinement barycentrique si pour tout

existe a tel que VﬁC U,s

x € X il existe a tel que la réunion des V,B qui contiennent X soit con-
tenue dans U,- On écrit dimX £ n (dimension au sens de Lebesgue)si
tout recouvrement ouvert de X admet un raffinement d'ordre £ n+1.

Le résultat suivant a été mainte fois prouvé sous des hypothéses

plus restrictives :

1.2. THEOREME. Si X est paracompact et localement contractile, catX £
<dim X .

DEMONSTRATION. D'aprés [9], il existe un recouvrement ouvert (V)
de X, plus fin qu'un recouvrement de X par des ouverts contractiles dans
X, qui est a la fois localement fini et d'ordre < »+ 1. Il suffit a présent

de lui appliquer le résultat suivant [ 14, Lemme 2] :

1.3. LEMME. Soit O =¢( Vo) ae | un recouvrement ouvert, localement fini,
d'ordre w (% ), de I'espace normal X. 0O admet un raffinement barycen-
w
trique ouvert Q, d'ordre L w, et X = |J X]. avec des X]. ouverts a com-
j=1
posantes contenues, chacune, dans un'V .
DEMONSTRATION. Soit (W;l\ )ML un recouvrement ouvert de X tel que

W;l\ C Vo . Pour tout A € L, définissons par récurrence une suite d'ouverts

W3 telle que
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INVARIANTS DU TYPE D'HOMOTOPIE 7

wicwittcwnticv,  (n21)
Soit £ I'ensemble des parties finies non vides | de L, et désignons par
|J| le nombre d'éléments de ]. Evidemment, la famille (W';\)M-:L est

localement finie pour tout » > I, donc les ensembles

_ A
Gj_xfgij\]\_MLLJ_]wx (] e®)

sont ouverts. Pour tout x € X, soit P(x) l'ensemble des entiers j > I

tels que x € ij pour au moins j valeurs de A; onaleP(x) car (Wi)
est un recouvrement de.X; en outre, P( x) est fini puisque O est ponc-
tuellement fini. Soit m = max P( x); on a donc x € W pour tous les A
d'un certain | €§ avec |J| =m; si p £] et K=Julul, donc |K| =
=m+1; la relation x eW;’j entrainerait x €N {W;\”'“] NeK}, ce qui
contredit la définition de m. Il en résulte que x € G] , ce qui prouve que
G= (G] )] ¢§ estunrecouvrement de X. Soit x € X et choisissons p €L

tel que x €W;’. Si G2 x, alors x e{Eu{W}l\]l | K&:]} ; donc, puisque
x GW;C WJ”, on a (LE] et GICWJ”CVP_: ceci prouve que § est
en effet un raffinement barycentrique de 0. Remarquons a présent que, si
J#K mais |J| =|K|=n, alois G;NGy=@; en effer, x€G NGy
et A €] - K entrainent x € Wi~ W%, ce qui est absurde. Si w< o , on a
G, = @ pour |J|> w; donc, d'aprés la remarque précédente, la relation
x €G] n'a lieu que pour tout au plus w parties | de £. Finalement,
I'ensemble X. = Ut G, | || =7} est réunion cl') ouverts G, disjoints deux

a deux, contenus chacun dans un Vy et X = U X]..
j=1

Nous étudierons a présent quelques propriétés homotopiques de la
catégorie. Rappelons que l'espace Y domine l'espace X s'il existe des
applications f: X-> Y et g: Y- X telles que la composition go [ soit

homotope & I'application identique de X (go /7™ 1 ); si, en outre,
fog™ 1y
ont dit que X et Y ont le méme type d'homotopie et que [, g sont des

équivalences homotopiques. Si V est un ouvert contractile dans Y,

-1
[ (V) estun ouvert contractile dans X donc :
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8 T. GANEA

1.4. PROPOSITION. Si Y domine X, catX ZcatY; si X et Y ontle
méme type d' homotopie, catX = catY.
Les bornes supérieures les plus pratiques pour le calcul de la caté-

gorie semblent étre données par les énoncés suivants :

1.5. THEOREME. Soit X un CW- complexe (p—1) - connexe (p 2 2) tel
que H_(X) soit libre et Hq(X) =0 pour g>r. Alors catX <r/p.

1.6. THEOREME. Soit X un CW- complexe (p—1) - connexe (p > 2) et
soit E I' ensemble des entiers q> 0 tels que Hq(X) +0. Si E est con-
tenu dans la réunion de k intervalles linéaires fermés, chacun de longueur
p—2, alors catX Lk, si Hr(X) est libre, ou r = mux E, le dernier in-

tervalle peut avoir la longueur p—1.

Le premier de ces énoncés est essentiellement di a Grossman
[ 20]. Le second [17 ] généralise un résultat de Eckmann-Hilton [ 11]
concernant le cas p = 2. Aucun de ces énoncés n'est un cas particulier de
I'autre; cependant, les deux résultent en appliquant le méme lemme & deux
filtrations différentes du complexe X . En outre, comme il a été fait dans
[17], on pourrait remplacer le symbole catX par CatX, ou CatX <k
signifie que X a le type d'homotopie d'un CW - complexe simplicial qui est
réunion de k+ 1 sous-complexes self- contractiles; évidemment, catX <
Cat X. Le théoréme 1.5 ainsi amélioré généralise la proposition 1.9 qui
suit, et l'amélioration n'est pas purement formelle : catX <1 si et seule-
ment si X est dominé par une suspension, CatX <1 si et seulement si X
a le type d' homotopie d' une suspension, et Berstein-Hilton [ 5] ont exhibé
un complexe fini X qui n'est homotopiquement équivalent & aucune sus-
pension bien que catX = 1.

Afin de démontrer les énoncés 1.5 et 1.6, soient K et A deux
espaces et h: K- A une application. On désigne par K i CK U—» SK la
suite obtenue en plongeant grace a l'inclusion € l'espace K comme base
dans le céne CK et en identifiant ensuite grice a l'application canonique
o cette base a un point afin d' obtenir la suspension SK. Le céne C, de

I'application b résulte du «mapping- cylindre» Z de b en identifiant le
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INVARIANTS DU TYPE D'HOMOTOPIE 9

4 T
sous- ensemble K de Z 2 un point; on a la suite A > C, > SK dans la-

quelle O plonge A de fagon évidente dans C, et 7 identifie a un point

le sous-ensemble A de C,. Il est géométriquement évident que

1.7. PROPOSITION. catC, <1+ catA.
Pour la catégorie (au sens d'Eilenberg- Mac Lane!) des espaces a
points- base, le lemme suivant a été obtenu indépendamment par Hilton

[24] et l'auteur [17 ] .

1.8. LEMME. Soit ( X, A) une CW- paire avec l'inclusion a: A - X, et
soient P etm): X » P l'espace quotient et I'application canonique obtenus
en identifiant @ un point le sous- ensemble A de X. Supposons que A soit
(m—1) - connexe (m 2> 2), que P soit (n—1)- connexe (n 2 2), que

H

n+m_1(P) soit libre et que Hq(P)ZO si g2 n+m. S'il existe un

CW- complexe K et une équivalence homotopique f.: SK » P, alors il
existe une application b : K> A et deux équivalences homotopiques g et

[y, avec [, >, telles que le diagramme

soit commutatif.

DEMONSTRATION. Introduisons le diagramme

X

>

A

lz‘ jlr

lf | Y p
K

@ K
e o
C

/

[
!

K SK

>

o Y={(x, A\)| n(x)=N(0)}cXxPl, r(x,\)=x, j(x) =(x,N)
avec >\x(t)=77(x) pour tout t€l, p =p avec p(x, AN)=N(I-t),
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10 T. GANEA

F = p—l(*) avec x = TJoa (A), et ou e est l'inclusion. On a roj = IX
et jov™1y,. Enoutre, p,oj =17, p, =T7or, et la seconde ligne est
une fibration. En remplagant s'il le faut f par une autre application qui lui
soit homotope, et puisque P est connexe par arcs, on peut admettre que
foOo 8(K)=x%. Puisque CK est contractile, I'application fo 0O est
homotope a une application constante et la propriété de relévement des
homotopies fournit une application Y telle que p oY = fo O . Soient i et

¢ les applications induites par j et \ respectivement.

Dansle diagramme commutatif

Ty 1(X) T (X, A) 5T (A) —> 71 (X) =71 (X, A)

’
*

. . . . -
T3 +1 Tq+1 ‘q Tq Tq (P

p'q est un isomorphisme pour tout ¢ > I. D'aprés [6, théoréme II], 7'

L (V)7 o (Y, F)_>77q(F)_>.77q(Y) —->7Tq(Y, F)

9
et donc 7"q est un monomorphisme pour g<n+m—-1 et un épimorphisme

pour g <n+m—-1. Il résulte du « lemme des cing» que z'q est un mono-
morphisme pour g<n+m—2 et un épimorphisme pour g < n+m-2. Puis-
que 7, comme j, est une inclusion on obtient

(2) 7Tq(F,A):O pour g Lnt+m=-2.

D'autre part, Hq(K):‘g Hq+1(SK) ~ Hq+1(P) donc, d'aprés nos hypo-
théses et la formule des coefficients universels,

(3) HY(K;,G)=0 pourtout G et ¢ > n+m~1.

D'aprés un cas particulier du théoréme de Pontrjagin- Postnikov [ 7, $107,
que l'on peut d'ailleurs prouver en construisant comme dans [1] (sans
coefficients locaux dans (3 ) car 771(F) =0/ ) une section dans un

certain fibré, il résulte de (2) et (3) qu'il existe des applications
(4) h:K>A e ¢ : K->F tellesque ¢ =¢et ¢, =ioh.

Puisque la paire (CK, K) a la propriété d'extension des homotopies, il

existe une homotopie ), - CK > Y telle que y =y et Y oe=eo®,.
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INVARIANTS DU TYPE D'HOMOTOPIE 11

D'aprés (4 ) il vient

(5) fol,zllo€=roeoiob:rojoaoh:aob.

Définissons a présent une homotopie d,: CK » P en posant
d,=p,o¥,, si 0<2ts1,
dl:p“_low,bl si 1£2tL2.

Puisque d,0 & (K) =%, par passage au quotient on obtient une homotopie

f,: SK> P telle que f, 00 =d,, d'ou

(6) /1oO‘=T)oro¢ll.

Puisque 0 (CK)=SK et [ o0 =poy=[o0 il résulte que / =/,

donc f, ~ f. Interprétons C, comme quotient de l'espace somme CKUA
obtenu en y identifiant €(k) et h( k) pour tout k € K. On peut alors
définir une application g: C, > X en posant g |A=a et g| CK =10 lﬁl;
ceci est loisible d'aprés ( 5) et, d'aprés (6), l'application g ainsi
définie rend le diagramme (1) commutatif. Evidemment, 7Tl(X) =0 et

d'apres [ 32, p. 319], on a ainsi 7,(C.)=0. D'aprés le «lemme des
cing» , g induit des isomorphismes de _.oupes d'homologie et puisque C,
a le type d'homotopie d'un CW- comptexe (choisir pour » une application
cellulaire! ), g est en effet une équivalence homotopique, et le lemme
est démontré.

Il est facile a prouver, et bien connu si dimX £ 2p—-1, que

1.9. PROPOSITION. Si X est un CW- complexe (p—1)- connexe (p > 2)
tel que H, p_i(X) soit libre et Hq(X) =0 si g2 2p, alors X ale type
d'bomotopie de la suspension d'un CW - complexe.

Passons enfin 4 la

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5. On peut admettre que le squelette
de dimension p—1 de X est réduit 4 un point. Si r<p, le résultat est
trivial. Supposons donc r > p et soit A le squelette de dimension r—p de
X, soit P l'espace quotient obtenu de X en identifiant A.a un point. On
a 7Tq(A)=O si g<p, Hr-—p(A) est libre, et Hq(A) =0 sig> r-p.

On peut donc admettre comme hypothése de récurrence que catA <(r—p) /p.

191



12 T. GANEA

En posant n = max( p, r-p+1), on a 7Tq(P) =0 si g<mn, Hn+p-1(P)
est libre, et Hq(P) =0 si g>2n+p. Puisque n+p-1<2n—~1, d'aprés
la proposition 1. 9, P a le type d'homotopie de la suspension d'un CW-
complexe K. D'aprés le lemme 1. 8 il existe une application »: K-> A
telle que X ait le type d'homotopie de C, donc, d'aprés la proposition

1.7, on a
r—p r
catX = cath S1+catAL]l+ — =,
14 v
DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6. Si k=1, l'énoncé résulte de
la proposition 1. 9, car la suspension d'un CW- complexe est toujours de
catégorie < 1. Supposons donc k 2 2 et soient |, les k intervalles dont
la réunion contient 1'ensemble E ={g> 0 | Hq(X) +0}. Avec r=maxE
on peut supposer que 7 € ], . Soit F = E-], et s=maxF, ona s 2 2.
D'aprés [30] il existe un CW- complexe simplement connexe A et une
application a . A-» X tels que a : Hq(A) AV Hq(X) pour g <s et
Hq(A) =0 pour g> s. Sans changer le type d"homotopie de X, on peut
supposer que a est une inclusion; soit alors P 1'espace quotient obtenu

en identifiant 3 un point le sous- complexe A de X. On a 7Tq(A) =0 si
g<p et
k-1
lg>0[H,(A) 40} =FC U J;
1=

on peut donc admettre comme hypothése de récurrence que catA S{k-1.
Soit n = minE f\]K; alors 7Tq(P) =0 pour g<mn, Hr(P) xHr(X)et
Hq( pP)

position 1.9 que P a le type d'homotopie de la suspension d'un CW-

1l

0 si g>r. Puisque r n+p~-1<2n-1, il résulte de la pro-

complexe K et, d'aprés le lemme 1.8, il existe une application h: K> A
telle que X ait le type d'homotopie de C, . D'aprés la proposition 1.7 on
a donc
catX = cath L1 +catAL1+(k=1) =k.
Rappelons a présent la borne inférieure classique de la catégorie:
1.10. THEOREME. Si catX = k-1, si R est un anneau commutatif, et
st u; € H* (X, R) avec dimu;> 0, alors u ;u. ..U uy =0.

1
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DEMONSTRATION. Soient Ul, cen Uk des ouverts contractiles dans X

et qui recouvrent X. Puisque Um est contractile dans X, dans la suite
H*(U,;R)eZH*(X; R)<=H*(X, U, ;R)
on a i* =0 en dimensions positives, donc u = j*(v ) pour un certain

v €H*X,U_;R). On a v,U...uv, eH*X,UU_;R)=0, donc

V...V =j*v,u...0v,) =0,

ot j désigne l'inclusion X » (X, U U,). Une autre démonstration résulte

des théoremes 2.17 et 2. 19 du deuxiéme chapitre.

On se propose d'étudier & présent quelques relations entre la caté-
gorie et le groupe fondamental d'un espace. Les résultats intermédiaires
que nous prouverons peuvent servir, parfois, i résoudre certains problémes
concernant les applications équivariantes d'espaces a opérateurs.

~
Soit (X, f) un revétement de l'espace X au sens de [8]: par
~
définition X est donc un espace connexe et localement connexe, / est une
~
application continue de X sur X, et tout point de X posséde un voisinage

~

U «revétu par (X, f)», i.e. tel que chacune des composantes connexes de
;l(U) soit topologiquement appliquée par f sur U; il en résulte facile-
ment que [ est un homéomorphisme local, donc que X aussi est connexe
et localement connexe. Désignons [14] par cat();, f) le plus petit des
entiers k > 0 tels que X puisse étre recouvert i)ar k+1 ouverts 4 com-
posantes revétues par ()?, f),; si de tels entiers n'existent pas, on pose
cat(;, /) = e . D'autre part, désignons par G(g, [) le groupe des homéo-
morphismes & de )ﬂ(’ sur )'2 tels que fo & = f; on prouve facilement que,
si fl et §2 de G(;,f) coi‘nciSent en un point, alors fl = fz; finale-
ment, on dit que le revétement (X, /) de X est régulier si pour toute paire
de points ;1 et 9?2 de )'2 telle que f(a?lz = /(;2)31 existe fEG()’(',f)
tel que 5(9?1) = 9?2 . Soient & présent (X, f) et (Y, g) des revétements
de X et Y, et soit ¢: X > Y une application continue. On dit que ¢ peut
étre « relevée» s'il existe P: ;-» ; telle que go $= Po f; si( ;’ g) est
rég\}_lier, tout autre relévement de ¢ a la forme 7)o C’ﬁ,”o& 7 parcourt

G(Y, g), et ¢ induit une classe d'homomorphismes G( X, [)» G(Y, g)
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~

qui différent I'un de 1'autre par des automorphismes intérieurs de G(Y, g):
il suffit, en effet, d'associer a tout £ € G(X,[) 1'élément NeEG(Y, g)

tel que No§ = Po&, ot § est'un des relévements de ¢.

1.11. PROPOSITION. Soient ().(., f) et (;’, g) des revétements réguliers
des espaces connexes, localement connexes, X et Y. Si @: X > Y peut
étre relevée et induit un monomorphisme de G(;(',/) dans G(;’, g),
alors cat(;,/) < cat( ;,g).

DEMONSTRATION. Supposons que les composantes connexes de 1'ouvert
VC Y soient revétues par (Y, g) et soit U une composante connexe de
/(U) ou U est une composante connexe de CP(V) D'aprés [ 8, p. 421
on a /(U) = U et [ est continue et ouverte. Pour prouver que [ est uni-
valente sur EI soient ;1 et x . de U tels que /(x )—/(x ); soit
au351 feG(X f) tel que f(x )— x .On a goﬂcp(xl) =go <P(x2) et
$( U) est contenu dans une composante connexe W de l'ensemble g'l(W),
ot W désigne la composante connexe de V qui contient ¢(U). Sur ‘;
I'application g est univalente par hypothése, donc I'élément de G( ;, g)
qui correspond & £ est l'application identique de ;’ Puisque ¢ induit
un monomorphisme, il vient £ = I, donc ;2 = ;1.

Nous utiliserons plus loin la version «dimensionnelle» suivante

du théoréme de Hurewicz [ 25, p. 219] :

1.12. LEMME. Soit K un CW- complexe simplicial connexe et Y un espace
connexe, localement connexe. Soient (K, f) et (Y, g) des revétements
réguliers de K et Y. Si m(Y)=0 pour 0 Li<dimK, tout homomor-

phisme ® : G(K, f)»G(Y, g) est induit par une application continue
Pp: K-Y.

DEMONSTRATION. Soit f I'ensemble des paires (H, $) telles que :
(7) H est un sous- complexe de K,
~ -1 iy
(ii) Pest une application continue de / (H) dans Y,

o -1 ~
(iii)la relation 7 0o @ = $ o £ a lieu sur f (H) pour tout &£ € G(K, /)
et n=0(E).
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Posons (H, $)< (L, LZ) si HCL et LZJ prolonge § . Soit a présent
{(Hy, Eﬁ)\)} une partie totalement ordonnée de F. Alors, H = UH, est un
sous-complexe de K et l'application §, définie par P }1(}1}\) = 5(57\,

ver1f1e la condition ( Zii ) sur /1(H) Pour prouver que CP est continue sur

~1
f (H), remarquons d'abord que § est évidemment continue sur f (O’) pour

tout sxmplexe ferme o de H. Cons1derons ensuite une partie GC f-(H)
telle que G(‘a/ (o) soit ouvert dans f(U) pour tout o de H. Soient
ace G U un voisinage ouvert de @ sur lequel [ est umvalente i;’ E] f\&
et W= f(W) Alors, W r\/'I(cf) est ouvert dans [(O') et WNn o l'est
dans tout o de H; vu la topologie faible de K, il en resulte que W est
ouvert dans H. Puisque [ est univalente sur L'; on a W Uf‘t f (W) ce
qui prouve que W est ouvert dans f (H), et la relation a € W C G montre
que G l'est aussi, ce qui prouve la continuité de $ sur f (H) Il en ré-
sulte que F est un ensemble ordonné inductif qui, d'aprés le lemme de
Zorn, admet un élément maximal (M, ,L'/:). Si M # K, il existe un simplexe
o de K tel que M Uo+ M. Fixons une composante connexe T de }1(0');
alors, 7':0.]‘1(M) et 7 sont homéomorphes par / a4 oNM et o. Puisque

oNM estun sous-complexe de o et que 7(Y)=0 pour 0 Li<dimo,

la restriction de [ a 'rn/ (M) admet un prolongement continu p sur 7.

Pour toute composante & de /1(0’) il existe £ € G(K, ) unique tel que
&= &(T); soit M=®(E&) et posons ¥ (x) =MNopPo& }x) pour tout
x €5, L'appllcatlon ¥ ainsi définie est continue sur toute composante de

f(U) donc sur f(O') dont les composantes sont relativement ouvertes

[8, p- 40-61] car o est localement connexe. Soit N =M Vo,

D(R)=f(5) siFel (M) et D(F)=5(5) si Fef(o);
alors (N, D) e et (N,7D) _}.:(M, /1) ce qui contredit la maximalité de
(M, /'l). Puisque I+ @ (prendre (o, ’?) €eF avec ,5 constante), on a
M = K et il ne reste qu'a poser 9=go o ;1.

A présent, soit X un espace connexe et localement connexe, et
soit (Ua)a.eA un recouvrement de X tel que U, soit ouvert, non vide, et

connexe pour tout a € A. Le nerf N de (U_) est le complexesimplicial

dont A est I'ensemble des sommets et dont les n-simplexes sont consti-
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tués par les parties finies (CLO yer @ )CTA telles que N Ua.# @ ;nous
munirons N de la topologie faible et remarquerons que N est clonnexe et
localement connexe. L'étoile Sta d'un sommet a est la réunicn des sim-
plexes ouverts qui ont a pour sommet. On appelle canonique toute appli-
cation ¢ : X » N telle que c—pl(Sta) CU, pour tout a € A; si X est para-
compact, il existe des applications canoniques et deux quelconques sont

homotopes [9; voir aussi C.H. Dowker, Amer. J. Math. 74 (1952) 555-
577 1; cependant, dans 1'énoncé qui suit on ne suppose pas que X soit

paracompact,
~

1.13. LEMME. Si ‘('X, [) est un revétement régulier de X tel que U, U Ug
soit revét'zi par (X, [) dés que u,nN U,B + @ alors N admet un revétement
régulier (N, g) tel que :

(i) il existe un isomorphisme ® : G()?, ) G(I’V-, g);

(ii) zoute~appjz'cation canonique ¢ : X » N se laisse relever a une

application ¢ : X > N et induit ®.

DEMONSTKATION. Pour tout a € A, soit (U )7\51 la famille des com-
posantes connexes de f (U,) indexée de fagon que U7‘ N Up' @siA¥ p.

Puisque le nombre cardinal des composantes de /1( U,) est le méme pour
tout a € A (c'est le nombre de feuillets de ()h(' ), on peut admettre
que l'ensemble L d'indices est mdependant de a. Soit N le nerf du re-
couvrement (U )(a N eAXL de X; N est un espace connexe et loca-
lement connexe. Si (a A ) .., (a A ) sont les sommets distincts
d'un simplexe de N alors N U ok =|: @, donc nu, # @ et les a;sont les
sommets d'un simplexe de N; en out)r\e on)\a a, # a; si i%j car a,=

a;=a entrainerait A # >\]., donc U’ ONUaJ = @. Il en résulte que 1'ap-
plication (a,A)-> a des sommets de N dans ceux de N se prolonge
linéairement A une application continue iimpliciale g: ['\J.‘—» N qui est un

homéomorphisme sur chaque simplexe de N. Prouvons que, si

a )

U:(ao,..., n

est un simplexe de N et si 5(37) € o, alors il existe un simplexe & de

N tel que y €5 et g(G) = 0. A cet effet, soit
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~

T=(( /BO,XO) yeens (,3m , >\m)) le simplexe minimal de N qui contient y.
Puisque g est simpliciale, le point g(y) est contenu & l'intérieur du sim-
plexe g(7 ), donc

g(T)YCo et (B, B)Cla, ..o, a);

puisque g est non-dégénérée sur chaque simplexe de N, les ,31. sont
< . S . ] —
distincts deux & deux; donc m < n et I'on peut admettre que 'Bi = a; pour
0 £7 < m. Puisque O est un simplexe de N, il existe
i=n
xe N Uy &
i=0 i
puisque 7 est un simplexe de N, on a
= m

7\1.:&
i0p Ve 79

- Ao
Soit x; = Uail N f(x) pour 0 _<__i_<_:n. Puisque « EUaoﬂ U"'i’ 1'en-
semble U"'ou U“i est revétu par (X, f) et, puisque

A A,
U"‘o N U“i +3,

I'ensemble U:\O U UZ? est contenu dans une composante connexe de
f—l( U“o U U“z’) Osur laqluelle [ est injective : il en résulte que :?1.: 92;?
pour 1 <i<m. A présent, choisissons des A €L tels que a?o €u, i
pour m+1~_<__ i £ n. Finalement, & =a_,A)) ..., (a , A )) estun sim-
plexe de N qui contient 7, donc y, et qui vé‘rifie g(G )= 0. En prenant

y = (ao,>\) avec un A € L arbitraire, on voit que g est surjective; en
outre, vu la topologie faible de N, il résulte facilement que g est une
application ouverte. Prouvons i présent que, pour tout (a, A) €A X L, g
applique topologiquement St(a, A) sur Sta . En effet, puisque g est
simpliciale, g(St(a,\))CSta . Si y eSta, alors y est situé a l'inté-
rieur d'un simplexe o de N dont @ est l'un des sommets; onag(a, ) =a
et, d'aprés la remarque précédente, il existe un simplexe & de 1'\; tel que

(a,N\) €5 et g(5)=0; puisque g est non-dégénérée sur &, ce der-

. . . . . ~ ~
nier contient dans son intérieur un point y tel que g(y) = y, donc

yeg(St(a, N)). Si y,,y, €St(a, ) vérifient g(y,)=g(y,) =y,
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alors il existe des simplexes
F=(ay, N, (e N )
et

T=By k) seeer (B iy
de N, dont (a, A) est 'un des sommets, et qui contiennent )'71 et )';zres-
pectivement dans leurs intérieurs. On peut admettre que a = ,30 =a et
ANy = Ky = A . Puisque g est simpliciale, y est situé a 1'intérieur de
g(5) et de g(T), donc g(&) = g(T) et, puisque g est non- dégénérée
sur G et T, il vient m =n et l'on peut admettie que a = ﬂ]. pour
0 <j<n. Puisque & et T sont des simplexes de N, on a
A

M.
vbnu 4@ e U?;f\Uaj’#QS;

a
]

il en résulte que U, UU, estrevétu par (X, ) ce qui entraine, visible-
] & o~ L ~ .

ment, >\,. =K On a donc 0 =7, d'od y, =y, . Afin de prouver que g

applique topologiquement St(a, A\) sur Sta il suffit & présent de rappeler

que g est continue et ouverte et que 1'étoile d'un sommet est un ouvert du

complexe. En outre, on a

;(Sta)= xUL St(a,N) et St(a,AN)ASt(a,p)=¢
€

si A4 u; en effet, la premiére relation résulte de ce que g(y) €0 en-
traine l'existence d'un 0>y avec g(0) =0, et la seconde de ce que

U)\f\ U’; = @. Puisque les St(a,\) sont ouverts et connexes,ils sont les

a
composantes connexes de gl(Sta), et (N, g) est en effet un revétement
de N.
Pour exhiber 1'isomorphisme @, remarquons d'abord que, si §€G()?,/),
alors f(UZ:) est une composante connexe de }1( Ua) donc il existe un

unique p € L tel que f(UZ:) = U'Z; on peut donc définir une application

\/J: G()?,/)XAXL-»L par §(U2)=Uf(f’a’)\)-

Pour tout £ € G( X, f) définissons I'application
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(Dé-l AXL—)AXL Paf (Df(ay}\):(a«al/}(f’a,}\))-

~

Si (a A ) . (a , N,) sont les sommets d'un simplexe de N, alors
NnE( U z) =|= @, donc ®§(a Ko) ey d)é-(an,}\n) sont aussi les som-
mets d'un simplexe de N, et l'application <I>§ CAXL-sA ><~L se pro-
longe linéairement 3 une application continue simpliciale de N dans N,
que nous désignerons toujours par <I)§ . Puis:;ue g est simplicialeet
go®§(a,>\)~: g(a,\), ona go<I)§ =g sur N. Si e est l'applicaiion
identique de X, alors (I)eest I'application identique de N. Si £,1€G(X, f)
et (a,\) €A X L, alors

96 11 () = m(UBE Py= g 1m HE ),

dOflC ‘7[’(7705"1’>\)=¢’(Uaav¢(f,a,>\)) et
®no¢§(a,>\)=® (a,Y(&,a,M)=(a,P(n, a, P&, a, )=

7)05 (a, ),
d'ou Q)n o®5 = @105 sur tout l'espace 1'\-1‘ Il en résﬁulte que tout (I)g est
un élément de G(N, g) et que l'application ® : G(X, f) > G(N, g) défi-
nie par (D(f) ~<I)f est un homomorphisme. Soxent a€EA et >\ meL;
puisque (X, f) est régulier il existe §€G(X f) tel que f(U )y=U
donc <I>5(a, A)=(a, i), ce qui prouve que (N, g) est régulier et que
® est surjectif. Si (Df(a,K) =(a,\N), alors Y (&, a,N)=AX donc
f(Ux) = UZ: et £= €, ce qui prouve que ® est un isomorphisme.
Soit enfin ¢: X -> N une application canonique et posons W

= ¢ (Sza), donc W, CU,, et W, —U7\n/ (W,); alors (W )(a N)eAXL
est un recouvrement ouvert de X Si x € W, alors ¢o /(x) €Sta etil
existe un unique y € St(a, \) tel que g(y) = @of(x). Si Tewh ﬂWB,
alors U N U"’ 4 @ dont il existe dans N un I-simplexe ((a, A), (3, K)
et St(a,N) mSt(,B,M) + @; on a aussi Qo f(x) €Stan Stf et, puisque
cette derniére intersection est en général vide ou connexe, Sta USt[3 est

~

revétu par (N, g). Il en résulte que
-1 - ~1 -
St(a,N)Ng oPof(x)=St(B, u)Ng o Pof(x)

et I'application §: X > N définie par
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-1 ~ . o~
G(%)=St{a, ) NngoPof(X) sixecWh

est umvoque puisqu'elle est continue sur chaque ouvert Wk elle est con-
tinue sur X . Evidemment, g0 & = 9o f. So1ent £e G(X f), ne G(N g)
et supposons que Po&= 7o §.Si x € W et £(x) €Wk, alors

$(x)est(a, N, no@(x)€St(a,p) et ®p(a,N)=(a,n);
il en résulte que n(a, A)=(a, n), d'oa 7 =<D§ ce qui prouve que l'ho-

. . . A ~ -
momorphisme induit par ¢ grice au relévement ¢ coincide avec ®.

1.14. REMARQUES. Avec les mémes notations , on pourrait encore prouver
par les mémes procédés que :

Si (&, g) est un revétement régulier de N, alors X admet un
revétement régulier (;, [) tel que :

(i) UaUU,B est revétu par (X, [) dé;s que UaFlUﬁ +3@;

(ii) il existe un isomorphisme ® : G( X, f) X G(N, g);

(iii) toute agpliiation canonique @: X » N se laisse relever en

une application $: X » N et induit ®.

Sous des hypothéses plus restrictives (N fini et toute réunion con-
nexe de trois ensembles du recouvrement contenue dans une partie simple-
ment connexe de X) des résultats apparentés a 1.13 et au précédent ont

é obtenus dans [ 33, p- 12217 .
On peut maintenant prouver la forme suivante [ 14 ] du théoréme de

Hurewicz [ 25 ] :

1.15. THEOREME. Soient (X, f) et (Y,p) des revétements réguliers
des espaces connexes, localement connexes, X et Y. Si X est para-
compact et si T (Y) =0 pour 0 £Li< Cat(X f), tout homomorphisme

H: G(X f)- G( Y p) est induit par une application continue b : X > Y.

DEMONSTRATION. Posons w = cat(X, f). Soit O un recouvrement loca-
le:nent fini de X par w+ 1 ouverts 4 composantes connexes revétues par
(X,f); si w<o la finitude locale est évidente, si @ = oo on l'obtient
par raffinement. D'aprés le lemme 1.3, O admet un raffinement barycen-
trique ouvert § d'ordre < w+1. Soit U= (U,) le recouvrement de X

constitué par les composantes connexes des ouverts de §. Puisque X
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est localement connexe, les U, sont ouverts; en outre, 'ordre de U est
évidemment < w+ 1, donc son nerf N est de dimension £ w.Si U N Uﬂ#QS,
alors U v Uﬁ est counexe et contenu dans un ouvert de (J et est donc
revétu par (X, /). Soient (N g) et @ G(X /)"'G(N g) lerevéte-
ment régulier et l'isomorphisme décrits dans le lemme 1.13. Puisque X
est paracompact, il existe [ voir C.H. Dowker, ‘Amer. ] Math. 74 (1952)
p- 5761 une application canonique ¢: X-> N et, d'aprés 1.13, elle
peut étre relevée de fagon a induire ®. Puisque dimN < w et 771.( ;) =0
0 £i<w, daprés le lemme 1.12, il existe une application y : N> Y

qui peut étre relevée de fagon a induire 1"homomorphisme
Ho® 1. G(N, g)>G(Y, p).

Evidemment, 1'application h =y o ®: X Y peut étre relevée de fagon
a induire 1'homomorphisme Ho® 1o ® = H.

Selon Fox [13] définissons & présent cat,X comme le plus petit
des entiers k& > 0 pour lesquels il existe des ouverts O dontla
réunion recouvre X et tels que toute courbe fermée de tout U, soit con-

tractible dans X. On prouve facilement que

~

1.16. PROPOSITION. Si (X, f) est un revétement de l'espace connexe
et localement connexe par arcs X tel que 7,(X) =0, alors cat()'z, f)=
= catlxl.

D'autre part, si X est connexe, localement connexe et localement
simplemex:t connexe par arcs, on peut identifier 7,(X) a G(X, f) pourvu
que 77,(X) =0, et cette identification est compatible avec les homomor-
phismes induits. On peut donc reformuler le théoréme 1.15 de la fagon

suivante

1.17. THEOREME. Soient X et Y des espaces connexes, localement
connexes et localement simplement connexes par arcs. Si X est para-
compact et si 7Ti(Y) =0 pour 2 Li< catIX, tout homomorphisme 7TI(X)-»
7T,(Y) estinduit par une application continue X » Y.

Remarquons que, avec cette interprétation, on a prouvé au cours

de la démonstration du théoréme 1. 15 la suivante :
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1.18. PROPOSITION. Si X est paracompact, connexe, localement con-
nexe et localement simplement connexe par arcs, alors cat X <k si et
seulement s'il existe un CW- complexe connexe L de dimension <k et

une application X » L qui induit un isomorphisme m(X)- 771(L ).

1.19. REMARQUE. Ces résultats permettent de donner une définition
«axiomatique» de la catégorie I- dimensionnelle qui prouve en méme
temps que le résultat 1. 17 est, en un sens, le meilleur possible. Consi-
dérons, en effet, toutes les fonctions «w & valeurs entiéres < oo et défi-
nies pour tout espace X telles que :

(a) w(X) =0 entraine 771(X) =0

(b) w(X) =1 entraine que 771(X) est libre,

(c) w(X) rend le théoréme 1. 17 vrai pour tout espace Y.

Evidemment, cat  vérifie les conditions (a) et (c); puisque.le groupe

fondamental d'un 1graphe est libre, cat vérifie aussi la condition (b).
Prouvons que cat,X < w(X) pour tout espace X et toute fonction w.
En effet, si w(X)=20, on a 771(X)=0 et cat1X=0. Si w(X)=1,
7T1(X) est libre, il existe un graphe L avec U (L)",\;WI(X), on a
dimL =1 donc cat, L = 1; puisque L est asphérique il existe X - L
induisant un isomorphisme de groupes fondamentaux donc, finalement,
cat X £ 1. Enfin, supposons que w(X)=n22. Le n- squelette ¥ du
CW- complexe asphérique de groupe fondamental 771(X) vérifie 7Ti( Y)=0
pour 2 <i<n; d'aprés 1.17 avec w(X) au lieu de cat X, il existe

X > Y induisant 771(X)x 771(Y), donc
caZIXicatiY LdimY =n=w(X).

Nous nous proposons maintenant d'utiliser les résultats précédents
pour le calcul de la catégorie d'un CW- complexe asphérique K(77, 1) en
fonction de son groupe fondamental 77 . Remarquons d'abord que le revé-
tement simplement connexe de K(7, 1) est contractile d'ou, d'aprés

1. 16 :

1.20. PROPOSITION. catK(7, 1) = cat ([K(, 1).
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s

Pour tout groupe 77 définissons i présent la dimension algébrique

et désignons par alg dim 7 le plus petit des entiers n > 0 tels que
Hi(m, A)=0

pour tout 77- module A et tout g>n,; si de tels entiers n'existent pas,
on pose alg dim7 = = . Rappelons que la cohomologie de K(77, 1) a coef-
ficients locaux s'identifie & la cohomologie du groupe 77 & coefficients
dans la catégorie des 77- modules. Le résultat suivant est di a Eilenberg

et a l'auteur [12] :

1.21. THEOREME. On a catK(m, 1) = alg dimT sauf peut- étre dans le

cas catK(m, 1) =2 et alg dim 7w =1.

DEMONSTRATION. Soit K un CW- complexe connexe, K" son n- sque-
lette, et supposons n 2 2. Un calcul classique d'obstructions a coeffi-
cients locaux montre 1'équivalence des affirmations suivantes :

(i)HY(K, A) =0 pour tout systéme de coefficients locaux A sur
K et tout g>'n;

(ii)Il existe une application continue f: K K" telle que jo 1,
ot j: K" » K désigne I'inclusion.

Supposons alg dimT =n 2 2. En posant K = K(7, 1) et en iden-
tifiant HY(K, A) a HY(m, A), D'implication (7)=>'(i/) montre que K
est dominé par K", donc cat K(7, 1) £ catK" £ dimK" = n.

Supposons catK(7, 1) =n 2 2. L'inclusion j induit un isomor-
phisme 7'1 : 771(1(") > 771(K). Puisque cath L catK et 7Tt.(K") =0
pour 2 <i<n, d'aprés 1.17 il existe f: K- K" induisant I'homomor-
phisme 7"11 : WI(K) > 771(1(”). Il en résulte que jo [ induit l'isomor-
phisme identique de 7,(K), donc, puisque K est asphérique, jo [ I,
et I'implification (i) => (i) montre que alg dim7 < n.

Finalement, si catK(7, 1) =1 alors 7 est libre et, classique-
ment, alg dimm = 1.

Le cas critique catK(7, 1) =2 et algdimm = 1 est équivalent

a l'existence d'un groupe non libre 77 tel que, dans toute suite exacte

14

0 A —3E—>7T ——1,
r
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dans laquelle A est commutatif, il existe un homomorphisme r tel que
por=1id; on ignore si de tels groupes existent.

Remarquons la conséquence suivante
1.22. COROLLAIRE. Si X est une variété close de dimension n telle
que T (X) $0 et m,(X) =0 pour 2 <i<'n, alors cat X = catX = n.
En outre si 7Tl(X) a un élément a'.'ordre fini, alors TTI(X) est nécessai-
rement fini.
DEMONSTRATION. Supposons d'abotd que 77 (X) soit infini. Alors le
revétement s1mplement connexe X de X est une vaneté ouverte de dimen-
sion n, donc H (X)-O pour g > n, pulsque e (X) =0 pour 0 Li<n,
d'aprés le theoreme de Hurewicz, on a 771(X) = 0_pour tout 7 2 0.1l en

résulte que X est asphérique, donc

n2catX = cat1X = algdim 7TI(X) >n
car H"(X,Z,)# 0. Supposons a présent que 77,( X) ait un élément d'or-
dre fini b, et désignons par Q le groupe cyclique d'ordre ». Rappelons

que, O opérant trivialement sur Z, on a
H29%Y 0, 7)=0 et H29(Q, Z) % 0 pour taut g > I ;
en outre, on sait que si Q est un sous- groupe de 77 on a
algdim Q £ algdim 7
ce que l'on peut d'ailleurs prouver géométriquement & l'aide des résul-
tats précédents. Le groupe cyclique Q vérifie algdim Q = oo; il en résul-

te que 771( X) est fini, sinon X serait asphérique et 1'on aurait
cat X = algdim Wl(X) 2 algdim Q = oo,

ce qui est absurde vu que dimX = n. Soit K =K(Q, 1) et K9 le sque-
lette de K. Puisque 77,(X) =0 pour 2 <i<n, d'aprés 1.17, il existe

¢: K" > X induisant le monomorphisme Q - 7,(X), etdonc
arlK" Scat X ScatX Sn.

Le corollaire sera donc entiérement prouvé si I'on montre que Cath" 2 n.

L'inclusion j, 7" K29 K induit un monomorphisme
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H?9(Q,Z)»H?9(K?, Z),
si cat1K2q<2q, alors 1. 17 fournit
Wy K295 k2971

. . . 2 2g-1 —
tel que ]2q-1°¢272q’ ce qui est absurde car H°9(K°97% 7Z)=0.
On a donc

2
cat K 1> 2gq
et aussi
2g-1
cat K 7% > 2g~1
car calleq ﬁ_1+cat1K2q'1.
D'autres résultats concernant la catégorie des variétés ont été

obtenus par I. Berstein [ C. R. Sc. Paris, 246 (1958), 362- 364 ] .

2. La nilpotence des espaces de lacets et la conilpotence des suspensions.
On considére des espaces topologiques arbitraires munis de points-
base, désignés toujours par *; toutes les applications et homotopies res-
pectent les points- base.
L'espace ()X des lacets de X est muni d'une structure de H - es-
pace par la donnée des applications
p: QX X QX 0X et v QX OX
définies par
w,(2t) si 0<2t21,
/U“( wl ’ (1)2 = .
a)2(2t—1) si 1 £2t£2,
et
v(w)(t)=w(l-t) si 0LtZ1.
La suspension %X sur X, espace quotient de [ X X obtenu en
identifiant a un point la partie (I X *)y(0 X X)u(l X X) de I XX,
est munie d'une structure de H'- espace, le dual au sens d'Eckmann-

Hilton [ 10 ] d'un H - espace, par la donnée des applications
o: ZX>XZXVIX et 7: TX3X

définies par
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((2t, x), *) si 0<2t<1,
o(t,x):{ .
(*, (2t-1,x)) si 1<2t£2,

et
T(t, x)=(1-¢,x) si 0LtZ1,
ou A VB désigne I'espace somme avec points-base identifiés.
L'ensemble 7 (X, {Y) des classes d'homotopie d'applications

X > 1Y est munie d'une structure de groupe en posant

A
frilgl ={x S5 XxxX ﬁg_,QYxQY._”_,QY}

et

/

(1t ={x 230y _" 30v},

ou {f} désigne la classe d'homotopie de I'application f.
De méme , l'ensemble 7 (XX, Y) est muni d'une structure de

groupe en posant

o fVe v
ffile) ={ZX— 3 3XVEX —5 Y VY — Y}

et

-1 T /
{17 =X —s X —>vi,
ot V est définie par V(y, *) =V (*, y)=y.

Il existe un isomorphisme naturel
d: T (X, Y)xm(X, QY)
défini par
Of{/} =1{g} avec g(x)(t)=[(t, x).
En outre, on sait que les deux structures de groupe définiescomme plus

haut dans!'ensemble 7 (3 X, (1Y) coincident et sont commutatives.

2.1. DEFINITION. Le commutateur ¢, de poids 1 de OX  est I'appli-
cation identique 1: QX QX,; le commutateur ¢, de poids k 2 2 de

QX est I'application composée
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Py X1
(AX*=(Qx)Ftxax 1 QxxQx _*oax,

ou ¢ désigne la composition

A 12 x »? pX ©
(0X)2 — (QX)2 X (QX) 2% (QX) 2 X (0X)2—S0XXQAX0X.
On désigne par nil X la classe de nilpotence de (}X, i.e. le plus petit
des entiers k 2.0 tels que ¢, , ,>0; s'il n'existe aucun entier k 20

tel que ¢, . >0, on pose nilX = o.

2.2. DEFINITION. Le cocommutateur \y; de poids 1 de ZX est I'appli-
cation identique 1: 23X » 32X, le cocommutateur Lﬁk de poids k > 2 de

3 X est I'application composée

V1
ks x)="*k" 1(2X)VEX<—-—-— zxvzx“”_zx

od Y désigne la composition

oV o
2(2X)e—2(2X)V (2X) 21V ”(EX)VQ(EX).__..zxvzxﬁzx.

On désigne par conil X la classe de conilpotence de 3 X, i.e. le plus
petit des entiers k 2 0 tels que ¢k+120" s'il n’existe aucun entier
k20 tel que Y, . 0, onpose conil X =oo.

Evidemment, ni/X et conil X sont des invariants du type d"homo-

topie basée de 1'espace X.

2.3. PROPOSITION. Pour tout espace Y on a
nil Y = supnilm (X, Y),
on nil T désignela classe de nilpotence du groupe T et X parcourt « tous»
les espaces topolog iques.
En effet, le groupe m(Z X, Y) est isomorphe a 77( X, 1Y) et le
commutateur de k éléments quelconques {/1.} de 7(X, Q1Y) est repré-

senté par la composition

A foXe X, ?,
X > xk ! >(Qy)  —— ,Qv.

Il s'ensuit que nil7(2X, Y) < nilY. Réciproquement, supposons que
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nilm (X, QQY) £ k-1 pour tout espace X. Posons X = (Q Y)Ie et dési-
gnons par p: (QY)*5 QY lai- éme projection. La composition

A b X Xp,
(QY)* —— (QY))F ———(Qv)*

coincide avec l'application identique de ({2 Y)®. Il en résulte que

Pp=Ppol(pyx... xpk)oA
et cette derniére composition représente le commutateur des %k éléments

{pi} de 7 ((Q Y)k, 1Y), qui est trivial par hypothése. De méme :

2.4. PROPOSITION. Pour tout espace X on a
conil X = supnilm (X, QY),
oa Y parcourt « tous » les espaces topologiques.

On appellera fibratio? toute suite F_n, E p_,,B d'espaces et d'ap-
plications telle que F= p (*), m désigne I'inclusion et p ait la pro-
priété de relévement des homotopies de tout X dans B qui conservent les
points- base. On appellera cofibration toute suite A ;X .._n‘,P d'espaces
et d'applications telle que P soit 1'espace quotient obtenu & partir de X
en identifiant la partie a(A) a un point, que 7) soit 1'application cano-
nique, et que a ait la propriété d'abaissement (extension) des homoto-
pies qui conservent les points-base de A dans tout Y. On peut prouver
que, si B est 0- connexe, l'application p est surjective et que, sans

hypothése supplémentaire, a est injective.

L7 b ) . . .
2.5. THEOREME. Si F__3 E —sB est une fibration, nil F < 1+nilE.
DEMONSTRATION. Posons 7 (D, R)= ﬂ(EnD, R) ou Zn désignela
suspension n fois itérée. En tant que généralisation de la suite d'homo-
topie d'une fibration, pour tout espace X on a la suite exacte

b, 3 M, b,
=T, (X, B) =7 (X, F) —7 (X, E)——>Tr1(x, B)

avec la propriété [ 22, p. 22] que 97,(X, B) est contenu dans le cen-

tre de 77,( X, F). 1l en résulte que nilT (X, F) < 1+nilm (X, Eetle
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théoréme découle a présent de la proposition 2.3.

Un raisonnement similaire conduit 2 la

n 4 . . ,
2.6. PROPOSITION. Si F—»E —» B est une fibration et si 1~ 0, on
a nil E < nil B.
Dualement, en utilisant la suite généralisée de cohomologie[ 22,

p- 251

a* ) n* a*
. — 7T2(A: Y)—‘é’n‘l(Pr Y) ———)WI(X, Y)

>7T1(A, Y)
a n .
d'une cofibration A.—s X —s P, on obtient :
2.7. THEOREME. Si A > X > P est une cofibration, conilP £ 1+ conilX.

a n s
2.8. PROPOSITION. Si A—5 X —» P est une cofibration et si M0,

conil X £ conil A.

Soient a présent Xi (1 £i £ r) des espaces arbitraires munis de

points- base et désignons par T = T(X, ..., X,) la partie de X X XX
constituée par les points dont l'une au moins des coordonnées est égale
au point- base rexpectif. Désignons par X, #... #X_ et par

b, Xy X XXf—» Xl#"'#xr

I'espace quotient et 1'application canonique obtenus en identifiant T A un
point. Si X, =... =X =X, on désignera X #...#X par x et,

parfois, p_ simplement par p.

2.9. LEMME. Soient X, (1 <i <r) des complexes finis munis de points-
base et soit X un espace arbitraire. A toute suite d'applications

f.: X.»0X

2 1

correspond une application F . X#..#X »>X telle que le diagramme

/1X' ><fr
X, X X X, SOX X... xQx
b, ¢,
F”
X, #ooo #X, > Qx
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soit homotopiquement commutatif. La classe d’homotopie de F_ est uni-
quement déterminée par les classes des [, et, en particulier, F 0 si
P,of X Xf, 0.

DEMONSTRATION. On a (f, X[, )(X VX,)C QX VQX et, d'aprés
[42, 2.4], I'application ¢, | QXV QX est homotope a l'application
constante. La CW- paire (X, X X,, X, VX,) posséde la propriété d'ex-
tension des homotopies et il en résulte une homotopie 5, X XX, Qx

telle que
h,=%,0(f X[,) et b1(X1VX2)=bt(*)=* .
Puisque p, est une identification, il existe une application

F,: X, #X,»0X
telle que F,op, = h,. Le cas général r 2 2 s'obtient par induction en
remarquant que la compacité des X, entraine l'associativité de 1'opération
#, i.e. X Fee #Xr est canoniquement homéomorphe a ((Xl# X2 Y#. ) # Xr'

I'unicité de { F } résulte de ce que, selon[32, Sitze 14, 16],
pF (X b kX, QX)X X, .. XX, QX)
est un monomorphisme.

Pour tout espace X définissons a présent W- longX comme le
plus petit des entiers k& > 0 tels que [al, el ak+1] =0 pour tout
a; €77q'(X), q; 2 1, s'il n"existe aucun tel entier k, on pose W-/ongX Zeo .

1
Ici, [OL1 seees O +1] désigne le produit itéré de Whitehead, défini par

la,] =ajela,...;a, 1=lla,...; a,1,a, ;7.
2.10. THEOREME. W- Jong X < nil X.

DEMONSTRATION. Soit §? la g- sphére. Considérons 1'isomorphisme
canonique § : 'nq(X) g?fq_l(\QX) et, par abus de langage, désignons
par S 1'application

1]

-1
s, ax

£

qui représente 1'élément Saiewq _4(0X). On a $™4 ST=smtn o
R
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d'aprés le lemme 2.9, il existe une application F qui rend le diagramme

1Sa.1><.. .XSak+1

-—-1 -
s s x sTR+1 30X X...x0QX
Pr+1 Pr+1

homotopiquement commutatif. Par application répétée d'un résultat clas-
sique de Samelson [ 34 ], valable aussi pour ¢, > 1[30, Proposition 1],
on obtient

S[all"" a’k+1] = B{F} (s: i1)‘
on {F} désigne 1'élément de 7 (X ) déterminé

Ty +. .. +qp, k=1
par l'application F. Si nilX = k, alors ¢, , ;™0 et, d'aprés le lemme

2.9, F~0, i.e. { F} =0 donc, puisque S est un isomorphisme,
[al,..., ak+1] =0.
Le théoréme 2.10 contient comme cas particulier le résultat sui-
vant dont la démonstration directe est immédiate
2.11. PROPOSITION. nilwl(X) <nilX.
Des bornes supérieures de l'invariant ni/ X ainsi que certains
exemples seront donnés dans le chapitre suivant.

La suite de ce chapitre est consacrée a une étude détaillée de la

classe de conilpotence d'une suspension.

Soit k& 2 I un entier et désignons par fi: SX-kSx I'applica-
tion qui plonge 3 X comme i- éme terme dans ¥3 X, I <7 < k. L'homéo-
morphisme canonique & : ¥3 X » S(*X), défini par

6(*)"'$ (t, x)r ¢ e ey *)=(l: (*;-'-: Xiyeoo, *)),
induit un isomorphisme
6,: (X, FEx)xnm(2x, 2(kx)

et @*ffi} ={Eji}, on j,: X kx plonge X comme i- éme terme dans

kx . La composition des deux derniéres fleches de la suite
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Wy /v..-v /k A
Sx_ ksx ! koks x)___ ks x

gst égale a l'application identique de kS X; la composition des trois flé-
ches est donc égale a t,//k. D'autre part, cette composition représente le
commutateur des k& éléments {[l} dans le groupe 7 (¥ X, kS X). Finale-
ment, en introduisant I'isomorphisme @ : 7 (XX, E(kX)),’}; 77 (X, QE(kX)),

on obtient
o6, (Y, =000, 11/}, ., 1/} =@UZj}, ., [27,}] =
=[0{Zj,},..., 0{Zj,}].

Par ailleurs, en désignant par e . *X » Q3 (*X) le plongement cano-
nique défini par e(y)(t) =(t, y), on apergoit facilement que ®{X;.}=
={eo jl.} . Puisque l'application constante représente 1'élément neutre

des groupes considérés, on a la

2.12. PROPOSITION. ConilX < k—1 si et seulement si la composition

A Jy X Xy Jk ¥,
XXt o (hxF Q3 Ex) a3 kx)
est homotope a I'application constante.
On a déja utilisé plus haut (lemme 2.9) la remarque [ 42, 2.4 ] que
¢, | QX vQX 0. Sile point-base de (JX est non- dégénéré (au sens de
[ 32, Hilfsatz 14]), ce qui‘est toujours le cas si X est un CW- com-

plexe, on peut prouver plus[3, 6.9] :

2.13. PROPOSITION. Si le point-base de ()X est non-dégénéré, pour
tout k 2 1 il existe une homotopie bt : (QX)]e + QX telle que
b=, et b (T)=h(%)=%,

ot T désigne le sous- ensemble de (QX)* constitué des points dont I'une
au moins des coordonnées est égale au point- base.

Remarquons encore qu'il est facile & prouver que, si le point-base
de X est non-dégénéré, il en est de méme des points- base de Ex, S(*x),
et O3S (*x). Si, dans 'espace (23 ( kx )% on identifie le sous- ensem-
ble T a un point on obtient l'espace quotient (23 ( kx )R e I'appli-
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cation canonique p,, et en utilisant la proposition 2.13, on obtient une

application ¥, qui rend le diagramme

P
(QS(kx ) —— 5 03(*x)

pkl /'
(QS (*x )% Yk

homotopiquement commutatif.

2.14. THEOREME. Si X est un CW- complexe connexe, on a conil X £
cat X.

DEMONSTRATION. G.W. Whitehead [40] a remarqué que, si X est un
CW - complexe connexe, on a catX < k-1 si et seulement s'il existe une
application f: X > T telle que jof™~A ou j: T x* est I'inclusion.

Evidemment, si une telle application existe, la composition

A P
XXk Tk xR

est homotope a 1'application constante. A présent, 1'énoncé résulte immé-

diatement de la commutativité homotopique du diagramme

A j1><...><jk ok P
XXt L (AR L (QS(Rx PS03 (kX))
lt’k lf’k ) ka
SRS k)
Yow 't & (k)RS (Qz(kt())(k)/ Yk

et de la proposition 2. 12.

2.15. REMARQUE. Soit Y le complexe obtenu en enlevant une 3- cellule
ouverte d'un espace de Poincaré, i.e. d'une variété close non simplement
connexe qui est une 3- sphére homologique. Puisque Y n'est pas con-
tractile, il résulte de[18, th. 1.1] que catX > n si X = Y”. D'autre
part, 3 X est simplement connexe et acyclique, donc contractile, donc

conil X = 0.
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2.16. LEMME. Si X est un CW- complexe connexe, conilX < k-1 si et
. . E PR (k) € (k)
seulement si la composition X —s X~ ———= X — 03 (Xx'"®’) est bo-

motope a l'application constante.

DEMONST RATION. Remarquons d'abord que toute application f: A » (1B
peut s'étendre 2 une application g: Q3 A » (0B. En effet, en désignant
par p: 2B B I'application définie par p(t, w) =w(t), on prend

pour g la composition

Q 3y Qp
Q24— 5 O3O0B—0B

et 1'on vérifie aisément que goe =/, o e: A~ (13X A désigne le plon-

gement canonique. Introduisons a présent le diagramme commutatif

k . .
A Proeolj X . Xj,)
X — o xk ;QE(kX)

by d r

X(k). € ‘QE(X(k))

dans lequel d est obtenue grace i la remarque précédente. D'aprés le
théoréme de Hilton-Milnor [ 21; 28; 2], il existe une application r telle
que rod”™ 1. Il en résulte que la composition horizontale est homotope
a I'application constante si et seulement si e o Pyo A~0, etlénoncé

résulte de la proposition 2.12.

2.17. THEOREME. Soit X un CW- complexe connexe et R un anneau
commutatif. Si u; EH*(X,; R), dim u; >0, et conilX £ k-1, alors
Uy V.U oy =0.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que tout élément k- décompo-
sable par le cup-produit se trouve dans (pk oA)*H*(X(k),‘ R) et que
e*: H*(QZ(X(k)); R)> H*(X(k),' R) est un épimorphisme (pour le voir,

passer a la suspension de e/ ). Donc, si e op, oA™~0, ona

(eopkoA)*=O et 2, U...U u, =0.

Remarquons encore que le lemme 2. 16 est équivalent au
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2.18. THEOREME. Si X est un CW- complexe connexe, conilX < k-1

si et seulement si la composition

3 A s
Sx——usixk) 2Pk s x(,

est homotope a I'application constante.

Dans [5], Berstein et Hilton ont défini wcatX (la catégorie
faible de X) comme-le plus petit des entiers k£ > 0 tels que la compo-
sition

14
X A xk+1 k'HrX(k-H)

soit homotope a I'application constante. En utilisant la définition de la

catégorie due 3 G.W. Whitehead [40] et le théoréme 2. 18 on obtient la

2.19. PROPOSITION. Si X est un CW- complexe connexe, on a

conil XL wcatX L catX.

Nous nous proposons a présent d'étudier les cas ol ces inégalités

deviennent nécessairement des égalités.

2.20. THEOREME. Soit X un CW- complexe (n~1)- connexe (n > 1) et
supposons conil X L k-1 (k>21). Si dimX £2kn-2, alors wcatX <
k-1, si dimX X (k+1)n-2, alors catX < k-1.

DEMONSTRATION. Rappelons que I'application
S:7m(X,Y)sm(2X,2Y)

est biunivoque si Y est (g—1)- connexe et dimX <2g-2, Puisque X
est (n—1)- connexe, X est (kn-1) - connexe; posons Y = x (k) et
g =kn. Puisque conilX < k-1, d'aprés le.théoréme 2. 18 1'application
2(ppol): X S(X )y est homotope a I'application constante et
d'aprés la remarque précédente, il en est de méme de I'application by o A,
i.e. wcatX £ k—1. Supposons 2 présent que dimX L (k+1)n=-2. Si
n = 1 le résultat est trivial car il est classique que dimX < k-1 entraine
catX £ k-1. On peut donc admettre que n > 2 .Grice a une équivalence

homotopique e I'espace x* se plonge dans un espace W, fibré par une
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application p sur X(k), et le diagramme

. pk
T _oxt ax (¥)
a’l eJ Il
ARG LN, a0

dans lequel F est la fibre de p, i l'application d'inclusion et 4 est in-
duite par e, est commutatif. Si k& =1, alors ¥ X est contractible et,
puisque 7 > 2, X Il'est aussi. On peut donc admettre k£ > 2 et 1'on a
kn -2 > n—-1; la suite d'homotopie de la fibration F -» W » X (%) montre
alors que F est (n—1)- connexe. Puisque x () est (kn-1)- connexe,

le théoréme de Serre [ 35] entraine que b, Hq(W, F)> Hq(X(k), *)
est un monomorphisme, pour g<n+kn = (k+1)n et un épimorphisme pour
q £ (k+1)n. D'autre part, on sait que (pk)*: Hq(Xk, T)-» Hq(X(k) , ¥
est un isomorphisme pour tout g > 0. Dés lors, le lemme des cinq appli-

qué au diagramme commutatif

H oo (XMl (X% T) ol (T) 5 H (X*)—ai_(XP T)

N\

d Hq(X(k), *)

*

Ho Y (W) —sH 4 (W, F)—sH (F) —sH (W) —>H (W, F)

montre que d* est un isomorphisme pour g< (k+1)n-1. Puisque T est
aussi simplement connexe, il résulte du théoréme de Whitehead que dq :
77q(T) > Wq(F)»- est un monomorphisme pour g<(k+1)n-2 et un épi-

morphisme pour ¢< (k+1)n-1, donc 7Tq(F, T)=0 pour g £(k+1)n-2.
D'apres la premiére partie, déja prouvée, du théoréme on a wcatX < k-1,
donc p, 0o A™0. Il en résulte poeolA ™0 et il existe donc une appli-
cation [: X F telle que iof~eol. Puisque dimX < (k+1)n-2 et
7Tq(F, T)=0pour g L(k+1)n=-2, il existe g: X » T telle que do g ~/.

Dés lors,

eo]'og_"‘_iodog:l'ofzé’oA
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et puisque e est une équivalence homotopique, jo g~ A i.e., d'aprés la
définition de la catégorie due 4 G. W. Whitehead [40], catX <k-1.
Nous dirons que X X est homotopiquement commutative si €0 O ™~ O

ot 0: X3 XVZIX désigne la comultiplication et
g: IXxIX>ZXxXX
I'application définie par
e(y,*)=(*,y), e(*, y)=(y, *).

2.21. LEMME. X X est homotopiquement commutative si et seulement si

conil X < 1.

DEMONSTRATION. On vérifie aisément que €000 7=(T VT)o0o. En
outre, selon la définition de la structure de groupe de 7 (2 X, 2 X V X X),

on a
Y, 1=l(TVvT)ool{(1VI)ool={ecooT}{(IVI)oo}=
={eoo it {o}.
Il en résulte que ¢2 ~ 0 sietseulementsi {eco}={c}.

En posant k£ =2 dans le théoréme 2.20 et en utilisant le lemme

2.21, on obtient le

2.22. COROLLAIRE. Soit X un CW- complexe (n—1)- connexe (n 2 1)
de dimension < 3n-~2. Si la suspension X X est homotopiquement commu-
tative, alors catX < 1.

Ce dernier résultat peut étre interprété comme le dual, au sens de
Eckmann et Hilton, d'un théoréme récent de M. Sugawara[39]: Si X est
un CW- complexe (n—1)- connexe, si 7Tq(X) =0 pour qg> 3n-2 etsi
QX est homotopiquement commutatif, alors X posséde une multiplication
continue dont le point- base est I'élément neutre.

En effet, X posséde une telle multiplication si et seulement si il

existe une application (1 qui rende le diagramme

XVX__ 1 XxxX
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homotopiquement commutatif. D'autre part, selon la définition de la caté-
gorie donnée par G.W. Whitehead [40], on a catX <1 si et seulement

s'il existe une application o qui rende le diagramme

XX X0 X X

A o

homotopiquement commutatif.

3. La cocatégorie.

La principale difficulté qui se présente lorsqu'on essaye de définir
une notion qui soit la duale, au sens d'Eckmann-Hilton [ 10], de la caté-
gorie de Lusternik- Schnirelmann est due & ce que 1'on ignore si la notion
de recouvrement ouvert admet un dual. Dés lors afin de trouver le dual de
la catégorie, on est conduit a introduire un nouvel invariant, la catégorie
inductive, qui est essentiellement équivalent & la catégorie classique et
dont la définition, tout en évitant 1'emploi de la notion de recouvrement, se
laisse parfaitement dualiser.

Sauf mention contraire, tous les espaces considérés seront munis
de points-base et toutes les applications continues ainsi que toutes les
homotopies respecteront les points-base. On dit que P domine Y s'il
existe des applications f: Y » P et g: P Y telles que go f2 1, (I'ap-
plication identique de Y). Rappelons qu'on appelle cofibration toute suite
A l: X A P d'espaces et d'applications o P est I'espace quotient obtenu
de X en identifiant a(A) a un point, 7) est l'application canonique, et
a a la propriété d'extension des homotopies, i.e. pour tout espace E,
toute homotopie bt : A > E et toute application £ - X » E telle que ko a =
= b il existeune homotopie k,: X » E telle que k£ =k et kt° a=h,.
On peut prouver que a est injective; d'ailleurs, dans ce qui suit, on
pourrait toujours remplacer A par a(A) et a par l'inclusion de a(A)
dans X.

La catégorie inductive indcatY d'un espace topologique Y est
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I'entier non- négatif donné par la suivante

3.1. DEFINITION. indcatY =0 si et seulement si Y est contractile;
indcatY <n+1 si et seulement s'il existe une cofibration A » X » P telle
que P domine Y et indcatX < n. On pose indcatY =n s'il est vrai que
indcatY <n mais faux que indcatY <n-1. Si pour tout n >0 il est
faux que indcatY < n, on pose indcatY = o .

On propose de comparer la catégorie inductive a la catégorie clas-

sique.

3.2. LEMME. Si Y estun CW- complexe simplicial connexe, alors
indcatY < caty.

En outre, si 1 X catY <o, il existe une CW- paire simpliciale (X, A)
telle que X soit connexe, catX < catY-1, et l'espace quotient X/A

obtenu de X en identifiant A & un point domine Y.

DEMONSTRATION. Si catY =0, alors Y est «librement» (i.e. avec
point- base mobile) contractile; il résulte de [32, (A) et(E), p. 333]
que Y est aussi contractile rel. * (i.e. avec point-base fixe), donc,
indcat Y = 0. Supposons A présent que le lemme ait été démorntré pour tout
CW - complexe simplicial de catégorie <n et supposons catY =n+1.
Dans une sous-division assez fine de Y, il existe alors des sous-com-

plexes Y, librement contractiles dans Y et tels que

Y=YOU...U YnUYn+1.

Puisque Y est connexe, on peut évidemment supposer que le point-base
de Y est contenu dans chacun des Y. Soit R le CW- complexe simpli-
cial connexe obtenu en attachant & Y un céne (non-réduit) [ Yi sur chacun

des Y;; ona donc

R=TY u..v Ty vly eel'Y.0OTY.=Y.NY,.
o n n z ] 1 ]

+1

Puisque les Yi sont librement contractiles dans Y, l'inclusion Yl.—» Y
peut évidemment étre prolongée a I Y,; il en résulte que Y est rétracte

de R. Donc, muni du méme point-base * que son sous-complexe Y,
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R domine Y. Puisque FYn+1 est librement contractile en soi, il ré-
sulte de [43, théoréme 12] que R et le CW- complexe P =R /I’ Y, 4y
ont le méme type d'homotopie libre; les deux étant connexes, il résulte
de [32,(A)et(E), p. 333] qu'ils ont aussi le méme type d'homotopie

«basée» . Soit a présent

X:FYOU...UFYn et A=XhI_'Yn+1.

On a *€ ACX et I'on prend * comme point-base dans A et X. Evidem-
ment, X est un sous- complexe de R et l'inclusion X » R induit un homéo-
morphisme de X/A sur P. Par transitivité, il résulte que X /A domine
Y.

Puisque la CW- paire simpliciale (X, A) a la propriété d'exten-

sion des homotopies libres, donc aussi de celles basées, la suite
A->X->X/A

est une cofibration et, selon 3.1, on a indcatY £ 1+indcatX.

Puisque chaque céne FYI. est connexe et * € Y, pour tout 7, le
CW- complexe simplicial X est connexe. En outre, puisque chaque céne
I_'Yl. est librement contractile en soi, on voit facilement que catX < n

- et, d'aprés I'hypothése de récurrence, on a indcatX < n, donc

indcatY £ 1+n =catV,

ce qui prouve le lemme.

Dans 1'énoncé suivant W- catyY désillgne la catégorie au sens de
G.W. Whitehead [40] de l'espace Y, elle est égale au plus petit des
entiers n 2 0 pour lesquels il existe des sous- ensembles arbitraires B,CY
et des homotopies bi D YXIsY, 0£i<n, tels que Y = BO U... U Bn,
hi(y, 0)=yet h(B;X1)=h,(* t)="%*, .

3.3. LEMME. Pour tout espace Y ona W- catY < indcaty.
DEMONSTRATION. Si indcatY =0, alors Y est contractile et
W-catY = 0.

Supposons le lemme démontré pour tout espace de catégorie inductive < 7.

. e M
Supposons que indcatY = n+1 et soit A » X > P une cofibration telle
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que P domine Y et indcatX =n. D'aprés [32, Satz 2, p. 306] P ale
type d'homotopie de l'espace Q = X U CA obtenu en attachant 2 X un
cone (réduit) sui le sous- ensemble A C X. Il en résulte que Q domine Y
et W-catY £ W-catQ. D'autre part, d'aprés 1'hypothése de récurrence
on a W-catX £n et il existe des sous- ensembles At.C X et des homo-

topiesh X X 1> X, 0 <iZ<m, tels que

X=Aou...uAn, hi(x,0)=x et bi(AiXI):bi(*’t) =*,

D'aprés [ 32, Hilfssatz 6, p. 308 ], la paire (Q, X) a la propriété d'ex-
tension des homotopies et il en résulte l'existence de n+1 homotopies
H;: OQX1»Q telles que H;(q,0)=gq et H(A;X 1)=H,(*, t)="*.
Finalement, puisque la paire (X, A) a aussi la propriété d'extension des
homotopies, d'aprés [ 32, Hilfssatz 4, p. 306] il existe une homotopie
H,,,:9XI>Q telle que H  .(q,0)=q, et H , (CAXI) =
=H, ,,(* t)=%*. L'existence et les propriétés des n»+2 homotopies
Ho se.., H_ . prouve donc, en effet, que W-catQ <n+1 et le lemme
est prouvé.

A présent, soit f: Y » X une application continue arbitraire. On
définit catf comme le plus petit des entiers n > 0 pour lesquels il existe
des ouverts V, tels que Y = Vou...uV, et Ia Vz.':O. Introduisons

aussi la catégorie inductive d'une application par la

3.4. DEFINITION. Indcat{ est le plus petit des entiers n 2 0 pour lesquels
il existe un espace Z et des applications ¢: Z>X et y: Y > Z tels
que indcatZ = n et f= QoY side tels entiers n"exz'stent pas, on pose
indcat| = oo .

3.5. THEOREME. Si Y a le type d'homotopie d'un CW - complexe con-

nexe, alors catY = indcatY. Si X et Y ont tous deux les types d'homo-

topie de CW- complexes connexes, alors catf = indcat| pour toute appli-

cation f: Y » X.

DEMONSTRATION. Si L est un CW- complexe connexe, on a W.catL =

=catL. De méme, tout CW- complexe connexe a le type d'homotopie
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d'un CW- complexe connexe simplicial. Puisque la catégorie inductive
d'un espace est un invariant de son type d'homotopie, la premiére partie
du théoré me résulte des remarques précédentes et des lemmes 3.2 et 3. 3.

Supposons a présent que indcatf='n et soit K un CW- complexe
connexe qui domine X grice a4 deux applications a: X»Ket 8: K> X
telle que Boar Iy . Selon la définition 3.4 il existe un espace Z et
deux applications ¢: Z> X et Y: Y»Z tels que indcatZ =n et [=
=¢@oy . Il résulte du lemme 3.3 que W-catZ <n et on voit facilement
que cela entraine l'existence de sous-ensembles B,C Y et d;homotopies

h;: YXI>Z, 0%iZn, tels que Y=BOU...U B, et
hi(y, 0)=yY(y), hy(B;X1)=h,(* t)="%*.

Introduisons les homotopies k;= ao@obh,;: Y X1+ K et soit N un voi-

sinage de * dans K contractile dans K. Alors, l'ensemble
Vi={y €Y | hy(y, 1) EN}

est ouvert dans Y, il contient B;, et ao f1 Vi est librement homotope a
une application constante. Il en résulte que cataof<n. Il est clair
que catBoaofSlcataof et, puisque Boaof™f, alors que la caté-
gorie d'une application ne dépend que de sa classe d'homotopie, on a
finalement catf < n.

Réciproquement, supposons que catf <n et soit K un CW- com-
plexe connexe simplicial qui domine Y grace a deux aéplications a: Y»K
et B: K> Y telles que Soa™~1,. Ona catf o8 < catf et, dans une
sous- division assez fine de K, on trouve facilement des sous- complexes
K;, 02i<n, telsque K=K, uU...U K_ et [oB]|K;~0 (librement).
Soit R le CW- complexe simplicial connexe obtenu en attachant & K un

cbéne (non- réduit) I_‘Kl. sur chaque Ki; on a donc

R=TK u... 'K eeT'K.NT'K.=K.NnK..
o n ? 7 1 7

Choisissons le point * € K comme point-base de R et soit §: K- R
l'inclusion. Evidemment, [o 8| K, se prolonge &2 I'K,; ceci fournit une

application g: R X telle que g0 & = f o 3. D'autre part, on voit faci-
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lement que catR < n et, d'aprés le lemme 3.2, on obtient ind catR < n.

Il en résulte facilement que indcatgo & o a <n. En outre, on a

goboa=foBoa et foPBoan]
on peut facilement prouver (et 1'on prouvera de fagon détaillée le dual) que

la catégorie inductive dépend uniquement de la classe d"homotopie d'une

application et ceci termine la démonstration du théoréme.

3.6. REMARQUE. Il est facile de prouver par récurrence que indcatY = o
si Y est non- connexe. De méme, toute catégorie « basée» , raisonnable-
ment définie, comme par exemple la W- catégorie, est infinie pour des
espaces non- connexes. De cette fagon la premiére partie du théoréme 3.5

vaut aussi pour des espaces non connexes.

Dans le cadre de la dualité d'Eckmann- Hilton le dual d'une cofibra-
tion est une fibration, c' est- a- dire une suite F e E ?, B d'espaces et
d'applications, o F = p (*) 7 est l'mcluswn, et p a la propriété de
relévement des homotopies, i.e. pour tout espace X, toute homotopie
h,: X B et toute application k£ : X~ E telle que pok = b, il existe
une homotopie kl : X>E avec k =k et p okt =b,. Il est évident que
la définition 3.1 se laisse parfaitement dualiser et, vu le théoréme 3.5,
on peut affirmer que le dual de la catégorie de Lusternik- Schnirelmann est

la cocatégorie donnée parla suivante

3.7. DEFINITION. cocatX =0 si et seulement si I'espace X est con-
tractile; cocatX < n+ 1 si et seulement s'il existe une fibration F» E» B
telle que F domine X et cocatE <n. On pose cocatX = n s'il est vrai
que cocatX S n, mais faux que cocatX < n-1. Si pour tout n > 0 il est
faux que cocatX < n, on pose cocatX = oo .

Evidemment

3.8. PROPOSITION. Si Y domine X, cocatX £ cocatY; si X et Y ont

le méme type d'homotopie (basée! ), cocatX = cocaty.

Interprétons i présent lapropriété cocat X < 1.
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3.9. THEOREME. cocatX <1 si et seulement si Xest dominé par Q3 X.

DEMONSTRATION. Considérons la fibration Q2 X » 63 X >3 X, ou 62X
désigne 1'espace des chemins dans la suspension X X qui commencent au
point-base. Puisque &Z X est contractile on a cocat&3 X =0, donc
cocat X <1 si X est dominé par (13 X. Réciproquement, supposons que
cocatX £1 et soit F» E - B une fibration telle que F domine X et
cocatE = 0. Alors E est contractile et F a le type d'homotopie de (1B.
Il existe donc des applications ¢: X > (OB et y: (B> X telles que
Yo @ 1,. Soit e: X~ 13 X le plongement défini par e(x)(t)=(t, x)
et soit p : (0B > B la projection définie par p(t, @) = w(t). La com-
position
Qe Rp
x—s05x — % 0508 —50B Yix
est égale 3 Yo ¢ ce quiprouve que, en effet, (13 X domine X.

On a déja remarqué que les diagrammes

X VX X xxx__ % x

Nt N

sont duaux; le premier exprime le fait que W-catX <1 ce qui, tout au
moins, si X est un CW- complexe connexe, est équivalent & catX < 1;
le second exprime le fait que X posséde une multiplication continue dont

le point- base est élément neutre homotopique.

3.10. PROPOSITION. Si cocatX <1, alors X posséde une multiplica-
tion continue dont le point- base est élément neutre homotopique, récipro-
quement, si X est un CW- complexe dénombrable et posséde une multi-
plication continue dont le point- base est élément neutre homotopique,

alors cocatX < 1.

DEMONSTRATION. Soit g la multiplication dans QX X. Si cocatX <1,
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alors il existe des applications @: X » Q3 X et Y: QX » X telles que
Yoo 1, et la multiplication dans X est donnée par la composition

X
xxx_ 2 asxxasx Aasxtax.

La réciproque résulte de ce que, dans les conditions de I'énoncé, X est
rétracte du produit réduit infini de James qui, on sait, est homotopique-
ment équivalent 3 Q3 X.

Soit & présent X  une famille quelconque d'espaces topologiques

et soit Hxa son produit cartésien. On prouve facilement que

3.11. PrOPOSITION. cocatllX = supcocatX.

Désignons par yX I'espace des applications continues de X dans
Y qui respectent les points- base, muni de la topologie de la convergence
compacte. Si *€ ACX et *€ BCY, on désigne par (Y, B)X:4) e
sous- espace des applications (X, A)> (Y, B). On prend 1'application

constante comme point- base dans tout espace de fonctions.

3.12. THEOREME. Soit Y un espace arbitraire. Si K est un CW- com-
plexe comnexe, on a cocat YK L catK; si K est un espace séparé loca-

lement compact, on a cocat YK < cocatY.

DEMONSTRATION. L'espace Y étant fixé, le type d'homotopie de YK
ne dépend que du type d'homotopie de l'espace ‘K, pour prouver la pre-
miére partie de 1'énoncé on peut donc supposer que K est un CW- complexe
connexe simplicial. -

Si catK =0, alors K est librement contractile donc, d'aprés
[32, (A) et (E), p. 333], K est aussi contractile rel. * ce qui,
évidemment, entraine que cocat YK =o. Supposons a présent que catK =
=n+1. D'aprés le lemme 3.2 il existe une CW- paire simpliciale (X, A)
telle que X/A domine K, X est connexe, et catX <n.

La suite

n P
(v, )Xo A " yX " y4,
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od 7 est l'inclusion et p(f) =[] A, est une fibration. En etfet, soit E
un espace arbitraire et soit h - E X [ » YA et b E» YX des applications

telles que
b(*, t)=%*, k(*)="*, et (pok)(e)=h(e, 0)

pour tout e € E. Prenons (*, 0) comme point-base dans X X 0, A X],
et X X I. Puisque A est un CW- complexe et [ est séparé compact,
d'apres [ 31, lemme 3 et théoréme 4] 1'application 5’ : E - yAXT  gefi-
nie par b'(e)(a, t) =h(e, t)(a) est continue. En outre, pour tout e €E,
on peut définir une application continue ®(e): AXITUXX0>Y en

posant
D(e)(a,t)=hb'"(e)(a, t) eeD(e)(x, 0)=k(e)(x).

Il en résulte une application @ : E » yAXTUXX0 450t on constate la

continuité de la fagon suivante : si
®(e)e(C, V)={f]|f(CIcV}
avec C compact dans A X JUX X 0 et V ouvert dans Y, alors

b'(e) €(C,, V) et k(e)€e(C,, V)

C,=CN(AXI) et C,Xx0=CN(XX0),

puisque b’ et k sont continues, il existe des voisinages N, et N, de e
dans E tels que b'(Nl)C(Cl, V) et k(NQ)C(CQ, V), il s'ensuit que
N=N,n N, estun voisinage de e dans E tel que ®(N)C(C, V).

Ensuite, pour toute CW- paire (X, A) il existe une rétraction
r: XXI-AXJuXXO0

et I'application r*: yAXTUXX0 | yX XTI gefinie par r*(f)=for est

continue. L'application H: E X I » YX définie par

H(e, t)(x)=(r*o®)(e)(x, t)

est continue et satisfait

H(*, t)=*, H(e,0)=k(e), poH=h.
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Puisque, évidemment, (Y, *)(X' A) = [;1(*), la suite introdujte plus
haut est en effet une fibration. Puisque X est un CW- complexe connexe
simplicial de catégorie < n, on peut admettre comme hypothése de récur-
rence que cocat YX < n. De méme puisque K est dominé par X/A, YK

YX/4 et la relation cocat YK <n+1 sera établie pourvu

est dominé par
que 1'on exhibe un homéomorphisme de YX/4 sur (Y, *)(X,A) A cet
effet, soit ¢: (X, A)-»(X/A,*) l'application canonique. L'application
¥ : yX/74, (Y, *)(X' A) est continue et bijective. Soit Y = ( qo*)’l.
On peut considérer X/A comme un CW- complexe [43, p. 237 ], ce qui
entraine que tout compact CC X /A est contenu dans un sous- complexe
fini qui est image par ¢ d'un sous- complexe fini de X : il existe donc un

compact DC X tel que ¢(D) = C. Soit V un ouvert quelconque de Y.
Si ge(Y,*)YXoA) et f=yY(g)e(C, V), alors

g€(D, V) ey (D, V)n(y, *YX:Aec(c, v)

de sorte que |y est continue et @* est un homéomorphisme.

La seconde partie du théoréme se démontre par récurrence sur 1'en-
tier cocatY en utilisant le fait que,si F-» E » B est une fibration, il en
est de méme de la suite FX 5 EX 5 BX.

Soit a présent K(X) le polytope singulier de 1'espace X et soit
k: K(X)- X 1'application canonique qui induit une bijection T (K(X)) X
770(X) et des isomorphismes 7Tq(K(X), a) 7Tq(X, k(a)) pour tout
a€K(X) et tout g > 1; 7, désigne comme d'habitude l'ensemble des
composantes connexes par arcs. On peut prendre pour K(X) la réalisa-
tion géométrique |S(X )| du complexe singulier de X [27] , ou bien le
polytope singulier de X défini dans [44, chap. V] . Il existe dans
K(X) une unique 0- cellule e® telle que k(e®) =* et l'on prendra e°

comme point- base de K(X).

3. 13. PROPOSITION. cocatK(X) £ cocatX.

DEMONSTRATION. Si cocatX =0, alors X est contractile; il en est
de méme de K(X) et cocatK(X) =0. Supposons a présent que 3. 13 soit

vraie pour tout espace de cocatégorie < n et supposons cocatX = n+ I .
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Il existe une fibration, représentée par la premiére ligne du diagramme

g 7 JE b g
; k T k
K(p)
P 8| K(E)—=K(B)
R e 7 4 o g

telle que F domine X et cocatE =n. Alors K(F) domine K(X) et,
selon I'hypothése de récurrence, cocatK(E) < n.

D'aprés [44, chap. V], il existe une application cellulaire
K(p) qui rend commutatif ie trapéze supérieur. D'aprés [43, $81], son
« mapping» - cylindre réduit C est un CW- complexe dans lequel K(E)
et K(B) se trouvent plongés de fagon évidente. La rétraction o de C
sur K(B) est une équivalence homotopique de sorte que k o © induit des
isomorphismes de groupes d'homotopie en toutes dimensions 2 0. Soit Z
I'espace des chemins A dans C qui commencent dans le sous- complexe
K(E) de C, et soit R le sous- espace constitué par les A € Z qui finis-
sent au point- base de C. Soit € I'inclusion et définissons d par d(\) =
= A(1). Classiquement, la ligne inférieure du diagramme est une fibra-
tion. Définissons o par 0 (A) = A(0) et définissons une homotopie
bl . Z->K(B) par bi(K) = p(A(t)). Alors, o est une équivalence
homotopique et h,=K(ploo, b = po d. Puisque la ligne supérieure
du diagramme est une fibration, la propriété de relévement des homotopies
fournit une application ® homotope & ko 0 et telle que po® = (ko 0)o d.
A son tour, l'application ® induit une application ¢ telle que Mo 9=

=® o & . Nous allons prouver que ¢ induit des isomorphismes

?,: 77q(R, r)xﬂq(F, 9(r))

pour tout r € R et tout g 2 0, la considération de points arbitraires r € R
est imposée par le fait que R et F ne sont pas nécessairement connexes.

Introduisons le diagramme :
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p q+ 1 % 3 n q b q %
Ty s (B P oy (B, *)s7 (F, 9(r)) T (E, 9(r))—> (B, *)

o) i)
g+1 (kop)q+1 ch q (kop)q

d e d
Z, © ! C, * ° 1 e C,*
(Z, (r))-—>77q+1( \ )-»Wq(R, r).—->77q(Z. (r))—>7fq( ,*)

7Tq+ 1
En premier lieu, puisque ® ~ ko0 tandis que O est une équivalence
homotopique et % induit des isomorphismes de groupes d'homotopie en
toutes dimensions 2 0, <I>q est un isomorphisme pour tout g 2 0. D'autre
part, (ko ,O)q est aussi un isomorphisme pour tout ¢ 2 0. Puisque les
lignes du diagramme proviennent de fibrations, elles sont exactes et le
« lemme des cing» entraine que ¢, estun isomorphisme pour tout g > I
Il reste a prouver que ¢ _ est une bijection. Pour g = 0 les lignes sont
exactes en ce sens que les 77, ont des « éléments neutres» , désignés par
0 et représentés par les composantes des points- base, et pour lesquels
on a la propriété image = noyau. Afin de prouver que ¢_ est surjective,
soit [ un élément arbitraire de 7TO(F). Puisque (I)o est une bijection,
il existe a € 7TO(Z) avec (Do( a)= ”r]o(ﬁ). Par commutativité et exac-
titude, il résulte (ko ,O)o o do( a)=0 et, puisque (ko ,O)O est une
bijection, do(a) = 0. Il existe donc o, €7TO(R) avec So(al) =a. En

choisissant r €a,, on obtient 7 _(£B)=0 et il existe B €7 (B, *)

1’
avec 3(51)= B . Puisque (ko p), est un isomorphisme, il existe

a, €m(C, *) avec (k°'0)1(a2)='81 et par commutativité on a

¢,09(a,)=/[. Afin de prouver que ¢ _ est injective, soient a et
a, deux éléments de 7TO(R) tels que <Po(0.0) = CPO(OLI). Choisissons
rea . On a (I)oo So(al) =(I)oo 8o(ao) donc, puisque (I)O est bijec-
tive, & (a )= e _(a ).Puisque € (a )=0, il existe un élément
a, €7m,(C, *) avec 3(a2)= a,.
= Cpo(a,l)=0 et il existe ,36771(E, @(r)) avec pl(ﬂ)Z(ko,O)i(az).

Puisque <I)1 est un isomorphisme, il existe a, 6771(2, e (r)) avec

Il en résulte que ao(kop)l(a2) =

4)1(“3):/@‘ On obtient (kop)!odl(a3)=p1(,3)et, puisque(ko,o)l

2
= a_. Il ne nous reste qu'a remarquer a présent que, d'aprés [2917,

est un isomorphisme, dl(as)za donc a1=aod1(a3)=0, i. e.

%y
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R a le type d'homotopie d'un CW- complexe donc, puisque Cpq est un
isomorphisme pour tout ¢ >0, R ale type d'homotopie de K( F). Puis-
que ce dernier domine K(X), il en est de méme de R. En outre, puis-
que O est une équivalence homotopique, on a cocatZ = cocatK(E); la
derniére est < n et l'on obtient finalement cocatK(X) <n+1, ce qui
prouve la proposition 3. 13.

Etudions a présent la fagon dont se comporte la cocatégorie lorsque
I'on tue des groupes d'homotopie d'un espace. On sait que, pour tout
espace 0- connexe X et tout n > 1, il existe un espace (X, n) et une
application p: (X, n)» X avec 7Tq(X, n)=0sig<net pq: 7Tq(X, n)xﬁq(X)
si g2 n. Egalement, il existe un espace (7, X) et une application
i: Xs(n, X) avec 7Tq(n, X)=0 si g>2n et jq: ﬁq(X)qu(n, X)
si g<n. Lorsque X a le type d'homotopie d'un CW- complexe, il est
loisible d'admettre que (X, n) et (n, X) ont aussi les types d'homo-
topie de CW- complexes; leurs types d'homotopie sont alors uniquement

déterminés par celui de X et l'entier n

3. 14. THEOREME. Soit X un CW- complexe connexe. Alors, pour tout

n21ona cocat(X, n) £ cocatX et cocat(n, X) £ cocatX.

DEMONSTRATION. Si cocatX =0, alors X est contractile et il en est
de méme de (X, n) et (n, X). Supposons le théoréme vrai pour tout CW -
complexe connexe de cocatégorie < m et supposons cocatX = m+ 1. Soit
0 2 Y » B une fibration telle que O domine X et cocatY =m. Soit

¢
R » Z » K(B), la fibration obtenue en remplagant 'application

K(,C")o: K(Y) = K(B),
par une projection d'espace fibré qui lui soit homotopiquement équivalente;
ici K désigne le « foncteur polytope singulier» et l;indice 0 désigne la
restriction a la composante connexe du point- base. On voit facilement

qu'il existe une application r: R-» Q qui, d'aprés le lemme des cinq,

induit des isomorphismes

(1) rq:Wq(R)xTrq(Q) pour tout g > 1,
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Soit C un revétement connexe de K(B)o tel que 771(C) soit isomorphi-
quement appliqué sur le sous- groupe 5[/1771(2) de 771(K(B)o) par la
projection f: C-» K(B)_ . Puisque Z a le type d'homotopie d'un CW-
complexe connexe, le principe de monodromie fournit une application
g: Z-»C telle que fog=1 . Soit Ti W Z C la fibration obtenue en
remplagant g par une projection d'espace fibré qui lui soit homotopique-
ment équivalente. Il existe une application ¢: T R qui, vu que f, est

injective, incuit des isomorphismes

(2) L, Wq(T)qu(R) pour tout g 2 I.

Pour la méme raison et puisque f1771(C) = L/JIWI(Z), I'homomorphisme
Yyt 771(W)->7TI(C) est surjectif. Il en résulte que dans 7Tn(C) le

sous- groupe
(3) Y, 7T”(W) est stable par les opérateurs de 7T,_(C).

Introduisons le diagramme

o A
U s (W, n) —>D
lb ‘Lp l d

e y
T - W 5 C
Y | | .

T n

Ve a(n, W)ee—0nu s E

L'espace E et l'inclusion e résultent en attachant des cellules & C de

sorte que

e, TTq(C);:;Wq(E) st g<n, 7Tq(E)=O si g>mn,

et que la suite

‘yﬂ eﬂ
soit exacte; d'aprés [41, th. 2.10. 1] cela est possible en vertu de
(3). L'espace D et I'application d sont déterminés de sorte que 7Tq(D) =0
si g<n, d_: Wn(D)&"}’an(W), d - 7Tq(D),':;7T (C) si g>n.

n 9
Puisque W a le type d'homotopie d'un CW- complexe connexe il en est de
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méme, selon nos conventions, de (W, n) et (n, W) et l'on peut trouver
des applications A\ et p qui rendent la partie droite du diagramme homo-
topiquement commutative. Sans changer les types d'homotopie de (W, =)
et (n, W) on peut supposer que A\ et (. sont des fibrations avec U et V
comme fibres et 0, T comme inclusions. Ensuite, grace a la propriété
de relévement des homotopies on peut modifier les applications p etj
dansleurs classes d*homotopie de fagon que la partie droite du diagramme
devienne strictement commutative. Cela fait, p et j induisent des appli-
cations b et k, quirendent la partie gauche du diagramme commutative.

En passant aux groupes d'homotopies et en utilisant le lemme des cinq on

obtient
(4) Wq(U)=O si g< n, bq:Wq(U)g’qu(T) si g2mn,
(5) 7Tq(V)=0 si g2mn, kq:ﬁq(T)qu(V) si g< n.

Puisque X est un CW- complexe connexe qui est dominé par Q, X est
aussi dominé par K(Q) . Puisque Y, est surjective et W est 0- con-
nexe, T est0- connexe et, d'aprés (1)et(2), K( Q)o a le type d'ho-
motopie de K(T). Il résulte de (4) que (K(T), n) a le type d"homotopie
de K(U), tandis que (5) entraine que (n, K(T)) a le type d'homotopie
de K(V). Puisque (X, n) et (n, X) ont les types d;homotopie de CW -
complexes, il résulte aisément que (X, n) et (n, X) sont dominés par
K(U) et K(V) respectivement. Puisque W, comme Z, a le type d'ho-
motopie de K( Y ), et puisque la composante du point- base dans un CW-

complexe est un rétracte du complexe, d'aprés 3. 13 on a
cocatW = cocatK(Y)(') < cocatK(Y) £ cocatY =m.

Puisque W a le type d'homotopie d'un CW - complexe connexe, 1*hypothése

de récurrence entraine que
cocat(W, n) £m et cocat(n, W) <m.
A nouveau d'aprés 3. 13, il vient
cocatK(U) £ cocatU <m+1, cocatK(V) £ cocatV £m+1

ce qui, évidemment, entraine le résultat désiré.
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En prenant » = 2 on obtient le

~

3.15. COROLLAIRE. Le revétement simplement connexe X d'un CW -
~
complexe connexe X satisfait cocatX < cocatX.

Nous nous proposons maintenant de donner des bornes inférieures
et supérieures pour la cocatégorie en fonction des invariants homotopiques
classiques d'un espace. Remarquons d'abord que, si Y domine X, ona
nil X -< nil Y, résultat d'ailleurs contenu dans la proposition 2. 6. Grace

a cette remarque et aux théorémes 2. 5 et 2. 10 on obtient facilement les

deux énoncés suivants :
3.16. THEOREME. nil X < cocatX.
3. 17. corROLLAIRE. W- longX £ cocatX.

3.18. REMARQUE. Nous allons construire ici un espace X tel que
nil X < cocat X, afin de prouver que l'inégalité stricte peut se présenter
dans le th¢oréme 3. 16. L'espace X résulte[3,3. 10] en attachant des
cellules a Il'espace projectif complexe M de dimension complexe 2 de
fagon a tuer ses groupes d'homotopie en dimensions > 6. En désignant
par S51a 5- sphére, on a Wq(M)x Wq(Ss) si g 2 3. Puisque le groupe
7Tq(S5) est fini si g > 6, il résulte de [36] que X a la cohomologie
rationnelle de M, d'aprés le théoreme de Hopf il résulte que X ne peut
avoir une multiplication continue avec élément neutre homotopique et donc,
d'aprés 3. 10, cocatX > 2. ‘Afin de prouver que #nil/X < I, remarquons
qu'il existe une fibration F 2 Xp-> B telle que F ait le type (Z, 5) et
B le type (Z, 2), ici, Z désigne le groupe des entiers et un espace a
le type (Z, g) si ses groupes d'homotopie sont nuls sauf en dimension g¢
ou l'on a Z. Introduisonsle diagramme

Q7 §2p

QF Qx - (OB

"
¢ Px Py

; Qp x Q
Ox#Oxe AxxQx X apxag
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ol ¢ désigne l'application commutateur et j 'application canonique.

L'application 7y est fournie par la remarque qui suit la proposition 2. 13
et le triangle inférieur est commutatif. Puisque ()p est un homomorphisme
de H- espaces, le carré a droite est commutatif et, puisque B est un H -

espace, l'application ¢ est homotope a I'application constante. Il en
résulte que l'application {)p oY o;j est aussi homotope a 1'application
constante et, d'aprés [ 32, Satz 14] , 1'application (lp oy est déja elle-
méme homotope 2 l'applicatién constante. La propriété de relévement des
homotopies fournit 3 présent une application & qui rend le triangle supé-
rieur homotopiquement commutatif. On a 7, ({1X)Xx Z et 7Tq(QX) =0
pour g =2, 3, de sorte que Hq(QX,' Z)=0 pour g =2, 3; d'aprés
le théoréme de Kiinneth il résulte Hq(QX# QX,;, Z)=0 pour g=3, 4 e,
d'aprés la formule des coefficients universels, HYQXx#QX; Z)=0.

Puisque (JF a le type (Z, 4) et, d'aprés [29, théorémes 3 et 2],

QX# QX ale type d'homotopie d'un CW- complexe, 1'application & est
homotope a I'application constante. Il en résulte que ¢, est aussi homo-

tope a I'application constante, donc nilX < 1.

Un autre exemple a été donné par Stasheff [ 38 ] qui a prouvé que
I'espace des lacets de l'espace projectif complexe de dimension complexe
3 est homotopiquement commutatif. Cependant le premier exemple présente
I'avantage de prouver que le théoréme de Sugawara [39 ] mentionné i la
fin du chapitre précédent est le meilleur possible.

Cependant la cocatégorie est en effet égale 4 la classe de nilpo-
tence de l;espace des lacets d'un espace asphérique, ainsi que le montre

1'énoncé suivant :

3.19. THEOREME. Si X est un CW- complexe connexe asphérique avec

groupe fondamental 7, on a nilmT = nil X = cocatX.

DEMONSTRATION. On a nil7m £ nil X £ cocat X. Prouvons que cocatX <
nil T par récurrence suivant un procédé di a Hilton [ 23, théoréme 5.3] .
Soit Te)=T e Teivg)= [ iy 7] pour i 21, oa [A, B] désigne

'lb“l

le sous- groupe de 7 engendré par les commutateurs aba . Suppo-
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sons nilT =n, alors () 4 1 tandis que [W(n), 7] = Tent1)= 1
donc ¢,y €St contenu dans le centre de 7. Soit B un CW- complexe
connexe tel que 7T2(B)::;77(n) et 77q(B) =0 si g+2. Soit E un CW-

complexe asphérique tel que
m(E)X 77/77(n);
puisque nil7 /Tr(n) <n-1, on peut supposer comme hypothése de récur-

rence que cocatE < n~1. Hilton prouve 1'existence d'une fibration F»E- B

telle que
WI(F)xW et 77q(F)=O pour g% I.

Alors, cocatF £ 1+ cocatE=n et X a le type d'homotopie du polytope

singulier de F, donc cocatX < n d'aprés la proposition 3. 13.

3.20. COROLLAIRE. Pour tout entier n > 1 il existe un CW- complexe
asphérique X tel que cocatX =n.

La borne supérieure la plus pratique pour la cocatégorie est donnée
par 1'énoncé suivant qui est le dual du théoréme correspondant démontré

pour la catégorie dans le premier chapitre.

3.21. THEOREME. Soit X un CW- complexe (p—1)- connexe, p > 2,
Si I'ensemble des entiers q tels que 7Tq(X) + Oest contenu dans laréunion

de k intervalles linéaires fermés, chacun de longueur p=2, alors
cocat X L k.

DEMONSTRATION. Remarquons d'abord que si X est un espace (n~1)-
connexe (n 2 2) tel que Wq(X) =0 pour g > 2n-1, il existeun espace
I- connexe W et une équivalence homotopique singuliere X »{W. En
effet, soit W I'espace obtenu en attachant i la suspension X X des cel-
lules de fagon a tuer les groupes d*homotopie de cette derniére en dimen-
sions > 2n. Désignons par o : XX > W I'inclusion et considérons la
suite X % O3 X_:QW, ol e désigne le plongement canonique. Evi-
demment, (lo induit des isomorphismes de groupes d'homotopie en dimen-
sions £ 2p-2; d'aprés le théoréme de Freudenthal [30, p. 05] il en

est de méme de l'application e, finalement, pour ¢ > 2n-1 on a
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Wq(X):wq(QW)-_-O.

Démontrons a présent le théoréme par récurrence sur k. Pour
k=1, X est(p-1)- connexe et 7Tq(X)=O si g2 2p-1, donc X a
le type d'homotopie singulier d'un espace de lacets et, puisque X est un
CW- complexe, en utilisant la proposition 3. 13 on obtient cocatX < 1I.
Supposons i présent que l;ensemble des g avec 7Tq(X) 4+ 0 soit contenu
dans k+ 1 intervalles fermés I chacun de longueur p—2. On peut sup-
poser les ], disjoints et numérotés « de gauche'é droite» . En attachant
des cellules 2 X de fagon a tuer ses groupes d'homotopie en dimensions
non contenues dans iélli’ on obtient un espace B etnune;Binclusion
X 5 B qui, transformée en fibration, donne une suite F » X » B telle
que

k
B,: m(x)xm (B) si qeiL_Jlf,.,

. TAF)IXT(X) si g€,y et T (F)=0 si 9€], 4,

q9
Soit n = min Jp 415 alors F est (n-1)- connexe et, puisque la longueur
de J, 4, est égalea p—2 avec p <n, ona 7Tq(F):O si g22n-1.
En premier lieu il en résulte que F a le type d'homotopie singulier d'un
espace de lacets QW avec 771(W) = 0. D'autre part, B est aussi (p—1)-
connexe et l'on peut donc supposer comme hypothése de récurrence que

cocat B £ k. Le théoréme 3. 21 résulte a présent du lemme suivant :

Soit F —:7 X -/f B une fibration, ou X et B ont le type d'homotopie
de CW- complexes. Supposons que B soit (p—1)- connexe et que 7Tq(F) 0
seulement si n £ q<n+p=-2, oa p22 et n21. Supposons en outre
qu'il existe une équivalence homotopique singuliére F - QW, oa W est
un espace simplement connexe. Alors [3 est homotopiquement équivalente
a une inclusion de fibre.

Ce lemme généralise un résultat bien connu di a Serre d'aprés
lequel une fibration avec base simplement connexe et fibre de type (7, n)
est toujours induite. Vu que le lemme dual concernant des cofibrations a

été démontré de fagon détaillée dans le premier chapitre, nous omettons
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la démonstration et renvoyons 4 [ 16, lemme 2. 1] .

Comme conséquence des théorémes 2. 10, 3. 16, 3.21 on a le

3.22. COROLLAIRE. Pour tout entier n > 1 il existe un CW- complexe

simplement connexe X tel que nil X = cocatX =n.

DEMONSTRATION. Soit X le CW- complexe obtenu en attachant des
cellules 3 S2V §? de fagon a tuer ses groupes d'homotopie en dimen -
sions Zn+2. D'aprés le théoréme 3. 21, on a cocatX <n. D'autre
part, d'aprés [21] X a un produit de Whitehead n-tuple non nul, donc
n <W-longX < cocatX. Cet exemple est di a Hilton [ 23] .

Définissons a présent la cocatégorie d'une application et étudions

quelques unes de ses propriétés.

3.23. DEFINITION. La cocatégorie cocat| d'une application [: XY
est le plus petit des entiers k 2 0 pour lesquels il existe un espace Z et
des applications ¢: X > Z et \) : Z > Y tels que cocatZ =k et f=Yo P,
st de tels entiers n'existent pas, on pose cocatf = o .

Evidemment, cocatf < min{cocatX, cocatY}, cocatgof <
min { cocat f, cocatg}, et cocatX = cocatl ou I désigne l'appica-

tion identique de X.

3.24. PROPOSITION. Pour toute homotopie h,: X»Y, ona

cocath = cocath,.
o 1

DEMONSTRATION. Supposons cocath = k et soit Z, 9. X->Z et
Y1 Z>Y tels que cocatZ =k et Yo = b -Remplagons Y par une
projection d'espace fibré p : W- Y qui lui soit homotopiquement équiva -
lente. On peut factoriser h  par W et la propriété de relévement des
homotopies montre que 1'on peut aussi factoriser b . Dfautre part, puisque
W est homotopiquement équivalent 3 Z, on a cocatW=%, donc cocath ! <
k. On prouverait de méme que cocath, = k entraine cocath <k.

Le résultat suivant peut étre considéré comme la généralisation

d'un théoréme de Spanier et Whitehead [ 37] qui ont prouvé que, si la
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fibre est contractile dans 1'espace total,elle posséde une multiplication

continue.

n B
3.25. THEOREME. Si Q » Y » B est une fibration, on a

cocat Q £ 1+ cocatm

DEMONSTRATION. Supposons cocat?) =k et soit Z, @: Q->Z et
J: Z>Y tels que cocatZ =k et Yo @=7. Il existe une projection
d'espace fibré p: W > Y et uneéquivalence homotopique j : Z » W telles

que poj =y . La suite

-1 -1 € Bop
F=p B (x)—sW_— B

dans laquelle e est l'inclusion, est une fibration. Puisque ; est une

équivalence homotopique, on a cocatW = k. D'autre part,

Bopoio®(0)=Bood(G)=Lon(0)=*

de sorte que jo ¢(Q)C F, il existe donc une application ® : Q » F telle
que €o0® =jo 9. En outre,

,Bopo e(F)=%,
de sorte que po €(F)C (@), il existe donc une application ¥ : F-»Q
telle que No¥ =po €. On a NoPoDP=pojoP=T" et, puisque 7

est injective, Yo ® = IQ' Il en résulte que F domine Q, donc

cocatQ < 1+k.

Nous terminerons par prouver un résultat apparenté a un résultat

récent de Stasheff[ 38 ] et plus précis que le théoréme 3. 16.

3.26. THEOREME. nilX L cocatp oa p: 20X - X est définie par
p(t, w)=w(t).

DEMONSTRATION. Supposons cocatp =k et soit Z, ¢: 20X »Z et
Y Z>X tels que cocatZ =k et Yo 9=p. Considérons le diagramme

Qex... xQp Q .. X9
ASQAXX. .. XQS QX Q7 X. .. xinf__,"f)xx... < QX

le)(... X e l/‘?k_,,l chk'f'l

Qxx...x0x Qz A Qx

238



INVARIANTS DU TYPE D'HOMOTOPIE 59

dans lequel ¢, ., désigne le commutateur de poids k+1 de l'espace de
lacets respectif et e est le plongement canonique de {1X dans QX QX.

Ona Qpoe=1gy, donc
<pk+lo(QL/J><... x QYo (Sex... xQPloleX. .. xe)= ¢, .

D'autre part, puisque {0y est un homomorphisme de H- espace, le dia-

gramme est commutatif. D'aprés le théoréme 3. 16, on a nilZ < k, donc
I'application ¢, ,, correspondant a QZ est homotope a l'application
constante et il en est & présent de méme pour 1'application Py 44 corres-

pondant 4 OX, i. e nilX Lk.
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