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_CONVENTIONS. La terminologie est celle du livte «Catégories et structures»,
Dunod, désigné par C.S.. En particulier : si C* est une eatégorie, a et [3 sont
ses applications source et but, C, la classe de ses unités, C: le groupoide de
ses inversibles, C* sa duale. m désigne une catégorie pleine d‘applications,n,
JU et F les catégories des homomorphismes entre classes multiplicatives, des
néofoncteurs et des foncteurs associées, Y P €t bF leurs foneteurs projection
vers W; Pour une catégorie pleine d'applications M telle que Mec , nous notons
‘J‘(,?P,?,Pn,m. et Py les catégories ct foncteurs correspondants. « Univers»
signifie classe de classes (ici «classe» et « ensemble» sont synonymes) Wlo véri-
fiant les conditions d'un univers au sens de Grothendieck, a 1'exclusion de 1'axio-
me: Si x€EM et M ef)l(o, alors x€mo.
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et 3 J-limites inductives, car § U] emo. Soient Lim et Lim les fonc-

-
teurs §-limite projective et J-limite inductive canoniques sur JM. Soit
®e@H).F.4uY).

Pour tout e €(H+ )¢+ désignons par q)e le foncteur (théoréme G) de a(d)

vers N tel que
(i;e(k)='rk(e) pour tout k Ea(&), ou (I';(k)(e) = Tk(e)Ee(Hm)o,
Soient l(li;e) la limite projective de (I';e formée des couples

(z,(i)'), ol zeLimée,

et soit l'(q)e) la limite inductive de (De dont les éléments sont les cou-

ples
(®,2'), od 2z €Lim®,.

-
~~

Il existe une limite projective Lim¥ ® (resp. limite inductive Lzm“(D),
-»>
qui est le foncteur de Hi vers M tel que

Lim*®(e) = l(q)e) (resp. Lim"‘(D(e) =0I'(®,))
pour tout e €(H,);; la tra.nsformanon naturelle cortespondante qui n'ap-
partient pas & 7T .(H), est notée v(‘l)) (resp. p(@)) Amsx nous défx-
nissons sur @(H ) une application §- limite projection ¥ : <I) > v(<I>) et
une application J- limite inductive & : & - Z(®). Donc

—((i(H ), U, p)e?gﬂ

Si a’l((i;) a’ ((D ), o d m= Lzm ou L;z_r.n , et si <D0(e) est un atome
pour_tout e EH , alots (I) ®, car d | (d)) contient au moins un couple
(z, (I>) ou ((I) z) La classe my.(H) em admet une (9, 5) complétion
S dans S (Remarquons que la saturante de ng(S) dans @(H ) estla
c;rgnplétlon réguliére gauche de H° au sens de [12]). Etant donné que
Q

Par suite, il existe

= (@ (H"Y, P B, L, ) e.‘ffﬁ.ffiﬂ

est ~-engendrant pour N d'apres le théoréme 17, on ang(S—) € mo.

et 'on peut supposer, en identifiant H* A une sous-catégorie de ({'(H"),

127



94 C. EHRESMANN

(@ croy,umy. H= @D, H.
Les relations
(Grcry, 50,0 e e (@, BT

assurent 'existence d'un et d'un seul

F=((&H), 5,00, F.(Ct,v,n) e 5
tel que

F.p=(@cHy, 0, 0, o F=p3(F).
Il s'ensuit que | est injectif, de sorte que J(H)*' est une sous-catégorie
M* de C* etque F'=(H*,F¢,M"*) est un isomorphisme.
-Dans la fin de cette démonst_;ation, les symboles d et d' peuvent étre lus
indifféremment Lim ou Lim, a condition de supposer que [* et - appar-

tiennent 3 § dans le prem-;er cas, 2 § dans le deuxiéme cas. L'indice m
prend les valeurs 1 et 2.Si® €C* . F.1*,on a
F(d(®)=d(F.0)=u(d(RH ), uFO. 1) u(my.(H)=H,

d'od d(d) /é M. Par construction d'une pgf]- structure libre, (C*, v, 1) est
la (Q,S)-complétion de M dans (C*,Vv,u), car c'est la (9,5)-complé-
tion de M = J(H) dans un produit d'éléments de f}gﬂ (théoréme 1) . En
vertu de la fin de la démonstration du théoréme 12 dont nous reprenons les
notations, on a C = )\U ~ A})\ .-

<w
Supposons

® ec ¥, ®, 40, e dO)=E=d(d,).
Soit A le plus petit ordinal tel que <I)1(11) V] 4)2 (I1,)¢C I.l.'i‘;\ (la démons-
tration du théoréme 12 prouve qu'il existe un tel A< A'). Nous pouvons
supposer que l'on a ®, (1, );Z/;{f pour tout £ < A. Soit C* la catégorie
obtenue par élargissement de C* telle que &o =C, U{E'} et que E’ £cC
soit isomorphe 3 E dans C* (cette catégorie est construite au cours de la
démonstration du théoréme G ). Le foncteur (é‘ “,t,C*) est a §-limites
projectives et a §-limites inductives; E' étant isomorphe 3 E dans é',

on peut trouver des applications - limite projective ¥ et - limite induc-

4128
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tive & sur C* telles que
p,;<<i>)=p,?<<b) et sE<<i>)=s§‘<<1>>
sid()cCec®=(C",d,1940,,
d(C*,®,.1;)=E".
Des relations -
(Cc.v.m e e (Chicged

il résulte 1'existence d'un et d'un seul

a

G=((E V. B)G.(Co v, u) e TS

tel que G J= (C',z ,C*).], o G= pgg(G) En utilisant la construc-
tion de M§+1 comme sous-catégorie de C* engendrée par 0”"“'(M ),
un raisonnement analogue A celui fait dans la démonstration du théotéme 6

ouve, par récurrence transfinie, que la restriction de G & M+ est l'iden-
pr P A

tité et que l'on a
E=G(d(d)=G(d(d,)) = E’,
ce qui est impossible. Donc (I)1 = @2 et le foncteur somme de Lim” et d:
Lim* est injectif.
-
- Toutes les hypothéses du théo. 12 é&tant vérifiées relativement 3 M et 2

(C*,v,u), ce théoréme affirme que M*® est une sous-catégorie pleine de

C* .Ceci achéve la démonstration. =
C. COMPLETION LIBRE.

Soit }35 la sous-catégorie de ff‘N (voir n° 2 ) formée des classes
F mod r, od F est un foncteur & §- limites projectives et a §- limites induc-

tives.

THEOREME 14. §i (C*,V, i) est une pgg-structure libre engendrée par
H* e?o, alors C* est une (3:15' ?N )-projection de H *.
DEMONSTRATION. Le raisonnement est analogue 2 celui utilisé pour prou-
ver le théoréme 8, Il utilise les résultats suivants :

10)(C*,v,u) est la (9,9)-complétion d'une sous-catégorie M*

129



96 C. EHRESMANN

isomorphe 4 H* (théoréme 13) et C = )\g y My, ot My, est

la sous-catégorie de C* engendrée par o"’"“‘(M;\) (fin de la
démonstration du théoréme 12).

20 ) Pour tout A< \ , toute unité E de &)\_*_1— &Q\Nest associée 3
un et un seul ® €C*.F.I" tel que B(I)C My et que E =
=Lim"® ou E=Lim*®.m

>
DEFINITION. Une (3:95 K3 ) projection de H* 63: est appelée (9, 9)-
complétion libre de H* Une (?gg 3:,95) projection de (H*, vV, ) Effgg
est appelée une (9, §)- complétionde (H*, v, u)-

D'aprés les théorémes G et 14 si H* € 3'; est une U- catégorie, elle
admet une (4, @)- complétion libre qui est aussi une ‘U-catégotie, U étant

un univers contenant pg:(g ).

THEOREME 15. Tout (H',v,u) E?gg admet une (94,)- complétion
(H U, i) ayant les propriétés suivantes :

1° ) H* est une sous-catégorie de i;

2°)(H V,H) est une qgﬂ structure quasi-quotient d'une pgg

structure libre engendrée par H*.

DEMONSTRATION. Soit J' eff;gg.(H',v,,u) un (?gg,?'gg)-projecteur;
il en existe d'aprés le corollaire du théoréme 12. On sait [ 12] qu'il existe
une sous-catégorie @1(H *) de la catégorie é(H *) (notation de la démons-
tration du théoréme 13) telle que le foncteur (GI(H V.myeH) soit a
d-limites projectives et a J-limites inductives. (@1(H *) est la «trans—
complétion gauche de H'» au sens de [12]). Choisissons une application
d-limite projective v etune application - limite inductive -/I sur @1(H )

telles que
PY(D) =1y (pV(D))  (resp. que sk (D) =7y .(s4 (D))
si ®(1)Cmy.(H) et si® =(H-,nl;1,<i>,1-), ot I'= a(d). Soit
(@ (H, v, 1)
la (§,9)-complétion de 7y .(H) dans (@,(H*),v,u) eﬁ‘gﬂ. D'aprés
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le théoréme 12, on a Pg:(@'l(H ‘) € ﬁlo , de sorte qu'il existe
i eF3.58 ayn, v .

Puisque

B (Qy(H), 0 8, m (0 v, 0 € P,
il existe un et un seul F’ € 3;5]5 tel que F= I:"'. f’. Etant donné que
qgﬂ(i’) est une injection, il en sera de méme pour J' = qgﬂ(f'). Donc
J'(H )" estune catégorie isomorphe & H*, et on peut trouverun (ffgs, ?'gs)-
projecteur vérifiant la condition 1.
-Soit ((C*,v,u),J]) un (ffgg,pgs)—projecteu: tel que a(J)=H".
D'aprés le théoréme 13, on peut supposer que | =(C*,(,H"*). Si v (D)
(tesp. u(®)) est défini, posons

a,(®)= lim*(Bc:, v(d), a(d))
(resp. a,(®) = lim*Hc, u(®), a(®)).

Soit A la classe formée de tous les éléments av((I)) et a#((I)) ainsi

construits. Désignons par p la relation d'équivalence sur C engendrée
pat la relation (C, V', C), ot V' est la classe des couples (b, a(h))
tels que b € A. Puisque Qgfl est un foncteur ~-engendrant pour M et 2
mo— limites projectives, il existe une qgg— structure quasi-quotient (;1 S UR)
de (C*,v,u) par p, en vertu du théoréme 2. Une démonstration analogue
a celle du théoréme 10 prouve que (l';' ,V,[) est une (?gﬂ,g‘.'gﬂ)-pro-

jectionde (H*,v,u). =

REMARQUES. 1°) Tout élément de fffgﬂ est identique A son (9,5)-com-
plétion. Si H '630 et si (I;( : ';J, /A.L) est une (g,f])- complétion de (H*, 3, @),
les (9, 9)-complétions libres de H* sont les catégories équivalentes a H *.

20 ) Le théoreme 14 signifie que la (4, §)- complétion libre
de H'* résout le probléme universel du plongement, & une équivalence prés,
de H* dans une catégorie a §-limites projectives et a g- limites induc-
tives. Le théoréme 15 peut encore s'exprimer en disant que la (g,ﬂ)- com-
plétion de (H*,v,u) est solution du probl2me universel du plongement

a

de H'* dans une catégorie mynje d'une application 4- limite projective v

131



98 C. EHRESMANN

et d'une application §-limite inductive /.L, de sorte que le plongement
soit compatible avec (v, v) et avec (> /.L)

30 ) Soit H* 63:0 et (C*,v,uU) une (9,3_)-complétion libre de
H*.Sil= f] est la classe formée des catégories finies, une (Q,S)-com-
pbétion libre H* de H* a été construite explicitement dans [18]. La
construction de [ 18] peut se déduire du deuxiéme procédé indiqué dans
le théoréme 12 pour construire la (g,ﬂ)- complétion de H* dans (C*, v, u),
par une «abstraction » analogue A celle qui a conduit du théoréme 5 aux
théorémes 7 et 9. H* est un &lément minimal de la classe ordonnée par
inclusion des parties K de C telles que HC K et que K* soit une (9,5)-
complétion libre de H*

40 ) Appliqué a partir de 1'univers m (en supposant qu'il existe
un univers contenant JK et admettant m pour élément), le théoréme 15
prouve que tout élément de 3:'95 admet une ( ?)Tl ,‘}I( )- complétion appar-
tenant & 34 Le théoréme G montre que, si ‘U est un univers compris
entre mo et ?ﬂo et si H* € éfo est une U-catégorie, elle admet une
(?ﬂ(o, @ )-complétion libre qui est une U-catégorie. On peut traduire
comme suit les résultats précédents en termes de «petites» catégories
et « grandes » catégories :

Appelons «ensemble» un élément de mo et «classe» un élément
de ﬁ(o . Si § et § sont des ensembles de petites catégories, toute petite
(resp. toute grande) catégorie peut étre universellement plongée 3 une
équivalence prés dans une petite (resp. une grande) catégorie H* ad-
limites projectives et & ﬂ-limites inductives (2 savoir son (9,5)-com-
plétion libre); si H* est une fmo-catégorie (i.e. au sens de [12], diffé-
rent de celui de [5], si H* est «localement petite»), il en est de méme
pour H lorsque I'un des ensembles § ou g est vide. De plus H* peut
aussi étre universellement plongée dans une petite (resp. une grande)
catégorie a J-limites projectives et 2 §-limites inductives, en conser-

vant certaines limites choisies dans H *

4. Adjonction de limites G une catégorie structurée.

Soit P = (ﬁl, P ,}() un foncteur d'homomorphismes saturé i pro-

182
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duits fibrés fu'us et soit b= (m, Pl. ,}() la restriction de P A la sous-
catégorie }( P (M) de }( nous supposons H em La saturante de
H dans }{ est notée }(. Soit A 1'ordinal associé a l'univers ‘mo (i.e.

A= ;up M) et soit { < A un ordinal de seconde espéce. Si § E}(o
€

et si MC P(S) engendre une P - sous-structure s de §, nous poserons
s=S| M.

DEFINITION. On dit que P est {- ~ - engendrant pour M si P est m -
engendrant pour M et si la condition (DC) suivante est vérifiée :

(DC) Soient S 6}(0 et (55 )§<§ une suite tran”s/im'e de type 14
de P-sous-structures de S telle que P(sg)CP(s, ,)Emo si £< &L 1

existe une P - sous-structure § de S pour laquelle P($) = e P(sf) .

EXEMPLE. Un foncteur dénombrablement ~-engendrant pour M [1] est
w- ~-engendrant. Un foncteur ~-étalant est {- ~- engendrant pour M
pour tout ordinal de seconde espéce [< A; il en est de méme pour les
foncteurs Pyo et Pe.

Soit F(p) la catégorie des foncteurs p - structurés [ 1] dont les
éléments sont représentés par des triplets F = (& *,f, C*) tels que

1e)yfel, (C*,a(f) et (&‘,,8(/)) sont des catégories p-
structurées;

2)F=(C*,p(f).C")eF.

Soit ;;'le foncteur canonique de 3:(17) vers F qui associe F a ’I;

Nous reprenons les notatlons des § 1 et 3. Soient § et § deux
parties de cf telles que g 63]1 et ém Soient ?'gﬂ(p) la catégorie

produit fibré de (p' gg p') ayant pour éléments les triplets
F=((C‘,V,,U~),/.(C‘,V,,u))
vérifiant les conditions
1)F=(C,f,Cc) eF(p);
2) (v, )1 (Co v w) e T
La classe des unités de F'°J(p) est identifiée a la classe des éléments

(C*,s,v,u), ou

133



100 C. EHRESMANN

(Cs)eF(p), et (Ctv,p)eFH.

Soit ffgg(p) la sous-catégorie pleine de ff’gg(p) ayant pour unités les
(C*,s,v,u) dans lesquels (C*,v, /.L) 63:g ; c'est une catégorie pro-
duit fibré de (pgg,p') La surjection F »p (F) définit un foncteur p' gfI(p)
de ff'gg(p) vers F, dont la restriction a 3:.‘]3(?) est notée pgs(p)
Soit qgﬂ(p) = pF. pgs(p) le foncteur projection de 3:35(?) vers M .Nous
définissons de méme i partir de 1'univers ﬁl les catégories ?gﬂ(P) et
3:'93”,)’ les foncteurs QQS(P)/et ng(P).

Soit )\gg I'ordinal borne supérieure des ordinaux T tels que
I epg fud).
A. THEOREME DE COMPLETION STRUCTUREE.

THEOREME 16 . S'il existe un ordinal initial régulier { tel que Kgﬂ <A
et tel que P soit {- ~-engendrant pour W, alors Q’J(P) est ~-engen-
drant pour (, X,ﬂ:gﬂ(l)))f X étant la classe des Qgﬂ( P )- monomorphismes

de la forme

1"=(u2.f,u ), avec /eP.'-.
DEMONSTRATION. Supposons u=(C*,s,V,u) e?gg(P) . Pour toute
sous-catégorie B'de C*,B € fm , désignons par 0"“(3) la classe cons-
truite comme suit : Soit cr""(B) la classe associée & B relativement a
(C*,v,n)e j‘:ﬂﬂ dans la démonstration du théoréme 12; nous savons que
o¥(B) e?’flo. Comme P est ,~-engendrant pour N, il existe une P-
sous-structure sp 6]’(0 de s engendrée par o ¥#( B). Posons
G(B) = p(sy) €M .

- Supposons MC C et M € ’ﬁo . Pour tout ordinal A< {, nousdéfinissons
par récurrence transfinie une sous-catégorie M;\ de C* et une P-sous-
structure s, de s de la maniére suivante :

Io) Mj est la sous-catégorie di C* engendrée par p(s,), ol

sy=s|Me€ }(o.
20 ) Supposons trouvées deux suites transfinies (Mé )§< » et

(S§ )5< 5, de sous-catégories de C* et de P - sous-structures
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de s telles que
P(sg)CM em et Mg s C P(sg) si £'<€.

Soit Nj = o el g Mg—'} . Comme mo est un univers et

que A< A =sup~ R,ona
Kem

U d'ot € M
s e e i, on Nyel,.
Désignons par M): la sous-catégorie de C* engendrée par

P(s7\), ou s, est la P - sous-structure
s;\=s|N)\€}(° de s.
- Soit M* la sous-catégone de C* réunion des sous-catégories M;\ pour
A< [. Alors M emo, car [<A. Par définition d'un foncteur - —-

engendrant, la suite transfinie (s3) AL de P - sous-structures de s déter-

mine une P - sous-structure § de s telle que

§) = U
P(s) " CP(S)\).

Des relations‘M)\C P(s 94 {JCMj  , pour tout A< L, il vient M € P(s)< M,
c'est-a-dire M = P(5). Un raisonnement analogue & celui fait dans la
démonstration du théoréme 12 prouve que M est stable pour ¥V et pour U,
i.e. que M= &”“(1(4 ), car par hypothése { est un ordinal initial ré gulier
et 1< { pour tout I*'€Ju . Donc M* définit une Qgg-sous-structure
(1(4',;/,;;) de (C*,v,u).-Par ailleurs, (1;1', §) est une sous-caté-
gorie P-structurée de (C*,s) (th. 13-1 [14]), i.e. une P, P’ sous-
structure de (C*, s) La catégorie f?gg(P) s'identifiant A la catégorie
prodult fxbré Pg . P’V ngj , on en déduit (th. 9, chap. IV, C.S.)que
(M , S, v ,u,) est une QQS(P) sous-structure de (C*,s,v,u). Cest
évidemment la (Q°J(P), X, K- sous-structure de (C*, s, v , M) engen-
drée par M, en désignant par K la saturante de ?gg(p) dans ?gg(P).
Ceci montre que Qgg(P) est un foncteur . -engendrant pour o, x, Xy,
et par suite pour (N, X, ?gﬂ(p)), car gﬂ(P) est un foncteur d‘homo-

morphismes saturé. m

COROLLAIRE 1. Si P est aJl_-produits et (- ~-engendrant pour M,

1385



102 C. EHRESMANN

o2 { est un ordinal régulier tel que Kgg(ﬁ <A, les foncteurs pgs(p) et
(ff'gg(t)), L, g.ﬂf](p)) admettent des adjoints.

DEMONSTRATION. Puisque P est é’?flo-produits et a ;Zioduits fibrés
finis, il est & mo- limites projectives. Sa restriction p 4 P (M) est un
foncteur a fmo-limites projectives, car P est un foncteur d*homomorphis-
mes saturé. Il s'ensuit (th. 1-3[1]) que p’est aussi un foncteur 2 mo-
limites projectives. Par ailleurs, d'aprés la proposi. 23, pgg est un fonc-
teur A mo-limites projectives. Comme ﬂs(p) est une catégorie produit
fibré de ([;', pg ), c'est une catégorie a mo-limites projectives, et les
foncteurs pgg(p) et (g'gs(p), L, ?gﬂ(p)) sont des foncteurs a mo-limites
projectives. Les conditions du critére 1 d'existence d'un foncteur adjoint
sont donc vérifiées relativement 3 ces deux derniers foncteurs, de sorte

qu'ils admettent des adjoints. ®

COROLLAIRE 2. Si P esta )flo- produits et (- ~- engendrant pour M,
o2 { <A, alors p* admet un adjoint.

En effet, supposons 4 et § vides; alors ffgs(p) s'identifie a
F(p) et pgg(p) a [;'. Or, dans la démonstration du théoréme 16, le fait
que { soit un ordinal régulier n'a été utilisé que pour montrer que M* est
stable pour V¥ et pour u, ce qui sera vrai ici pour toute sous-catégorie

de C*. Donc le corollaite 2 résulte du corollaire 1.m

COROLLAIRE 3. Soit [;E]f] le foncteur de ffgs(p) vers F(p) associant
(C, f,C ) a((C v, u) f.(C v, ). Si P estal - produits
et {- ~- engendrant pour M, oa { est un ordinal régulier et ou ?\gg<§</\,
tout (H*, s) eﬂ:(p)o engendre une l;f]j_ structure libre (1:1', s, 1;, ,L:L )
telle que H;CH,.

DEMONSTRATION. pgﬂ est un foncteur a mo-limites projectives ,‘PC}.IA".IA’M:
= Qgg(P) est ~-engendrant pour (N, X,.Cfg‘(]([’)} (théoréme 16) .Donc le
critere 1 affirme que pgg admet un adjoint. Soit (#, :l_) un (cfgg(p), [;g‘g)-
projecteur tel que a.(:l_)=(H', s), et soit z =(fl’, s, ;/, ;L). Dési —
gnons par S le groupofde des couples (H x H;)A- associé 2 H;.On

sait (th. 2-1I[14 T) que (S'L, Sy X so) est une catégorie p - structurée,
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od s, est la p-sous-structure de s définie par H;. De plus, par défi-
nition d'une catégorie p - structurée, il existe

fe(s,xs ). H.s telque p(f)=[8,al.
Ceci signifie

F=(s*. 1, H)eF(p).
Comme S§* est un groupoide connexe, il est a §-limites projectives et &
g-limites inductives et, en choisissant deux applications J-limite projec-
tive v' et - limite inductive u' sur s, ona
u=(S" 1 So XS,V ut) Gggs(ti)o-

Par définition d'un (?gs(p), [;gg)-projecteur, il existe un et un seul

Fo=(s™ v u), i,y e590p)

tel que $9(F).T=F, doa p(f).5(T)=p(f). od f;‘ng.ﬁ';La
restriction de p(f)=[ B,al] a H, étant 1'identité, la restriction de p(T)

4 H; sera aussi injective. Par suite H peut étre identifié 2
p(J)(H)CH .m

DEFINITION. Une (m, X,?gg(p))—sous-structure de u e?gg(P) engen-

drée par M est appelée (g,ﬂ)- complétion de M dans #. Une (3’45(#). 3:,93(#))_

projection de u € g,ﬂﬂ(p) est appelée (4, §)- complétion structurée de u.

Nous désignons par v le foncteur canonique de ?'gg (p) vers .?'gs
associant (e’, p(f).e) & (e', ], e)e?'gf](p),
THEOREME 17. Supposons que P soit a ?ﬁo-produits et {- ~-engendrant
pour M, oa { est un ordinal régulier tel que)xgﬂ <{ <A, et que p admette
une section maximale z (4 [1]). Tout H* 63"0 engendre une p g(p)-
structure libre i telle que v(i) soit une (Q,S)-comple’tion libre de H*.
Si u' est une (4, 9)-complétion structurée de u, alors v(u') est une
(4,9)- complétion de v(u).
DEMONSTRATION. Soit K* e?o et s = z(K). Alors
a=z(K,a,K)es.H.s, b=2z(K,B,K)es H.s.

D;aprés la proposition 1-4 [1], 2(KX K)=2z(s)X z(s),et sxs =
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= 2z(K* «K*) est une p- sous-structure de z(s) X z(s) en vertu du lemme
3 (appendice). Si K*=(K, k), on a

2(K,k,K'xK*)es.H.s «s.
Comme p est un foncteur d'homomorphismes saturé et résolvant, il s'ensuit
que (K*°,z(K)) est une catégorie p - structurée.-Supposons H* Eff
soit ((C*,v,u),J) un (3:3 3) -projecteur tel que J €F . H- (11 en
existe d'aprés le théoréme 13). En vertu du corollaire 1 du théoréme 16,

il existe un (ff*gff(;;), pgﬂ(p))-pmjecteur (4,]'), on
‘=(1}'.§,13./:L) et J'eF.H".
Les relations
Q(C',z(C),v,/z)ef)Igs(p) et Jec' . F.H"

assurent l'existence d'un et d'un seul

~

F=tcvop)f(A v, 1) eFcp).a
telque F.J'"=], o0 F = pgg(p)(;'). Puisque
(i v.0)eFd e Jren Hom-,
il existe un et un seul
F’ E(l}‘,;,;l).ggﬂ.(C‘,V,/J)
tel que F'.] =7, on F' = p’3(F"). Soit F=v(F); on a
Fobrecc,v,w).F9 . ccov, u)
et
gg L ‘p — ’ — LA
pPO(F.F').J=F.F.J=F.]"'=].
Il en résulte ;".I:'":(C‘,V,/J,), car ((C*, v, ), J) est un(f}-gﬂ,pgg)-
projecteur. Par ailleurs, ona g = z(pg: (F')) ez(I:I).H.z(C), d'ou

G=lh 5, p)g(C v, un eFn) . BCF),
Meorcr=r e 830p)(G.F)=F.F
Par définition d'une section maximale, il existe un £; ez(H) H.s tel

que p(g.) = H ce qui entraine

G =((H v, ) gg (A 0,00 €8(G).F(p).u
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et pgs(p) (6’) = 1:1 On obtient
Moy Fyp=r r=pr.g=1=850p)06.7,

et par suite G.F = G’, car (#,]') est un (?gs(p).pgs(p))-projecteur.
Ainsi

F'.F=v(G.F)=v(G')=(H"v,u).
Ceci prouve que F est l'inverse de f" dans ffgg, i.e. que ([‘1' ,;/,;.L) est
aussi une pgg- structure libre engendrée par H*.
-Supposons u=(H*,s,V,u) e?‘gs(p)o. D'aprés le théoréme 15, il
existe un (?gs,ff'gs)-projecteur f éff'gs.v(u); soit

(K*,v',u)=p06().

En vertu du corollaire 1 du théoréme 16, il existe un (?gg(p),ff'gg(p))-
gf](p).u; posons B(J")=(H*,s,V,[A) et J"=u(]").
Puisque ]" Eﬁg.?'gs.v(u), il existe un et un seul M 63'-95 tel que

projecteur | " € F*

M.] = J”. D'autre part, z étant une section maximale de p, il existe un

b €z(s) H.s tel que p(h )=H; ona
k=o(finb, eHs e pek)=d5)).
On en déduit
N=((K* v, w) ko (H v, o) e?gs(p)o-?'gs(p)

et, J" étant un (?gs(p), ff’gg(p))-projecteur, il existe un et un seul N’
tel que

N'.J"=N, dox N.j"=] si N'=uv(N').
Les égalités
N M.J=N_]"=]
entrafnentﬂ I:J'.Ic‘l'—',B(]‘). Il existe aussi un by € z(;l).}(.é' tel que
p(b;) = H, de sorte que 1'on trouve
Mr = ((H* B, )by (R 5,50 e F0p), el = Bejo),
W= (CH B, B (i, kv, w) e Bomm). Fep) . Bear)

et v(M' )= A:i 1l s'ensuit
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~ -~

U(M'.N'.]")zl\:i.[‘\‘l'.f"'—'-‘i’i.f‘z_f”Z‘U(M".]")

et, v étant fidéle,

~

M N =ML

Etant donné que ;" est un (3:45(? ) 5'%([7)) - projecteur, on a donc

~ -~

M’ N'= I'l}".
Par suite
M.N' = v(&'.&') = /B(j"),
et M est l'inverse de N' dans ?Qg Ceci signifie que ]"’ est aussi un

(3:93, f'gs)-projecteur. ]

COROLLAIRE. Avec les bhypothéses du théoréme 17, tout (H*,s) € ?(p)o
engendre une p°O - structure libre i telle que v(i) soit une (9,9)-com-
plétion libre de H*.

En effet, ceci résulte du théoréme 17, appliqué a 1'élément

u=(H,s,8,0),

ol @ est l'application vide. m

EXEMPLES. 10) Si p est le foncteur 6 projection vers M de la catégorie
J des applications continues relatives & l'univers mo, les conditions du
théoréme 17 sont remplies, car & est ~-étalant 3 section maximale. Par
suite : Soit (H*, T) une catégorie topologique, v une application §- limite
projective partielle et u une application J-limite inductive partielle sur
H*; si (I:I‘,';/,,LA/.) est la (g,ﬂ)-complétion de (H*',v,pu), il existe un
foncteur continu injectif F de (H*, T) vers une catégorie topologique
([:1 ’, %), compatible avec (v, ;J) et (u, /tL), solution du probléme uni-
versel du plongement de (H*, T, Vv,u) dans une catégorie topologique
munie de deux applications §- limite projective et §-limite inductive. En
effet, (I} :, 'i", ; ,,ZL) est la (.‘],ﬂ)-complétion topologique de (H*, T, v ,u)
et é(?) est une injection, en vertu du théoréme 13.

20 ) Le théoréme 16 et ses corollaires s'appliquent lorsque p
est l'un des foncteurs Py Py ou BF projection vers M de la catégorie N

des homomorphismes entre classes multiplicatives, JI' des néofoncteurs,

1%0
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F des foncteurs, car ces foncteurs sont { - ~- engendrants pour N pour tout

ordinal { de seconde espéce tel que { < A.

THEOREME 18. Soit H' une sous-catégorie de X stable par produits dans
H et vérifiant la condition ( o) relativement & (M* , p) (chap.1ll, C.S.). Le
théoréme 16 et ses corollaires sont aussi vrais si on remplace partout F(p)
par sa sous - catégorie pleine 3:1(p) ayant pour unités les catégories
p(}{', }()-(resp. p((}(', H'). }()-) structurées.

En effet, les démonstrations données plus haut s'appliquent sans
changement, en utilisant les résultats suivants :

10) ffl(p) est stable par produits dans F(p) (th. 1-11[14]);

2)Si (C*,s) Eff'l(p)o, si § est une p- sous-structure de s et

si p($) définit une sous-catégorie C*de C *,ona
(C*.3) e (p),

et (C‘,s) est une pi-sous-stmcture de (C*,s), en dési-

gnant par Pl la restriction de p'a ¥ (p) (I1[14]). =

B. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE ORDONNEE.

Soit w le foncteur canonique vers M de la catégorie §) des appli-
cations ordonnées relative 3 l;univers mo, et (' la sous-catégorie de ()
formée des applications ordonnées strictes [15]. Le foncteur w est ,~-
étalant et ()' est stable par produits et vérifie la condition (o) relative-
ment & (M¢,p). Ainsi Q est {- ~-engendrant pour M pour tout ordinal
{< A. D'aprés le théoréme 16 (resp. 18) le probléme «universel» de 1'ad-
jonction de §-limites projectives et de - limites inductives & une catégorie
w- structurée (resp. catégorie ordonnée) admet une solution.

Soient £ et £' deux parties de mo telles que £ émo et & émo.

En fait £ et £ interviendrait seulement par les ordinaux

>\£= Lsuepg(z-f-l) et )\.g.=zz.¢p¢£'(z’+1).

DEFINITION. On appelle classe L€ - inductive (resp. £ 8. sous-inductive)
une classe ordonnée (M, <) telle qu'une partie A (resp. A majorée dans

x
(M,<)) de M admette un agrégat UA (resp. un sous-agrégat |J A si

1%4
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A< x €M) lorsque I'ordinal A est inférieur & A @ et une intersectionn A
si A< A @

. Evidemment une classe e - (resp. £e. sous-)inductive est aussi
8- - (resp. L8 - sous-) inductive s1, pour tout L €L et tout L' e.S‘f', il
existe L €£ et L' €£' tels que LCL et L cL’.

Soit Q(LE") (resp. QS(££' )) la sous-catégorie de () formée des
/‘=((M'.<),_f_.(M,< )

vérifiant les conditions:
10)Si ACM, A<)\£ ets1lexxste UA (resp. U A) dans (M,<),
alors f(UA)=Uf(A) (resp. /’(U A)= U f(A), od y=f(x)).
20)Si ACM (resp. A<x €M), si A<>\.£. et s'il existe N A
dans (M,<),ona f(nA)=Nf(A).

Soit P(LL') (resp. P5(LL)) la catégorie des applications £ L’ - induc-
tives (resp. £ 8- sous-inductives), i.e. la sous-catégorie pleine de Q(gf')
(resp. de Q5(LL')) ayant pour unités les classes L8 inductives (resp.
£ 8 - sous-inductives). Soit w(£L") (resp. a:"(gﬁ' )) la restriction de w
A cette sous-catégorie de (). Désignons par P (££'), ?’(fﬁ'),&)(gg')
et 20’(££ ') les catégories et foncteurs définis de méme A partir de I'uni-

A A A A A
vers mo , ces foncteurs étant des restrictions de w = (M, w, Q).

THEOREME 19 . c:)(gﬁ’) et c:.)s(fg') sont des foncteurs (- »~-engen-
drants pour W, pour tout ordinal régulier { tel que sup(A@., )\g,) < l<A.

DEMONSTRATION. Soit ’3’ I'isomorphisme canonique de o) sur la sous-
catégorie pleine ? de ¥ qui associe a (M,<) la catégorie des couples
défuussant (M,<). Soit £ (resp. Q') la classe des catégories triviales
L ° telles qu'il existe L e® (tesp € ') vérifiant L CL. Si (M <) est
une clf.sse £ -inductive, C*= 'y (M,<) est une catégorie é.f - produits
et 3 £ -sommes (chap. IV, C.S.). Comme tout inversible de C* est une
unité, il existe une seule application § limite projective v et une seule

application £' -limite inductive u sur C*, de sorte que I'on a
MM, <)=(c*,v,u) E?gg

La surjection
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((M,<),f ,(M.<))»<I“(M'.<).(L></_)L ,T(M,<))

définit un isomorphisme I" de %’(Sﬂf') sur la sous-catégorie pleine ?Sﬂf'
de ?S‘ZQ ayant pour unités les (C*,V,u) e?gg tels que C* ef? _Soit
§£ la restriction de Q££' a ? ‘S?'S‘a' . D'apres le théoréme 12, Q ££'
est ,-engendrant pour J; ung~démonstrat10n analogue prouve queQ; " est
(mv, x, ?f‘g') engendrant,P££'(><)= classe des (C*, ., C*).F,ob Crest
pleine dans C* et F 63"7 .Donc C:J(g.f')est /- engendrant pour J.-Soit

{ un ordinal régulier tel que
Ae2Ul<A et MA@ L <A;

il en existe, par exemple l'ordinal initial d'indice sup(>\£,>\£.)+1.
Soient u=(M,<)eP(LL ), €t pour tout A<, uy= (M5,<) une
zu(f,f')-sous-structu:e de u vérifiant Mg CMf. si £< &' < {. On mon-
tre (comme dans le théoréme 3-4[1]) que (M, ,<) est une sous-classe
L8 - inductive de (M, <), i.e. une classe ordonnée par la relation d'ordre
induite par (M,<) sur M, C M, telle que pour A4 C My, on ait UA, € My
si Z)\( }\g et N Ay EMy si Z;\( )\g. , ol WA, et "A, sont calculés
dans (M,<). Posons Xri: )\U M)\' Soit ACI:i et :‘l-< Kg. Pour tout
a €A, il existe A < { tel que a €My . Puisque la suite transfinie

— a
(MDgear 02 A, < [, estdetype A<A@ < { et que { est régulier,on a

Ny = sup A<
A= g el

Il s'ensuit
ACM, , d'od UAEM, CM,
M M

car M)\ est une sous-classe £ £' - inductive de (M,<). On voit de méme
que, si A < }\9 ,onanNA €M Par suite (M <) est une sous-classe
L8 - inductive de (M,<) et, a fortiori, une w(gﬁ' ) - sous-structure de
(M,<). Ainsi 20(5353") est { - ~-engendrant pour JN.

- Supposons (M,<) ePs(Le )o . Les 20’(53.53' )- sous-structures de (M, <)
sont les sous-classes ££'- sous-inductives de (M,<€), c'est-a-dire les

sous-classes ordonnées (M’, <) telles que

(M, <), 0, (M,€) ePs(LL).
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Soit K C M. Désignons par K@ (resp. par K@i) la classe des couples
(A, x), ou

ACK, x€K, A<x et Z()\£ (tesp.()xg,)
Soit g (resp. g’') la surjection associant & (A,x) € K£ (tesp. € Kﬁ.)
x
I'élément |J A (resp.nN A ). Posons
T(K)=g(Ke)u g'(Kei)
X
on trouve KC7(K), car x= |J { x} pour tout x € K. Pour que la sous-
classe ordonnée (K,<) de (M, <) soit une sous-classe £ £ - sous-induc-
tive de (M,<), il faut et il suffit que K = 7(K).-Supposons K e?ﬂo.
Les relations
KeCP(K)xKeM et KeCP(K)XKeM
entrainent, mo étant un univers,
g(Ke)eM , g'(Ke) el et 7T(K)eM .
Soit { un ordinal régulier tel que sup(A@,A@i) £ {<A. Soit 1 <A< 4
et supposons définie une partie Kg de M pour tout £ < A, de sorte que
K =7(K), Kg €M, et Kg CKgpysié< £,

Posons Ky = T( 58)\K§); on a

K)\efﬁ(‘o et K, CKysi&<A.

Par récurrence transfmle, nous obtenons ainsi une suite transﬁme (K7\)7\< r
de parties de M. Soit K = U K+, . Etant donné que fmo est un univers
admettant A pour ordinal assoc1e, que { <A et que Ky em pour tout
A<, on a K 63[1 Montrons que la sous-classe ordonnée (K <) de
(M,<) est une sous-classe L L - sous-inductive de (M, <), i.e. que
'r(K) = K En effet, soit (A, x) € Kg (resp. € Kg.). Comme plus haut,
on voit qu'il existe un ordinal )\A < [ tel que ACK, ; il existe aussi
A, <{ tel que x EK)\ ; soit A=sup(\,,\ ); des relations A+1<{
et (A, x) E(K)\)g (resp e(K;\)g,) on déduit

g(A, %)= | 4 €Ky, CK (resp. g'(A,x) =N A €Ky, CK),
d'otr
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7(K)=g(Kg) Ug'(Ke) =K

Ainsi (I‘<,<) est une sous-classe ££' - sous-inductive de (M,<).-1Il est
évident que I‘< CK' si (K',<) est une sous-classe gf.; - sous-inductive
de (M,<) et si KCK’'. Donc (I‘<,<) est la zu’(gg’)-sous-structure de
(M,<) engendrée par K et, puisque K €7ﬁo, le foncteur &)‘(fﬁ')est
~-engendrant pour J.-Unraisonnement analogue a celui conduit ci-dessus
prouve que, si (M; ,<) est une c:) S L 8')- sous-structure de (M,<) pour
tout A< C, ( )\g . M5,<) est aussi une gos(gg')-sous-structure de
(M,<), de sorte que gu’(ﬁf.') est { - ~- engendrant pour JN. ®W
COROLLAIRE 1. Soit u EQO; alors u admet une (P(££),Q)- (resp. une
(F°(£8),Q)-, une (F(BL), Q(BL))-, ou une (P°(3£), A (3£1))-)
projection dont u est une sous-classe ordonnée (resp. ordonnée,!'injec-
tion canonique appartenant & U@ &) ou a Q5(@&)).

DEMONSTRATION. Les foncteurs w(£EL" et wS(LE") sont des foncteurs
d'homomorphismes saturés a mo-limites projectives. Posons K = P (££")
(resp. = g)s(gg. ); le foncteur (Q,.,X) étant a noyaux et le foncteur
(2, ,K) a ﬁ'{o-produits, le théoréme 19 montre que les conditions du
crittre 1 sont vérifiées relativement a (Q,(,X) et 2 (QLEL),.,X)
(resp. et a (Q5(£L")y,. ,K)), de sorte que ces foncteurs admettent des
adjoints. -Soit u = (M, <) EQO et soit j = ((1[4,< Y,i »u) un (K,Q) pro-

jecteur. Si on munit mo de la relation d'ordre C :
M' < M si, et seulement si, M'C M,
on trouve
M, c)eP (L) cP(LE)
On définit une bijection ’/_ de M sur M, C mo en associant i tout x € M

la classe x” des minorants de x dans , eton a
[=((M,,C)f (M. <) eq.

Puisque f(M) e?ﬂ le théoréme 19 assure l'existence d'un g eK f(
tel que a(g) soit la w(gﬁ' ) (resp. ws(ﬁf') ) sous-structure de (W ,C )
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engendrée par f (M). Il en résulte
f=(Ble)gf ek, .0,

de sorte qu'il existe un /" €K tel que f".j=/". Comme w(f') est une
injection, w(j) sera aussi une injection, car w(f*).w(j)=w(f'). Soient
x€EM, yeM et j(x)<j(y)
dans (1;1, <); les relations
g(x>)=["(x) =[G (x)<["(j (y)=g(y”)

entrafnent x> C y> , & étant inversible, d'ol x <y dans (M,<). Donc j
définit un isomorphisme de u sur la sous-classe ordonnée (j (M),<) de
(M,<). Il s'ensuit que la classe ordonnée obtenue & partir de (1\‘4,<) en
identifiant j (M) 3 M est une (K,Q)-projection de u, dont (M,<) est
une sous-classe ordonnée. - Supposons de plus £ = @ . Si A est une partie
(resp. partie majorée) de M telle que A< A@r et s'il existe x =V A dans

(M,<), on trouve

= N g> et par suite fEQ(¢£')(resp.€Q’(¢ £y).

aeA

Un raisonnement analogue au précédent prouve donc que u est isomorphe
A une sous-classeordonnée dans Q((DSS')(resp.Qs(ng')) dela (X, Qg &)
(resp. (X, Q (@ , 894 projection.de u.m

COROLLAIRE 3. Soit p=w(8L') (resp. = w(LEL")). Si (C*,<) est
une catégorie p - structurée et si r est une relation d'équivalence sur C,
il existe une catégorie p - structurée quasi-quotient de (C*,< ) par r. La
catégorie f)z'gﬂ(p) est une catégorie a ggg(p)-projections, si QC?O,
4cF, et pg(du Jre M,

DEMONSTRATION. Soit { l'ordinal initial régulier d'indice

sup(>\£,>\£|,>\g3)+1.

I‘egu

ol )\gg = Sup 5'1—, on a )xgg( {< A et, d'apres le théoréme 19, P est
{- ~-engendrant pour M. Le théoréme 16 affirme donc que Qgg(P) est

~-engendrant pour J, et son corollaire 1 que ff'gﬂ(p) est une catégorie

a ffgg(p)- projectionscar X = Qgg(P)ir—.Si §=@ =4, le foncteur QQS(P)
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s'identifie au foncteur Q projection canonique vers M de F(P).de sorte
que ce foncteur est ,~-engendrant pour J; étant aussi un foncteur d'homo-
morphismes saturé 2 ﬁo-limites projectives (prop. 1-3 [11]), Q vérifie
les conditions du théoréme 2; par suite sa restriction & F(p) est & struc-

tures quasi-quotient.m

REMARQUES. 10)Si £ = @,.la catégorie ?‘(Qﬁg') est isomorphe 3 une
sous-catégorie pleine de g@ﬁ' , ot E' est la classe des catégories obte-
nues en ajoutant un élément initial aux catégories triviales L° telles que
LcL'e®. Par suite on peut aussi démontrer que «S(@L') est {- ~-
engendrant pour Jl par un raisonnement analogue & celui utilisé dans la
premiére partie de la démonstration du théoréme 19 .

20 ) Soit H* la catégorie de couples associée & (M,<) € Qo.
Soit (H v /.L) 1'élément de gﬁﬁ correspondant 3 la (?(f,ﬁ') Q)-
projection (M <) de (M,<). Si (C*,v,u) est une (ﬁ 53')- compléuon
de (H*, @, Q)), il existe un foncteur de C* vers H‘ compatible avec (v, v)
et avec (,u.,/./.). Mais H* n'est pas isomorphe & C*, car C* ne définit
pas un ordre sur la classe de ses unités. En fait, H* n'est pas une (,é,é')-
complétion libre de C*, comme on voit facilement lorsque £ =@, d'aprés
la construction de la complétion £ - projective libre canoniquede C* don-
née au théoréme 10.

Appelons catégorie L & - inductive (resp. catégorie L&' sous-induc-
tive) une catégorie p( H', a(p))- structurée, od p = w (£8'y (resp.
=wS(LEY et H'=a(p)Nn Q. Du corollaire 2 du théoréme 19 et du
théoréme 18, il résulte qu'il existe une solution pour le probléme«universel»
de l'adjonction A une catégorie L& -inductive (resp. £ &' - sous-inductive)
de §- limites projectives et de J- limites inductives, avec conservation de
certaines limites données. En particulier, si £ =8 (resp. £ =), et si
£ est la classe des parties finies de l'ensemble des entiers, une appli-
cation ££' - sous-inductive est une application f- sous-inductive (resp.
sous-préinductive) et une catégorie L8 -inductive (resp. @8 - sous-in-
ductive) est une catégorie f- inductive (resp. sous-préinductive) [ 1] . Ainsi

le corollaire 2 du théoréme 19 généralise le théoréme 4-5[11].
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C. ADJONCTION DE LIMITES A DES CATEGORIES MULTIPLES. .
Soit p[ n] le foncteur projection vers M de la catégorie §["]

A

des foncteurs “n-uples [ 14 |. Soit P%_."] le foncteur de ?A["] vers M

A

associé de méme a l'univers mo .

THEOREME 20. P[" ] est un foncteur { - ~ - engendrant pour M, pour tout

ordinal de seconde espéce [ <A.
<, .
DEMONSTRATION. Soit (C l)iSn une catégorie n-uple telle %t.xe C Emg

et soit BC C. Désignons par Ui(B) I 1a sous-catégorie de C i engen-

drée par B, pour tout i < n. Posons

o["](B)z _U o,(B).

ign
Si B emo, on a U["] (B) EWO, puisque Pg: est ~-engendrant pour M.

Supposons
KCC e Kel .

Par récurrence, nous construisons une suite croissante de sous-classes K‘.

de C telle que

kK,=olnl(k) e & =o["](1<].)

j+1

pour tout entier j. Posons kK= U K..Etant donné que 31(0 est un uni-
R jeN

vers, on a K efmo . Montrons que K définit une sous-catégorie n;uple de

(C i)i < po c'est-a-dire (th. S-II[ 14 ]) une sous-catégorie de C i pour

tout i £ n. En effet, soient
1 4

xek, yék et (y,x)€C i.Cc i
-La
Il existe un entier j tel que x eK]. et y GKI.. Puisque Ori(K].) ! estla
<4

sous-catégorie de C * engendrée par K]., on trouve

P

a Hx)eoqkycolr k)= ck,

j+1
-+, - -
B Hy)ea(KICK et y+,xeo(K)CK.

- 4 . J. .
Par suite K * est une sous-catégorie de C * pour tout i < n. Il est évi-
4

dent que (K i)iS . €st la sous-catégorie n-uple de (CJ-i )i< » €DgED-

drée par K, de sorte que Pﬂ"[ n] est - engendrant pour M.
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-Soit { <A un ordinal de seconde espéce Pour tout A< [, supposons
donnée une sous-catégorie n-uple (C» * )|< . de (C ').< n 63"[ n] , de

maniéte que 1'on ait
Cy\C Cy si AN,
Posons é = U ¢, .si
IR 4 A

- - L L
x€C, y€C et (y,x)€C *yC *,
il existe un ordinal A< { tel que x € Co et y € Cy. Par conséquent
.Li(x)éC;\C& B Hx)eC et y+,xeCrcC.
Ceci prouve que (C ')! < n est une sous-catégorie n - uple de (C.Li)i< n

On en déduit que P:;E" est { - ~- engendrant pour M.

<
COROLLAIRE 1. Soient (C ’)l.< , une catégorie n-uple et r une rela-

tion djf’quivalence sur C; il existe une catégorie n-uple quasi-quotient
de (C i)ign par r.

En effet, pln] est un foncteur d'homomorphismes saturé a Wo-
limites projectives et ,-engendrant pour M; d'apres le théoré me 2, p[ n]

est donc A structures quasi-quotient.®

COROLLAIRE 2. La catégorie ff'gg(p[ " ]) est a ?gg(pf}."] )-projections,
on§c¥ . g cF, pg(dug)em,.

En effet, ce corollaire résulte du corollaire 1 du théoréme 16, dont
les hypothéses sont vérifiées, en vertu du théoréme 20, en prenant par

exemple pour [ 1'ordinal régulier A d'indice ( :;PUSB +1.m

Soit ff"gg[ 1, la classe ayant pour éléments les familles

e=(C i”’i’“i)m n

vérifiant

£, q Ny
p(e)=(C ‘,vi,pi)eﬂ:'ogg et p[gn](e)=(c ’)i<n€?["].

Soit ?gﬂ[ n ]O la sous-classe de 3"'43[11 ]o formée des e tels que p;(e) Ef}-gﬂ
pour tout i < n. Soit 3;,5!5 [7] la sous-catégorie de la catégorie produit

(ff.,(]f] )? dont les éléments sont les familles (I:“'i)ig . telles que
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I;' 63’43 et qgg(l:“)= .‘]5(;, D sii€neti'fn.

Nous identifions .‘f‘gg[n] 3 la classe des unités de ?'gg[ ]. Soit .‘fgﬂ[n]
la sous-catégorie pleine de 3—"g5[n] ayant ?gg[ ] pour classe de ses
unités. Demgnons par qgg[n] le foncteur de 3:3[71] vers M associant
qgg(l‘:7 ) a (F ), ign . Soient 3-"93[”] f?:gg[n] et Qgg[n] les catégories
et foncteur définis de méme & partir de 1'univers mo On définit un fonc~

teur pgﬂ de 345[ ] vers ff[”] en associant ((C ')1< n’ F (C ),\< DK

((C l,;it#i)’f:( C l,lli,,u,i))i< n 6595[”]4

THEOREME 21. Le foncteur Qgﬂ[n] est - engendrant pour M. La caté-
gorie ?'gg[n] est une catégorie & ?gg[n]-projections et p[ﬂf]] admet un

n
adjoint.

DEMONSTRATION. Soit A l'ordinal régulier d'indice
g

)\gg+1, ol )\gg 1621‘531

Supposons e =(C '} v, ,/.L )1< i eg:gg[n] . Pour toute sous-catégorie
n-uple (B )1< . de (C ’),< n? desxgnons par o, (M) la sous-classe
de C obtenue en appliquant 3 B I'opérateur o Vi relatif a (C™ Vi My )e?gfl
(construit 4 la fin de la démonstration du théoréme 12), et ce pour tout
i £n. Soit
or 1(B U &.B).
[ﬂ] ) l\ n
Si B emo, ona 3’i(B) €l d'aprés le théoreme 17, et par suite
o[ ,](B) eMm .

~

Supposons KC C et K em Par récurrence transf1n1e, nous construisons
une sous-classe K de C pour tout ordinal A< >\ comme suit :
1o )(K*’)l gn oSt la P[ Lsous-structure de (C ')is , engen-
drée par K(qui existe d'aprés le théoréme 20);
20) (K;»-i)iS . €St la P["]-sous-structu:e de (C_Li)ig , €ngen-

drée par O ] ( U)\Kf

150



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 117

Du théoréme 20, il résulte que 1'on a K)\emo pour tout A< A .Posons
IA<= U"K ; alors ke?ﬂ
A A A

car Wo est un univers et A< A. Puisque Kj
.4 . + N .
définit une sous-catégorie de C i pour tout A< A et tout i < n, la classe

0’

K définit une sous-catégorie n -uple de ((,""")i< o+ Montrons que K est
A3

stable pour Vv, et pour u,.-En effet, soit i <n; si ® est un foncteur de

1€ (resp. 63) vers C"Li tel que ®(1)C 12, en utilisant comme dans

la démonstration du théoréme 5 le fait que A est régulier, on voit qu'il

existe un ordinal A< A tel que ®(I) C K, ; il en résulte

Lin $® (tesp. Lin' 1®) €5,(Ky) C o3 (Ky)C Ky CK.
Donc IA< est stable pour v, (tresp. pour ,ui) et définit une Qgﬂ[n] -sous-
structure e’ = (IA<J"., v;., /L'i)‘S , de e.Il est évident que e’ est la Qgg[n]-
sous-structure de e engendrée par K; ainsi, Q‘g‘(‘| [2] est — - engendrant
pour J.-Puisque Qgs et P[”] sont des foncteurs 2 fmo-limites projec-
tives, (?'gs [7],c ,S:gﬂ [n]) est a fﬁlo-produits. Les conditions du critére 1
d'existence de foncteurs adjoints sont ainsi remplies relativement a
(ff'gg[n],t ,?gﬂ[ﬂ]) eta p[gg] par conséquent ces deux foncteurs admettent
n

un adjoint. m

Soit 7 le foncteur de Flal vers Flo-dl el que

48 4 -
7 ((C ‘)i<n)=(c ")l.‘< oy St pg” 1 .wnzp?["].

Soit N l'ensemble des entiers positifs, A la sous-catégorie du groupofde
(N x N)J' associé & N formée des couples (i,j) tels que i < j. Nous

définissons un foncteur 7 de A vers F tel que

W(n,n):ff[”] et T(n,nt+l)="7 pour tout n €N.

n+t
Soit 3:[ o] la catégorie limite projective de ce foncteur. Ses unités s'iden-
tifient aux suites (CJ"'),. eN telles que :
P Ny
Io)c ¢ E?opour tout i €N,
s . . . . .
20)(C T, 0 ¢ty eF et (¢t BV, Ct Ty eF pouri€eNn, jEN;

3¢ ) Axiome de permutabilité : Si les composés

(E45 1)+ (g41) et (g+;8) *j([+)
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sont définis, ils sont égaux, pour tout i €N, j EN.

Les morphismes de Flol gridentifient aux triplets
1 Lg
(C Den [ (C D;en)

tels que

1) (¢t FLel e (Ctoy, €T

ieN
20)(&""., f, CJ'i) eF pour tout i €N.
DEFINITION. Une unité (resp. un morphisme) de 3:[”] est appelé une

catégorie w- uple (resp. appelé un foncteur cw- uple).

w] vers M associant C a

Soit p[“’] le foncteur projection de 3:[
(C‘Li)ieN . Soient § et § deux parties de c.fo tellegs que pg:(g Ugﬂ) efmo.
Comme plus haut, définissons la sous-catégorie ¥ 5 [w] de (5 S)N obte-
nue comme suit : ses unités sont les familles e = (C‘L", vi’/"l'i)i eN telles

que

p:."(e) = (CJ-i,V’.,/Li) eff:’gﬂ et pg{] (e) =( C-Li)ieN eff[w]’
les morphismes étant les (I:".)“N tels que

(alF ;e €710l (B, oy 7P, e Herp=i)
pour tout { €N, j € N. Soit ?gﬂ[w] sa sous-catégorie pleine ayant pour
unités les e tels que p:."(e) € 3—“93 pour tout 7 € N. Désignons par g ﬂ[w]

4

et pfl[ﬂ 1 les foncteurs canoniques de F*[w] vers M et vers ¥, par
w R .
Qgg[a)] et ng les foncteurs de chg[w] vers M obtenus de méme 3
A @

partir de J 0

THEOREME 22. Le théoréme 20, ses corollaires et le théoréme 21 sont
encore vrais st 'on remplace dans leurs énoncés n par w.
En effet, les démonstrations sont analogues, i < n devenant i €N,

ce qui conduit 4 poser

[w - - .
o ](B)— :'eUN Cri(B) (resp. -U[w](B)— igN CTz.(B))

dans la démonstration du théoréme 20 (resp. théoréme 21). m
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DEFINITION. Soit 8=n €N (resp. = w). Une (795[8],?'g5[ 81)- pro-
jection de e e.(f'gg[ 8], sera appelée complétion n-uple (resp. w-uple)
de e.

APPLICATIONS.
10) Construction de foncteurs types : Soit (C*,v,u) € ffgﬂ et
soit %C = (%g]. , fRC’.) la catégorie double des transformations naturelles

entre foncteurs de C* vers C°. Alors %C' définit un élément
e =(§RC.,;/,;1.) é.efgg(Pg:)
(appendice II, proposition 2, C.S.). Toute partie K de %C' admet, en
vertu des théorémes 16 et 20, une (4, 9)- complétion structurée
e=(K®D, g4 v, u0)

dans e (a savoir la Qgg(Pf}‘)-sous-structure de e engendrée par K), et
K est construite par la méthode exposée dans la démonstration duthéo-
reme 16. Supposons vérifiées les conditions suivantes : K admet pour
seul élément la transformation naturelle définie par le triplet (Y,y, C*);
{ <A est un ordinal de seconde espéce, § est la classe des catégories
triviales I° telles que 1< et g est la classe des catégories | * telles
que T< { et que ' définisse un bon ordre sur la classe de ses unités.
On montre alors que la catégorie 1'2’ = (1% m C*) ¥ contientla catégorie
des foncteurs de type (Y, y, {) (appendice II, C.S.); mais elle ne lui est
pas identique, la construction des foncteurs types ne faisant pas intervenir
les transformations naturelles projection canonique d'un produit paralléle
de foncteurs naturalisés sur ses facteurs. Les éléments de la catégorie
des triangles de K™ de sommet C* peuvent étre appelés transformations
naturelles canoniques entre foncteurs types. En particulier, lorsque C*= M
et (Y,y)=(P,¥), ou P est le foncteur «partie» et ¥ sa naturalisation
canonique (C.S., app. II), on généralise ainsi les résultats de [8].

20 ) Soit C* ¢ cfo et soit {C*, F) un couple w-dominant une espéce
de structures (C.S., chap. II), ot w = (M,w,H") est un foncteur fidele.
Soit g =(H"*,q,G"*) un foncteur admettant un foncteur adjoint injectif g'.

Alors (C*, g'.F) est un couple w.gq-dominant une espéce de structures,
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«plongement universel» de (C*, F) dans une espéce de structures w.gq-
dominée. Ce procédé s'applique lorsque w est l'un des foncteurs qui ad-
mettent des adjoints d'aprés les résultats de cette partie II. Par exemple,
si w= pF et q=p°J, on plonge ainsi universellement une espéce de
morphismes (C*, F} (chap. II, C.S.) en une espéce de structures qgs-
dominée (C*, l:"), dite espéce de morphismes (g,ﬂ)-comple’te‘e, de sorte

que IAT(e) soit une (g,ﬂ)-complétion libre de F(e) pour tout e €C,.
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APPENDICE

Nous allons indiquer divers lemmes implicitement utilisés aans le
texte précédent ou liés aux questions étudiées ci-dessus. Nous en dédui-
rons aussi quelques généralisations de résultats de [1] -

1. Image réciproque de sous-structures.

Dans ce §, nous désignons par p un foncteur (m,p , H*)d'homo-

morphismes saturé, 3 produits fibrés finis. Si f €H, nous pos—ons f=p(f).

LEMME 1. 1°) Si p est a {1}-produits fibrés et si s; est une p - sous-

structure de S €H_ pour tout i €1, il existe une p- sous-structure (‘]I S;
i€

de S telle que

Ns)=N ).
p(iels’) ‘_“p(sl)

2°) Si f €H et si § est une p-sous-structure de B(f), il existe
un (311‘ p)- sous-morpbzsme /' €5.H de [ tel que, en posant a(f')=

‘/ (3), on ait p(/(s))"'/(p(s))
DEMONSTRATION. Smtb €H et ,B(b )J=spourtouti €l.Si(p(h. i) v el
est un produit fibré natutahsé dans m, il existe un produit fibré naturalisé

(b v.),

i'ie
phismes saturé a {I}-produits fibrés; de plus (démonstration de la propo-

; dans H* tel que p(;i) =v,, si p est un foncteur d'homomor-

. . - r—
sition 4), on a v; €p  lorsque
r-
by €p pour i'€l et i,

En appliquant ce résultat au cas od h;= S« s, on obtient n s, ;» puis-
ie]
qu'il existe un produit fibré naturalisé

(p(k).(p(s)es Nocsn, g,

-1
-On construit de méme f ($) en prenant b, =B(f)e3$ et b, ={, étant

donné qu'il existe un produit fibré naturalisé
(0(h)ov));_ g 5 tel que v, Mt / (p(3)). m

COROLLAIRE 1. Supposons p a{1}-produits fibrés, f; €H et B(f,)=

pour tout i €. S'il existe S €H; tel que a(f)—S etsi s‘,;_s. il existe
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-1
une p - sous-structure s’ de S sur la classe ﬂ[ /i(p(f)).
iel—
-1
En effet, avec les notations du lemme, on a s’ = nI fi ($).m
i€
COROLLAIRE 2. Soit h €H et {=(N,bht,M) une restriction de p(h).
Si M et N engendrent des p-sous-structures s' et s de a(h) et [B(h)

respectivement, il existe un (MY, p )- sous-morphisme b' €s .H.s'de b.

En effet, d'aprés le lemme, il existe un p - sous-morphisme g € s.H

de b tel que a(g)=h(s). Comme {(M)CN, ona
MCp(h(s)), don seh (s).
Ainsi 1'élément cherché est b’ = g .(.}-JI(S) ~s'). m

Supposons que H* admette un élément final a tel que p(a) =
={@}. Si s; €H;, il existe [; €a.H.s; et, p étant 2 produits fibrés
finis, il existe un produit fibré naturalisé ((/1, v,), (f,,v,)) dans p
tel que p(vi) soit la projection canonique d€ p(sl) X p(52 ) sur p(si);
I'élément ((U1‘ v, ),a(vl)) est donc un produit naturalisé dans p, de
sorte que p est A produits finis. D'aprés le corollaire de la propositionl,
il s'ensuit que p est aussi résolvant 3 droite.

Comme dans [1], n° 3, nous désignons par :

Kr(p) la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibré p \/ Py
ayant pour unités les couples (C*, s) tels que

Crell, seH, p(s)=C
et que ([ C'],s) soit un graphe p-structuré [ 15] .

ﬁ’(p) la sous-catégorie pleine de K*(p) ayant pour unités les
graphes multiplicatifs fortement p-structurés(i.e. les couples (C*,s) €K’(p)
pour lesquels il existe £k € s, H.sxs, ol sxs,_sXs etou p(k) est
la loi de composition de C* ). o

TUp) (resp. T((p)) la catégorie des homomorphismes entre classes
multiplicatives p - structurées (resp. fortement p - structurées) .

71'(/)) la sous-catégorie de T((p) formée des néofoncteurs p-

structurés; ses unités sont les graphes multiplicatifs p - structurés, i.e,
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les triplets (C*, s, s’) tels que, Kk étant la loi de composition de C*,
on ait:

a)(C*,s) €K'(p), et il existe k €s.H.s' vérifiant p(k) =
=(C,Kk,C* %xC*);

b) Il existe v, €s.H.s' tel que p(vi)=(C,pi¢,C‘*C'),oﬁ

p; désigne la i- &me projection canonique de C X C sur C.

REMARQUE. La condition b ( ajoutée dans [1] a la définition de graphe
multiplicatif p - structuré introduite dans [ 15] ) est nécessaire pour la vali-
dité de la proposition 5-3 [1] (et par suite du théoréme 2-4 [1]). En
effet, cette proposition repose sur le fait que la sutjection [ 3, a] définit
un néofoncteur p - structuré de (C*,s,s') vers le groupofde p- structuré
((C;x C(;)J' S, X s,), ot s —s. Or cette propriété n'est plus vraie si
(C*,s,s') vérifie seulement la condition a. Par suite, il faut aussi suppo-
ser dans [16] (théoréme 1-I et proposition 7-1) que, si (C*, T, T')est
un graphe multiplicatif prétopologique, alors T’ est une topologie plus fine

que la topologie induite par T X T sur C*4x C* .

PROPOSITION 1. Supposons que (C*,s,s') Ef)'((p)o vérifie l'axiome b .
Soit § une p - sous-structure de s et C = p($5). Il existe §'—s' telle que
(C.I§I S") en(p)o‘

DEMONSTRATION. Soit £k €s.H,s' tel que p(k)=(C,k,C*%xC*).Ona
- - ~1 A -1 A -] A
C'x«C'=(C*xC*)N vl(C)f\vz(C)nK (C).

D'aprés le corollaire 1 du lemme 1 appliqué a la famille (vl, v, L k), il

existe k €$.H tel que
a(k)=3§",—s" et p(k)=(C,Ki,C'xC*).

Donc (théoréme 4-11[15]) (&‘, §, $8') est une sous-classe multiplicative

p - structurée de (C*, s, s'). ®

COROLLAIRE 1. Si (C*,s) €JN(p), et si §s, ona (C*.3)eN(p).

oz C=p(3).
En effet, la classe multiplicative p- structurée (C*, s, s xs), ol

s %S —s X s, vérifie I'axiome b, de sorte que 1'on construit un
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P

(C*,35,8)ell(p), ob &' —sxs,
3 1'aide de la proposition 1. Les relations
$' sxs, sxs—~sXs, $§X§,-_sXs et p($)Cp(§XS$)
entrainent §'— § X §, d'on (é‘, $) €ﬁ(p). [
COROLLAIRE 2. Soit (C*,s,s’") éfn'(p)o. Si é' est un sous-graphe
multiplicatif de C* et si $,—s et p(§)=C, alors il existe un sous-
graphe multiplicatif p-structuri‘ ((:”, §,8') de (C*,s,s').Si de plus
(C*,s)eX(p), ona(C,3)eT(p).
En effet, d'aprés la proposition 1, il existe
(C*,5,8') €N(p),, o &' _s"
En vertu du théoréme 8-1I [15], ([é"], $) est un sous-graphe p - struc-

turé de ([C*],s). Ponc (C*,5,4") €J(p), . La deuxiéme affirmation

se démontre comme dans le corollaire 1. ®

Supposons que m soit un univers et que p soit la restriction d'un
foncteur d'homomorphxsmes saturé A produits fibrés finis P = (m P, H )
a H= P (M) . Soit W la saturante de M dans . SiQ= K I, T ou
o R m:us notons P@ et P@ les foncteurs pro;ectlons canoniques de Ocp)

vers W et vers H*. Soit Xp la classe des P@ monomorphismes ] tels que

Pg(j)ePi

PROPOSITION 2. Supposons j‘eX@, o2 U=K', T ou N (resp. =T);
alors P’ (i) G(Pm),.,—, en désignant par P’ le foncteur canonique de

@(P) vers (@:ﬁ' (resp. =ff(). On a ﬁ'(P)o.XK, = Xﬁ,.

DEMONSTRATION. Puisque P est un foncteur d'homomorphismes saturé,
P@ en est aussi un, et il suffit de prouver 1'affirmation lorsque PO(” e,

Supposons donc
- 0 it H,:
=P (j)=(C',¢,C et P (j)=se\$
I o7 (C*ye ) UI) 5

Soit C* la sous-classe multiplicative de C* définie par c.-si 0 =ﬁ,
ona (C*,§) Eﬁ(P), d'aprés le corollaire 1 de la proposition 1. Comme
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(&’,5) et (&J_,s‘) sont deux i’ﬁ-sous-structures de (C*,s) sur la

classe C, elles sont égales; il s'ensuit

Ct=C e Je(Py),”

-Considérons le cas olt | est un néofoncteur; alors C définit un sous-
graphe multiplicatif C* de C*.-Si 0= K, le couple ([ C *], §)est un
graphe P -structuré (théoréme 8-1I [15]); ainsi é= (é -, §)eX(p)
est une PK. sous-structure de (C*, s). On en déduit C ‘= C et] e(Pn.)L'—
51 de plus (C°*,s) Eﬁ (P), ona é éﬁ (P) d'aprés le corollaire 2 de
la proposition 1, d'ol j‘€ XFe .-Si 0=, on a de méme (&', $) efﬁ"(P),

et par suite

-

ct=c-, ] e(Pn.)L’— et j€Xy-
-Soit O = J' et posons
B(ji)=(C*,s,s")=
En vertu du corollaire 2 de la proposition 1, il existe une 13:)'(. - sous-struc-

ture é =(C*,§,5") de e' telle que §',.F. s'. Un raisonnement analogue

au précédent entraine

é=a(j) e ] €(PT(.)L
LEMME 2.8 § 6;10 et si S est une(Pi’_,H)-sous-structure de S engen-

drée par M, alors s est une P -sous-structure de S engendrée par M.

DEMONSTRATION. P étant saturé, il revient au méme (prop. 2-2[11]) de
. ~ s 2z

montrer que, si s est une (P , H)-sous-structure de S engendrée par

MCP(S) et si M EW , S est une P sous-structure de S engendrée par

M, en désignant par H la saturante P (311) de H dans H‘ En effet, soit

s',;S, ee MCP(s').

D'aprés le lemme 1, il existe une P - sous-structure § = s Ns' de S telle
que

P($)=P(s')NP(s)eN_, §7s' et s‘,.P_s.

Des relations

159



126 C. EHRESMANN
s,_P_s et MCP($) emo

. . ... ol
on déduit s.—.5, par définition d'une (P‘ , H)- sous-structure engendrée,

d'ot § = s et s—s'. Ceci achéve la démonstration. ®
P

PROPOSITION 3. Si P est ,~-engendrant pour M, il est (3[1, 0)-résolvant

([ 11, définition 1-3) pour O = K0, 7 ou M.
DEMONSTRATION. Supposons (C*,s) EK'(P)o et MCC, Mel. 1l
existe a€s.H.s tels que
P(a)=(C,a,C) et P(b)=(C,B,C).

Si M=M va(M)UB(M), on a .h_i emo, car mo est un univers. Par hypo-
thése, M engendre une (P‘/_,ﬁ)-sous-structure § de s qui, d'aprés le
lemme 2, est une P - sous-structure de s engendrée par M. Comme

a'=(/-w-,al ,ﬁ) eM et ,B":(.Az,,& ,IVI_) eMl,

le corollaire 2 du lemme 1 assure 1'existence de

-

ar=(M,ac, M), Br=(M, L. M), a’ €3.H.5 et b' €5.H.3
tels que p(a )—a' et p(b')—,B' Ainsi ((M ﬁ' a ), s) est un graphe
p - structuré et l'on a (M‘,s)EK (P) Evidemment (M‘,s) est la
(XK' ,K ( P ))- sous-structure de (C*, s) engendrée par M, de sorte que

P est ( M,K")-résolvant, d'aprés la proposition 2-2 [ 1].-Supposons de
plus

e=(C*,s)€J'(P), (resp.=(C",s,s")€l'(P) ).
Du corollaire 2 de la proposition 1, il résulte
E=(M*,3)eN'(P) (resp.=(M*,$,3")€U(P), ot S=s").
Ainsi é est la (X@,@(P))-sous-structure de e engendrée par M, pour
0= (resp. =N").-Si (K", s) G)—'Z(P)o et si
ACK et Aeﬁlo,

ona (K*S) eﬁ(P)o et l‘< = P(§) Emo, en désignant par 5 la P - sous-
structure de S engendrée par A (corollaire 1 de la proposition 1) . Par

suite (K*, §) est la (Xﬁ,ﬁ(P))- sous-structure de (K*,S) engendrée
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par A.m

PROPOSITION 4. Si P est dénombrablement engendrant pour M, alors Py

est (mu,Xj':(,T((p))-engendrant, en désignant par Xj':( la classe des
f=((C*s,s7),1.(C 5,5 exy
telsquej'ePt.oujes.HsetP(])‘(C*C‘,7X7L,C C)
DEMONSTRATION. Soit (C*, s, s’ )e?’((P) et MCC , M e“TI Nn a
kes.H.s', on P(k)=(C,k,C'xC"),

k étant la loi de composition de C*. Puisque P est ,~-engendrant pour

metque
Ki=(M ke, M xM*) €M,

il existe, comme il est dit dans le lemme 2, des P - sous-structures s,

de s' et s respecnvement engendrees par M* 4 M* et par M, et appar-

et

tenant 3 la saturante H de H dansH°*. Le corollaxte 2 du lemme 1 assure
I'existence d'un ki €s, H s'| tel que P(k ) EW soit une restriction de
P (k). Pour tout entier 7 < n, supposons defmx un (W P )- sous-morphisme
k; Es..H s; de k, tel que P(kx.)€im et que k,, soit un P - sous-mor-
phxsme de ki pour tout i’ < i. Définissons par récurrence k, comme suit :
Soient p et p, les projections canoniques de C X C sur C et posons
M, =P (s, )UPL(P(s, DU, (P(s] ).
On a M em et 1'application K, = (M ,KL,M *M )GW admet P (% _1)
pour restriction. Il existe des P-sous-structures s, et s de s’ et s
engendrées par M® « M: et par M respectivement, et par suite un P - sous-
morphisme kn esn.lz‘l.s; de k tel que P(k") soit une restriction de
P(k) et admette K,» €t a fortiori P(kn—l)’ pour restrictions. -Comme P
est dénombrablement engendrant pour W, il existe §',P_ s" et § —s telles

P
que

p(s)= U P(s)—M' et P(5)= U P(s,) =M.
ieN ieN

Les relations K(P(s;.)) C P(Si) pour tout i € N entrafnant K(.\]’)C \‘l,il

existe
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£€§.f;.§', avec P(I;) '—'(M,KL,A‘!}') eM.

Montrons que I'on a M'=/ﬁ ‘% 161 *. En effet, soit (y,x) 61;1'; on a(y,x) EP(s;.)

pour un certain entier 7, il en résulte

CA"‘i, x €M, Cic'i et y.x €M cMm,

y €M, i+1

i+1 i+1
d'ot (y,x) €M*'xM*. Inversement, si (y',x') EM*xM*, il existe un

entier n tel que

y EM , x"€M et y'.x' éMn,
c'est-a-dire (y', x') € M"l * M"l C P(s;) C M'. Ceci prouve que 1;1 ‘% 161 '=A:1'.
de sorte que P(/:) est la loi de composition de la sous-classe multipli-

cative M* de C*. On obtient donc

E=(M",§,8)eN(P),, gy McCMeM,

et é est une an- sous-structure de e.
Ll -
~ .
- Supposons que € = (C*,s,$') soit une Py - sous-structure de (C*, s, s")
vérifiant

~ -~
L]

S et

’
S

— —

P

s,

Soit k 1'élément de 5. H .S appliqué par P sur (C,K¢,C*%xC*). Comme

s, et s'

1 y sont les P - sous-structures de s et s’ engendrées respective-

ment par MC C et par M*x M*C C*C*, on trouve

S s et s’ ._s'.
1y 175
Supposons prouvé, pour tout i < n :
> >
s!.,_P_s et s;.,;.s .
Alors on trouve
M, CP(SYUp (P(S'))Up,(P(s')=C

et M;I*M';CC'*C‘,de sorte que

s, —S € s’ ,—s'.
"’p P

Par récurrence, on en déduit
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P(s)= U P(si)CE' et P(§') = u P(s;)CE'-*E'.
ieN ieN

Par suite §7§ et s",P_;' . Cecl prouve que (&', §,5') estla (X;)'-( JUp))-
sous-structure de (C*,s,s') engendrée par M. Le foncteur d'homomor-
phismes Pj-( étant saturé, ’;T( est (fmU, Xj':(,ﬂ(p))-engendrant, en vertu

de la proposition 2-2[ 1], ce qu'il fallait démontrer. m

REMARQUE. Les propositions 4 et 3 admettent la proposition 4-3 [1]
pour cas particulier. Il en résulte le résultat suivant (dans 1'énoncé du-
quel nous reprenons les notations du n°® 3 [1]), qui généralise le théore-
me1-3[1].

a

COROLLAIRE. Supposons que mo soit un univers, que P soil (resp. soit
dénombrablement) ,- engendrant pour M et & mo-produits et que H emo.
Soit O(p) une sous-catégorie pleine de U(p) telle que ﬁ'(p)C Ocp),
N0 et K40 (resp. de U(p)). Si e €1l(p)o et si r est une relation
sur pq((e), il existe une (O(p), 1;11)-structure quasi-quotient de e par r.

En effet, la démonstration est analogue a celle du théoréme 1-3
[1], le foncteur P étant (M, D)-résolvant d*aprés la proposition 3 (resp.
d'aprés le théoreme 1-5[1]1 si O=K ou si F(p)d>0(p) , et le fonc-
teur Py est (?JRU, X;I,T((p))-engendrant en vertu de la proposition 4).m
LEMME 3. Soit ¢=(M, q,K*) un foncteur fidéle admettant une section
maximale z (n° 4[11]); alors z(M¥)c q’—.
DEMONSTRATION. Soit / € M et j = z(f). Supposons

kepB(j).K, s=a(k) et gq(k)=f.g.
On a z(q(k)) =j.z(g). Par définition d'une section maximale, il existe
hez(s).K.s tel que q(bh)=gq(s). Comme g est fidéle, on trouve
=2z(q(k)).h.Les relations

j(z(g).h)=2z(q(k)). b=k et q(z(g).h)=¢g
entrainent que j est un ¢- monomorphisme. w

PROPOSITION 5. Supposons que p admette une section maximale z. Soit
ar .
P le foncteur canonique de U(p) vers W, oa U =K', N ou T et
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D=N (resp. U=0=F , ?g,@ou G, resp. U= ou M oet ©=N).
Alors P:U admet une section maximale.
DEMONSTRATION. Soit C*€J_; posons

s=2z(C), j=z(CXC,,C'xC*) et =z(C,k,C*xC*)
ot K est la loi de composition de C*. D'aprés la proposition 1-4[1],
B(j)=s X s et, en vertu du lemme 3, j epr—. Donc (C*, s) eﬁ(p)o .
Si de plus on suppose C*ell, on U= (resp. =?,ff’g,6 ou ©'),on
obtient

z(C,a,C)es,H.s et z(C,B,C)es.H.s,

de sorte que l'on a (C°,s) Eﬁ'(p) (resp. 61]([))). Ainsi on définit un

)
foncteur section zq( de pq| en posant

A (C g, C)=(Ct2(C.g, CsnC)  si(Crg,C) el

A A

-Soit e =(C", §,5") EEU(p)O. Par définition de z, il existe
hez(C).H.5 et b'€z(C'xC*).H.3"
tels quep(h) = C et p(bh') = C*sx C*. Par suite, il existe aussi
he(Chz(C).U(p).e tel que p(h)=C".

“r
Ceci montre que 2z est une section maximale de pq(. ®

REMARQUE. La proposition 5 généralise la proposition 2-4[1].

2. Relation structurée engendrée par une relation.

Soit M la catégorie des homomorphismes entre relations d'équi-
valence dont les éléments sont les triplets I; =(r',h,r), ol r et r' sont
des relations d'équivalence sur M et M’ respectivement et ot h=(M', b ,M)eM
est une application compatible avec (', r). Soit p le foncteur can-o-nique
de M" vers M, qui associe b a b. Dire que r est une relation d'équiva-
lence compatible (resp. bicompatible) sur C*, on C* e.‘r(o (resp. 69'('0)

signifie que 1'on a
(C*,r) €ﬁ(,o)o (resp. éﬁ'(p)o).

LEMME 4. Soient C* e)'(; et r=(C,A, C) une relation compatible avec
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les applications source o et but S de C*. La relation d'équivalence f

compatible sur C* engendrée par r est bicompatible sur C*.

DEMONSTRATION. La relation d'équivalence engendrée par r est évi-

demment compatible avec a et (3, de sorte que nous pouvons supposer

directement que r est une relation d'équivalence. Soit o la relation d'équi-

valence induite par r sur Cc: et soit r'; la surjection canonique de C*
. + .

sur C:/r . En désignant par S le groupoide des couples associé a

C*/r_, on trouve
o o

F=(s7,17, B.7,al,C*) e';
puisque r est compatible avec a et 3, le néofoncteur F est aussi compa-
tible avec r. Soit | le py - épimorphisme canonique de C* sur la classe
multiplicative C*/7 quotient de C* par #; on sait que ]| est une py-
quasi-surjection définissant C*/7 comme py; - structure quasi-quotient de
C* par r; il s'ensuit qu'il existe un et un seul F’' € ) tel que F'.] = F.
Supposons

fec, [ eC et [ [modf.
Ona J(f)=](f) dou F(f)=F(f) et

F(a(f)=a(F(f)=a(F(f))=F(a(f)).
Par définition de F, 1'égalité F(a(f)) = F(a([')) entraine a(f) A, a(f')
mod r et, a fortiori, a(f) a(f') mod f. On montre de méme que l'on a
B(f)~ B(f)mod 7. Donc 7 est bicompatible sur C*. m

Nous désignerons par N l'ensemble des entiers positifs.

PROPOSITION 6. Soit C*€Jl_ et r=(C,A,C) une relation.La relation
d'équivalence (resp. d'équivalence compatible sur C*°) engendrée par r

peut étre construite par récurrence.

DEMONSTRATION. Soit $™ =(5, k") le groupoide des couples associé
4 C.La relation symétrique engendrée par r est (C,B,C), ol
B=AU A}, en désignant par A™! la classe des inverses des éléments

+ . . . .
de A dans S . La relation d'équivalence engendrée par r est la relation
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(C,e(A),C), on e(A)” désigne le sous-groupoide de st engendré par

B 1.Définissons B, par récurrence pour tout entier n en posant :

_ + o L 2
B,=BUS_ et B =k (S «S N(B, )?).
On obtient par récurrence
-1 - ——
4 =B, CB,, dod e(A)= Y By

2<neN "
-Soit P* = (P, k,) la classe multiplicative produit C* x C*.SiMC CXC,
posons
M*2 =(P*xP)n(MXM).
Construisons par récurrence pour tout entier n la partie A de CX C 2a
I'aide des égalités :
=e(A) et A =e(K,(A¥)IUA).
Soit A= U A . Montrons que la relation 7 compatible sur C* engendrée
neN
par r est ' (C A C). En effet, on a 7' C 7 et * est une relation d'équi-
valence, car c'est la réunion d'une famille de relations d'équivalence
croissantes. Il suffit donc de prouver que 7' est compatible sur C*. Or,
sil'on a
(x',x) €A, (y',y) €A, (y',%') €C'xC* et (y,x) €C*4C*,
il existe un entier i tel que
E=((y.y) (x',x) €A}2,
et par suite
K2(§) =(y'.x",y.x)€A; CA.
Ainsi F=7" =
COROLLAIRE. Si C* est un graphe multiplicatif et ' =(C,A’, C) une
relation, la relation d'équivalence bicompatible ¥ sur C* engendrée par

r' peut étre construite par récurrence.

En effet, la relation compatible avec a et S engendrée par r’ est

la relation r =(C, A, C), o

A=A"U a?(A")u B2(A").
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Du lemme 4, on déduit que # est la relation compatible sur C* engendrée
par r, relation qui a été construite par récurrence dans la démonstration

précédente. m

Soit p=(M,p,H*) un foncteur d’homomorphismes saturé A pro-

duits fibrés finis. Soit X une partie de p, contenant H ;.

DEFINITION. On appelle relation (p, X )- structurée un couple (s, r) tel
que s €H;, que r soit une relation d'équivalence (p(s), A, p(s)) et

qu'il existe j € s X s.X vérifiant p(a(j)) =A.

Soit M’(p) la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibrée
pV o ayant pour unités les relations (p, X )- structurées. On définit un

r
ordre sur M (p), en posant
(s',r)<(s,r) si, et seulement si, s"'=s et r'C'r.

Soit s eH;, p(s)=C et (C,A,C) une relation r. S'il existe un plus
petit élément (s, 7) dans la sous-classe ordonnée de (m'(p)o ,< ) formée
des éléments (s,r') tels que rCr’, on appelle 7 la relation (p, X)-

structurée engendrée par r sur s.

Soit o(p) le foncteur de M"(p) vers M associant a (b, (7", p(b), ')
I'application
(A", b Xb¢,A"), o0 r=(C' A", C") et r"=(C", A", C").
Soit Y la classe des b eM’(p) tels que
b‘::(s,(r",C,r')), s GH; et p(s)=C.
Dire que 7 est la relation (p, X )- structurée engendrée par r=(C,A,C)

sur s € H; signifie que (s,7) est une (Y, m'(p))- sous-structure de

(s,(C,CXC,C)) engendrée par A (relativement au foncteur 0(p)).

LEMME 5. §i mo est un univers et si p' =(M,p.,X*) est un foncteur a
'.mo-proa'uits fibrés, p(p) est (m, Y,m'(p))-engendrant.

DEMONSTRATION. Soient s eHc;, C=p(s) et ACC X C. Désignons
par | laclassedesje€s X s.X telsque ACp(a(j)) et(s,r) Em'(p)o,
od 7' =(C,p(a(j)),C) . D'aprés la proposition 11-1, on a | €M _,de
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sorte qu'il existe un produit fibré §' de .(i)ie] dans X *. Il s'ensuit que
(s,7), oo #=(C,p(5"),C), est la relation (p, X )- structurée engendrée
par (C,A,C) sur s, ce qui achéve la démonstration, d'aprés la remarque

précédant le lemme. m

EXEMPLE. Soit X la sous-classe de J* formée des néofoncteurs (C*,¢ ,& )
tels que C* soit un sous-graphe multiplicatif stable de C*. Soit C* 67'('0
et r une relation sur C. Pour que (C*,r) soit une relation (py(., X)-
structurée, il faut et il suffit que r soit une relation d'équivalence bicom-
patible sur C*. Toute relation r sur C engendre une relation (py, X)-
structurée sur C*, A savoir la relation bicompatible sur C* engendrée

par r.

PROPOSITION 7. Supposons que p' =(M,p ¢, X"*) soit un foncteur dénom-~
brablement engendrant pour M. sis €H;, si C=p(s)etsir=(C,A,C)
est une relation, on peut construire par récurrence la relation (p, X )- struc~
turée engendrée par r sur s.

. L .
DEMONSTRATION. Nous désignons par § =(§, k) le groupoide des

couples associé 3 C. On sait [14] que (S ,sXs) est un groupoide

p - structuré, de sorte qu'il existe k € s X s, H vérifiant les conditions

P(R)=(S, kK, ST &S ) et a(k)=c~(sXs)X(sXs).
b

De plus il existe v; €s X s, H.,o, ot i =1 et 2, ¥els que
4
p(v)= (S, ;0. % S7),
en notant p. les projections canoniques de § X § sur §. Puisque p' est

- engendrant pour M, il existe une ( X, H )- sous-structure s’y de s Xs

engendrée par
AU ATTUST Cp(sxs).

D'aprés le corollairel du lemme 1,il existe aussi une p - sous-structure o,

-1 -1
de o telle que o, = vl(s'l)r\u,‘,(s'l). Supposons définies, pour tout

1
entier i< n, des p- sous-structures siet 0, de sXs et o respective-

ment, de sorte que

4168



SUR L°EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 135

-1 -1
p(s;._l)C p(s;.) et O,= vl(s;.)f\ vz(s;.).
Soit 5;1 la (X, H)- sous-structure de s X s engendrée par

-1 _
‘AﬂuAn ) Oﬁ An_K(p(o'n_l))r

et soit o,= ;ll(s'n) f\z;;(s;z). Si(y,x) Ep(s;l‘_l), on a
(x,x) €p(s)Cp(s; ),
d'ou
E=(y,x),(x,x)) Ep(on_l) et (y,x)=«k(&) EAnCp(s;l).
Ainsi nous avons construit par récurrence une suite croissante (s;)n eN

de p - sous-structures de s X s. Comme p’ est dénombrablement engendrant

our N, il existe §' €H' et j €s X s.X.§" tels que
p ° 7 q

A=pcs)= U prsty.
p(s$') D eN pis,
Montrons que ¥ =(C, A, C) est unerelation d'équivalence. Fn effet, on a

+ A_. _A"l + -1 ’
sgcA= U 4 =47 car STCA UATCH(s!)CA,

[ neN ™ +1°

Si(y',y) €A et (y,x) 61:&, il existe un entier n tel que
(y',y)eAn et (y,x)eAn;

on en déduit

=0y, y)(y,x)) epl o) e (y,x)=k(m)eA CA.
Donc (s, r) est une relation (p, X )- structurée.-Soit (s, r") une relation
(p, X)- structurée, ot rCr” =(C, A", C); alors A" =p(s")ets” _sXs;
de plus A" définit un sous-groupoide de S™ contenant A. On a p(s'y)CA"

Si I'on a prouvé que p(s;z_i) C A", on obtient
p(o, VCA" A", A =k(p(o,  NCA" et Alcar

| M ’ (2] A ar ” M ol
Il s'ensuit s, _s” et, par récurrence, §’__s". Ceci prouve que # est la
b 14
relation (p, X )- structurée engendrée par r sur s. B

COROLLAIRE. Supposons que p soit dénombrablement engendrant pour

M. si (C*,s) €‘U(p)o, toute relation r sur C engendre une relation
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(p‘u Ytu) Structurée sur (C*,s) que l'on peut construire par recurrence.
Yq| étant la classe des p‘u monomorpbzsmes j tels que pﬁ(]) €p; ™ (nota-
tions §1)si U+ N et YT(’“XT(

En effet, si U =K', N, T oull (tesp. = n, resp. si ‘U(p) C ff(p)),
la démonstration de la proposition 3 (resp. proposition 4, resp. du théo-
réme 1-5 [1]) montrent que (M ’?;_"U‘ , Ycil) est dénombrablement engen-

drant ; le corollaire résulte de la proposition 7.- m

EXEMPLE. Soit C* e?'(:D et r=(C,A,C) une relation. D'aprés!'exemple
donné plus haut, la proposition 7 permet de construire par récurrence la
relation bicompatible 7 sur C* engendrée par r. Remarquons que la con-
struction est différente de celle indiquée dans la proposition 6 .Reprenons
les notations de la démonstration de la proposition 7, pour p = pyp» et
s=C". Si r est compatible avec a et 3, alors p(s')) est formée de tous

les couples
-1 <4
(g, -8y /n“"‘/l) tels que (gi'/i)eAUA us,

pour tout j £ n et n € N. Les propositions 37 et 52, chapitre IIT, C.S.,

signifient que, sous les hypothéses de ces propositions, 7 est la relation

d'équivalence engendrée par (C, p(sy), c).

Soit [ C] un graphe et L* la catégorie libre des chemins propres
de [C]; nous identifions C i une partie de L. Soit r=(L, A, L) une
relation ayant les propriétés suivantes :

1°)AC(C2xC) UAC’ oﬁAC est la diagonale de C;

20)Si (y,x) €A, ona B(y)=L08(x) et a(y)=a(x)

30)Si (y,x) €A et (y,x') €A, alors x = x*';

40 ) Les conditions (x",x',x) €C?, ((x",x'),%, )€EA et ((x',x),xl)eA

assurent |'existence d'un £ € C tel que (x".xl,fc‘) €A et (x2 .x,%X) €EA.

PROPOSITION 8 Supposons les hypothéses précédentes vérifiées et soit
7 la relation d'équivalence bicompatible sur L* engendrée par r. Pour tout
m €L, la classe m mod+ contient un chemin 7y (m) de longueur minimale
(dit irréductible). Il existe une bijection de L /7 sur Y (L) et C s'iden-
tifie & une partiede L /7.
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DEMONSTRATION. Les symboles i,j et n représenteront des entiers
positifs. Si m € L, nous notons I(m) la longueur de m, i.e. 1'entier n
tel que m € C”. Soit A' la classe formée des couples (ml, m2) €L XL

de la forme
mi=g.yl.g, i=1et2, geL, gel, y'¥y? et (yly?)€A.
D'aprés la condition 1, on a
I(mY)=1(m?)+1 si y?d4L;,
Im')=Km?)+2 si y®eL;.
Soit B=A'U A"} UAL.II résulte de la proposition 37, chap. III, C.S.,
que # est la relation d'équivalence engendrée par (L, B, L); autrement

dit, on a m A, m' mod f si, et seulement si, il existe (mi) tels que

i<n
=m, m, = m' et (mi'”'i+1) € B pour tout i< n.
-Supposons m = (x, ,..., ;) €L et I(m)=n. Construisons par récurrence
un chemin 7y (m) de la fagon suivante :

10 ) Soit ')’O(m) =m. S;il n'existe aucun couple (m,m') €A',
posons ')’1(m) = m, en particulier ¥ (m)=m lorsque m € C.

20 ) Sinon, soit i le plus petit entier tel que ((x, ., x;), ) eA;
posons

Y (m)= (%, 00000 Xi 40 ).xi.(xi_l,..., x,)€eL.
Par hypothése sur A, le chemin ¥,(m) est bien défini et 1'on a
(m,')’l(m))éA', l('}’l(m))<l(m).
30 ) Supposons défini 'y].(m) pour tout j < i < n et posons
vi(m) =y (y;(m)).

On a l(’y'.(m)) < l(’yi_l(m)), 1'égalité ayant lieu seulement si ’)'i(m) =
= Yja(m)

40 ) Puisque (’)’i(m))i< . €st une suite de chemins de longueur
décroissante, il existe un plus petit j<n tel que ’yl(y';.-(m)) = ’y—l-.-(m) .
Nous noterons 7Y (m) le chemin ’yi—(m ). Ainsi on obtient un chemin 7y (m)

tel que
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Wy(m)Um)=j et y(y(m)=y(m),
de sorte que Y : m = 7y (m) est une rétraction de L sur 7y (L ). Des rela-
tions
(’)’i(m),’}/'.+1(m)) € A’ pour tout i < ;—,

on déduit m ., Y (m)mod #. Si de plus m' €L et y(m')="y(m), on a
m’ ., mmod ¥, car 7 est une relation d'équivalence et

maY(m')=7y(m)a mmod7.
-Supposon.s (m, m?) €A, on mt = g’.yi.é et i =] et 2. Montrons que
I'on a 7y (mb) = ’)/(m2 ).. Il suffit de prouver l'existence d'entiers i’ et
i" tels que ')"..(m") =Y nl m2), cette égalité entrainant 7y (ml) = ’y(mz)

par construction de 7y . En effet, par définition, on a

(yt,y2)eA et yl=(x",x")eCc?nL,
Il existe un plus petit j > 0 tel que ’y,.(mi)= g'.yi.’y(g). Si y(g) EL;,
on obtient

1 — ] 2 — 2
’)’,-+1(m Y=g".y -’yi(m ).

Supposons ’}’(g)*L;; il existe x €C~L; tel que Y(g)=x.g,, ot
5167“‘)' Alors

1y o ” ’ 2\ __ 2

'yl.(m )=g x".xx.g, et ’y].(m )=g".y" .x.g,-

Deux cas se présentent :

1°0)Si ((x',x),y) éA pour tout y € C, on a
')’,.+l(m1)=g'.y2.x.g1=’)”.(m2).
20 ) §'il existe ((x',x),xl) €A, ona
yi+1(’”1) =g . x".x .8, = ”’i'

et la propriété 4 assure l'existence de (x".x ,%) €A et

(y2.x,%) €A. 1l s'ensuit ¥ (m?)=g' 4. g,=m2, od
e=; si y? €L; et e=j+1 si y? *L;. Si xleL;,ona
i=x" et mi=mi.Supposons x, *Lé.AIors (mi,mi) €A’

a) Si 7(x1'51)=x1'51’ on obtient 'y].+2(m1)='ye (m?)y;
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b) Si I(7y(g)) =1, on agleL(; et, d'aprés a, 'y(m1)=’y(m2 ).
Supposons cette égalité déja prouvée dés que I(7y(g))<n
et soit [(y(g)) = n. Comme (mi,mi) €A' et que

I(y(g,N<U(y(g)) =1,
on en déduit y(ml)=7y(m?), dox y(m*)=y(m})=
=’)’(m2). Par récurrence, le résultat est ainsi prouvé.
En conclusion, y(m1)=y(m2) lorsque (ml,mz) €A', et par suite
lorsque (mi,mz) € B.
-Supposons m ., m'mod 7; il existe (mt.)iS n tels que m = my, m' = m,
) pour tout { < n, d'od

et (ml.,m ) € B.. Il en résulte ’y(mi)=’y(m

i+l i+1
Y(m)=y(m)=..=Y(m)=..=y(m)=y(m'),
i.e. 7y est compatible avec 7. De plus I(y(m)) £1(m'), 1'égalité ayant
lieu seulement si I(7y(m')) =I(m'), c'est-a-dite si m' =y (m') ="y(m).
Donc 7y(m) est l'unique élément de mmod F tel que I(7y(m))LIl(m')
pour tout m’ € mmod ¥. Nous appelons y(m) le chemin irréductible (rela-
tivement 4 r) associé & mmod f. On construit une bijection ’3' de L /F sur
Y(L) en associant 7y(m) & mmod F. Cette bijection définit un isomor~

phisme de L* /7 sur la catégorie ’y(L)’L telle que
(my,m)+Y(my.m ) si, et seulement si, a(m,) = ,B(ml).

-Soit m €y(L) et m' €y(L). Comme m =7y(m) et m"=7y(m'),ona

m ~, m'mod ¥ si, et seulement si, m = m’'. Etant donné que C Cy(L),

I'application [+ fmod ¥, ou [ € C, est une bijection de C sur une partie
Cde L/F. =

COROLLAIRE. La conclusion de la proposition 8 est valable si [ C] =
=[Gyl et si 7 est la relation bicompatible 7y sur L*=L [ G)\]' consi-

dérée dans la démonstration du théoréme 8-11I.

DEMONSTRATION. Reprenons les notations de la premiére partie de la

démonstration du théoréme 8-I1.-Si \' =1 et A=2,0na

(H,UH,UK,)NH=¢,
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de sorte que la relation r, sur L[ G, ] vérifie évidemment les propriétés

2
1,2,3 et 4; ainsi la proposition 8 s'applique dans ce cas. En particulier,
[Gz] s'identifie & un sous-graphe de [M,:,] et H* A une sous-catégorie

de My =L[G,]/7,; I'égalit

bl.k1=b2.k2 , O ki €H2 et ‘bi € H (resp. eH'z)

entralne b, =h, et k, =%, .-Soit A un ordinal de la forme A=A\'+1.
Supposons construite, pour tout £ < A\, une catégorie Mé de fagon que,
si £=¢&" +1

a) M soit la catégorie quotlent de L [Ggl par ’5 et que [G ]
s'identifie é un sous-graphe de [Mf] .
b) si b:..l'e1 2.k2,oﬁ Ie’.er et b,.er.,alors bx=b2 et

c)si (i,0°).b 61;15. pour tout i €a(P), oo Hhed- .1:45 , on
ait b EH'g.
Soient [G)\] , T et 1?4;\ les éléments définis dans le théoréme 8-1I. Posons

L*=L[Gy]* et r=(L,A,L), ot A=DyuDy,

en désignant par D;\ la classe des couples ((b.(i,D*),¥*).h.7T(7))
tels que (M)\. v, a(‘I’) ) soit la transformation naturelle déﬁme par le
triplet (®,7, e) et que a(h) "(I)(z) Un simple calcul montre que A
posséde les propriétés 1,2,3 et 4. Comme 73 est aussi la relation 7 bi-
compatible sur L* engendrée par r, les conclusions de la proposition 8
s'appliquent & cette relation. Il s'ensuit que les conditions a,b et c sont
encore satisfaites pour £ = \, de sorte que, par récurrence transfinie, le

corollaire est vrai pour tout A < A.m

EXEMPLE. Soit [G] un graphe, [C] un symétrisé de [G] (n° 4{1]) et
L+ la catégorie libre L[C]*. Soit r la relation (L,A,L), od A estla
classe des couples

(1) (Y a(f)) et (£ f™),B(1)
tels que /€G- [G] . Cette relation vérifie les propriétés 1,2,3 et 4.

De plus L*/7, ot 7 est la relation bicompatible sur L * engendrée par r,

174



SUR L'EXIST ENCE DE STRUCTURES LIBRES u1

est le groupofde libre I'[ G ]* associé¢ 2 [G] (i.e. la g- structure libre
engendrée par [G], en notant g le foncteur fidele de ffg vers la caté-
gotie G des morphismes entre graphes qui associe [ § '] au groupoide §°),
d'apres le théoréme 9, chapitre III, C.S. (voir aussi [ 1], n° 4). Par suite

la proposition 8 montre comment est construit un élément de I"'[G]-.
3. Lemmes relatifs au théoreme 12-11.

Les notations sont celles des §1 et 3, II.

LEMME 6. Soit (C*,V) € f;-é; tel que Lim® soit injectif. Soit M* une
sous-catégorie de C* vérifiant la condition :

(A)Si ®=(C*,®,1°)€F.§ et si Lim*® €M, on a O(I)CM
et (M*,®, I'-)- admet (BM ., 1(;()_), 1°) pour limite prc;;'ective
naturalisée.

Alors M*® est une sous-catégorie pleine de M*, en notant (M-, 13) la

complétion §- projective de M dans (C*, V).

DEMONSTRATION. Bien que la condition ( A) soit plus faible que la con-
dition Lim” ® %M du théoréme 5-1II, la démonstration du théoréme 5-1II
(dont nous reprenons les notations) peut étre utilisée sans modification
pour prouver 1'égalité N, = M, ; il en résulte aussi que M* = M{ est une

sous-catégorie pleine de M, . Soit AL N et supposons montré
(Mf-),;.Mé.M‘;CMé-' pour tout £' < £ A
Soit /e(Mf.)o'.Mx.M;, ot £'< N,
10)Si A est de seconde espéce, il existe £ < A tel que &' < &

et f €M, ; I'hypothése de récurrence entraine f € Mg
20 ) Supposons A=A\ +41. On sait que [=m".m.m"' € N,.Comme

o

Montrons My, . Ay .M;C My .M, . En effet, soitm, €Ay .M et ’B(ml) € Myy;

a(f) €M, on a (démonstration du théoréme S-II) m’ € Co' et f €My .A&.M .

alors my= Lim”¥, on ¥ est définie par le triplet (®,T,¢é). Puisque
Lim ® € My, et que Lim” est injectif, il existe £ < X tel que B(®)C M
de sorte que B

é ’

by (@) .my = T(i) EMg. My . M;C M,
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pour tout i € a(¥). Mais, par construction de Mf , il s'ensuit

my EMf +1CM)\. , d'ou M)"o -A)\.M;C M)\l.
-D'aprés la démonstration du théoréme 5-1II, on a Ay .My C AU My et,
par définition de N, il existe m; €Ay tels que m=m_.....m. 1
s'ensuit m, .my € My, .M/, car

my.m, €A7\.(A)\.M;)C A)\.M)3.M$C(A7\UMN).M°’ ,

et, par récurrence finie, m € M,,. Donc
/: m® . m EM)\. et f G(Mf l)o. .M)\:.M;’C Mf ’.
30 ) Par récurArence transfinie, on obtiﬂent (Mf')c; My .M, C Mft ,
pour tout £'< A< A.-En partic?lier, M,.M.M;CM; autrement dit, M

est une sous-catégorie pleine de M. m

LEMME 7. Soient (C*, v, u) €5, dec- F et v ec.§.9. si v
est une transformation naturelle définie par le triplet (O, T, E'), oz E'=
= Lim" @', il existe V" tel que lim” ¥ = lim*W’,

->

>
DEMONSTRATIO/N* Posons ['=a(®) et J'=a(P'). Si jej , le
triplet ((D,'T‘].,‘D'(i)), ol T’.(i)= T(i) .s;f'(q)') pour tout i €[, définit
une transformation naturelle lI".; soit T'(j) = lim"‘l’j. Si k €j'.].7,on

obtient
P?(q)).T'(f')-@'(k):T(i)-S;f(Q').KD'(/e)=T(i).S;-‘(Q')=
=p7(®).7T'(7),
pour tout i €[, et par suite T'(7').®"(k)=T'(j). Ainsi le triplet

(E,T',®'), o E est le foncteur constant sur E = Lim” ®, définit une

transformation naturelle W' et il existe b = lim* ¥' . Comme
-

Py (@) h.sF(®)=p](®).T'(j) = Ti(i) = T(i) .sK(D")

pour tout j €], il s'ensuit p:.’(d)).b = T(#) pour tout i €I, c'est-a-

dire b = lim”¥V . m

COROLLAIRE. Reprenons toutes les hypothéses du théoréme 12-1I et les

notations de sa démonstration. Alors A;l)\. (resp. Alors My ) vérifie la
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condition A du lemme 6 relativement & (C*, V) (resp. a ( C*, u*)) pour
tout A= N"+1<N,

DEMONSTRATION. M déiinit une sous-catégorie pleine M de M;" d'aprés
le théoréme S5-II. Si @' €C* f?’ﬂ, on a Lim*®" éM par hypothése et
Lim'“q)' €M, , car le foncteur Z somme de Lim” et de LimPest injec-
t1f donc, en vertu du théoréme 11-1I, My* est une sous- cat-;gorie pleine
de M -Soit A=AN+1< N Supposons prouvé que M}y, et M§+1 sont
des sous—catégones pleines de M)\. pour tout £< A'. Montrons que My
vérifie la condition A relativement 4 (C*, V). En effet, soit®=(C*,®,I*)
un foncteur et £ = Lim” ® € IC'(-N . Comme Z est injectif, il existe u;§< N

tel que E eM'f ~ M, de sorte que 1'on a

+1
?_(I)C Mg et p:’(¢') €M'§+1,

M.§+1 étant stable pour v. Soit ¥ une transformation naturelle définie
par le triplet (®,T E') telle que ,B(‘I’)C DM”. Posons b = lim"¥ .1l
nous faut montrer que b € M)»' . P1u51eurs cas se présentent :

10 ) S'il existe £'+1 < N tel que £ < &' et E’ €M'§.+l,alors
/3(_‘11) c DM'é. '+, buisque M'5'.+1 est une sous-catégorie pleine de M)\'
d'aprés I'hypothése de récurrence. M'§.+1 étant stable pour v, il en

résulte ) €M‘§. +1C 1(4)\.. En particulier tel est le cas lorsque A' est de

seconde espéce.
20 ) Dans le cas contraire, on a \' = A"+ et E' e}Cl)\. - M% . En

vertu du théoréme 5-1II appliqué & (C*,*), on trouve

M‘N=§ga\'M)\|’C et M)\',X,:M.N'

De plus E' €M entraine E = Lim *®* o dIC M .
P ®, L im PO on B(RIC My
a)Si E' €My . alors M'i. étant pleine dans M3,, on obtient
‘Tj(i)= ‘T(i).s;."((l)') €M%

pour tout i EI‘; et tout j € a (P’ )o' Comme M'N est stable pour v, la
Y
transformation naturelle ‘P’. définie par (P, T].,(I)'(i)) est telle que T'(j)=

=lim"‘[’,.€M',. D'aprés le lemme 7, on a h=LimP¥' on ¥' est
-
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définie par le triplet (E,T* ,®'). Donc, 1{47\. étant stable pour i, on en
conclut b € /(4)\. .

b) Supposons prouvé b 61;4)\. lorsque E° €My yo et ("< {; soit
E' e M)\.’ ¢y - Avec les mémes notations que dans a, on trouve

TH) = i W € My,

d'aprds 1'hypothése de récurrence, la source de ‘I‘i étant le foncteur fons-
tant Asur D' (7) €M—N’ re od {'< (. On en déduit b = Lim K €My,
car M4, est stable pour u.

c) Par récurrence transfinie sur {, on obtient 5 61;1)\. dans tous
les cas.
-Ainsi E est une limite projective de (BA&;\. ,®,1°). Autrement dit, Z\A'l”
vérifie la condition A du lemme 6. Ce lemme affirme que /\ji)\. est une sous-
catégorie pleine de M’y . A fortiori, /;'15'_*_1 et MZ+1 sont des sous-caté-
gories pleines de M’ lorsque £ < N'.
-En utilisant le résultat précédent, une démonstration analogue prouve que
M'y vérifie la condition A relativement a4 (C*,u*), de sorte que M’y est
une sous-catégorie pleine de MK On en conclut, par récurrence transfinie
sur A, que M)»' est pleine dans M'5 et M’ pleine dans Aﬂ'l;\ pour tout
ordinal A= AN+1< ;:'. [
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*) Cet article nous a été signalé par I'auteur lors de la correction des
épteuves du présent travail. Bien que le probléeme abordé soit le méme que
celui considéeé dans les §l et 3 de II, les méthodes et les résultats dif-
ferent complétement. En effet, dans [20] le but est d'obtenirs un thggréme
de plongement a une équivalence prés d'une cg_tégo:ie H* telle que H _<__A
dans une catégorie C° 3 limites telle que C X A; pour cela les limites
sont ajoutées «une 3 unen». Iei le peincipal résultat est le théoreme 13 de
plongement, a un isomorphisme prés d'une catégorie H® munie d'applica-
tions limite partielles ¥ et (L et telle que H< A dans une catégorie C°
munie d'applications limite (totales) prolongeant ¥V et [L et telle que c<A.
Le seul frésultat commun semble 2tre le théortéme 14 (auxiliaire dans les
deux articles), encore que les conditions sur les ordinaux n'y soient pas

les mémes.
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