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L’ INTRODUCTION DE L'ALGEBRE MODERNE EN I[TALIE

pAR ALDO BRIGAGLIA®

* Conférence donnée le 23 mars 1988 au Séminaire d'Histoire des

Mathématiques.
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Nalla prima metd degli anni 20 in Italia forvono pubblicati
tre libri d7algebra e i feovia dei numeri. ciod:s

Lo Mo Cipolla-Teovia dei  gruppi d7ovdine  finitlo = sue

applicazioni. (1920-722Y).

oy ey
LorRd] Y

e dmJGScoveas Dovpd Muomevici ad Hlosbree. (2920 .

F. La.Bianchis Leazioni sulla Teoris dai Moma | Aloebricis

Vioa gualocosa dib sovprendente in gueste pubblicazioni per
varie ragioni.
I1 primno  fatto & ohe ftale produzions pone il brave perindo

P

diotree  anni dal 1920 a8l 1YEE come del tuito sccezionals nsl
gquadro dells prodozions i teattati i algebra moderna
italianar infatti a fronte di una 4tale produsione nel covso oi
tutto il resto della prima metd del secola XX non  possono
povai che ben poochi alteiz

I testi  del 1900 e del 1911 dello

tenria dei agruppi 2 sulla  teovia delle  forme algebviches

1]

1

tessn Bianchi sl la

guelli ancora Jdi Bianchi sui gruppi odi Lie. 8 guello i Fubini
sl ogruppi discreti. tutti precedenti il periodo considerato,
8 poi pia tardis  guells dello stesso Scorza sulla Teoria dei
Gruappi Wt

Guesta imprassione & resa  ancovra pin aculta se  Si guarda

all” impostazione di questi testi e agli argomenti trattati® ad

esampio il testo di  Teoria dei  NMumevi 40 Eianchi & i1l primoe

testo italiann (oome vadremn non in i

Al iannl a Jdare

trattazions sistematica alls teoria degl i ideali di Dedekind,
cosk come guello di Scorza a0 i1 primo & contanere  una
trattacione della teoria assiomatica dei  campi. Ebbene
bisognerd attendere gli anwni  "SO inoltrati per disporre in
Italia di altri testi che svolgano gueati argomenti®, La sola
teoria che troverd, soprattutto negli anni trenta, sviluppo in
Italia & in effetti la fteoria dei gruppi.

n altro elemento di  stupore & il fatto che nessuno degli
attori (con lleccezione i Cipolla ancora  una volta per la
teoria dei gruppid. era fino a quel  momeanto noto  come
specialista di  algebra o teoria dei  numeri. Loorza era
conosciuto come  geometra  algebrico della =cuonla italiana,
interessato soprattutitn allo studio delle superfici

iperellittiche & delle varietd abaliane. Eianchi  sra un ben

L Do qui di sequito wna schematica bibliografia dei testi in questione: si tratta di a) L.Bianchi, Lezigni

sulla teoria dei gruppi 4i sestituzisni, Pisa, 19005 B)idus 3 £} ide, Leziani sulla tegria dei gruppi
cantinui & finiti di_trasformazioni, Pisa, 1903; 4) U.Analdi, 3 &) &.Fubini, : £} G.5rorza

bl

2, Si tratta dei testi Zappa-Permutti, Gruppi, corpisequazioni» Milans, 1963, (edizione litografata, napoli

1930) e Lombardo Radice, Istituzioni 4i algebra astratta, Raga 1958




325

noto gesmetra differenziale odi impostacione classica. I testi

in guestione sambhrano e ived i contraddire l7accettata
convingione  ohe ol itaments  dei tasti  maturi siano la

i pna sounla i

conclusione @ non 17 el formavsi b

ol g R -

Unulteriore motivo odi smtupore &, a mio awvviso, il fatto che
guesti trattati. wuniti al  vesto della produzions algebrica
ittaliana del  periodo. pongono improvvyisamante la matematica
italiana in una posizione i avanguavdia  su scala mondiale
proprio sl tarvano dell® introduzions e linguaggi
assiomatici, e 5ard  sucoessivamenie. e almenn LYY
guarantennio.  wuno  dei  punti deboli delle  sviluppo ddella
matamatica ital iana.

In guesta trattazione vorrvei spingermi alouants indietro nel
tempo. cevcando di vedere come le tendenze emerse negli anni
TREO non  provengand dal  nulla. won sorgono all® improvviso. ma
si =ollegano piuttosto ad un filone ben vivo a8 presente nella
matematica italiana wsin dalla  fine del XIX secolo ed in
particolare con  un filone vicino a guello che & stato uno Jdei
maggiori  wvanti della matematica italiana. la dgeometria

Algebrica.

g 1t.La situazione dell alagebra italiana alla fine del XIX

Facoiamo guindi un balzo  indietro 41 civoa 40 annis aglf
anni "20 el secoln precedents. Riguardo all algebra™ i
guegli anni 1o scenario che si presenta ai nostri occhi & per
molti versi  analogo a2 quello degli  anni  "20. Certos il
contesto & diversos diverso il referente  internazionale che
non consiste nelle ftendenze asitratte Jdi Emmy Noether. Emil
Artin e | lorvo gruppi. ma piuttosto, in guelle di Dedekind e
Eronecker: che comungue costituisconn il precedentse immediato
di guells altre.

Diverso & anche il referents nazionale. la matematica
italiana negli  anni 20 & infatti nel momenin del suo massimo
SV iluppo. L. operas immadiatamente B 3 iva all unita
d*Ttalia. della prima generazions. dei  Ervioschi (1824-97),

Cramona (1E30~2037) ., Betti (1223292, Casorati (1235-90).
Beltrami (18323-900), Battaglini (183246-9%4), EBartini (124£4£-933),
Dini (1245-218) ha  gid dato ottimi frotti. In Italia opera

OPMAT uUNA generazione giovaneg, formata da trenfermi ad anche

3 B lontana da me ogni pretesa di completezza, Quanto esporrd quj di sequito serve come supporte alle tesi
i fondo che ho espoSto nell” introduzione, e mi limito a dare al lettore’le informazioni che t(teugo
sufficienti per comprendere il mio punte 4i vista. In particolare manca del tuito una trattaziope della
teoria delle forme, 1a cui ispartanza non pud essere sottovalutata, come anche sulla tearia di haleis in
[talia (& appena accennato il fondanentale testo di Bianchi), e come gran parte della feoria dei gruppi.



ventennis ohe  in bravissimo  fempo porierd i1 livello della

matematica italiana A primissimi posti =18 Hoala

internazionalsa. Fer limitarmi ai pid noti. cito Bianchi (1854—

F2EY . Feano (1858-222Y,  Veronesa (1854917, Cesarvo (1259-904L)
(1

Capelli (12552100, Fincherlé (1852-234), Rizci (1853-925), e
gia nel  pisno d2lla loro attivitd oreativa. §© giovanissimi
SZegre (1243924, e Volitevra (184A5-Y40)

E* in guesto quadro che si pone impellenis per la matematica
italiana i1 problema i un genavale recupero sulle pil
avanzate scuole nazionali in  tutti i campi. e guindi anche
nell algebra. Onche guesta volta. come negli anmi 720, un atto
concreto che muove in gquesta divezions & la pubblicazione di
Libri oi testo avanzati sul piano inlternazionale. Ruesta volta
pard 1 operazione culturale principals & Jdata attraverss un

niacleo i fraduzioni i tasti  dal tadescn. @ 0 oid @&

comprensibile tenendo conto della fretta e dellassenza Ji una
tradizione precedente.
l.e opere a ocuil principalmente mi riferisco sonod

E. NMetto, Teoria delle Sostituzioni e sua aspplicazione

all alaebra. Torino, 1aen (edizions ariginalas 1832),

traduzione di G.Battaglini.

Foadivichlet., Lazioni sulla  teoria i NUmMeris O

appendici di  R.Dedekind. Venezia, 1281, (edizione originale,

la 2=, del 127%), traduzione di AFaifofar

G.Feano, Caleolo geometrico secondo 17 Ausdehnungslehre  di

H.oorassmann. Torino. 1oEg4

.00, von Stawdt. Geomefria i posizions. Torino. 1EEe,

(adizione originale, 1244 . ftrvaduzione di Fario Fisris
introduzions Jdi Corrado Segre.

Huesti gquatiro  testi sono  in effetti molio diversi ed il
loro accostamento pud  sembrare arbitrarvio. Li esaminerd
brevemente uno per volta, cercando di mostrare. che pur tra
molte differenze., essi sono uniti da un solideo file di comuni
esigenze.

Il primo dei guattro tesgti citati & uno dei pid noti testi
di teoria dei gruppi esistenti in guel momento in Europa. In
Italia. dove pure persisteva 17eco dei  contributi di Betti
alla riformulazionme Jdella teoria di Balois il merito di
avara portato a livello wuniversitario la conoscenza della
teoria moderna delle eguazioni. e guinvdi la formulazione i
una compiunta  teorvia dei gruppi 4 sostituzioni. spetta a

& Came & ben noto in gquesto caso non si tratta di una fraduzione, ma 4i un testo nuove ispirate a}le tearie
4i Grassmann, L'ho voluto citare in questo quadro perché ha una grande imporianza nella storia dell'algebra
& perchd anch’esso ha tra i sugi fini quello 4i diffondere in Italia tearie poco note, ma assai rilevanti.
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LDiusepps Battaglini. soprattutto wnael pariodo del HU0Q
insegnamento a Roma (tra il 1872 e il 1885 e poi a Napoli.
Fur non  avendo dato personale contributo allo sviluppo di
gqueste teorie. egli. sul piann didattico., dette un impulso di
prim"ordine allno sviluppo di tali discipline. Nel 1875-"74 un
sun corso di teoria delle sostituzioni o delle equazioni venne
freguentato  da Capelli ed & wmolto probabile ohe anche
Frattini (1232-1925) abbia appreso la teoria dei gruppi alla
souola di Battaglini.

Mel suo  corso il matematico napoleatano seguiva. come o
informa Capealli, i ben woti testi J4i Servat o di Jovrdan™. Mi
sembra intferessante guindi 2saminarve le differenze tra il
testo d4i Netio o guelli dei matematici francesi. per potare
intuire le motivarioni “he SPIiNEaro Battaglini (su
suggerimento di  Capelli?) alla fatica 4i una traduzione assal
impegnativa d4i un testo tanto recente. o :

In effetti il libro di MNetto & il prime trattato a tener
conto della profonda trasformazione ohe negli  anmi "70 ara
avvenuta nel  concetto di gruppo. ad  opera soprattutto della
souola  tedesca (Frobenius, Dedekind. Klein & Kronacker,
masstro di Mettod. nella prefazions. Ll7autare espone  oon
chiarezza gli elementi di novitd tra il sun tasto e guelli di

Serret & Jordan?

Non vi ha dubbio «che il circolo delle applicazioni di un
algoritmo viene ad estendersi quando si viene a liberare i
concetti fondamentali e la costruzione di esso da tutte le
suppoesizioni non richieste assolutamente. o a dargli anche
la possibilita 47 invadere i campi pid disparati di ricerche,
per mezzo della generalitd degli oggetti su cui si fa
operare. I1 fatto che la teoria della formazione dei grupp i
¢ suscettibile di una tale esposizione, parla in favore

della sua estesa significazione 8 del suo avvenira.®

In primo  luogo guindi il nuwovo  testo  rispondeva ad  una
crescente necessita di generalitd. e guindi di astraziones
richiesta dalle applicazioni ormai disparate. dells teoria dei
gruppi finiti. Did viene ottenuto attraverso un uso estensivo
della ben nota definizione astratta i gruppo abseliang data da
Kronecker nel 18702

Ciano B’,877,8°°°, ... alementi in numero finito e cosi

3 Su guesti testi, ed in generale sullo sviluppo della teoria dei gruppi alla fine del XIX secalo, il mip
riferimento principale & R, Wussing The hanesis of the abstract growp concept, Cambridge/London, 1984,

aria p.VII



rostituiti che da due qualunque di essi. per mezzo di una
certa operazione, se ne deduca un terzo. Buindi, se il
risul tato di guesta operazione s indichi con f, per_ due
eiementi arbitravii- =he possonn essere anche identici tra
lorpo, dovra esistere un **7 rthe si uguale a f(87,677).
Inoltre debba essere: 5’ .8

>

£(67,€06°7,0°
ma anche, sempre che 877 e

f(6°,077)=f(67,6777).

22 y=f(D*7,87),
’];=f(f[9’,ef’],91”).
877’ sono diversi tra loros

Come si vede. le pin importanti novita del testo di Netto
rispetto a qguello di  Jordan, consistono nella ricerca di una
maggiore generalita ed  in HNa rioarca i astrazione
arventuata. E7  sintomatico che la definizions assiomatica i
gruppo abeliann sia apparsa in un testo italiano praticamente
nello stesso annmo in oui apparve la definizione. che vedremo
tra poco. d4i spazio vettoriale da parte di Feano. La necessita
avvartita da Battaglini 4i  fornire il giovane vricercatore
italiano odi  uno strumentso matematico adeguatso per la ricerca
nel campo della teoria dei gruppi. & meglio comprensibile se
i da wun'nocchiata molte rapida ai progressi della produzione
scientifica italiana in guegli  amwni. produzion2  che in quel
momento raggiungeva risuitati cospioui,

Nan & gui mia intenzions wuwna gqualsiasi completezza:r mi
limiterd ad accennare ad un piccolo  gruppo  di lavori i
Capelli e i Frattini che meglio degli altri danno indicazioni
delle tendenze di fondo che muovono nella stessa divezione
della pubblicazions el testo di NMetto”. La caratteristica
comune di guesti laveri & la tendenza accentuata allo studio
delle proprietd  ohe oggi chiamevemmo struttorali dei gruppi-
sulla scia degli studi di Sylow 2 Frobenius. In effetti nel
primo lavoro citato, del 1278, Capelli vriscopre alouni  dei
famosi risultati di Sylow del 1272, Evidentemsnte Capelli wnon

conosceva i lavori  del matematico wnorvegese poiché  egli

presenta i suoi  risultati come nuovi. Pud  essere pil
interessante mostrare i termini  esatti  ocon  oui Capelli

presenta gli enunciati dei teovemis

Un nuovo teorema relative ad un gruppo qualungue di
sostituzioni ...

Se n=p=-gq®-r"-... @& 1’ordine di un gruppo G, decomposto nel

7 &i tratta dei seguenti lavori:l) A.Capelli, Sopra 1'isomorfismo dei gruppi 4i sostituzioni, Giornale di
Matematiche, 16, 1872, 32-48; 2} id., Sopra la composizione dei gqruppi di_sostituzioni, Mem. della R.Acc.
dei Lincei, XIX, 1884-B3; 3} G.Frattini, Intorno ad alcune proposizieni della tearia delle sestituzioni,
ivi, XVII1, 1983-84; 4) id., Iniorno alla gensrazione dei gruppi di operazioni Maota | e 2, ivi, XX, 188586,
81-5e .,

Sylla teoria dei gruppi in Italia of. G.Zappa, Il contribute italiano alla teoria dei gruppi dalle erigini

ai Rendiconti del Circolo Matematico di Palerma, II, 2, 1985, 205-15.
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suoi fattori primi distinti p-grr...3 questo contiene dentro
di se dei gruppi parziali P>@:R... i cui ordini sono p™. g%,
r7 ... rispattivamente...

Se p* & la pid alta potenza del numero primo p che divide
1’ordine di un gruppo G, non esistono altri gruppi di ordine
p> contenuti in G, all?infuori 4i un unico gruppo P e di
certi gruppi simili ad esso®

Mon & gui mia intenzione percorrere per  esteso  guesta
interessante memoria di Capelli. Il mio scopo & sottol ineare
come ormai la teoria dei gruppi  abbia un’ interesse autovomo
dalla teoria di Galois & come guindi un assetio pid astratto e
generale della teoria fosse wun’esigenza ormai  sentita negli
armi RO del XIX secolo. E° lo stesso Capelli a sottol ineare

guesta sua impostazione!

E® ben vero che sono gia stati fatti grandi progressi
nell’analisi di alcune classi di gruppi speciali... ma di

teoremi generali applicabili ad wun gruppo gualungue dJi

sostituzioni> non se ne contano finora che ben pochi.

Nondimeno alcune teorie generali si trovano gid molto ben
stabilite, e fra le altre questa dell’Isomorfismo...

L’ importanza di guesta nozione & gid stata messa in evidenza
2 convalidata <on le applicazioni> in modo che... mi parve
di ravvisare in essa la chiave naturale per lo studio delle
sostituzioni- specialmente e si voglia prescindere Jda egni

aiuto dell’analisi™

Fids noti i lavori di Frattini contenuti nelle memorie al
numaro guatiro  dei lavori  citati nella wnotas 7. In essi
1"algebrista vomann introduce il sottogruppo che porta ancora
il suo nome. essenziale nello studio degli automorfismi dei p-
gruppi. Mi limiterd & ricorvdarli brevemente. rinviando penr
gulteriori informazioni ad un gualungue testo di teovia dei
gruppi .

Il sottogruppo Ji Frattini di un gruppo & & definito come il
sottogruppo i guelle ohe 17autore chiama le sostituzioni che
non possono efficacemente concorvere alla sua generazione.
Ciod

FOny=Iwefml (ueH,  (Hy=Gi=s (HNDx Y =in0,

Frattini Jdimostra tra le2 alirse rose:

2 A.Capelli, op,cit. 1} nella nota precedente, p.54 o 43. Qui si dicono gruppi simili Jue gruppi legati da
i isonor f1500 intern, | " P 4P S odicono gruppl si ue gruppi legati

9 iviy pu32. Sottolineature mia.
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1o 3032 & sottogruppo novmalse odi &
. BOUD A ITinterserions o tutli 0 sottogruppi massimali i
.

T, S%e H & sottogruppo normales  di He.  allora H possiede un
complemento parziale se 8 molo sa H non & contenuto in §03).

4. (@)Y & un sottogruppn "di Capelli'. oiocd ogni sottogruppo
di Sylow di 0 & normale.*®

Mon insisterd pid oltre su questi aspetti dello studio della
teoria dei  gruppi in Italia negli anmi "30. Spero solianto di
aver dato un’idea del fatto che la traduzione del testo di
Netto non & un’operazione isolata. ma visponde a ben precise
asigenze da parte della ricerca matematica iftaliana.

Mi sembra ohe i possa far visalire ad uno stesso  tipo
d'esigenze 1a pubblicazions del famosn testo di
Dirvichlet/Dedekivd: che contisgne, come & ben noto. nel suo
supplemento XI  la definizions e le propristad  fondamentali

deagl i ideali di un anello®** ., Mi ssmbra particolarmente

significativao il fattn che. nelon stesso peviodo, non 81 s5ia

riusciti a pubblicare wuna  traduzions francesas  dello stesso
testo. Rinviando per le motivazioni al  libro di  Dugac  mi
lLimito gui & sotfolinears come Cid sia una ullteriore confarma
del fatto «che la siftuazione italiana di  guegli amwni si
prasenta come pid favoravoles 41 guella francesa verso | nuovi
Tinguagogi algebrico—aritmetici.

Molto diverso appare {1 caso del ftesio di Feano che Come &
noto & solianto ispirvato a2 guello 41 Grassmaun. Huesto festo

ADPPAYE un POt ooma il

dall ™ imposiazione logico-
critica dello studioso ftovinese. Esso & rimasto nella storia
dell”algebra pev pid odi un motivo. In particolare mi preme gui
ricordare la prima definizions assiomatioa i GPATIO

vettoriale che & contenuta nel capitols IX (Trasformazioni i

i

istemi _linearid. La riporto nella ferminologia originale che

mi sambra molto significativa

1. E7 definita 1’eguaglianza di due enti a e b del sistema.,

ciod & definita una proposizione, indicata con a=b. la guale

esprime una condizione fra due enti del sistema. soddisfatta

da certe coppie di enti e non da altre, e la gquale soddisfa
alle eguazioni logiche:z

10 11 sottogruppo di Capelli, era state introdotte nel lavoro 2) citato sopra.

11 Sul teste in esame e sull’importanza dai supplementi 4i Dedekind vinvio alla lstteratura ed in

particelare: F.Dugac, R,Dedekind cit, e ai vari laveri di T.Hawkins apparsi a pilt riprese negli Archives for

the history of exact sciences.
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2. E* definita la somma, ...» che soddisfa alle condizioni:

(a=b} < (a+g=b+c), a+b=b+a, at+(b+ci=(a+hl+g

3.Supporremo che sia attribuito un significato alla
scrittura ma, qualungque sia il numero reale m. in guisa che

siano soddisfatte le eguazioni:
{a=b) < (ma=mbl)s; m{a+b)=ma+mb; {m+n)a=ma+nas minal={(mnlas

la=a

4. Infine supporremo che esista un ente del sistema, che
indicheremo con 0O, tale <che, ... qgualungue sia 17ente

Def. I sistemi di enti per ocoui sono date le definizioni
1.2,3.4 in guisa da soddisfare alle condizioni imposte
diconsi sistemi lineari*®

Mi sembra  ohe non vi sia aloun bisogno i tradurre nel
simbaol ismo moderno  la chiarvissima ssposizions di Feano. A
parte la  sua proverbiale precisione oi linguaggio. & degno i
nota il fatto oche egli  abbia sentito i1 bisogno  d4i una
definizione d4i  ouasto geneva. tanto simile wello spirito  a
guella d4i Kronecker di gruppo abeliano (anche se forse si pud
sottol ineare come la fterminologia o 17 impostazione di fowndo i
Feano sia pid "moderna" i guella del matematico berlinese).
E* bene oomungue precisare  ochs nd Feano nd la sua scuola ha
poi fatto un uso significativo della definizione su esposta. E
neppure mi sembra che essi abbiano avuto una vera percezione
dell” importanza Ji guesto concetto,

Liunico che. sul finire del  secolo. ed  in un  contesto
diverso, ha fatto un  uso appropriato della definizione
peaniana & stato. ocredo. Fincherle. il guals nel corszo dello
sviluppo dell’analisi funzionale secondn le vedute di Arzela
ad Ascoli si & pienamentes accortn  che. vinunziando alla
restrizione della dimensione finita. la definizione su asposta
5i adattava perfettamente al rcaso dello spazio di funzioni.
permettendo una trattazione elegante e compatta. Il fatto che
Fincherle nel su0  lavoro del 1gy7a= faccia esplicito
riferimento alla definizione data dieci anni prima da Feano
mostra a mio avviso oche le sue concezioni non erano affatto

12 &.Peana, op. cit., p.141-2

13 S.Fincherle, Mémoire sur le calcul fonctionnal distributif, Mathematische Annalen, 49, 1897, 325-87



estranee per l7ambiente italiano.

LY ultimo trattato a oui ho fatto riferimento pud sembrare
del tutto estranee alle fendenze algebricha di cui ho finora
parlato. In effetti il testo d4i wvon Stauwdt & generalmente
considerato come il prototipo del programma  di "purezza
geometrica", VErA antitesi rispatio a quello di
algebrizzazione, astrazione e vigovosizzazione Ji ouwi i testi
precedenti svano  ezempi noti ed impovitanti. Sorive a gquesto

proposiio J.Dieadonnds

Le mirage de la ‘“pureté" n’a pas gue des avantages: il
favorise le ralSchement de 1la riguer du raisonnement
géométrigue, en remplaFant ... les raisonnements algébrigques
élémentaires par des “principes" plus ou moins vagues
introduits sans démonstration ... En outre, sans le secours
de 1’algdbre, 1’intuition géométrique perd rapidement pied

devant la complexitéd des phénoménes*~

Liopinione d4i Dieudonne & esatta nei confronti d4i molte
tendenze "puristiche” manifestate nel corso del XIX secolo. ma
non. Cosi almeno ritengo. nei vigoarvdi i Von Staudt. oui pure
la citazione  sopra riporiata fa rifervimento. In effetti. per

gpranto riguavda 11 "rigore", ovedo che la Geomsivie der Lage

di Von Stawdt abbia costituito un grande passo avanti verso la
sistemazione vigorosa ed assiomatica della geometria ed  in
particolare della geometria proiettiva secondo gli indivizzi
di Fash. Feano. Fieri ed Hilbert., Inoltre per guanto riguarda
1iuso socessivo  dell’Vintuizione” che viene vimprovarata alla
tendanza puristica.  si pud  solo votare oche il lavoro di Von
Staudt. i1 primo di geometria a non fare aloun uso di figure.
era in affetti programmaticamente anti-inftuitivo, anzi  un

passn decisivo wverso una formulazione della geometria che won

facesse aloun ricorse all®intuizione.
Zertamente la hegmatyvie i Von Staudt # un  lavoro

estremamente puristico ed evita non solo gualsiasi ricorso
all’algebra, ma perfino a considerazioni metriche. Ma da un
lato <id non fa che dimostrare che purismo. assenza di rigores
ricorso all’intuizione won costituiscono affatto una triade
necessariamente unita e d’altro lato che solo dopo unattenta
(e "puristica") distinzione tra le varie proprietd geometriche
le relazioni algebra-geometria potevano essere poste su base
rigorosa. DMaltra parte 17ultima parte dei Beiividge sono

proprio destinate a ritrovare. attraversn 1a

14 J.Dieudonné, Lars de qéondtrie algdbrique, Paris, 1974, p.28
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coordinatizzaziong. il lagame profondo ira algebra e
geomeiria. Fenso che OCIOVTa pEHera mol to prudanti
nell esplorare le wmolte relazioni tra approccio puristico ed

algebvtcu alla geometvia. evitando di considevarli come divisi

in due campi irvviduacibilments opposti.

Muesta digressione mi & servita per riaffermare che
17" approcaoio if i Sagre =] Fiavi nell’intraprendere 1a
pubblicazione del classico festo Jdi Von Stawdt non pud sssere

affatto considerato  coms "puristico”. ma & mosso inveoe dalle
stesse esigenze o1 genevalitd = vigore che hanno mosso  la
pubblicazions degli aliri trattati.

Milla sua prefazione  Segra a2 estremamsnte asplicito

vall enunciare | suoi soopis

Se & vero che le varie scienze debbono prestarsi scambievoli
aiuti... non & men vero che risultati altrettanto importanti
si sono visti ad esempio nell’analisi> nella geometria-
nella meccanica, gquando ... si @& cercato di ridurre i
postulati, i metodi e gli strumenti al minor numero
possibile. ...

Ammirabile & i1 rigore rche vest’opera. Ogni
proposizione & enungiata con tu? uellg restgi ioni 3Re
occorrono perché essa sia assolutamente VErd...

La grande accuratezza e precisione del 1linguaggio rendono
poi impossibile le ambiguita.

Vadremo che non si0 tvatta di semplici dichiarazioni i
principio, ma che proprio sulla base di tali concezioni Lagre
& riuscito a fars un uso  importants dei visultati algebrici
della scuola  tedesca nel  far compiere | primi passi decisivi
alla scuola italiana di geometria algebrica. E° forse
interessante esaminare un attimo il testo del 1891 con cui
doveva avere inizio la famosa polemivca tra Corrado Segre e
Biuseppe Feann. In essa Segre non mi dimostra affatto  wun
piatto difensore della intuizione versus il rigove, dei metodi
geomaivici contro guelli algebrivi. tutt altro:

I1 matematico non pud essere pienamente soddisfatio della
conoscenza d4i  una veritd se non guando & riuscito a dedurla
con la massima semplicitd e naturalezza dal minor numero
possibile di proposizioni note, di postulati indipendenti-
evitando ogni ipotesi, ogni mezzo di dimostrazione che non
appaia necessario per lo scopo*®™

Ma & proprio nella fase. svoltasi tra 1%anno della laureas

13 C.Segre OPERE, Roma, 1963, v.IV, p.3%
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geomatria proiettiva degli iperspazi.- » poi. sulla base di

guella. alla geometria algebrica s di wna  curva che la

stretta connessione  tra la sua visione geomeivivca e 17algebra

vieng sempre pid evidenziandosi. Cervcherd di  dare una breve

esposizione dell avoluzione delle idee gegmeiriche di  Segre

sotio la crescente influsnza dlle idee algebriche della scuola

tedesca che egli studiava con interesse via via maggiore.
Mel i t

3 wveniva pubblicata la prima parvte della tesi di

megret® in cui oera  espresso con chiarezza il programma i
Lavoro 2 il debito oche egli  viteneva d4i avere nei confronti
dell” impostazione algebrica. soprattutto  della teoria  di

Waierstrass dei divisori slementari®”,

Io ho appunto cercato di approfondire dal lato geometrico

71 in cui Segre si odedica alla costruzione della
at

guel teorema di Weierstrass e di dedurre dalla parte di esso
riguardante 1le forme quadratiche i1 modo d4i fare una

classificazione geometrica completa delle quadriche in uno

spazio ad n-1 dimensioni

Froprio questa  impostazione 41 dedurre da fteovemi 4i natura

algebrica il modo di fare vagionamenti geomsirici completi &

come vedremo meglio avanti 1o stile cavatteristico del primo

dacennio di attivitad di Segres 17 intuizione geometrica non &

affatto il dato di partenza. ma semmal #2552 viene conguistata

attraverso la 1y

iane sistematica  dei risultati algebeici

Cin guesto  osaso  soprattuito  dei risultati  della nascente

algebra lineare). DMalirvo canto non & 17 intuizione geometrica,

ma la  coerenza interna a dare legittimitd matematica a guella

che & stata la prima grande concezione del giovane matematico

pirmontese. la geomefvria degli ipevspazi.

La geometria degli spazi ad un numero gqualsiasi n di

dimensioni ha preso ormai il suo posto tra i rami della
mtematicas e, anche guando la si consideri all’ infuori delle
importanti applicazioni alla geometria ordinaria di cui essa
é capace, ciod@ anche gquando 1’elemento o punto 4i un tale

spazio non si consideri come un ente geometrico dello spazio
ordinario (e neppure: il che poi fa lo stesso, come un ente
analitico costituito dai valori di n quantita variabili), ma

bensi come un ente a se. la natura _intima del quale

16 C.3egre, Studio delle guadriche in uno spazig lineare ad wn numere qualungue di dimensioni, 1893,

quadratischen formen, Monats. Akad. Berlin, 1948, Per un’analisi del signifizato = dell’ importanza storica

dell’ impostazione i Weiersrass cf. T.Hawkins, Weisrstrass and the theary of matrices. Arch. His. of Ex.
Sca 17, 1977
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lascia indeterminata. non si pud rifiutarla di ammetterla

come scienza., in cui tutte le proposizioni sono rigorose,

perche dedotte vcon ragionamenti essenzialmente matematicis

la mancanza di una rappresentazione pei nostri sensi degli

enti che essa studia non ha molta impartanza pel matematico

purgt®

Gl mi pare si possa rilevare come non wi sia aloun impaccio

el rinonoss

formalmente cosrente,
cud fave  piferimento. S pud comprondors guindi L'attanzione

....
il

che una  tale impostazione avrebbe continuato a riservare Al i

ulteriori sviluppi formali  del discorso geometrico. Nell
polemica con Feano &

megre la posizions di difensore dell’intuizione e al  suo
avversario del rigore 8 dellastrazions. 2 wvaro  chs

procedimenti J4i  Fearno sono molto pid rigoresi di guelli di

Zegre. la guestions sull astrazione & molto menn evidante. Non
ho o il tempno di ssaminave in dettaglio tale polemica. ma

pud essere  indicativo riportare il parare odi Mavio Fieri. rhe

si pud considerare uno dei pochi matematici italiani

COMPresn 8 saguito 1 due  puntio di

proficuaments con entrambi. Scrive FPieris

Astratto in gquanto prescinde da ogni interpretazione fisica
delle premesse, e quindi anche dallla 1loro evidenza, ed

intuitivitad geometrica: a differenza di una altro indirizzo

(che chiamerei fisico-geometrico) secondo il guale gli enti

primitivi a gli assiomi . vogliono essare degsunti
dall’ osservazione diretta del mondo esterno. e identificati

con le idee che si acquistano per via d7induzione

sperimentale da «certi determinati oggetti e fatti fisici
(FASCH, FEAND, ...} 7

e invece  freguente da  parte di Fieri i1 rifevimento
gsplicito a posizioni “astratte" i Zegre  analoghe a guelle

che ho gid citato sopra & che restann per lui ssempi dell”uso

della  terminologia geomatrica indipendentemente da agni
significato esplicito attribuito agli  enti di cui si tratta.
Mueste diverse concezioni  wnon rimangono  pure diatribe  di

caratters filosofico, ma  entranno nsl vive e concrati

sviluppi del  linguaggio matematico italiano. & mion avvisn

1% Buesta citazione come 1a prazedente & presa da C.Segre, ep.cit. Le sottolineatura sano mie.

19 M.Pieri, Un sistema di postulati per la goometria astratia degli_iperspazi. in
Rivista 4i Matematica, b, 1894799, 9-14

aya una validita matamatica ad una teoria

indipercdentements dal w@modello concreto

m

3
]

gquindi alguanto  azzavdato atiribuire a

che abbia

A collaborando
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partanto  fanno parte  integrante di wno studio wvolto a
comprendere LTevoluzione degli studi algebrici in Italia.

Nei successivi o anni 1854 » 1555, Zegre  prossgue la sua
saplovazions dei  visultati pit significativi  della scuola
tedesca di algebra lineare. in particolare  degli studi di
Frobenius & Eronecker?®e, Frogressivaments la posizione di

Zegre sull utilizss dell algebra wella geometria si andra

Chiarvendo:

Questa memoria [di Frobenius NJIA1 & di grande importanza si
per l’analisi <che per 1la geometria: nel presente lavoro do
applicazioni geometriche di alcuni dei risul tati in essa
contenuti.- ma wvari altri di questi condurrebbero pure,
convenientemente iradotti, a proposiziani geometriche

importanti®?

Mon soltanton  gui & espliciteo il riferimento al  vapporto
algebra-geometria come d4i un rapporto i traduzions (altro che
autonomial), ma & chiara la convinzione della necassitad  di

proseguive lungo  una  strada  tanto  frutiun

L. Anche ynegl
stessi anni matura una concezione Pid pracisa del concettn o
isomorfismo tra  spazi lineari e del sus profondo significato
in geomatriasn

£i applica il fatto evidente che tutte guelle proprietd 4i
una varieta lineare .che dipendono unicamente dalla sua
linearitd e dalla sua estensione, sussistono pure per tutte
le varietd lineari aventi la stessa estensione qualunque ne
siano gli elementi. Duesto fatto mette in luce 1’ importanza
della geometria proiettiva ad n dimensioni, guando

all’elemento o punto non si attribuisca alcun  -arattere

speciale: da ciascun risultato, a oui essa conduce. si potra
poi. fissando «che quel punto sia 1’elemento di diverse
varietd, ottenere pin proposizioni diversissime tra loro?=

Zegre non si limita ad affermazioni di o principio ed utilizea

immediatamente questo fatto par  trasferive le proprieta dei

20 1 lavori a cui faccio riferimento sono soprattutto C.Segre, Ricerche sui fasci di coni quadvici in uno
spazio lineare qualungue, 1884 e id., Ricerche sulle omggrafie e sulle correlazioni in generale e

particolaraente su quelle dello spazia grdinario ransiderate nella geometria della retta, Memarie della

“R.Acc, delle Scienze di Torina, 1L, 37, 1865, 3¢5-425. I lavori algebrici pidt utilizzati da Segre in questo
contesto sono b.Frabenius, Uber 1insare Substitutionen und bilineare Formens J. for Math., B%,71B78

L.Kronecker, Lur Thearie der arthogonalen Substitutionen, 1874 e id, Uber die congruenten trasformationen
der bilineraen Formen. Parl. Monatsber., 1674

21 £.Segres Ricerche sulle omografie..., cit,

22 C.Segre, Considerazioni intorne alla geametria delle coniche di un piano e alla sua rappresentazione

sulla genmetria dei complessi lineari di retle, Atti della R.Acc. delle Scienze 4i Toring, 20, 1884-5, 457~
504
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complessi lineari i reltte di uno spazio tridimensionale (ohe
costituiscse uno  spazio a oingue dimensioni) allo spaxio delle
coviche di un piano. Cavtaments nella itrattazione di  Zegre
siamo lontani dal rvigore o dalla precisione di Linguaggio di
Faann che protesterd vivacemente contvro la terminologia usata
dal collaga. Ferd mi sembra cha le esigenze comuni siano pid

duma e che la ricohesza dei visultati del o

qre avrebbero ben
maritato uno  sforzo odi collegamento fra  § due 1inguaggi

piuttosto che di opposizione frontale.

Alla fine di guesto processn 4 avvicinamento della
geomeiria all algebra linsare Segre pud ormai affarmare

parantoriamental

La geometria projettiva equivale alla moderna algebra delle
trasformazioni lineari®™

Frima d4i  abbandonare definitivaments 17 argomento vorrvei far

vedere come. wnel gia citato lavoro del 1225, Zegre applichi

concretaments i1 suo metodo di traduzione 2 come i1 successo

stesso Jdell " opera  suas portasse  in se 0 germi di un possibile
sucoessivo  distacoo del  linguaggio geometrico  da guello
algebrico.  La prafarione a guesto lavoro  oontiens  una

dichiavrazione pragrammatica completa ed interassantae:

Una delle teorie algebriche pida interessanti e pid studiate
& gquella delle sostituzioni 1lineari ortogonali. ... essa
divenne da un lato completa guando pid recentemente il sig.
Frobenius, colla considerazione Jdei divisori elementari di
un determinante ed in base a noti lavori del sig.
Weierstrass » pota stabilire le condizioni che
caratterizzano ina sostituzione lineare atta a trasformare
in se stessa una forma guadratica d4i determinante non nullo.
E’ singolare che non siasi ancora tentato di trarre profitto
da quelle ricerche per la geometria. Esse danno
immediatamente proprietd delle omografie d4i uno spazio
lineare ad n dimensioni ... Nel § 3 mi ococupo delle
correlazioni in wuno spazio ad un numero qualungue di
dimensioni»> mostrando wvarie loro importanti proprietad ed in
particolare come esse si possano studiare e classificare
basandosi s« due teoremi del sig. Kronecker intorno alle
trasformazioni cogredienti delle forme bilineari.

Mi sembra che la visione storica sia ampia e che Segre abbia

davanti o oun gquadro realistico delle  tendenze algebriche

23 C.Segre, §u alouni indivizzi nelle investigazioni geometriche, in Rivista 4i Matematica, I, 1891, 42-84




contemporanee g dalle enormi possibilitd ohe ssse aprono agli
studi di  geometria. Non & gui possibile seguive nei dettagli
le teoniche (peraliro assai dirvetie) usate nell’oparare guesta
tTraduzions. ma mi sembra opportunog accennars almeno. usando le
stesse pavoles di Segre.  ad un esempio del su0 procedimento.
Egli enuncia il teovema algebrico i KEronecker nei  termini

meguant i

Fer 1’omografia appartenente ad una correlazione i divisori
elementari del sup determinante caratteristico lpa .

it qaml
sono a coppie d4i ugual grado e corrvispondenti a radici
reciproche, esclusi guelli di grado pari che s”annullassero
per p:g=+1 e quelli di grado impari che s’annullassero per
pg=-12+

Enunciato questo teorema egli proseguss

Fer riconoscere meglio il significato geometrico dell’ultimo
terema...

2 concluds  oon il nuovo  enunciatn ormad "tyradotto" in
tarminologia geomeliricar

Se per una correlazione gualungue si considerino i due piani
che corrispondono ad un punto gualungue (nella correlazione
stessa 2 nella sua inversal): guel piano del loro fascio che
passa pel punto corrisponde a qguesto in un determinato
sistema nulle L ed il piano coniugato armeonico di esso
rispetto alla quadrica F? 1luogo dei punti che stanno sui
piani corrispondenti. GOuesti due nuovi piani determinano
-—ome elementi Jdoppi un’involuzione tale che due piani del
fascio coniugati in essa e facienti dati rapporti anarmonici
coi quattro gid considerati corrispondons al punto in una
determinata correlazione e nella sua inversa. Sono pure
coniugati in guell’ involuzione due piani passanti per ispazi
fondamentali d4i punti (dell’omografia corrispondente alla
correlazione considerata) corrispondenti a radici reciproche

Mon & qui il caso di spiegare in dettaglio il procedimento

di Segre né di addentrarsi nella sua terminologia. Tid che mi

interessava era  dare un’ idea al lettore della tecrnica usata.

Mi sembra  comungue che guanto detto dimostri a sufficenza che

la geometria proiettiva  ipevspaziale s=acondn la  scuola
italiana.  lungi dallessere una  costruzione eminentemente

sintetica, fis fondameantalments basata sl le tecriche

24 id., Rizerche sulle gmografie... cif.
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algebriche della scuola tedesca. Resta da comprenderve perché
nel giro di un vantennio la situazions sia tanto profondamente
mutata 2 la geometria algebrica italiana. ohe degli studi di
Sagre &  l7erede diveltta, sia diventats sinonimo di intuizione
geomeiriza contrapposta & metodi algebrici. Una prima risposta
ta da  la latiura pid approfondita i un’opsra Come  guella
appana Citata Jdel geomelra ftorinese.

Le applicazionit  del teovama i Eronsokar Dossong $i essers

syviluppalts divedtamenia, ma R mamprs onssibhile sostituive
in} {

Piuso di tale fteorema con la sua fraduzions: gometrica. E7 oid

che Segre fa. ad esempio. nel completave la ciassificazione di
EBattaglini delle corvelazioni nallo spazio avdinario. ITn un
cerio  sensn & proprio il muocesso  del  sun programma a

determinarne il supsramento? la  forms geomelivica dei teoremi

pravnde il sopravvento. la straovdinaria capacitd geometrica Ji
Sagre 8 della sua sounla (Severi e Dastelnuovo soprattutto)

rende  omali la  foymularsions - 4dll

i R TR ey

El\
t

A

gumsivia proiettiva

iperspaziale un  nuove punio  di partenza per nuove scoperte,

per realizzare le gquali i)l linguaggio algebrvico non parve pil

indispensabile. £ cosi. a partire dal 18 la presenza
dell algebra nella geomeiria italisna pare affisvolivsi. A
coma vadremo.  oid non Aavviens senza una profonda Jdicotomia e
talvolta  anchs soonteri Acutid all interng  della sounla
italiana.

I particolare questa dicotomia & presents nello ste

=

Segre. De. coma ho o gia detto, per civoa un decennio 1a sua

apara appare  armai svincolalta dal linguagogino  algebeico. oid
novostante e2gli mantiesne una  viva attenziovne  agli  sviluppi
dell " algebra con 1A piena coscienza ohe  agli ulteriori
prograssi d2lla geometria ed  in particolare della geometria
algebrica si bassvanno sui legami da  lui  wusati  con  tanto
HUICEHH0 Nei suoi anni  giovanili. Farticolavrmente importante
mi  pareas a questo proposito un rapido  esame Jdell’opera
probabilmente pia  famosa J4i  Dorvado Zegre. Indroduzione alla

geometvia smopra un ente  algebrico semplicemente infinito®w,

certamente guella i maggiore influsnza sulla nascente souola
ittaliana Jdi geomelvia algebrica.

Come sorive Severi®e, con guest’opera

Siamo ... in pieno nella trattazione con spirito sintetico
delle proprieta delle funzioni algebriche di una variabile

23 in Annali di Matematica, 11, 22, 41-142
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di fronte al gruppo delle trasformazioni birazionali

Lo stesso gre sofiolinea come la sua operva si affianchi e

i

ia diversza nal metodo sia a guella funzionals 41 Riemann che

[

gquella  algebrico-geomeivica 4i Brill 2 Moether che infine a

gquella algebrico—aritmetica i Kronecksr da  uwn lato e  di

Dedekind-Webar dallaltvo. ©id & appunits ben noto e del tulto

saplicito.

Ma A min  avvisn alivetftanto esplicitas & 1lattenzione
prestata da Segrae wverso i lLavori dalla  sounla algebrico-
aritmetica & sopratitutio dell attenzione in guesta direzioune
che non si stanca di indicare ai suoi allievi. i veda guesta

nmmarvazione apposlta in notas

Valgano alcune di gqueste ultime a vichiamar 17attenzione di
gualche geometra su certi lavori aritmetico-algebrici- sulla
teoria generale dell’eliminazione, ecc. del Kronecker e
della sua scunla; i gquali lavori wmi pajono 47 importanza
capitale per  fondare _solidamente 1’edifizio geometrico

(degli enti algebricil.

Come w1 veds miamo ben lontani Jdal viaffermare un’autonomia
di livnguaggio dellae geomeirvia. Severi non sotiolinea guesto
aspetio che psy Lui resta del  tutto ssoondario. ma  come
vadremo altri  leggevarmo guests parols esalttaments in guesta
divezione. Maltra pavie la definizions, giustamente Tamosa.
di ovarietd algebrica data da Tegre & intaramsnte tratta dal

lavoro di Kronscker. ed interaments algebrica nello spivritos

I1 modo pid generale di definire 1le wvarietd algebriche
Lagginto in nota: suggeritomi dallo studio del Festschrift

dal Kronecker: fGrundzige siner arithmetischen Theorie der

algebraischen Gridssen. Journal for Math.. 92, 1821, pp.i-

122)] consiste invece nel considerar come tale 1’ insieme dei

punti le cui coordinate soddisfano ad un_numero gqualungue di

date eqguazioni algebriche, nelle quali possono _anche

comparire razionalmente dei pavametri indeterminati

Come  si vede. anche se ormai 17attivita principale @
indirizzata verso 1o studio del Linguaggio puramante
geometrico. 1l attenzions verso le novitd dello sviluppo
dell  algabra &

]

ficora alto. nfattenzione che Severi doveva

ban  conoscere. pavchd  ribadita el  corso  di gaometria

SO

numerativa  tenuto dal  Segre el 1ERS/00 e da Saverd

fregusntato. Ancora una wolta i1 maessivo spings in una precisa
divezione gli  allievi. A proposito della dimostvazione  adel

teorema i Flicker sul compuio delle costanti osservas
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solo esigerd le definizioni precise di varietd algebriche ed

i teoremi sulle lore intersezioni «che si trovano in
Kronecker ecc., e che io qui non voglio esporrve. Sarebbe

cosa da fare

2 oancora wel 1904, nel discorso provunziato al  Congresso
Internazionale di Heidelberg. confermavas

La geometria deve ricorrere all’algebra per la dimostrazione
dei suoi principi. per la trattazione rigorosa delle varieta
algebriche e delle loro intersezioni. Una tale trattazione
si & gid cominciato a fare seguendo i concetti di Kronecker
ed alfri

«= S0 avvvera qguants il Klein nel 1892 profetava, ciog rche

col tempo 1a unione della geometria <colla teoria delle
funzioni non sarebbe pil bastata, ma come terza alleata
avrebbe dovuto entrare la teoria dei numeri'!'®”

Voglio gui  sottolineare che non pochi  contemporanei hanno

interpreiato in guesio senso L opera di  Segre. ciod come d1

gualocuno particolavrmente interessato  alls ralazioni tra
ralgebra moderna  del suo tempn e la geometria. La pid tipic
testimonianza in  guesto  senso mi pare gquella di Zeuthen

nell’articolo Geometria numerativa dell Enzyklopedie. E° molto

caratteristico che egli dedichi 17 appendice dal titelo (-ito

dalla tradurione francese) Etabl issemant dE nouveaity lieng

entre la oéfoméivie dnumdrative et 1 alogdbre in buona parte

proprio al  Degre. oitando  sopratitutto la dafinizione. da me
riportata pooo fan, di wvarietd  algsbrica. 11 traduttore
francess, Mario Pievi. oche di Segre,

= pur asseando leggermante

pit anziano  pud considerarsi  allievo. non  solo conferma. ma
corrobora guesta posizione di Zeuthen con opporiune ulteriori
citazioni.

MNa Fiari @ 1 unico allievo ad intendeve cozi la lezione del

L
grands gaomeira italiano. 5 P ANEi dire che

dall® insagnamento 4i  Segre  provengono dus  distinte seuols

geomatriche. una Jall’impostazions puraments geometvica. di

cui fanno  parte B.ulastelnuovo  (1SAS-19%3) . “WEnrigues (1271~
Lty £ FoGavari (La79-1%51) 17altvra A indirizzo

pravalentemente algebrice che somprends M.Fiervi (1940-1%13).
ambell i (1279-1952) & il gid citato

E e Guhocorza. Dells dus la

pid famosa & guella che ha dato contributi  decisivi

allo

27 C.Segre, La geometria 4'ogaidi e @ suei legami coll’analisi, Verhandlungen des IIT Internationalen
Mathematiker-Kongress, Leipzig, 1908
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sviluppo della geometria algebrica all’inizio del secolo @
stata senz’aliro la prima. ma la seconda. | oui risultati sono
ora in corso di rivalutazione, ha anch’essa dato contributi di
grands  rilievo. I1 pid netto difensore d2lla concezione
algebrica fu Giovanni HGiambelli che si contrappose con durezza

a2 Severi s che si aspresse con gran fogas

E° importante osservare che nelle dimostrazioni del 8 10 non

5i introdurcono rconcetti geometrici- si procede con mezzi

puramente algebrici ess MNon si deve infine lasciare

inosservato come dalla presente memoria visulti che
17 algebra considerata da un nuovo punto d4i vista simbolico,
fornisce un valido e indispensabile aiuto alle guestioni pid

generali Jdella geometria numerativa®®

Le ricerche numerative non si devono poi tralasciare perché
perfezionando lo studio analitico degli enti algebrici si
potrd togliere wogni dubbio sulla esattezza della quasi
totalitad dei risultati ... Per giungere al pid presto a tale
scopo conviene ridurre al  minimo 1’uso dei ragionamenti

geometrici®=”

Dopo wun’aspra polemica con Severi la carrvisrs accademica i
Giambelli vernme strorcata™®, ma si pud dire che un filo
algebrico rimase aperto smeppure nascosto  all’ interno della
tradizione matematica italiana, un filo che riaffiora appunto

"

nirgl i oAanni 20, ma ohe malgrado 1a buone propeftive iniziali
non viusor a8 conseguire  Tobbietdtivo di mantensre 1 ocontatii
tra la scuwola italiana 2 gli sviluppi internazionali.

8 2.La situasione  degld AV e Il visnergare della

tradizionse algebrica in Iitalia

Frima di procedesrs piag olire. vorrei brevemente trattare
guesto argomanto. ohe wmi sembra decisivo. EY ben noto che sono

proprio gli annmi 20 gli annd decismivi per  la creazione

dell algebra modavrnas ad  opera soprattuito della scuosla
T di Emmy Moether  con 1Mapporto decisiveo della scunla

anglosassone (sopratictito Dickson. Foove o Weddeburny. In un

primo momento da gquesto  processo sanbrano tagliate fuori

proprio Italia o Francia®., ma menitrs la scunla francese

28 h.biambelli, Risaluzione del problema generale numarative per gli spazi plurisecanti di ura curva
algebrica, Mem.Acoo.So.Toring, 49, 1909

23 id.. Le applicazioni del principio di rconservazione del numero e 1’indirizze 2t Ha3zhubert, Rend.Circolo
Mat.Falerso, 40, 1915

30 cf il mio, La geometria algebrica italiana di fronte al 15° problema di Hilbert, Atti del Convegno, la
storia delle matematiche in Italia, Cagliari, 1924

31.0f. sulla situazione francese., P.Dubreil, L’algdbre en France de 1900 A 1935, Cahiers du Séminaire
A"histeire des mathématiques, 3, 1982, £9-81
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34

operera negli anni teenta un pieno racupeyo ad opera dalla

nuova genarazione  Jdegli Herbrand.  degli Chevalley. dei Weils
dei Cartan., dei Disudonnd, in Italia il faticosn recupero
avverrd soltanto molto pid tardi, negli anni sessanta. Orbenes
a chi avesse guarvdato la situagione all’inizio degli anmi 720,
la situazions  savebbe apparsa  Come del tutto capovoltal non
s0lo 1 esposizione Jdi Bianchi della teorvia Jdegli ideali non ha
atoun corrvispettivo confrontabile nd wella Franoia né negli

amina il testo di

Stati Uniti in guegli anmi. ma 58 poil S5i1 8s
SZoorza riguardante  la teoria delle algebre. si opud vedere ohe
anche nell ambiente tedesco non esisteva e non esistera ancora
per vari anni nulla 4i comparabile.

I1 festo. ocitato nellintroduzions. i Bianchi (18541922 &

fovas i1 pida importante  per  comprandeve gli o soopi della
fioritura Jdegli studi Jdi avgomsnts algebrico negli amnmi ventia
E* infatti alla sua opera cha si odeve principalmente guesto
sviluppo. dato che sia Scorza che Cipolla srano stati suoi
allievi a Fisa ohe sl pud considerars la vera culla
dell algebra italiana.

Mon & tra le finalita Jdi guesta mia sesposizione darve  un
pgame completo  del testo di Bianchi®®, Mi limito a ricordars
cha esso  contiene una trattazions completa. come ho pid volte
gid sottolineats. della teoria deoli ideali ad wn livello
avanzato e 2 riportare dalla introduzione dei  passi
significativi sugli intendimenti didattici del nostro. Sorive
Bianchis

L’aritmetica, guesto antico ramo delle scienze matematiche,
colla semplicita dei suoi fondamenti, col rigore delle sue
deduzioni, e sopratiutto colla bellezza ed armonia delle sue
veritd ... ha sempre esercitato un fascino potenete sulle
menti dei pid grandi matematici. Ma soltanto nel secolo
sCorso. per  opera quasi esclusiva di matematici tedeschis
1’aritmetica ha trovate, si pud dire. la via regia-

elevandosi ad aritmetica generale dei corpi algebrici. E qui
sSono  apparsi. completamente. i molteplici legami delle
verita aritmetiche <colle teorie dell’algebra, colla teoria
dei gruppi finiti ed infiniti>- e colle proprieta delle pia
notevoli trascendenti dell’analisi> quali le esponenziali-
le funzioni ellittiche e modulari, le funzioni automorfe in
generale, la (s} di Riemann ecc. persino nella geometria

- i concetti aritmetinci trovano appl icazioni e
corrispondenze essenziali.

I2indice



Ed oancoras

Contribuire alla diffusione di gueste teovie aritmetiche,

troppo trascurate e presso che ignorate fra noi, & lo scopo

—he mi propongo colla pubblicazione di guesto libro.

Ora mi preme sottolinearve alouni aspetti 4 guants detto da

Bianchi« S tratta ocervito di sfovzavsi i rils

una branca  sstremamente frascurvata come la fTeovia oJdei numeris

ma non solo di guestor sl tratta a mio avviso. Jdi aderire
pienamente all”impostazions di Dedekind™™ che vede la teoria
algebrica dei  numevri. attraverso 1a teoria degli ideali,. come

1"elemento forndamentale dell unitd della matamaltica e la sua

gspressions pid alta,

Chzcorvs ben chiavive guivedi che (1 festo o Bianchi offese un

punto i wista ben pidg avanzato rispetto alle pur numeross. 8

talvolta pregevoli. vicevche arvitmetiche Jidfuse in guel

periodo v Italia e ohe si rviferivano in modo guasi esclusivo

A problemi guali congruenze elementari e simili. Esso. ponendn

al wcentro  uno sviluppo dettagliato della teoria dei numerd

algebrici e degli ideali. si pone con lungimiranza lungn una

strada che avreaebbs visto entvo i1 decennio appena iniziato uno

sviluppo impetuoso da pavite della souola tedesoa.
Mi  pare estremaments interessants. per  comorendere il

significato dell operazione ouliurale compiuta da Bianchis

OSHEPVAre ancora  una volia, come  guesto  testo cosmtituisca

guasi il suo esordio nel  campb della  teoria dei numeri
trattata con § metodi della fteovia degli ideali d4i Dedekind. I
suni non molti lavowi sullargomento® (4 complassivamante. i
cust il pid o significativo & guello  del

ER I B ideali
primari assoluti). wvanno dal 1920 al L9323 e

A S0

17" insegnamento della teoria dei numeris. ma che viceversa essi

siano il frutto d4i un impegno fondamentalments didatticeo. E?

mia impressiona.  guindi. che guello del matematico lombavdo

sia stato  un generoso  tentativo di  wopperire a guella

veniva ritendta  wuna precisa  Carvenza nel  campn d2lla

33 Sull’opara di Dedekind cf. ad esespio P.Dugac, Richard dedekind ef las fondements des mathématigues.
Faris, 1974

34 L.Bianchi, Dsservazioni circa il carattere quadratico dei numeri di un corpo guadratico. Rend.Acc. dei
Lincei» (3}, 29, 1920, 223-30; id., Dimestrazione elementare dalla infinitd deqli ideali primi di primo
grado_in egni rorpo algebrice, Rend.Acc. dei Lincei, (5}, 31, 1922, 413-5; id., Prova 4i un teorema
aritmetizo di Jacebi,» Boll.UMI, 1, 1922, 41-7; id.. Sugli ideali primari assoluti in un corpe algebrirce,
Journ. de math., 1, 1922, 1-18; id., Sulla composizione degli ideali primari assaluti in un corpe algsbricas
Rend.Lincei. (33, 32, 1923, 101-45 id., Sulle radici primitive per meduli (ideali) camgosti nei corpi
algebrici> Rend.Linzei, (5}, 32, 1923, 53-8

ciare in Italia

i pud ben dire
che non da essi sia scaturito 17 interesse 40 Bianchi  per

che

cul turs
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lavori di  Socorza =2 dellas sua  scocuola negli anni "20 e a tali
lavori rinvio. Bui mi  woglio limitare a sottolineare come la
teoria delle algebre venisse & presentarsi  come  un frutto
maturo di wno dei campi o pid tradizionalmente presenti nella
matematica i(taliana, guello ciod della geomeliria algebrica. ed
in particolare dello studio delle vavietd abelians. E' proprio
guesto legame  fra la rvinascita dello studio dell’algebra in
Italia negli anni 20 e la tradizione della geometria
algebrica italiana ohe io wvoglio in pavrticolare indagave per
mommi capi in guesto studio.

In Socoreza 1affermazions della necessitd dello swviluppo
dell assiomatica come metodo o7 ivdagine & ban pid netia e
decisa chs  in Eianchi & nelleo stesse oLla. Mentre gl
] atta alla Dedekind
g alla Kroneckev. gli  oochi d4i Socorza sono puntati sulla

wltimi odue ann ancora allalgebras

mounla americana e 3w gquella tedesca di Artin e Noether.

LPassiomatica & ovmai vista come i) meindo per acoccellenza

della mateamalica:s

Chi ha conosciuto, che teorie sconcrete distinte, occupantisi
di enti toto coelo diversi, schematicamente danno luogo ad
una medesima teoria astratta. non ha potuto far guesto, se
non percheé, trattosi fuori da ciascuna di esse, & riuscito a
guadagnare un punto di vista superiore da cui guardarle
simul taneamente ... Il matematico, <che non possiede la
teoria generale di cCid che si dice unm Covrpo numeriscos
conosce, a traverso l1’algebra, la teoria delle sguazioni. a
traverso 1la teoria dei numeri. guella delle cCongruenze
rispette ad un module prims. a traverss 1§ trattati sui
numeri algebrici. guella delle congruenze rispetto ad  un
ideale primos; tre teorie di cui,- se pure ha colto qualche
analogia, non vede gli intimi legami™®

S owvede subito gui ohe Soorza ha per refevante un matematico
che gia conosca la teoria degli ideali alla Dedekind e oche gui
sottolinel come =sia proprio la sirattura astratta a  far
compigre un wlieriore passo avanti al livello di comprensione
della intima unitd della matematica.

Come ho gid detto, per un esame dei contributi italiani alla
teoria delle algabrs  rinvio interamenta a1 miei studi

pracedeanti. in juesta sede pevd mi sembra  utile vicordare

37 A.EFrigaglia. Ls teoria generals delle algebre in Italia dal 1919 al 1937, Riv.Stor. sci.o 1, 19864, 199-
37

3% b.Scorza, Opere Scelter 3 tomi, Roma, 1961, v.III, Si
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bravemente alouni  dei  tratti salienti  ohe riguardano la
collocazione i tali lavari nell ambito degl i studi
internazional i.

Come ho gid detto il testo di Scorza & il primo trattato
sullargomento uscito  su scala  internazionale. Essn  restard
unico per  due anni. fino al 1923, quandn veune affiancato dal

testo oi Dickson Algebras  and their arithmetics. destinato a

divenire famoso soprattutteo  attraverso la  sua  traduzione

tedesca del 1927 (Algebren wund ihre Zahlentheorie). largamente

rimaneggiota ed  ampiamente usata dalla scunla di Emmy MNoethar

fino alla pubblicazione dal  libro di Deuring. Algebren. del

i

'~

190

-{

oo

et w

A R

Aomio avviso fino  appunts al 1927 il testo di Scorzas ben
connscivto all esters,  si pud considerare a8 pin avanzatli
Livelli mondiali. Sard soltanto negli anni “30 che la scuola
italiana non viuscird a2 mantenerve il contatlo  con gquella
tedesca ed amevicana. _

Non fu solo i1 testo di  Scorza a manifestare | sintomi di
una significativa presenza ital tana nel guadeo dagli studi
alg@briﬂi uUrapai degli annid TECG. Areche smul piano pid
specifico della produzione socientifica la scunla (taliana nei
primi anni  T20  apportd  contributi o significativi. A parte
cquelli dello stesso  Soorza®™?, m i para indispensabile
sottol ineare gquelli. decisamente i pid significativi forniti
dalla scuola  italiana. di  Francesco Cecioni e -7 ). gl
culocontenuio ho gid pid valte esamivnato e che  oul sono
costratto a vipreandere perchd  la valutazione del suo valore

costituisce elemento essenziale dal min punto di vista

Zhotratta soprattutits di un lavoro dal 1ugzeo,

o T alend

daedicato
alla soluzione i un problema lasciato aperto Jda Wedderburn
nel 1921, ciod guello di determinarve per n > % 1'esistenza Ji
algebre di divisions centrali su di un campo Ko onon oicl iche?,
Mel suo lavoro Cecioni risolve guasi completamente i1 problama
nel senso i costruive  con metodo generale gualli che poi
saranno chiamati  prodotti incrociati (crossed products). o di

verificare per n=4 che qguesto metods gengrava affettivamente

11 Cf. ad esempio 6.Scorza,

40 F.Cecioni, Sopra wn_tipo di algebre prive d4i divisori dello zero, Rend.Circols rat. di Palermo. 47, 1923,
209-54

41 Bui e nel saguito per la parte tecnica faccio riferinento al libro di I.N.Harstein, Titola, , fualche
cenno sul metedd utilizzate da Cecioni pud trovarsi nel mio lavoro gid citatg nella Rivista 4i Storia_delle
Scienze, oltre che ,naturalmente, con mag?:ar profitte nel leqibiliSsimo testo originale #i Lecioni, Colge
gui 1’occasione per ricordare che deva molte conferme syl ruslo e sulla inflyenza 391,lavuro_d: Cecioni
sulla scuola americana e in particolare su Albert, ad alcune conversazioni avite con il compianto prof.
Herstein, recantemente scomparse.
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algebre Jdel  tipo cercato. 11 metodo i Cecioni  ifrovava poi
molti  miglioramenti nall’opera della scuola amervicana e
tedescas ad esempio negli anni "30C veniva dimostrato il famoso
teovrema di Albert/ Hasse/ Brauer/ Nosthevr. che tra 17altro
provava definitivamante che le algebre a cui il metodo di

Cecioni dava luogo non potevano

ara in ganevale isomorfe ad
algebre ottenute Con metodi noti.

Mon & compito di guesto lavors sagnalarve i1 fatto. ben noto.

che la costruzions dei  prodotti incrociati fi un  elemento
determinants nel compiments di gqual  magistrale edificio
matematico  ohs 8 la teovria di BErauer 2 MNosther delle
rappreasentarioni dei gruppi finiti.

EToa mio  avviso istruttivo seguive i1 modo come il
contributo di Cecioni. citatissimo  per futti gli anni TR0
dalla scuola amaricana. sia stato poi del tuito dimenticator &

imtruttivo perchd mostra come. ben al i 14 delle singole
rivalita i suunle o di persons il singolo  contributo
individuale rischi  sempre i essers dimenticato e +travolto
guarndn non sia sorretio da un ampio lavoro oi ﬁquadra;

Mal 1534, Al Hun disonrsn ufficials Al CONGTESE0
internazionale dei  matematici. che  segnd &g un tTempn la sua

Ionsacrazione personale e guella della nuova algebra astratta.

Emmy Mosther cosi si riferiva ai prodotti iverociatis

Such crossed products were first considered by Dickson (cf.
his book Algebren und ihre Zahlentheorie. § 34 4=

Ma eooo  appunto cosa  afferma Dickson nel 8 0 34 del librs

ooy
P A

Dieser Schritt ist eine Verberserung des Beweises von
Cecionir ..., wir entleihen ihm auch Satz 14 2=

Liod, la parte considerata dalla Noether & un migl ioramento

di guanto dimostrato da Cecioni. L7ervata attribuzione

20 inossarvata perchd nal frattampo
ann. tranne i1 solo

dell algebrista tedesca pa

in Italia n

SR s Rl avava  avuln il

banchd minimo  sentove de2l1% importanza significato del

lLavoro i Cacioni che & ocredo futtnra s it oa tutta la

comunitd matematica.
Ho partato 17 esempio di  Cecioni parcha a5 mio avviso @
sasengiale peroepire  oome vegli  anmi T20 in Italia

H

non S5

didattica nella

sviluppato soltanto untattivitd

42 ENother, citare
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dirveazione dell algebra  astvatta. ma i fos

significativo collegamento nelle tematiche

ni avanzatas internacional .

tendenze

significativi  risultati. Hoo ogia

avvanimenti successivi  agli anni 720 dando

sulle ragioni dell esaurivsi di guesta spinta

Conclusiond

Concluwdando vitengs  ohe la

dagl i anni TECG pressnti non pooche  analogie

precadanta. In

preasenza Jdi un grande e oosciente  sforzo o

alle ocorrenti internazionali pid avanzale,

sullo sfondo. ma in posizione dominants., s

rapporti tra  Linguagoin algebrico 2 geomsir
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ricongiungimants non

dei conti 23 i gn orooasiong manoal
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&4 A.Brigaglia, L’Algebra & la teoria dei numeri in Italia tra le due guerre mondiali. in La matematiza in

Italia tra le due guerre mondiali, Milano, 1986
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