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Poincaré et la philosophie des mathématiques

. *
Gerhard Hetinzmann

0. Kant a observé que la méthode du mathématicien ne sert

en philosophtie qu'a construire des chiteauxr de cartes et celle

du philosophe en mathématiques ne sert a soulever que des
bavardages. Mais il indique aussitdt une fonction critique et
réfléxive de la philosophie, concernant ééalement le mathématicien:

'la connaissance de 8as Zimites'.l

"aux

Il est vrat, les faits appartenant pour le mathématicien
vieilles lunes" - comme dirait Dieudonné - sont pour le philosophe
souvent encore sujets de disputes concernant leur intéération dans

un contexte philosophique d'explication et de justification. Cect

est vrai paur le concept de prédicativitéﬁ et - dang une moindre
mesure - pour le principe de l'induction compléte. Le concept de
prédicativité initialement congu pour éviter des antinomies - nous

le verrons tout-a-l'heure - est pour le mathématicien (3t on exelut
les logtciens travaillant dans la théorie géné}ale de la démonstration)
une affaire classde. Des axiomatisations de la théorie des ensembles
évitent facilement les antinomies tout en conservant 1'édifice mathé-
matique intaect. Elles permettent ééalement de démontrer le principe
d'induction compléte sans utiliser l'axiome de l'tnfini. Et pourtant,
pour le philosophe, les résultats atteints ne sont pas le premier
eritere: il s'intéresse d'abord auz structures d'argumentations qui
les justifient. |

En ce sens je me propose de reconstruire la penseé philosophique de
Poincaré en arithmétique et dans la recherche des fondements de
telle sorte, que sa position a propos des deux problemes de la
prédicativité et de 1'induetion complete devient philosophiquement

1 Cf. Kant, Critique de la raison pure, B 755.

* Conférence donnée le 12 novembre 1936 au Séminaire d'Histoire des mathématiques,
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aussi cohérente que possible. Le 're' de la reconstruction trahit
déja que je poursuts des intéréts autant systématiques que histori-
ques: je respecte le développement historique, mais j'utilise les
idées philosophiques de Poincare d'une maniere synchronique et

non diachrontque et Jje procédérai meme a des extrapolations. A ce
propos, mon exposéé est systéhatique: je ne parle pas avec, mais

. /
sur Potncare.

Poincaré utilise a l'origine deux termes pour décrire deux tendances
psychologiques de la logique de l'inventiont 3 savoir Yintuition!

et 'analyse'. Riemann et Klein représentent l'esprit intuitif,
Hermite et Weterstrass l'esprit analytique. Mats plus tard - sans
que cela soit toujours explicite- les deux termes refletent ééalement
deuz thédories sur la nature de 1'activité mathématique: d'une panrt,
on se limite a examiner les conditions de la construction (intuition)
auxquelles les objets mathéhatiques sont assujettis et d'autre part

' 7 L o / / o
on 8'efforce de decrire (analyser) des domaines supposes preexistants.

En arithmétique et dans la recherche des fondements Poincaré est
plut5¥ intuitionniste. (Ceet contraste aveec sa position conventionalis-

[ [ o o . /
te en geometrie qui est bien connue et largement discutee. J'exclue
. / / o
tet la geometrie.)

Mais tout en restant intuitionniste la philosophie de Poincaré
intégre des éléments de l'analyste. Ainsi, le projet moderne,
d'unifier les deux niveau de construction et de description en
tant qu'aspects indispensables dans la base commune des actions,
peut trouver une de ces racines dans le pragmatisme philosophique

de Poincaré. Ce serait cependant une supposition outrée de vouloir
réduire le pragmatisme poincaréien a son rdle de pré&urseur

d'une philosophie pragmatique. Poincare est d'abord anti-logiciste
(-formaliste), ensuite il devient par reaction intuittionniste et

ce n'est que rétrospectivement qu'il est entre les 'fronts méthodo-
logiques’.
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C'est dans une suite de deux articles intitulés "Les matheé-
matiques et la logique", publiés en 1905 et en 19061 que
Poincaré se dresse contre la these logiciste de pouvoir
"démontrer toutes les vériteés mathématiques ... une fois

admis les principes de la Zogique"z. Car il fallait abondonner

. \
3, 8ottt le caractere

soit le caracteéere analytique de la logtque
synthétique des mathématiques, solution soutenue par une
tradition 8 'appuyant sur Leibniz. Or, Poincarée suspecte que
la célébration du centenaire de la mort de Kant présuppoee
/. / o g o o / . ’ o ’ 30
en verite une utilisation equivoque du terme 'logique', qu'il
ne s8'agit plue de l'ancienne, maie d'une 'mouvelle logique'’
contenant des principes de démonstration aynthétiques ou des

formations de concepts non-logiques.

Poincaré'y voit fort clair. Non seulement la logique des
prédicats est plus riche que la logique traditionnelle dont
parlait Kant, mais pour faire face au réductionniamé, on est
meéme amené a l'e¢largir encore a certains postulats ensemblistes
d'existence, ce qui confirme l'imposeibilite d'un ecaracteére
analytique de la nouvelle logique; car comment considérer comme
analytique le passage au deuxieme ordre qut transforme des
prédicats en noms8 et affirme ensuite leur existence? Il est
elair: la solution 'conditiomnelle' de Russell? ne saura 8satie-
faire le constructiviste et n'aurait pas satisfait Poincare.

1 Cf. Poincarée 1905/1906 et Poincare 1906a .

2 Poineare 1905/1906, p. 817.

3 Poincare désigne avec Kant comme analytiques, les propogitions
dont le concept du sujet est contenu dans b comcept duw prédicat.

4 Cf. e.g. Carnap 1931, p. 95 r. '
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Mats la critique poincaréfenne du logicisme va encore plus
loin. D'abord, est-ce qu'il est possible de déduire toutes
les mathématiques a partir des indéfinissables 'logiques' d
l'aide des regles de déduction et des définitions directes
indépendamment de 1'idée du nombre,l et ne faudrait-il pas
que l'on eut le moyen de démontrer que les définitions
utilisées n'impliquent pas contradiction?? Or une telle
démonstration ferait appel au principe d'induction dont

on a pas encore la disposition. Et 81 on l'avait, tl y aurait
cercle victeux.

A 4 . . ‘g
Vous avez surement remarque que je viens d'utiliser le nom

AN /o, / .
' d'une maniere equivoque. En effet, les demonstation

"logiecisme
de non-contradiction concernent seulement le fondement du
formalisme (pour le logisisme au sens 8trict elles ne sont que
confirmationd) qui refuse d'attribuer au signe mathématique

un caracteére de signe en le réduisant a une marque ou a un
repére4. Parce que les signes mathématiques sont ainsi dé-
pourvues de signification, le formalisme est obligé a intro-
duire pour les questions du fondement la difference entre
mathéhatique et metamathématique. Cependant, tout cela n'est
évident que d'un point de vue retrospectif et beaucoup moins
explicite dans les textes hilbertiens datant de la premiere
décade du siéele. Si on trouve & cette époque déja la
proposition d'édifier l'arithmétique et la logique ensemble®,
Hilbert envisage les signes encore en tant que noms pour des
"objets de pensée"s. Ne sont pas mentionnées ni la 3é§aration
nette entre mathéhatiques formelles et méfamathématique-
intuittive, nit, a fortiori, la limitation aux raisonnements
'finitistes' dans la métamathématique.

Cf. Poincaré 1905/06, p. 830
Cf. Ibid., p. 829

Cf. Cavatlles 1981, p. 1685.
Cf. Hilbert 1922, p. 18.

Cf. Hilbert 1905, p. 245,
Ibid., p. 246.

SR woN
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Quot qu'il en sott, Poincaré dénmomme a l'occasion le formalisme
également logicisme. Et s'tl a ratson de souligner que le
difficulté d'appliquer d'une maniére justifiéde l'induction
compléte relie le logicisme de Russell au formalisme de Hilbert,
le probleme se pose pourtant d'une maniére diffé}ente dans les

/ .
deux theories.

Toutes les deux, il est vrai, considerent le principe d'induction
comme définition déguisée. Mais le formalisme exprime ainsi que

le principe fait partie (ou est impliqué) d'un systéme de schémes
d'axiomes mathématiques, le logicisme qu'il est démontrable &
partir d'une définition du nombre _€%; l'engemble fini.l Une fotis,
Poinecaré constate une circularité parce qu'on ferait usage au
métaniveau de ce dont on veut démontrer la consistance au niveau-
objet, l'autre fois, la eircularite consiste dans le caractére
non-prédicatif de la définition.

Enfin, il n'est pas nécessaire de pousser la critique 8i loin au
niveau méthodique. Car les dendances formalistes et le programme
réductionniste du logicisme semblent déja étre compromis par les
antinomies qui ne tardent de surgir dans la nouvelle logique. Si,
dit Poincarée, "la logistique n'est plus stérile, elle engendre
l'antinomie"?, Celle-ci est devenue possible parce qu'on a fait

un appel dissimulé a une intuition fautive. L'intuition 'véritable'
se distingue d'une simple évidence en cela qu'elle ne 8 'applique
pas a ce qu'tl est, mats au moyen de le faire. Poincaré est a
partir d'environ 1909 antiplatoniste. Pour lut, les antinomies

sont en derniere instance une conséquence nécessaire de la

méthode erronnde du réalisme eonceptuel qui fait une usurpation

de l'intuition a l'égard des entitéds abstraites. Pour

expliciter cette these, je me propose d'examiner Z'interpréL

tation de Poincare du concept de la définition ‘directs'

d'un ensemble. Les contours d'une philosophie pragmatique

1 Ce probléme est également traité par Zermelo dans Zermelo 1909.
2 Poincaré 1906a, p. 316.
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de
qui en découlent permettroanﬁieux satsir le double refus

poincaréien de la justification logiciste et formaliste de
. . /.
l'tnduction compléte ainst que 8on caractere synthetique

Kl * * o i /
a priort que lut attribue Poincare.

Les définitions ‘diréctes' d'un ensemble se font d'apres

I / d o
Potncare selon deux processus: "soit par genus proximum

et differentiam spectificam soit par conetruction"l, Ces

/ \ . / o
deux methodes correspondent a la dispute entre realistes
. . . . / .
et nominaglistes, reprise par Poincare en termes de 'cantoriens'
. Ry .
et 'pragmatietes' qui defendent les uns un point de vue de

/ . . .
la comprehension, les autres un point de vue de l'extension:

"Si on se place au point de vue de l'extension

une collection ge constitue par l'adjonection
successive de nouveaux membres; nous pouvons en
combinant les objets anciens construire des ob-
Jjets nouveaux, puts avec ceux—ci des objets encore
plus nouveaux ... Au point de vue de la compréhen-
ston au contraire, nous partong de la collection
ou se trouvent des objets préexistants, quL nous
apparaitssent d'abord comme indistinets, mais nous
finissions par reconnailtre quelques-uns d'entre
euxr parce que nous y collons des etzquettea et que
nous les rangeons dans Zes tirotre; mais les ob-
Jjets sont anterteurs aux ettquettes, et la collection
existerait quand meme il 3 'y aurait pas de conser-
vateur pour les classenr.

L / ] . K .
Poincare range les logicistes - ils appartiennent en ce con-
\ Ié A, o
texte a l'ecole de Peano-Russell, - du cote des cantoriens,

tandis qu'il prend lui-méme position pour les pragmatistes.

1 Poincaré 1912, p. 6§,
2 Ibid., p. 4,




- 105 -

St accessoirement le nom 'pragmatiste' semble aussi choist
& / o o 3 3 d (L
par Poincare - tl l'introdutt en disant: "l faut bien ...

3 o K / o
donner un nom"l - £1 indique neéanmoins fort heureusement

3 , * (3 /. » »
l'interpretation poincareitenne du nominalieme: en refusant

. /
de commencer par une analyese des domaines supposes comme

/ o 3 3 o \
preexistants, il ne se limite pas non plus & une synthese

/ / A - -
des elements a construire. Par contre, pour étre utile, les

constructions doivent étre suitvies d'une analyse deseriptive

dont l'objet sont les conetructions elles-mémes. Dans ce sens,
on peut parler d'une conciliation des deuxr méthodes: c'est

. o / ] i *
leur alignement comme aspects d'une sutte ordonnée qui distingue
] - . / / o /
l'esprit pragmatique ebauche par Poincare:

"On a attaché, et a juste titre, une grande im-

/ ’
portance a ce procede de la

'eonstruction' et on

A * * / . o
a voulu y votr la condition necessatre et suffisante

des progres des sciences exactes. Nécessaire, sans
doute,mats suffisante, non. Pour qu'une construction
puisse etre utile, ... tl faut d'abord qu'elle possede
une sorte d'unité, qui permette d'y voir autre chose

que la juxtaposition de ses ¢léments. Ou plus exactement,

1l faut qu'on trouve quelque
construction plutét que ses

/ Y4 .
Ce n'est qu'un enonce exprimant une
qut conduit au niveau d'abestraction
fier les objets analogues:

"Une construction ne devient

\ « o/
avantage a considerer la
/ / A

elements eux-memes. "2

'analogie' entre constructions,
sutvante en permettant d'indenti-

. /
done interessante que

\ A / o
quand on peut la ranger a cote d'autres constructions
\ A
analogues formant les especes d'un meme genre.” 3

1 Poincaré 1912, p. 2,
2 Poincaré 1902, p. 44,
3 Loe. ett., ibid.
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L'élement 'analytique' se rapporte ici aux moyens de
construction. L'analyse n'est donc plus l'inversion
traditionnelle de la synthése ou "une marche du général

au particulierf car les constructions ne sauratent évidemment
étre regardées comme plus particuliéres que leurs éléments.
Dans ce sens "la mathématique est l'art de donner le méme
nom a des choses dtfferentes"1, non par leur forme, mais

par leur matiére. L'énonce an&%ttque est justement l'in-
duction complete qui sert & "démontrer les propriétés du
genre sans etre force de les établir successivement pour

\
chacune des espéces"?,

o /7 / / .
Les pragmatistes, repetons-le, ne sont pas des realistes.
Ils prohibent, pour ainsi dire, de lire l'arbre porphyrien
L [ /
de haut en bas, c'est-a-dire de considérer le "genre ...
o \ \ . .
antérieur a l'espeéce”d et de s'arréter a un niveau abstrait.
o o , d L d J / Kl L o i d .
Ainsi une definition qui ne definit "mon pas un individu,
. Y . N, A .
mats un genre tout entier est tncomplete; meme 8i ce genre
\ ? / o 1. o J °
est une espece d'un genre superieur; car l'individuation ne

/ o o / o
decoule pas logiquement de l'unite abstraite:

"La connaissance du genre ne ... fait pas connaltre
tous 8es zndtvtdus, elle ... donne seulement la
posszbzlzte de les construire tous, ou plutat d'en
canstruzre autant que vousvoudrez. Ils n'existeront
qu apres ,qu 'tls auront ete construits, c'est-a-dire
aprées qu'itls auront été definis"S,

(d o i ’ L L o :
57 le vocabulaire de Poincare est traditionnel, le gens qu'il
lut donne l'est moins: 1' ifteniﬁfn et l'intension n'apparaissent

e
plus comme metapredzcats ar de deftnzr un genre a l'aide d'un
predzcat - comme procedent les adhérents du point dé vue de la
/ . A . . )
comprehension - semble etre eo ipso un mode intensionnel. Par
d , 4 L
contre, l'extension ne concerne pas un predicat, mais un mode
de construction.

Poincaré 1908, p. 29
Poincaré 1902, p. 44/45
Poinearé 1906a, p. 317
Poinearé 1912, p. §
Ibid., p. 7

NIV U Y
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En se limitant a définir un ensemble en tant qu'entitite
abstraite, on se prive de l'aspect constructif de la de-
finition, lequel - pour les cantoriens - est une 'restriction
artifictelle'’. Mais pour le pragmatiste, une définition

directe formée selon la méthode inversée des cantoriens

peut étre 'corrigéd en la complétant par une autre partie

qui remplace l'hypostase d'une entité abstraite servant en

tant que référence du genre: il faut "sous-entendre 1l'ensemble
des individues qui satisfont a la défintion"l, tel que le genre

o / . \ 4
en question ne preexiste plus a ses éléments?

« En d'autres mots,

il faut passer du particulier (vom Besonderen) au singulier (zum
Einzelnen). Puisque la généralité est du point de vue de
l'extension une universalité individuelle ou numérique, il est
nécessaire qu'on énonce cette autre partie de la définition,

sans quot une proposition au 8ujet de tous les objets d'un
ensemble "n'aurait aucun sens” et "l'objet serait impensable'S.
L'expression 'aucun sens' prend dans l'article de 1912 méme une
valeur philosophique. Pour les pragmatistes, le sens d'une
définition, e'est-g-dire l'exiftence des instances de vérifications,
devient alors avee la non-contradiction le critere d'admissibilite
d'une définition. Il introduit, pour ainsi dire, une restriction
'par le bas' a l'effet de limiter les moyens nécessaires a la
trareition du fini a l'infini au moyen légal: a l'induction
compléte (non transfinie).

St le pragmatisme de Poincaré a touiours éte associé a une
philosophie utilitaire ou a une philosophie pragmatique en ce sens
qu'un technicien utilise des résultats soit em attendant la
démonstration de leur non-contradiction soitt - dans une perspective

post-gbdelienne - parce qu'ils lui semblent simplement 'raisonnables

Poincare 1912, p. 6.

La derniere partie de/cette phrase .(tel que ...) qui est un
gommentaire, est placcée dans mon livre par erreur sans crochets

a l'intérieur d'une citation de Poineanrd (ef. Heinzmann 1985, p. 24,
note 52).

3 Poincarée 1909b, p. 479,

[\CRE N
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(Bourbaki), il deviendre plus tard, avec les formulations

de 1912, un intuitionnisme de principe, limité pourtant

aux fondements et a l'arithmétique: les considérations de
non-contradiction d'une définition ne sont plus suffisantes
8t L'on ne peut indiquer en meme temps un processus de
vérification, c'est-a-dire un modele concret. En ce econtexte,
la vérification est une construction qui - et ceci a trait
au kantisme - a comme fonetion d'actualiser le généial par
le particulier dans l'intuition sensiblel

Dans cette réinterprétation pragmatique du mode cantorien

de la definition on associe les deux termes d’‘analyse’' et

de 'econstruction' non seulement au mode propre de définition

cantorienne et a son complément pragmatique, mais encore a

deux aspects a l'intérieur méme du niveau de la détermination
des individus: en effet, l'identification poincaréienne de

r2 peut signifier que la réduction

'eonstruction' a définition
du definiens a un definiendum appelle autre chose que les moyens
du langage. Pour la construction des individus d'un genre le
langage n'est au deébut qu'un aspect d'une action soumise aux
normes pragmatiques: il en est l'aspeet symbolique (analytique)
qut seul permet de comprendre une construction intuitive actuelle
d'individus en tant qu'actualisation d'un scheéme de construction,

d'une regle.

1 En 1902, dans le premier chapitre de Science_ et hlg_thase (éerit en
1894), Poincare ne thematzse que le procédé inverse: la, Zee
sctences ont gustement 'pour objet de nous dispenser’ des véri-
fications particuliedres auxquelles on attribue un caractére
analytzque. Et, pour dzsposer de leur subetztut. l'induction
complete, qut est un procede analytique 'par construction'’,

il faut 1 apput d’une tntuttion pure et znteZZectueZZe. On
trouvera une interprétation plus détaillée de ce procéde dans

mon article 'thZosophzcaZ Pragmatiem in Poinecaré', Reason and
Argument. Initiatives in Logic, ed. J. Srzednieki.

2 Cf. plus haut la citation a la note 5, p.l06.
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Je donne l'exemple de la définition opérative des chiffres
qui nous sera tout-a-l'heure utile pour la discussion de
l'induction complete. Les chiffres sont construits par
adjonctions successives de traits: /!/! (Poincaré parle
d'additione successive ou de répétition). L'opération de la
succession n'est done pas nommézpar le signe de la fonction a

" / / o \ . .
') 1, mais executée d'une maniere directe. Ceci

une valeur
n'est pourtant pas suffisant . Il nous faut encore une notation
du scheéme d'exécution qu'on note dans la forme 'm = n [ '. Dans

le terme 'n | ' de cette forme on n'utilise le langage pas seule-
ment d'une maniere descriptive (n [ appartient au langage sur

les chiffres), mats ééalement d'une maniere constitutive (n/

est un chiffre 8i n est un chiffre; par contre'n’'est le nom d'un
chiffre).1 En ce sens sémiotique, langage et construction sont
pour le pragmatiste deux éléments non dissociables. Nous nous
trouvons tout d'un coup dans l'heritage de la deuxieme philosophie
de Wittgenstein ou le langage a perdu son role évident de méta-
niveau vis-a-vis du niveau des objets.

Il est vrat, cette fagon de voire, dépasse les textes explicites,
mais confirme et explique d'autre part trois aspects dans l'oeuvre
de Poincaré:

Premierement sa eritique de Hilbert. Selon Poincare L'induction
complete n'est pas une définition capable d'une demonstration

de non-contradiction non-circulaire: une telle démonstration_
ferait essentiellement usage du prineipe d'induction qut figure
lui-meme sous les axiomes. On est incliné a dire que cette eriti-
que est historiquement dépassée: puisqu'elle "eonfond la notion
d'entier dans les mathématiques formalisdes et l'utilisation des
entiers dans la théorie de la démonstration”. Ainsi Bourbaki

dane ses 'Eléments d'histoire des mathématiques'.g Une fois,

1 Cf. Lorenz 1986, p. 343
2 Bourbaki 1960, p. 53,
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'démontrer' veut dire "déduire conformément auxr regles du
caleul" et l'autre fois 'montrer au moyen de raisonnements
intuitifs'l et l'induction se rapporte une fois aux membres,
c'est-a-dire aux objets satisfaisant le systéme d'axiomes
et l'autre fois aux chiffres qui remplacent les signes pour

les 'objets de pensée’.

Selon cette argumentation i1l n'y a pas de cercle, car il y a

1° une différence de niveau et 2° une diffé}ence entre le
caractere 'finitiste' de 1l'induction en métamathématique et son
ecaractére formel en mathéﬁatiques. Si les résultats négatifs

de G8del ont limité la plausibilité du programme hilbertien,
Z'élargissement de la méthode finitiste envisagé par Gentzen

a encore tourné d'avantage le deuxiéme aspect de l'argumentation,
a savoir la différence entre l'induction formalisée et intuitive,
vers une question historique. Ce qui reste, la distinction entre
deux niveaux transformant le cercle vicieux en cercle béﬁin,

est d'une valeur ébisté%ologique douteuse,surtout en face d'une

/ L
theorie concurrente.

Et ceci nous amene a un autre argument de Poincaré contre le
formalisme et sa formalisation de l'induction. Selon lui, le
cercle inhérent & une conception formelle des mathématiques
surgtt déj& avee la tentative de regagner les énoncés des
mathématiques intuitives, dont la formalisation était a l'origine
du formalisme. Voici comment l'exprime Poincare:

% \ons donnez du nombre une définition subtile; puis, une fois cette
délinition donnée, vous n'y pensez plus; parce qu'en rcalité, ce n'est
pas elle qui vous a appris ce que c'étail que le nombre, vous le
saviez depuis longlemps, et quand le mot nombre se retrouve plus
loin sous votre plume, vous v altachez le méme sens que le premicr

venu; pour savoir «quel est ce seus et §'il est bien le méme dans telle
phrase ou dans telle autre, il faut voir comment vous avez été
amend i parler de nombre et a introduire ce mot dans ces deux
phrases 2 " Mais comment saurais-je
que le nombre de mes raisonnements est un nombre entier? Si je
donne u ce mot le sens valzaire, cela ne sera pas difficile; mais si je
le définis comme joe viens de le faire, comment saurais-je que le
nombre do mes raisonuements est un de ceux ui satisfont au prin-
cipe? “ 3

1 Cf. Heyting 1934, p. 38
2 Poincaré 1905/06,p. 821
3 Ibid., p. 834
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o, o o /
Cette critique du formalisme conduit dans sa consequence
au refus brouwerien de distinguer, pour des raisons de
. d 4 o / L / / i o o
Justification, mathematiques et metamathematique. Le principe

d'induction doit done trouver sa justification au niveau méme

des mathéhatiques. A cet effet, la position de Poincaré est

aussi célebre comme - prige en 8ot - fausse: selon Poincaré

le principe d'induction est un jugement synthétique a priori

en ce sens que l'adjonetion de sa nébation aux autres axiomes

de Peano est impossible.l Ce n'est qu'une interprétation pragmati-
que - et je reviens ainsi a mon point de débart - quil permet

de maintenir le caractére synthétique apriori sans @étre délivrée

a la conaéﬁuence facheuse de nier la possibilité de négation du
principe de l'induction.

/a7 ) / \ .
Rappelons-nous au procede indique tout-a-l'heure pour construire
- . 3 \ . . /
les chiffres. L'induction complete se laisse considerer comme

/ / &Y o .
enonce sur ce procede de conmstruction. Elle dit alors:

'Si le chiffre | a une propriété E et si cette
proprtete est de telle sorte que chaque fotis

u'elle appartient a un ehiffre n, elle apparttent
eqalement a n/, alors chaque chiffre a la propriéte
E'.

Ce principe se justifie de la maniére suivante:

Soit E donnée, m fixe, mais quelconque. Selon la
premiere condition de Z'hypothese d induetion on

a: E (l); et m={, on a plus rien a montrer. Soit
m#¥ . Selon la deuztame condition de l'hypothése

d’ znductton et putsque les chtffres gsont construits
d’ apres le procéde déerit a la page 109 on a:E (/] );
st m=/l , on a plus rien & montrer.Ainsi on peut
rejoindre chaque m2.

. / .
Vous remarquez que cette démonstration non déductive du

principe d'induction est une deseription d'une construction.

En un mot, elle est pragmatique.

1 Cf. Poincare 1902, p. 74 et Bourbaki 1960, p. 52,
2 Cf. Thiel 1973, p. 1089,
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. / . . 7 . \ .
Et c'est Poincare qui a souligne le premier, et a plusieurs
o . o N

endroits, le caractére pragmatique de l'induction complete
en exactement ce 8ens:

" 2 P A .

Un nombre peut etre defini par recurrence; Sur

ce nombre on peut raisonner par recurrence; ce

sont deux propositions distinctes. Le przncz e

d'induction ne nous apprend pas que la premtere

est vraie, il nous apprend que la premicre implique
la seconde”

Le principe d'induction est synthétique, parceque cette'implication'n'est pasyiéguiaﬁﬁ
mént dﬁdekub&,, ~mais seulement déterminée par des actualisations singuliérés, et il est

a _priori, puisqu'il est basé sur l'acte normatif de la répétition.

Ainsi, l'induction complete est un premier aspect confirmant la

position pragmatique de Poincaré.

Ajoutons qu'on a seulement expliqué 1'induction compléte pour

les chiffres. Le passage aux nombres se fait par abstraction a

Z'égard d'une invariance concernant le procédé de construction

de chiffres.z

Un deuxieme aspect confirmant le pragmatisme de Poincaré se rapporte
@ une remarque sur la théorie des types de Russell. Elle concerne
l'admissibilité hypothéfique des nombres ordinaux transfinis comme
indices des différents types. Une telle theorie des types, dit
Poincaré; resterait incompréhensible, 81 on me supposait la théorie
des ordinauzr déja constituéed. Poincare exige donc une réflexion
simultanée sur les objets construits et les moyens langagieres
utiliséb.\Ce gsont les logiciens Kreisel et Feferman? qui chercheront
plus tard?;emplir cette exigence en passant des ordres bien—fondéé
prédicatifs - qut possédent un type d'ordre wj; - aux ordres prédi-
cativement bien—fondéé dont le type d'ordre <[, est prédicativement
reconnaissable en tant que bon-ordreSd,

Poincaré 1905/06, p. 835; cf. également Poincaré 1906b, p. 867.
Cf. Thiel 1979, p. 33.

Cf. Poincare 1909b, p. 469.

Cf. Kretsel 1960 et Feferman 1964 .
Pour plus de détails cf. Heinzmann 1985, €h.V.: Construction d'un
univers predzcatzf

S W
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Une troisieme concordance avec Z'interprétation proposée consiste
dans la tournure Zangagiére que donne Poincare a l'identification
pragmatique de l'ontologie a Z'ébistémologie: pour le pragmatiste
un tndividu "n'existe que quand Tl est penséé... d'un sujet pensant”
et quand il est susceptible d'etre défini "en un nombre fini de
motg". Et un concept qut n'en est pas susceptible n'est pas admis
parce qu'il ne peut étre pensél. Il semble alors cohérent de
dire avec Heyting que la définissabilité en un nombre fini de mots
signifie (dans un sens séﬁiotique: 'est un signe pour') la
constructibilite finiel. Tous les éléments d'un genre doivent
béhéficier d'une constructibilite finte. Cette interprétation
trouve encore une autre confirmation lorsque Poincarée infirme
une affirmation de Schoenflies qui dissocie justement la de-
finissabilité finie de la construction. L'ensemble des fonetions
constantes en est l'exemple:

"Quand on dit 'une fonetion constante'", remarque

Poincare,"on a une formule d'un nombre fini de mots

et que s'applique a une infinité de fonctions; mais

qut ne les definit pas ... Il n'est done pas exact

de dire que cette formule definit en un nombre fini
de mots un ensemble de fonetions"3,

o /l.O , L .
Puitsque la definition d'un ensemble nécessite la 'connaissance’
e 9 e ,0.0 LY. YA
de tous ses individus, la definition d'un ensemble infini au sens
A e
actuel dans une meme formule comportant un nombre fini de mots est
tmposgible:
. /., O4
”@t en effet ce qui caracterise precisement une
definition, c'est qu'elle permet de distinguer L'objet
defini de tous les autres objets; si elle s'applique a
une infinite d'objets, elle ne permet pas de les discerner
les uns deg autres; elle n'en définit aucun; elle n'est
plus une définition. "4
Du point de vue l'extension, l'infini est un devenir et Jamats
., 7 . L. .
une totalite close. Borel donnera avec sa distinetion entre L'en-

7 .
semble denombrable et son sous-ensemble effectivement enumérable

Cf. Poincaré 1909b, p. 482 et Poincaré 1912, p. 9/10.
Cf. Heyting 1934, p. 4-

Poincarée 1909a, p. 195, 196,

Ibtd., p. 114,

[NV C R



une précision formelle de la conception intuitive du 'on pourra
enumerer' de Poincaré: selon lui, un ensemble est seulement
admissible, 8'il est effectivement enumérable, c'est-a-dire,

st on peut indiquer "au moyen d'un nombre fini de mots, un procédé
sur pour attribuer sans ambiguité un rang déterminé a chacun des

ses e¢leéments"l. Nous savons aujourd’'hui que la restriction sur

le seul concept de récursivité générale qui est sans doute visé

par Borel, ne conduit malheureusement pas trés loin: genéralément,
un prédioat défini sur les nombre naturels a L'atde des quanti-
ficateurs non-restreints n'appartient déj& plus a la classe des
prédicats récursifs. Ceeci et le fait d'une possible interprétation
conastructive de l'arithmétique élémentaires classique suggérent a
élargir le pragmatisme au sens de Poincare , i on insiste a une
interprétation formelle du concept de constructivite, p. ex. pour
les besoins d'une théorie genérale (et non réductive) de démonstration.
Dans ce cas il semble souhaitable d'admettre la totalité des nombres
naturels et de différencier les prédicats récursivement non-deci-

dables selon la complexité de leur non-décidabilite.

Quoti qu'on déeide, 1'idée pragmatique de Poincare obéit de toute

fagon a l'exigence que Vuillemin appelle le principe de l'intuitionnis-
me: 1l refuse "q la disjonction de l'infini et du fini une validité
universelle, c'est-a-dire independante des conditions de Ll'intuition

et de la construction”?, Poincarée s'inserit dans le courant in-

tuitionniste venant d'Epicure et passant par Descartes et Kant.

\ . / /
Cependant, par rapport a Brouwer, on pourrait etendre la de-
. o ¢ o, o . 3 o . o /.
- nomination semi-intuitionnisme® a la philosophie poincareienne:
. . . . o\ . o \
l'adjonetion 'semi' marquerait alors la maniere particuliere dont

elle congoit la relation entre intuition et analyse, entre construction

1 Borel 1908, p. 446-447

2 Vuillemin 1981, p. 27,

3 On trouve le terme 'halb-intuitiontistisch' non seulement dans
Heytzng 1934, mate déja dans yvon Neumann 1927, p. 46,ou sont dénommees
aingi les critiques de la théorie des ensembles avant Brouwer,
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et deseription ou entre intuition et langage: un objet n'existe
. . / A A
pae sans qu'il soit nomme, role de controle que Brouwer refuse

au langage qut, selon lui, n'est qu'un moyen auxiltiaire.

o \ A K o / * .
Je veux encore rapidement passer a la critique poincaréiénne de
, d 3 (d - I d .
la definition logiciste du nombre entier. Il l.a refuse puisqu'
/ S . 3
elle est non-predicative. Qu'est—-ce que cela veut dire?

C'était Russell qui a introduit en premier les termes 'prédicatif'
et ’non-prédicatif’l pour fizer la différence de deux sortes de
fonections propositiogrelles: celles qut determinent et celles qui
- comme ¢ (X) $ X¢ X - ne déterminent pas une classe. Il appelle
les premiéres 'prédicatives' et les deuxiemes 'non-prédicatives’.
Pour parer au phénomene des définitions non-predicatives Russell
propose deux maniéres de réagir: ou bien on adopte la théorie que
les fonctions déterminent - au moina en régle générale- des
classes et, par la sutte, on indique un principe pour exelure

les définitions non-prédicatives: - ce type de solution sera plus
tard représenté par la theorie ramifiée des types -; ou bien on
préfére une solution radicale et on renonce a toute classe en tant
qu'entité. A cette exigence obéit la 'no-classes-theory' qui, d'abord,
trouve les faveurs de Russell. ‘

En ce moment, Poincarée semble done pouvoir triompher de Russell qui
dott soumettre son illusion 'platonicienne’ au 'rasoir' d'Ockham:
et les positions du pragmatiste et du cantorien sont alternatives,
les antinomies obligent a restreindre 1'universalité de la variable
sur les individue qui seuls sont encore a considérer commes des
entités. Par contre, les classes nme constituent que des 'fa¢0n8

de parler’.

1 Russell 1906a, p. 34.

2 En liquant a cette A 'axi A ;
obt%ggt %'antinomie defgzggz%?:z aztome de comprehension on
SxVy (ye zeyg y)
&> Vy (ye eesyg y)
Y (e c ecse g e) .
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Poinearé voit la faute immédiate des définitions non-prédicatives
dans un cercle vicieux. Voici sa premiére définition de la prédi-
cativite:

P1: La définition d'un ensemble E est prédicative, si elle peut
étre formée "sans introduire la notion de l'ensemble E lui-meme.

Sans qout la définition de E contiendrait un cercle vicieux; on
ne peut pas définir E par l'ensemble E lui-meme"l

- une formulation qui méme directement au célébre principe du
cercle vicieux de Russell:

"Tout ce qui contient une variable apparente ne doit pas étre

une des valeurs possitble de cette variable"?,

"Le cas important
o A / / . .
de ce principe peut etre enonce moins exactement comme suit: 'Tout
. A
ce qui enveloppe tous ne peut pas etre un de ces tous'"S,
« e /4 N\ . 4 e N .7
Ce principe est celebre, putsque Russell a reusei a developper une
S . . . o ne/ . /
theorie qui le respecte: la théorie ramifiée des types. Ches Poincaré
4 . L /. i d
on ne trouve rien de comparable: il eroit que sa theorie sous-jacente
L o . \ *
d'un pragmatisme constructif le met - disons naturellement - a 1'abri
/.00 L 4 d
des fautes de definitions. Pour lui, les antinomies ne sont que
J L \ 4 d
le signe de l'erreur des cantoriens, a savoir de considérer une

., 7 /e o e g4
totalite comme une donnée independante de ses individus .

C'est exactement cette attitude platoniste que conteste Poinecaré
\ L o i i L L

et a laquelle il attribue la responsabilite des antinomies, comme

le fera d'atlleurs plus tard Hermann Weyl:

"Als Wurszel der Antinmomien vermag man aber nur die
schon von Anfang an in der Mathematik begangene Kilhn-
heit aufzudecken: daB ein Feld konstruktiver Méglich-
keiten als geschlossener Inbegriff an sich setender
Gegenstdnde behandelt werde."

Poincare 1806, p. 307,
Russell 1906b, p. 634.
Ibid., p. 640.

[V (CI Y

4 Weyl 1976, p. 71.
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Et c'est la toute la différence qui 3épare le pragmatiste du
cantorien; car le scheme d'axiomes de 8éparation IX ¥y (vex

&> Véctf\?fv))i’est pas toujours représentable et ne peut

done pas etre admis par Poincaré, méme s'il s'averait consistent:
en posant d'avance un ensemble a, dit Poincaré; Zermelo " a elevé
un miur de clbture qui arréte les géneurs qui pourratestvenir du
dehors. Mais il ne se demande pas s'il ne peut y avoir des géneurs

/ K
du dedans qu'il a enfermes avec lui dans son mur"2,

AinsZ, 1'observation de la re\gle de de/finition P1, conforme

au point de vue de l'extension, risque d'entrainer une modification
plus profonde de la logique que la seule exclusion des antinomies.

En effet, elle exclut par exemple la définition des nombres in-
ductifs. Ils sont définis comme intersection des classes récurrentes:

Ind(z): «>Vq i (q(2) A Vi (g(n) — gl(nt4))) — ¢(x)?,

La définition est non—prédicative, putsque la proprié%é 'Ind’

est elle méme valeur d'une variable liée par un quantificateur
untversal dont le domaine de variation cemport® toutes les propriétés
-quelconquesf.Q(Si, dit Poincaré; nous voulons dviter un cerele
vieteux nous devons entendre: les nombres inductifs sont définis
comme intersection de toutes les classes récurrentes dans la
définition desquelles n'intervient pas déja la notien de nombre
inductify?

Carnap a cependant montre 3 qu'une appartenance d'un nombre donne

'a' aux nombres inductifs ne demande pas la vérification de ¥ (a)

pour chaque ¥ (et done pour Ind), mais peut etre examince 'logiquement’,
sans recours aux instances de Y. En effet, posons par exemple a=2;
comme conSequence immédiate de la 'definition’ (v e [Ind(z) e—>

Ve i (qo)a Vu ( gln)—> qlnea))) —> ¢g(x)2]

on a ¥ (0), done Ind(0); en substituant maintenant dans (*) 0

pour n, on obtient ¥(0) —> Y(0+1) ce qui donne ¥ (1); de

¥Y(0),9 (1) et de P (1)— %’ (1+1) on conclut finalement ¥ (2).

1 Il conséﬁtue la solution de Zermelo.
2 Poinecaré 1909b, p. 25.
8 Cf. Carnap 1931, pp. 100; cf. galement Carnap 1968, pp. 115sq

et l'examen de l'argument carnapien dang Fraenkel et ql. 1973, p. 196
Y Poincars A906 a, P 3¢9 /310.
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Il semble done evident que l'appartenance d'un élément concret

a Ind peut etre décidée sans prendre en considération le quan-
tificateur universel portant sur le domaine a frontiére indécise
que constituent les propriéteérq. La definition de Ind est-elle
alors prédicative? Ou par contre, peut-on dire que la prqcé&ure
de démonstration est inadéquate pour juger la prédicativitd des
nombree tnductifs? A mon avis, il faut plutdt approuver cette
derniere question. Or, ce qui est pré&icatif est tout au plus

le domaine de base, mais non la structure intuitive des entiers
munig des opé}ations habituelles: par exemple, la démonstration
que la somme de deux nombres inductifs est de nouveau inductive,
néceesite l'induction,&mﬁfg%b procé&ure logique de Carnap ne permet
pas de passer de Ind (a) et Ind (b) a Ind (a+h).

Je veux terminer avec quelques breves remarques sur la démonstra-

bilité de 1l'induction complete.

19 Il est facile a montrer que les axiomes de Peano et, parti-
culiérement 1'induction compléte, se deduisent de la définition
des nombres inductifs.

C'est cette sorte de déemonstration de L'induction duquel Poincare
dit:

"On pourra passer facilement d'un énoncé & 1l'autre et se
donner ainsi l'illusion qu'on a démontré la legitimité

du raitsonnement par rééurrence. Mais’pn sera toujours arr@té:
on arrivera toujours a un axiome indemontrable qui ne sera
au fond que la proposition a démontrer traduite dans un
autre langage'l,

2° Les logicistes ont beaucoup investi dans le probleme de deduire
L'induction compleéte a partir du concept de l'ensemble fint.
Pour etre cohérent une telle entreprise (Poincare ne l'acceptera

jamais, puisqu'on présuppose le concept d'emsemble) doit remplir

1 Poincaré 1902, p. 41,
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quatre conditions:

a) la définition de l'ensemble fini ne doit pas pré%uppoaer
le concept des mombres naturels

b) elle doit etre é&uivalente a une définition natve de la
finttude.

e) Cette équivalence doit etre démontrable sane axiome du
choizx, )

d) elle ne doit pas présupposer l'infini actuel.

Ce n'est qu'en 1958 qu'Azriel Levy a résolu la questian! Mais
cect débasse de loin le sujet de ce soir.
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