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PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET THEORIES DE
L'INTEGRATION : INFLUENCES MUTUELLES

*
par JEAN MAWHIN

1. INTRODUCTION

Nul ne conteste le rBle des équations différentielles dans la création
et le développement du calcul différentiel et intégral. Painlevé [24] écrit
en 1904 : "La théorie des équations différentielles est née avec le calcul
infinitésimal". D'ailleurs, jusqu'a la fin du XIXe siecle, la théorie des
équations différentielles figure inmanquablement dans la partie "calcul
intégral" des grands traités d'anmalyse. Le but de ce modeste travail est
de montrer l'interaction constante, 3 chaque tournant de ces théories,
entre la notion correspondante d'intégrale et le concept de solution d'une
équation différentielle. On constatera que l'enrichissement mutuel entre

.

ces questions a été constant du XVIIe siécle a nos jours.

2. NEWTON, LEIBNIZ, EULER

Des problémes équivalents & la résolution d'ume équation différentielle
du premier ordre
y'(x) = flx,y(x))
ont été posés et résolus bien avant la création du calcul différentiel et
intégral. Il s'agissait de trouver une courbe dont la tangente (ou la sous-

tangente) vérifiait une propriété caractéristique. Ces probl@mes inverses

des tangentes, déja étudiés par Kepler en 1615 pour les sections coniques,

furent formulés en toute généralité par Debaune, qui invita publiquement,
en 1638, les mathématiciens frangais & fournir les solutions de quelques pro-
blémes particuliers. L'existence de ces problémes avait été reconnue la méme
année par Fermat qui écrivait : "La propriété de la tangente étant donnée,
chercher la courbe pour laquelle cette propriété est satisfaite". Des pro-
blémes inverses des tangentes furent résolus vers 1670 par Barrow et James
Gregory, dans le langage géométrique qui prévalait & 1'époque pour les pro-
blémes de tangentes et d'aires.

Ces années sont déja contemporaines de la création du calcul différentiel
et intégral par Newton et par Leibniz, et la correspondance entre ces deux

géants réveéle le r8le important joué par le probléme inverse des tangentes

* Conférence donnée le 28 octobre 1987 au Séminaire d'Histoire
des Mathématiques.
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dans la genése de leurs algorithmes respectifs [Bd] . Elle révele aussi les
différences de leurs conceptions. On sait le r8le joué par les séries infi-
nies dans la création et le développement du calcul différentiel et intégral
newtonien; on ne s'étonnera pas qu'il propose de "supposer une série pour
toute quantité inconnue de laquelle les autres puissent 8tre commodément -
dérivées, et rassembler les termes homologues de 1'équation résultante en
vue d'expliciter les termes de la série de départ" (Lettre & Oldenburg,
3/11/1676). S'il utilise aussi les séries infinies, Leibniz refuse de s'en
contenter et cherche & exprimer les solutions en termes de quadratures de
fonctions connues. Il est conscient de la difficulté du probleéeme, puisqu'il
écrit & Oldenburg, le 1er juillet 1677 : "Nous ne possédons pas encore, au-
tant que je sache, la méthode inverse des tangentes", et & Huyghens, le

29 décembre 1691 : "Si quelqu'un peut donner l'art de réduire toujours la
converse des tangentes aux quadratures, il donnera ce que je souhaite le
plus en cette matiere". Ce qui est toutefois commun & Newton et & Leibniz,
c'est la place fondamentale qu'ils assignent aux équations différentielles
dans leur nouveau calcul. Comme l1'a si bien observé récemment E. Giusti
[ﬂ3] : "Dans la formulation de Newton, et tout autant dans celle de Leibniz,
les problémes inverses ne sont pas ceux de la dérivation et de 1l'intégration,
mais le probleme direct et le probléme inverse des tangentes; en langage mo-
derne, la dérivation d'une part et l'intégration des équations différentielles
de 1l'autre".

Si les "Institutiones Calculi Integrali" d'Euler en 1768 constituent le
chéf d'oeuvre de la période flamboyante du style leibnizien (des trésors
d'ingéniosité ont été dépensé pour ramener a des quadratures d'innombrables
équations différentielles particuliéres et, comme 1l'écrit Painlevé Emﬂ, "la
vague s'arr8ta quand tout ce qui était intégrable, dans les problémes natu-
rels, fut intégré"), on y trouve déja 1l'amorce de la révolution suivante.
Conscient de ce que l'équation différentielle la plus simple
(1) y'(x) = f(x)
ne peut pas toujours s'intégrer en termes finis, Euler, au Chapitre 7 de la
premiére section du Volume 1, retourne & la vieille idée de 1'approximation

de y(x) par une somme finie en partitionnant Xg#*  par les points

><D=ao¢<a1 & .- (am_1<am=x

et en approchant y(x) par 1l'expression
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1 f(aj_1)(aj - aj_1) .

Ms

(2) y(ao) +

('8
]

I1 applique la m8me idée, au Chapitre 7 de la deuxiéme section du Volume 1,
a 1'intégration approchée d'unme équation différentielle du premier ordre
(3) y'(x) = fx,y(x))

en donnant pour la solution l'expression approchée

m
(4) ylag) + % fla, gy Moy =2 )

oll les y. sont définis de proche en proche par les relations
yD = y(ao) ?
(5)

.=y, , + fla, ., )(a, - a, ) (1€ j&m-1) .
Vi T Yy i=17Y3-177%5 7 T ’

La similitude entre les formules (4) et (2) est évidente, la seule différence
étant le caractére implicite de (4), puisque les yj soiht définis de proche en
proche. Euler ne s'occupe pas de la convergence des expressions (4) ou (2)
vers la solution exacte du probléme (dont l'existence n'est pas mise en ques-
tion). Il se contente de conseils, d'ailleurs judicieux, sur la manigre
d'obtenir des approximations satisfaisantes en choisissant convenablement la

partition de [xD,x] .

3. CAUCHY, LIPSCHITZ

Cauchy avait lu les "Institutiones" d'Euler et la version modernisée qu'en
avait donné Lacroix dans son monumental "Traité du calcul différentiel et du
calcul intégraf'de 1797-1798 [16]. I1 va appliquer & 1l'intégrale et aux équa-
tions différentielles cette idée géniale qui lui a déja servi & révolutionner
1'étude des fonctions continues et dérivables : utiliser la notion de limite
pour transformer des schémas connus d'approximation en démonstrations d'exise
tence. Car, tout comme Gauss et Bolzano mais plus systématiquement encore,
Cauchy se pose le probléme de l'existence des 8tres mathématiques étudiés.
Convaincu de 1'impossibilité de trouver, en général, les solutions explicites
d'une équation différentielle, il pose et il résoud, dans des conditions as-
sez larges, le probléme de leur existence. Cauchy résume sa philosophie dans
une note de 1842 [5] : "Dans mes legons données & 1l'Ecole Polytechnique,
comme dans la plupart des Ouvrages ou Mémoires que j'ai publié sur le Calcul

intégral, j'ai cru devoir renverser cet ordre et placer en premier lieu la
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recherche, non pas des intégrales générales, mais des intégrales particuliéres;
en sorte que la détermination des constantes ou des fonctions arbitraires ne
fut plus séparée de la recherche des intégrales". Pour la théorie de 1'inté-
gration, cela signifie que la définition et 1'étude de 1l'intégrale définie

précédera celle de 1l'intégrale indéfinie; pour les équations différentielles,

c'est 1l'apparition du probléme de Cauchy : Yo étant donné, trouver une solu-
tion y de (3) telle que

(6) y(xD) =y

0
C'est ce que Cauchy exprime comme suit, dans la m&me note : "Dans les trai-
tés de Calcul intégral, on admettait, sans la démontrer, 1l'existence des in-
tégrales générales des expressions et des équations différentielles; il impor-
tait de combler cette lacune. Pour y parvenir, j'ai suivi la marche que j'in-
diquais tout & l1l'heure; et, avant de prouver qu'a toute expression différen-
tielle qui dépend d'une seule variable, correspond une intégrale ou fonction
primitive, j'ai commencé par établir la nature des intégrales prises entre

des limites données ou intégrales définies. J'ai démontré par 1l'Analyse

leur existence, qui pouvait se déduire de considérations géométriques ...
C'est en opérant toujours de la mé@me maniére que j'ai réussi ... & établir

sur des bases rigoureuses l'intégration des équations différentielles de

forme quelconque ... Si maintenant on considére un systéme quelconque d'é-
quations différentielles du premier ordre, il ne sera plus généralement
possible de les intégrer en termes finis. Mais on pourra du moins démontrexr
1'existence des intégrales générales, et méme intégrer les équations propo-
sées avec une approximation aussi grande que 1l'on voudra, soit a l'aide de

la méthode que j'ai donnée dans mes Legons de seconde année & 1l'Ecole Poly-
technique, soit & l'aide des principes nouveaux que j'ai développés dans ce
Mémoire, et qui transforment en méthode rigoureuse le procédé de 1l'intégra-
tion par séries. Or, dans 1'une ou l'autre méthode, les constantes arbitrai-
res, que doivent renfermer les intégrales générales d'un systéme d'équations
différentielles du premier ordre, se trouvent rémplacées par des valeurs par-
ticulieres des inconnues, correspondant & une valeur particuliére de la vari-
able indépendante, et par conséquent le probléme de l'intégration se trouve

réduit & un probléme completement déterminé."
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Rappelons que Cauchy prouve l'existence de 1'intégrale définie de f sur
[XD,xj , c'est-a-dire d'une solution de (1) sur cet intervalle, lorsque f
est continue, en montrant l'existence de la limite de (2) lorsque

(7) max (a. = a. )

tend verszéro. Il applique avec succés le m&me procédé au probléme (3)-(6)
avec f et D f bornées et continues & partir des expressions approchées
(4) et (5) ou y(xD) est remplacé par Yo

La récente découverte par Gilain [3] de feuilles du Résumé du Cours de
Calcul Infinitésimal de Cauchy consacrées aux équations différentielles a
magistralement mis en lumiére la profonde unité de pensée de Cauchy dans
son approche du calcul intégral. On trouvera de plus amples discussions
dans les belles analyses de Dobrowolsky [9] » Gilain [5] et Guitard [1@],
et 1'on peut conclure, avec Dobrowolsky : "L'une des principales raisons qui
ont amené Cauchy & créer sa premiére méthode (pour le théoreme fondamental
sur les équations différentielles) est celle-13 m8me qui l'a poussé 3 la
refonte de l'analyse dans son ensemble'.

Notons qu'en 1835, dans son Mémoire sur l'intégration des équations dif-
férentielles [4] , Cauchy va utiliser son "calcul des limites" (c'est-a-dire
la méthode des majorantes) pour transformer "en une théorie complétement ri-
goureuse l'intégration par séries d'un systéme quelconque d'équations dif-
férentielles". L'outil de base de ce mémoire est une autre création célébre
de Cauchy, 1l'intégration des fonctions holomorphes sur un chemin du plan
complexe. Le méthode ne s'applique évidemment qu'au cas ol f est elle-m8me
holomorphe. En 1842, Weierstrass [32] obtiendra, indépendamment, un résultat

semblable.

S5'il est incontestablement révolutionnaire, 1'apport de Cauchy n'en couron-

ne pas moins les recherches de ses illustres prédécesseurs : par ses liens

avec la méthode des polygones d'Euler, sa premiére méthode se rattache, en fin

de compte, & la tradition leibnizienne; quant & sa seconde méthode, elle cons-

titue la justification de 1l'algorithme d'intégration par les séries introduit
par Newton.

Ignorant apparemment 1'apport antérieure de Cauchy, Lipschitz BQ] reproduit
en 1868 la premiére méthode de Cauchy, sous des hypothises légdrement plus

faibles, puisqu'il suppose seulement f continue et telle que
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(8) JFix,y) = fix,2)| € L\y - z\

au voisinage du point (xD,yD). C'est ce que 1l'on appelle maintenant une

condition de Lipschitz. Elle intervient déja implicitement dans le travail

de Cauchy, qui la déduit de l'existence et de la continuité de Dyf a l'aide

de 1'un de ses auxiliaires les plus fameux : la formule des accroissements
finis [ﬂ4,14] . L'approche de Lipschitz se rattache directement & l'esprit
de 1l'intégrale de Cauchy, ainsi que Lipschitz 1l'exprime lui-m&me : "Dans le
cas ol la fonction f ne contient pas la variable y, la fonction restant uni-
forme.et continue par rapport & x, notre analyse montre que 1l'intégrale

X
j f(s)ds

X
0
a un sens déterminé et que la dérivée de cette fonction, prise pour une va-
leur de la variable égale & la limite supérieure de l'intégrale, est égale

a f(x)."

4, RIEMANN, VOLTERRA, PEANO, DE LA VALLEE POUSSIN

On sait comment Riemann, en 1857, dans son célébre mémoire sur les séries
trigonométriqueslzgl , va créer la premiére théorie de 1l'intégration en cher-
chant & caractériser la classe des fonctions f pour lesquelles les sommes

(déja considérées par Cauchy)

m
é Flx) e, - a; )

convergent vers une m@me valeur lorsque (7) tend vers zéro, indépendamment du
choix des xjé [aj_1,aj] (1€ j€&m). C'est le cas, comme l'avait montré
Cauchy, pour f continue, mais le procédé s'applique aussi a des fonctions dis-
continues. On ne trouve pas, chez Riemann, d'application de ses idées au
théoréme fondamental des équations différentielles. La tragique briéveté de
sa vie en est peut-8tre la cause.

Le premier auteur & mentionner les travaux de Riemann dans un travail sur
les équations différentielles semble &tre Lipschitz dans le mémoire de 1868
analysé plus haut. Il ne le fait qu'en guise de conclusion, de la maniére
suivante : "Le Mémoire posthume de Riemann, sur la représentation d'une fonc-
tion par une série trigonométrique, a mis en lumigre ce fait que l'existence

de 1l'intégrale définie dépend d'une condition plus générale que la continuité",
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et il rappelle la définition de Riemann. Il conclut alors : "Mais, a ce
qu'il me parait, ces conditions n'entrainent nullement cette conséquence,
que la dérivée de cette intégrale, prise pour une valeur de la variable
égale & la limite supérieure de l'intégrale, soit égale & f(x) : aussi
ai-je cru devoir conserver la condition de la continuité de la fonction
f(x) pour ce qui est de 1'étude de 1l'intégration des équations différen-

tielles
(9) dy/dx = f(x). "

L'intégrale de Riemann avait en effet brisé la compléte réciprocité en-
tre les opérations de dérivation et d'inégration indéfinie démontrée par
Cauchy pour les fonctions continues. Il n'y a donc plus, dans ce cadre, é-
quivalence entre la forme différentielle (9) de 1l'équation et sa forme inté-

grale
s X
(10) y(x) = Vg t j f(s)ds R
*g
lorsque f est Riemann-intégrable mais pas continue. Et Lipschitz refuse de

faire le premier pas vers le concept de solution généralisée de (9), & savoir

une fonction y vérifiant (10).

11 appartenait & Volterra, encore étudiant (de Dini) & l'université de Pi-
se, de franchir en 1881 le pas qu'avait refusé Lipschitz et d'intégrer magis-
tralement les idées de Riemann au probléme de Cauchy dans son mémoire inti-
tulé "Sui principii del Calcoclo integrale"{31] . Volterra, qui ne semble pas
connaitre 1l'existence du mémoire de Darboux de 1875 sur les fonctions discon-
tinues [6] , introduit comme ce dernier les intégrales inférieure et supéri-

eure d'une fonction f bornée sur [xD,X] comme limites respectives des sommes

m m
(11) Jz=1 mj(aj - aj_1) et JE M‘]_(aj - aj_1)
lorsque (7) tend vers zéro, ol
mj = inf f et Mj = sup f .
251025 [25-10%51

Volterra répond aussi & une question de Dini en donnant un example d'une dé-
rivée bornée non-intégrable au sens de Riemann, confirmant ainsi la compléte
dissymétrie entre les opérations de dérivation et d'intégration indéfinie

dans le cadre des fonctions Riemann-intégrables. La Section III du mémoire
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est consacrée au probléme de Cauchy. Volterra semble également ignorer la
premigre méthode de démonstration de Cauchy puisqu'il écrit : "La premiere
démonstration de l'existence de 1'intégrale d'une équation différentielle
passant par un point est due & Cauchy. Messieurs Briot et Bouquet ont dé-
montré le théoréme de Cauchy d'une maniére tres simple; la méthode impose

des restrictions variées aux équations différentielles, qui consistent a
déterminer les conditions sous lesquelles les intégrales seront développa-
bles en séries de Taylor. Indépendamment des considérations sur la possibi-
lité de développer les intégrales en séries, MM. Lipschitz et Hou&l ont don-
né une démonstration de l'existence des intégrales des équations différenti-
elles ordinaires, dans laquelle l'argument est analogue a celui de la dé-
monstration de l'existence des intégrales définies de Riemann. En suivant le
méme argument, mais en applicant la méthode utilisée ici dans la démonstra-
tion du théorgme de Riemann, on arrive a des résultats un peu plus généraux".

En fait, M étant le supremum de Ifi sur un voisinage C de (x ), Vol-

0’Yo
terra considére les sommes (11) ol, cette fois, m. et Mj sont définies de

proche en proche par les formules

m, = inf f ’ M, = sup f ,
J R. J R.
j j
avec - 1
j= (. 1’a h’o*z m (a2, 1)‘M(aj"aj_1)’ yu+kz1Mk K~ k-1)+M(aj"aj-1)]’

(1€3j€m), ot 1'on suppose évidemment que 1l'on reste dans le voisinage C, ce
dont on s'assure en prenant Ix - xDI suffisamment petit. Volterra montre alors,
comme on le fait pour 1l'intégrale de Riemann, que la condition nécessaire et
suffisante pour que l'expression (4) ait ume limite y(x) lorsque (7) tend vers

zéro est que

m
12 ) - D
(12) JZ=_1 (aj aj_1) ;

tende vers zéro lorsque (7) tend vers zéro, ol Dj désigne 1l'oscillation de
f sur Rj (1€ j4m). S'il en est ainsi, Volterra montre que y est continue,
que l'intégrale

x
S f(s,y(s))ds

*0

existe, au sens de Riemann, et que y vérifie 1'équation intégrale



X
(13) y(x) = Yg t S f(s,y(s))ds .

I1 reste alors & trouver des conditions sur f pour que la condition (12) soit
satisfaite et & discuter le lien entre les solutions de (13) et celles du
probléme de Cauchy correspondant. Volterra montre tout d'abord que la condi-
tion (12) entrafne nécessairement l'unicité de la solution de (13) et que
toute solution de (13) est une solution classique du probléme de Cauchy lors-—
que f est continue sur C. Il prouve alors que (12) est satisfaite lorsque
f est continue sur C et y vérifie la condition de Lipschitz (8). Plus géné-
ralement, il démontre alors que la condition (12) est vérifiée si les condi-
tions sur f que nous venons de décrire sont satisfaites sur C & l'exception
d'un ensemble de points qui peut 8tre recouvert par une famille au plus dé-
nombrable de rectangles & cBtés paralléles aux axes (x,y) dont la somme
des longueurs des c8Otés paralleles a l'axe des x est arbitrairement petite.
Dans ce cas, la fonction y vérifie l'équation différentielle (3) en chaque
point x auquel correspond un y(x) tel que f soit continue en (x,y(x)).
Volterra pose alors la question de savoir si la seule continuité de f
sur C entraine l'existence de la solution du probléme de Cauchy (3)-(6).
11 y répond de maniére affirmative sous l'hypothése supplémentaire que
f(s,.) soit croissante ou décroissante pour tout 536‘}D,x] . Cette derniére
restriction sera levée par Peano en 1E86 [26]. Des 1883, Peano‘?5]avait
complétement libéré 1'intégrale de Riemann de la notion de limite (la subor-
donnant entiérement & la notion d'ordre) en observant que les intégrales
inférieure et supérieure pouvaient 8tre définies respectivement comme supre-

mum et infimum des expression (11) sur toutes les partitions finies

Xg = aD< a, £ .. £ am_1 Z am = X de [xD,x] . Dans son article cité

en [26] , Peano applique alors la m@me idée au probléme (3)-(6) avec f con-

tinue en montrant que 1'infimum Y, (resp. supremum Y2) des fonctions Y

1
(resp. y2) telles que

y.(x_) = Yy (i =1,2)

et

y'(s) > f(x,y, (s))
d

(resp. yé(s) < f(X,yZ(S)) )

pour séiﬁ%yx] , Tournit une solution de (3)-(6) et que toute autre solution
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y du probléme vérifie, sur cet intervalle, 1l'inégalité
Y1 (s) g y(s) & YZ(S)

(solutions minimale et maximale). Comme Lipschitz et Volterra, Peano semble
ne pas connaltre la contribution de Cauchy basée sur les polygones d'Euler
(il ne cite que le résultat de Cauchy pour f holomorphe et la simplification
de Briot et Bouquet), mais il se réfere au mémoire de Lipschitz 9}, aux
traités d'analyse de Houdl[S] et Gilbert [12] , et a 1'article de Volterra 131),
remarquant qu'il répond & une question laissée en suspens par ce dernier.
En 1898, Osgood [23] démontrera le résultat de Peano, sous les méme hypothéses,
par une approche plus voisine de celle de Volterra. Contrairement aux métho-
des de Cauchy, Lipschitz et Volterra, celles de Peano dans[}é} et d'Osgood ne
s'étendent pas au cas d'un systéme d'équations différentielles, et l'existence
d'au moins une solution dans ce cas pour le probléme de Cauchy, sous la seule
hypothése de continuité de f, sera démontrée en 1890 par le méme Peano[?7],
par une combinaison de la méthode d'approximation d'Euler-Cauchy et du théo-
réme d'Ascoli-Arzela. Sa démonstration sera simplifiée par de la Vallée Pous-
sin [7] , Mie ﬁmlet AIZB]EIL1] . On notera pour terminer que, dans aucun de
ses travaux, Peano n'a cherché a affaiblir les conditions de continuité sur f.

Ignorant 1l'existence du travaili}1] de Volterra, mais bien au courant des
contributions de Gilbertlﬁl} et du mémoire de Darboux [5] , de la Vallée Pous-
sin obtient, en 1893, des résultats semblables a ceux de Volterra par une mé-
thode entiérement similaire [ﬁ] . Sa motivation s'exprime treés clairement
dans 1'Introduction de son mémoire : "Le présent travail nous a été inspiré
par 1l'étude du Mémoire sur les fonctions discontinues, de M. Darboux, et de
la Note que M. C. Jordan a ajoutée au troisiéme volume de son Traité d'ana-
lyse. Nous nous proposons d'étendre, dans la mesure du possible, aux équa-
tions différentielles & une seule variable indépendante, la notion d'inté-
grabilité introduite par Riemann pour le probléme particulier des quadratu-
res. De méme que 1l'on peut intégrer des fonctions discontinues, nous avons
voulu montrer que 1l'on peut intégrer des équations différentielles ou figu-
rent de telles fonctions". Comme Volterra et contrairement & Lipschitz, de
la Vallée Poussin n'hésitera pas & appeler "intégrale de 1'équation (3) une
fonction y qui vérifie, quel que soit x, la relation (13)", et donc & con-
sidérer des solutions qui ne sont pas partout dérivables. Parmi les points

qui complétent le travail de Volterra, signalons la démonstration de la dé-
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pendance continue de la solution y par rapport a Yo lorsque la condition
(12) est satisfaite, et l'obtention d'ume intéressante condition sur f,

qui préfigure celle de Caratheodory, pour que (12) soit vérifiée, & savoir
1'intégrabilité au sens de Riemann de f(.,y) sur [xD,XJ pour chaque y fixé,

et 1l'existence et la continuité en y de D f dans la région C . Ainsi, de

la Vallée Poussin donne l'exemple de 1'équation

L ]
yrix) = = X.(xX)y
j=0

ot les fonctions Xj sont Riemann-intégrables sur [xD,x] . Notons enfin que,
dans un appendice historique au mémoire rédigé a la demande d'un des rappor-
teurs, P. Mansion, de la Vallée Poussin compare briévement ses résultats a

ceux de l'article [26) de Peano. L'histoire ne dit pas si ce fut l'occasion,

pour de la Vallée Poussin, de remonter jusqu'au mémoire de Volterra.

5. LEBESGUE, CARATHEODORY ET KURZWEIL

On sait quel progrés Lebesgue fit faire a l'analyse en créant son inté-
grale et comment il a utilisé cet outil admirable dans 1l'étude des séries de
Fourier et le calcul des variations. On ne trouve chez Lebesgue que quel-
ques lignes, dans sa thése de 1902 [ﬂ8], sur 1l'impact possible de son inté-
grale dans la théorie des équations différentielles : "Elle permet en effet
de résoudre le probléme fondamental du calcul différentiel dans tous les cas
ol la fonction dérivée est bornée, et, comme conséquence, elle permet d'in-
tégrer des équations différentielles qui se raménent & des quadratures. Par
exemple, f(x) étant une fonction bornée quelconque, nous saurons reconnaltre
si 1'équation

y' + ay = f(x)
admet des solutions, et, si elle en admet, les trouver". Il ajoute, dans
une note au bas de la page : "Cette remarque conduit & des problémes inté-
ressants. Par example, f(x) et g(x) étant bornées, toutes les solutions de
1'équation

y' + f(x)y = g(x)

sont-elles comprises dans la formule classique

S’ jf(x)dx - gf(x)dx
y =

g(x)e dx . e ?n

I1 appartenait a Caratheodory[?] d'intégrer 1'apport de Lebesgue a la

théorie fondamentale des équations différentielles ordinaires. Ses conditi-
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ons correspondent en quelque sorte, dans ce cadre nouveau, a la synthése de
celles de de la Vallée Poussin et de Peano puisqu'il suppose f(.,y) mesurable
sur [xo,k] pour chaque y fixé&, f(s,.) continue pour presque tout sséi[ko,x]
et
[ fls,y)\ € F(s)

sur C (presque partout en s), avec F Lebesgue-intégrable sur [xD,X] . Une

solution au sens de Caratheodory de (3)-(6) sera une solution de 1'équation

intégrale (13) et elle vérifiera l'équation différentielle (3) presque par-
tout sur [xD,x] . Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue est 1l'outil
fondamental pour passer des solutions approchées aux solutions exactes, aprés
extrac?ion d'une sous-suite convergente a l'aide du théoreéme d'Ascoli-Arzela.

Les conditions et la méthode de Caratheodory serviront de modéle pour
1'obtention, par Kartak [jG] et Manougianl}ol , de théorémes d'existence du
probléme de Cauchy dans le cadre d'intégrales plus générales que celle de
Lebesgue, comme celles de Perron et de Denjoy.

L'équation (13) peut encore servir de base & une intéressante extension
motivée par le fait que d'importantes propriétés de la solution y, en par-
ticulier des questions de dépendance continue par rapport & un paramétre,

s'expriment en fonction de 1'application F définie par

X
(14) F(x,y) = S. f(s,y)ds
X

0
plut8t que de f lui-m&me. Pour motiver cette extension, soit y une solution

de (13) et (ym) une suite de fonctions constantes par morceaux

(15) ym(s) = y(sj) , S é[aj—‘l’aj{ , st{aj_1,aj—j
ol
(16) xg=ag€a £ ... &a  La =x

telles que (ym) converge vers y uniformément sur [ko,x] . Alors, en vertu

des conditions de Caratheodory,
f(S,ym(S)) —> f(s,y(s))

pour presque tout sé[xo,x] et

X X
S f(s,ym(s))ds —_— g f(s,y(s))ds
XD XU

en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue. D'autre part,
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v X m R m
J)( f(s,ym(s))ds = ;%%gf(s,y(sj))ds = ;§1KF(aj’y(Sj)) - F(aj—1'y(sj))] ’
0 % -

ol F est définie en (14). En d'autres termes, y peut s'obtenir comme limi-

te des expressions

m .
(17) g * J% F(aj,y(sj)) - F(aj_1,y(sj))

lorsque m -0 , c'est-a-dire lorsque la partition de [xo,xi)définie par
(15) et (16) est prise de plus en plus fine. Le second membre de (15) pos-
séde une indéniable similitude avec des sommes de Riemann associées aux a,
et aux s. . Cette observation, que nous tirons de l'exposé ‘26] , @ conduit
Kurzweil [17] en 1957 & introduire la généralisation suivante des sommes de
Riemann. Si

U [xU,xl X [xD,Xl—aiﬂ , (a,s) > U(a,s)

et si

A = §.a0,s1,a1,52, cee am_1,sm,am }

ol les a. et Sj vérifient (15) et (16), sont donnés, Kurzweil introduit la

somme de Riemann généralisée

m
(18) S(U,A) = %1[u(aj,sj) - U(aj_1,sj)] :

qui se réduit & la somme de Riemann usuelle lorsque

(19) U(a,s) = f(s)a

avec f : {xD,x]—alR . On voit aussitBt que le second terme de (17) est

la somme de Riemann généralisée associée a la fonction U définie par
U(a,s) = F(a,y(s)) .

I1 est alors naturel de définir 1l'intégrale de Kurzweil

- X
g DU(a,s)
o

associée & U comme limite des sommes (18) et la seconde contribution impor-

tante de Kurzweil consiste a modifier le filtre des partitions sur lequel la
limite se calcule pour arriver a une intégrale suffisamment générale pour se
réduire, lorsque U est donné par (19), a l'intégrale de f au sens de Perron

(voir par exemple [21] ). Cette modification, introduite indépendamment par

Henstock quelques années plus tard, a eu, en théorie de l'intégration, d'impor-

tantes répercussions que nous ne pouvons pas décrire ici.
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Partant maintenant d'une fonction quelconque F : [xD,x] xR —=>{R quel-
conque, Kurzweil définit une solution du probléme de Cauchy pour 1'égquation
différentielle généralisée

(20) y'(x) = DF(x,y(x))

comme étant une fonction y qui vérifie 1'équation

X
(21) yix) = vg * g‘ DF (a,y(s))
o
ol 1l'intégrale du membre de droite est interprétée au sens de Kurzweil dé-
fini plus haut. On voit que la notation différentielle (20) est devenue
purement symbolique, puisque la solution de (21) n'aura pas nécessairement
de dérivée. Bien entendu, comme précédemment, il faudra trouver des condi-
tions explicites sur F qui assurent l'existence de 1'intégrale dans (21)
et déterminer les propriétés de régularité d'une solution y. On pourra
consulter, a ce sujet, l'exposé donné en DEH et ses références, ol 1l'on dé-
montre en outre que les équations différentielles généralisées au sens de
Kurzweil contiennent comme cas particuliers, outre celui de Caratheodory,
les équations différentielles au sens des mesures et les équations décrivant
des phénoménes de chocs et des conditions d'interface. Lorsque
Fix,y) = A(x)y
avec A & variation bornée, les solutions de (20) sont celles de 1'équation
intégrale x
y(x) = Yg * S y(s)dA(s)
"0
ol 1l'intégrale de droite est une intégrale de Perron-Stieltjes.

6. CONCLUSION

Les beaux travaux de Dobrowolsky, Gilain et Guitard ont mis en évidence
1'unité du calcul intégral et de la théorie des équations différentielles
dans 1'oeuvre de Cauchy. Nous espérons que les pages qui précedent convain-
cront’le lecteur de la permanence de cette unité dans l'histoire du probléme
de Cauchy, et de sa fécondité dans 1'évolution ultérieure de la théorie fon-

damentale des équations différentielles ordinaires.
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