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EMMY NOETHER

*
PAR PauL DUBREIL

La vie d'Emmy Noether (1882-1935) s'est déroulée presque uniquement dans trois
villes universitaires : Erlangen, GSttingen et Bryn Mawr et les s&jours successifs
qu'elle y a faits correspondent & des aspects bien distincts de sa vie et de son

oeuvre.

1. Erlangen.

C'est dans cette petite ville de Bavidre, situde 3 une vingtaine de kilomdtres
au nord de Niremberg qu'Emmy Noether a vu le jour le 23 mars 1882. Elle &tait le
premier enfant du mathématicien Max Noether, né & Mannheim en 1844, et d'Ida Kauf-
mann née d Cologne en 1852 et issue d'une riche famille de cammergants juifs. Ces
origines expliquent assez bien le dynamisme et les dons mathématiques qu'Emmy
Noether va manifester. Je ne passerai pas sous silence le fait que c'est précisé-
ment en 1882 que Max Noether partage avec le mathématicien francais Georges Halphen
le prix Steiner pour leurs mémoires sur "la classification des courbes gauches algé-

briques", sujet mis au concours par 1'Académie de Berlin.

On trouvera dans le tame 85 des Mathematische Annalen (1922) une courte notice
sur Max Noether, décédé en 1921 3 Erlangen, et dans le tame 93(1925) de la méme re-
vue un article détaillé sur son oeuvre, rédigé par les Géamétres italiens Castel-
nuovo, Enriqués et Severi. Max Neother, en effet, est incontestablement le fondateur
de cette géamétrie algébrique qui, aprés ses travaux et ceux de son campatriote
Brill, a connu en Italie un développement extraordinaire. Max Noether, cependant,
Observe dans les titres de ses mémoires une certaine retenue vis-3-vis de la Géamé-
trie : plutdt que d'annoncer des résultats sur les courbes ou les surfaces, il pré-
fére par exemple présenter un travail sur les fonctions algébriques : Entwicklung
der Theonie dern algebraischen Funktionen in dlterer und neuerer Zeit (avec Brill,
1894) , (Développements anciens et récents de la théorie des fonctions algébriques) .

Son premier enfant, Emmy, se signalait surtout par sa petite taille, sa forte
myopie et son esprit ouvert. De sept & quinze ans, elle fut &léve d'une école oi

* Conférence donnée le 22 mai 1985 au Séminaire d'Histoire des mathématiques.
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l'enseignement était surtout orienté vers l'allemand, le frangais et les mathémati-
ques. Elle suivit aussi des cours d'enseignement religieux israélite et apprit le
piano, sans beaucoup d'enthousiasme semble-t-il, alors que sa mére &tait une pia-
niste convaincue, partenaire, presque jusqu'd ses derniers jours, d'un excellent
violiniste. La distraction préférée de la jeune Emmy était la danse, elle la pra-
tiquait réguliérement dans les rencontres des familles d'universitaires.

Pendant les premiéres années qui suivent sa sortie de 1l'école, Emmy se spé-
cialise dans 1'étude du francais et de 1l'anglais et elle passe brillamment, 3 18
ans, un examen de 1'Etat de Baviére pouvant lui donner accds 3 1'enseignement de ces
deux langues dans les établissements féminins. Petit détail méritant d'étre signa-
1& : au cours des deux semestres que j'ai passés auprés d'elle, je ne 1l'ai pas en-

tendu prononcer un seul mot de frangais ou d'anglais !

Au début du semestre d'hiver 1900-1901, Emmy s'inscrit 3 1'université d'Erlan-
gen ; les registres administratifs mentionnent seufement une autre auditrice ...
et 984 étudiants ! On sait, par un de ses cwviicwlum vitae, qu'elle suivit des
cours non seulement de langues, mais aussi d'histoire ; il est probable qu'ad cette

époque elle hésitait encore entre les langues vivantes et les mathématiques.

Elle passe en juillet 1903, & Niiremberg, un baccalauréat (Relferprifung, litté-
ralement : examen de maturité), puis elle se rend d G&ttingen pour un semestre et
y suit les legons de 1l'astronaome Schwarzschild et des mathématiciens Hermann Min-
kowski, Otto Blumenthal, Felix Klein et David Hilbert. Elle revient cependant i
Erlangen, au mament précis ol 1'accés des univrsités s'ouvre sans restrictions aux
fermmes, et elle s'y inscrit en octobre 1904, seulement pour les mathématiques. Elle
est la seule femme dans le Département qui campte en tout 47 inscrits. Elle suit les
cours de son pére et ceux de Gordan, sous la direction duquel elle va préparer une
thése. Gordan était un ami de Felix Klein qui avait &té professeur 3 Erlangen et
avait mis en évidence, en 1872, dans sa legon inaugurale, 1'importance de la notion
de Groupe en Géamétrie, en formulant le fameux Programme d'Erlangen.

La thése d'Emmy est terminée en juillet 1908. Elle est intitulée &be/L die
Bildung des Formensystems der terndren biquadratischen Foam (Construction du sys-—
téme de formes de la forme ternaire biquadratique). Cette th&se est publide dans
le tame 134(1908) du Jowrnal §ir reine und angewandte Mathematik appelé aussi
Journal de Crelfe. Gordan n'en aurait dirigé aucune autre et il semble , 4 vrai dire,
avoir exercé sur son unique &lé&ve une influence quelque peu tyrannique. Le travail
se termine par une table de 300 invariants ! Il est impossible d'y découvrir le
moindre signe annongant 1'oeuvre ultérieure d'Emmy Noether. D'ailleurs celle-ci,

par la suite, ne parlait de sa thése que pour déclarer ... qu'il valait mieux n'en
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pas parler !

I]1 faut cependant reconnaitre qu'a cette époque la théorie des Invariants était
fort & la mode, surtout en Allemagne, et que Gordan en &tait le grand spécialiste.
On trouvera sur lui quelques détails, assez pittoresques, dans la notice de Hermann
Weyl sur Emmy Noether (reproduite dans le livre de A. Dick ([1])).

Emmy obtient le grade de docteur en Décembre 1907, avec la mention summa cum
Laude ("avec les plus grands &loges", nous disons avec les félicitations du jury).
Elle reste 3 Erlangen et se consacre aux mathématiques, sans aucune cbligation vis-
a-vis de 1'Université. Elle vient en aide & son pére, dont 1'état de santé devient
de plus en plus précaire. A quatorze ans, il avait &té atteint de paralysie infanti-

le et avait gardé une marche difficile.

En 1309, Emmy devient membre de la Société mathématique d'Allemagne et parle,
a Salzbourg, de La thZornie des invariants des fonmes & n  variables. L'année sui-
vante, Gordan prend sa retraite. Il est remplacé d'abord par Ehrard Schmidt, qui ne
fait que passer, puis par Ernst Fischer. Celui-ci sympathise avec Emmy Noether. Il
est son ainé seulement de sept ans. Autant qu'elle, il aime parler de mathématiques,
et méme en discuter longuement. Leur correspondance heureusement conservée "montre
sans le moindre doute que, sous son influence, Emmy Noether se libére des algorithmes
calculatoires de Gordan pour se tourner vers les modes de pensée de Hilbert" (A.
Dick) .

2. GBttingen.

Un grand changement dans la vie d'Emmy Noether se produit au printemps 1915 :
Klein et Hilbert la font venir 3 G&ttingen pour remplacer des Privatdozenten (mai-
tres de conférences) mobilisés. Elle arrive donc & GSttingen & la fin d'avril mais,
quinze jours plus tard, le décés de sa mére l'oblige 3 retourner i Erlangen et 3
rester auprés de son vieux pére pendant quelques semaines. Par la suite, elle fera
de fréquents voyages entre les deux villes, en séjournant i Erlangen pendant les pé-

riodes de vacances.

C'est 4 ce mament qu'elle s'occupe d'un probléme posé par Dedekind (1831-1916) :
détenminer Les Gquations algébriques ayant pour groupe de Galois un groupe donné.
Cette question était étudiée, & ce moment, mais seulement pour les équations du
troisiéme et du quatriéme degré, par Fritz Seidelmann, professeur au Lehrerinnen-
bildungsanstalt (Ecole normale d'institutrices) d'Erlangen, sous le contrdle de
Friedrich Hartogs, professeur & Munich ; il 1l'avait résolue dans des cas particu-
liers. Il vint demander & Max Noether si cela pourrait &tre le point de départ d'une
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thése et, bien entendu, il fut aussitdt mis en rapport avec Emmy, qui devint ainsi
directeur de recherches. Le résultat fut excellent : Seidelmann obtint en 1916 le
grade de docteur avec la mention 4umma cum fLaude pour une th@se sur "les équations

cubiques et biquadratiques" dédiée a Emmy Noether. Celle-ci, de son cdté, avait abor-
dé le cas général : elle fit parvenir en juillet 1916 aux Mathematische Annalen un
travail intitulé Glelchungen mit vorgeschiiebener Gruppe (Equations de groupe donné),
qui se trouve dans le tame 78 (1917) avec, en camplément, un extrait de la disserta-
tion de Seidelmann.

Cependant, a Gottingen, pendant les années de guerre, Emmy Noether n'abandonne
pas la thionie des Invariants dont s'occupent Hilbert et Klein. Mais, sous leur in-
fluence, elle s'oriente vers des questions plus profondes. Hilbert et Klein, en ef-
fet, s'intéressent vivernt 3 la relativité générale et, 3 la demande d'Einstein, ils
étudient les {nvariants diggérentiels. Emmy participe 3 cette recherche et publie
en 1918, aux Nachiichten von der Gesellschagt dern Wissenschagten zu Gittingen, deux
articles intitulés : Invarianten beliebiger Differentialausdniicke (Invariants d'ex-
pressions différentielles quelconques) et Invariante Varniationsprobleme (Problémes
de variation invariants). Elle y met sur pied les méthodes générales qui permettent
d'cbtenir ftous les invariants différentiels ; dans le premier travail, elle introduit
le Reduktionssystem, ensemble d'invariants différentiels dont tous les autres sont
des invariants algébriques ; dans le deuxiéme, elle utilise les méthodes du calcul
des variations abstrait pour former des invariants différentiels. Tout cela est
certainement du trés bon travail.

Mais pendant ces mémes années se forment en elle des idées, des facons de pen-
ser, on pourrait méme presque dire des golts intellectuels, qui vont 1'amener 3

ses productions les plus originales.

Dans son travail sur les Conps et Les sysiemes de fonctions rationnelles, pu-
blié aux Mathematische Annalen (t.76, 1915), "elle canbine", dit van der Waerden,
"les méthodes de Hilbert permettant d'établir des propriétés de finitude, avec cel-
les de Steinitz". Celui-ci avait publié en 1910 son Algebraische Theorie den Kinper
(Journal fiir reine und angewandte Mathematik, t.137), travail trés remarquable
qu'Emmy Noether citait souvent et dont elle recammandait avec insistance la lecture.
Avec une grande clarté, Steinitz étudie systématiquement les propriétés générales
des corps qui forment 1'ossature de la théorie de Galois. De plus, il établit, pour
tout corps, l'existence d'une extension algébrique algébriquement fermée (ou close).
Son raisonnement utilise "1l'induction transfinie" sous la forme de 1'&poque ;

il sera simplifié (et méme profondément transformé) en 1935 par Zorn (Bull. Amer.
Math. Soc., t.41), qui énonce & ce propos le théoré&me qui porte son nom.
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Un peu plus tard, vers la fin de la guerre, Emmy Noether s'occupe de la
Théeornie des fonctions algébriques d'une variable 3 laquelle Dedekind et Weber
avaient consacré en 1882 un mémoire important (Jowwal {in reine und angew. Mathema-
tik, t.92, p.181-290). Le travail d'Emmy Noether est intitulé : Die anithmetische
Theornie den algebraischen Funktionen einern Verdnderlichen 4n Lhrern Beziehung zu den
ibrigen Theorien und zu dern ZahLkénpertheornie (La théorie arithmétique des fonctions
algébriques d'une variable en liaison avec les autres théories et avec la théorie
des conps de nombres). Ce titre insiste doublement sur 1l'aspect arithmétique de ce
travail publié en 1919 (Jahnesbericht der D.M.V., t.28). Constamment par la suite,
Emmy Noether fera preuve d'une profonde connaissance de 1l'oeuvre de Dedekind et
manifestera pour lui une admiration chaleureuse. Elle publiera plus tard (1937), en
collaboration avec Cavaillés, la correspondance Cantor-Dedekind (Paris, Hermann).

L'aprés—-guerre immédiat va marquer, suivant 1'expression d'Hermann Weyl, le
"towwmant decisdif" dans la production d'Emmy Noether. Elle rédige avec Schmeidler
un travail intitulé Uber Moduln <in nicht kommutativen Beredlchen aus Differential-
und Digferenzen-Ausdricken (Modules dans des damaines non cammutatifs, formés d'ex-
pressions différentielles ou aux différences). Il s'agit d'opérateurs différentiels
a composition non commutative, camme on en considére en Mécanique quantique. C'est
dans ce travail qu'apparaissent pour la premiére fois les notions d'idéal a droite
ou & gauche. Mais une chose encore plus importante est qu'au lieu de travailler
tout au long sur les opérateurs considérés E. Noether et W. Schmeidler cammencent
par dégager Les Lois fondamentales de Leurn addition et de Leur multiplication, puis
ils prennent ces lois camme axiames et développent systématiquement leurs conséquen—

~

ces logiques. Nous assistons donc ici & la fois a une étape importante du dévelop—

pement de 1'Algébre non cammutative et & la naissance d'une Algébre "abstraite", &
caractére fortement axiamatique.

I1 est bon d'ajouter que Schmeidler fut un mathématicien de valeur. Dés 1917,
il s'était intéressé aux "systémes hypercamplexes" (algébres associatives de type
fini), donc & 1'algébre non cammutative. Par la suite, il s'est occupé de groupes
abéliens, de Géamétrie algébrique, de fonctions algébriques de plusieurs variables,
etc. (C{. W. Krull, Idealtheornie, p.147).

Emmy Noether approche maintenant de la quarantaine. C'est & ce mament, en 1921,
que son génie mathématique va se révéler pleinement, avec son mémoire : Idealtheonie
in Ringbereichen (Théorie des Idéaux dans les Anneaux, Math. Ann., 83). Elle y
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atteint une généralité, une simplicité, une efficacité exceptionnelles et elle cuvre
la voie i une foule de travaux ultérieurs. Arrétons-nous, si vous le voulez bien,
sur cette apparition du génie, apparition explosive — mais tardive aussi pour un

mathématicien de cette classe !

Bien entendu, Emmy Noether a eu des précurseurs. Le plus immédiat est E. Lasker,
avec son long travail Zur Theosdie der Moduln und Ideale (Math. Ann., 60, p.20-116,
1905), sur lequel Emmy avait fait un exposé& en juin 1917 dans le cadre de la Socié-
té Mathématique allemande. Avec son impeccable correction, elle n'a jamais manqué
de citer Lasker tré@s explicitement. Mais ce mathématicien,qui, soit dit en passant,
fut aussi, pendant des années champion mondial d'échecs, s'inspire lui-méme des tra-
vaux de Dedekind sur 1'arithmétique des entiers algébriques (Suppléments X et XI
aux Legons de Dirichlet) et d'autre part d'un résultat fondamental de Max Noether
(Uber einen Satz aus der Theornie den algebraischen Funktionen, Math. Ann., 6, p.351-
359) : c'est 13 un rapprochement trés remarquable entre la Théorie des Nambres et
celle des courbes algébriques.

En théorie des nambres, les difficultés rencontrées au début du XIXS siécle pour
étendre aux entiers d'un corps algébrique tel que @Q(/-5) le théor&me de décompo-
sition unique d'un entier (rationnel) en facteurs premiers ont amené Kummer & intro-
duire les "narbres idéaux". Dedekind, par la suite, a congu les idéaux camme ensem—
bles de narbres (idéaux entiers, indéaux fractionnaires), et il a obtenu, dans un
corps algébrique fini, la décamposition unique d'un idéal entier en produit fini
d'idéaux premiers (1894].

En Géamétrie, Max Noether cherche 3 quelle condition, étant donné deux courbes
algébriques planes {(X,Y) = 0, ¢(X,Y) = 0, un polyndme F(X,Y) est de la forme :

(1) F=A§+ B,

ol A et B sont des polyndmes. Si tous les points d'intersection des deux courbes
données sont simples et distincts, il est non seulement nécessaire mais suffisant

que la courbe F = 0 passe par chacun des points d'intersection ML des deux cour-
bes données (dans le plan projectif camplexe). Dans le cas général, Max Noether mon-
tre 1l'équivalence de la propriété globale (1) et de la conjonction de conditions Lo-
cales relatives da chacun des points d'intersection M/L : 3 savoir qu'il existe des

polyndmes A/é , B,,; tel que la différence F - Ai,ﬁ - Bi'tp soit au moins d'un certain
ordre p; au point Mé Y choisi le plus petit possible, est ce qu'on appelle

la multiplicité de Noethen, et ces conditions locales sont appelées conditions de
Neothen.

Or, dans 1l'anneau €[ X,Y] des polyndmes en X et VY , & coefficients
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camplexes, l'ensemble des polynGmes A4 + B (4 , ¢ donnés ; A, B arbitrai-
res) est un Ldéal 1 . Celui des polyndmes nuls en un point M est un L{déal pre-
mien P (si un produit FGe P et F¢ P, Ge P ), celui des polyndmes véri-
fiant en M une condition de Noether (avec une multiplicité donnée) est un .{déal
primaine Q (si FGe Q et F ¢ Q, une puissance de G appartient & Q) et le
théoréme de Noether, sous sa forme générale, signifie que 1'idéal I est intenr-
section finle d'ideaux primairnes associés aux différents points d'intersection MxL

des deux courbes données.

Passant au cas de polyndmes & un nambre quelconque, »n , d'indéterminées,
Lasker établit un théoréme auquel Krull donne trés justement son nam (mais que lui-
méme appelle modestement "théoré&me de Noether-Dedekind") :

Dans L£'anneau des polynimes & n détermindes et a coedficients complexes, tout
Ldeal est intersection finie d'idéaux primaines. En 1916, Macaulay reprend la ques-
tion en apportant des campléments originaux (Cambiidge tracts in Mathematics, n° 19).

Parmi les "précurseurs", nous trouvons aussi un des plus grands mathématiciens
de 1l'époque, David Hilbert. C'est de lui qu'Emmy Noether tient le sens et le golt
de 1l'axiamatique ; d'autre part, il épublié en 1890, 4gé de 28 ans, un mémoire fon-
damental d'Algébre pure, point de départ de la théorie des idéaux homogénes, appelés
par lui modules. Ce travail intitulé Uber die Theorie der algebraischen Formen
(Math. Ann., 36, p.473-534) contient, avec la théorie des Syzygies, le Nulfstellen-
satz (théoréme des zéros, voir par exemple van der Waerden, Modesne Algebnra, 5€
éd., vol. 2, § 130) et le Basissatz (théor&me de la base finie, ibid. § 115) affir-

mant que tout idéal engendré par des formes (en XO,X], ces ’Xn , a coefficients

canplexes) est déja engendré par un narbre fini d'entre elles.

On imagine assez facilement l'envie qu'a di avoir Emmy Noether d'arranger 3 sa
fagon le contenu de ces gros mémoires. Résumons briévement sa méthode, dans laquel-
le apparaissent clarement non seulement les tendances, mais les exigences de son

esprit.

Elle souhaite, pour cammencer, obtenir dans des anneaux (3 définir convenable-
ment) une représentation de tout idéal camme intersection finie d'idéaux paimaizes
mais il y a des idéaux pour lesquels cette représentation ne peut &tre que trivi-
ale : ce sont les idéaux {widductibles (pour 1'intersection) c'est-3-dire ceux qui
ne sont pas intersection de deux idéaux les contenant strictement (c'est le cas
pour tout idéal maximal) : il faudra donc que, dans l'anneau en question, tout idéal

irréductible soit primaire.
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Si maintenant un idéal 1 n'est pas irréductible ou, mieux, 4'{L n'est pas
intensection finie d'idéaux iwnéductibles, on aura au moins une égalité de la
forme :

= nri?
I 17 I,

avec I C II , I C I; strictement et un au moins des idéaux Il ,I; - disons

11 — ne sera pas non plus intersection finie d'idéaux irréductibles :
= ni!
Li=1,00
I’ - IZ , I, C IZ' strictement ol IZ par exenple n'est pas intersection finie

d'idéaux irréductibles. On forme ainsi de proche en proche une chaine strictement
croissante illimitée d'idéaux :

I1CcI1,C1,C...

1 2

Or, il existe des anneaux (& cammencer par l'anneau Z des entiers rationnels)

dans lesquels n'existe aucune chaine de ce type : cette propriété d'un anneaux, qui
se trouve déja chez Dedekind, mais "occasionnellement" (dit Krull), sous le nom de
Teilenkettensatz, mais est appelée maintenant condition de chaine ascendante,entrai-
ne done que tout idéal de £'anneau est intersection ginie d'idéaux irnéductibles.

Cette condition de chaine ascendante est d'ailleurs équivalente 3 1'existence
d'un systeme de géntrateurs fini pour tout Ldéal de L'anneau et & la condition ma-
ximale (dans tout ensemble & d'idéaux il existe au moins un idéal maximal M ),
ce qui souligne déja son intérét.

Si maintenant cette condition entrainait aussi que tout idéal irréductible est
primaire, tout idéal de 1l'anneau serait bien (camme chez lasker) intersection finie

d'idéaux primaires. C'est 13 précisément le théor&me-clef d'Emmy Noether :

Dans un anneau commutatif A vérnigiant La condition de chaine ascendante, tout
Ldeal ineductible est primaine.

Permettez-moi de rappeler la démonstration qui est & la fois tr@s remarquable
en elle-méme et trés noethérienne de style.

On va démontrer que, 44 un Ldeal 1 n'est pas primaire, LR est Luéductible.
Par hypothése, il existe au moins un couple (a,b) d'élements de A vérifiant
abe I, ad 1 ,et bt¢ 1 quel que soit l'entier n .

Considérons 1'idéal (cet ensemble en est visiblement un) :

h h

I,=T:b ={2,teAd ; th el}.



- 23 -

Avec 1 , ces idéaux forment une chaine croissante :

1Cc1,C1,C...

1 = =
la premiére inclusion étant stricte puisque a € 11 et ad I . D'aprés la condi-
tion de chaine ascendante, il existe un entier k tel que Iy =1p, -

k

Considérons alors 1'idéal 1I' = T + Ab° . Il contient strictement 1 car

bR* 1 e 11 et bR*T

si x € I,ﬂI’ , hous avons :
k
X =m+ nb

¢ 1 . L'intersection 17 N'1' contient I ; mais inversement,

oih me I (rne A) ; le produit

bx = bm + abl*!
appartient & 1 (puisque x € I, =1: b), d'od /‘Lbk+’ € I c'est-a-dire
nE Ik+l = I,2 donc /Lb’2 €1 et x € I . Nous avons donc 1'égalité

Nn1'-=
I, I 1

avec les deux inclusions strictes 1 C I] et T CI', 1 estbien réductible.

Ayant montré ainsi que, dans un anneau vérifiant la condition de chalne ascen-
dante, tout idéal est intersection finie d'idéaux primaires, Emmy Noether définit
les représentations canoniques dans lesquelles, aprés regroupement, ne figure qu'un
idéal primaire @ ayant un radical premier P et oli, bien entendu, aucun terme
n'est superflu. Une telle représentation canonique n'est pas forcément unique mais
elle a des propriétés d'unicité qu'Emmy Noether met en évidence.

Par la bréche ainsi ouverte, un flot de mathématiciens va s'engouffrer ! Et
pour commencer Emmy elle-méme qui, dans un deuxiéme mémoire : Abstrakter Aufbau den
Idealtheonie in akgebraischen Zahl- und Funktionenkdrpern (Construction abstraite
de la Théorie des Idéaux ..., Math. Annalen, t.96, p.26-61, 1927), donne les condi-
tions permettant d'affirmer que tout idéal d'un anneau commutatif et intégre A

admet une décamposition unique en produit de puissances d'idéaux premiers. Ce sont :

1. la condition de chaine ascendante pour les idéaux ;

2. tout idéal premier est maximal ;

3. A est intégralement clos dans son corps des quotients X (c'est-d-dire :
tout élément £ de Z qui vérifie une équation de la forme tm+altm-1+. ..+a.m=0 ’
a; € A , appartient 3 A).

Le mathématicien japonais Sono avait déja obtenu de tels résultats en 1918 et
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1919 (cf. Krull, Idealtheorie, p.15), sous une autre forme.

En 1923, Krull publie Ein neuer Bewedls 4in die Hauptsdatze der allgemeinen
Idealtheorie (Nouvelle démonstration des théor@mes fondamentaux de la théorie géné-
rale des Idéaux, Math. Ann., t.90, p.55-64, 1923). Il y apporte des simplifications
intéressantes, notamment dans les théorémes d'unicité qu'il traite en utilisant

systématiquement les "quotients" (ou résiduels) d'idéaux.

Peu aprés la mort d'Emmy Noether (1935), les anneaux dont les idéaux vérifient
la condition de chaine ascendante ont pris le nam d'anneaux noethériens. Ceux qui
vérifient la condition (duale) de chaine descendante, considérée par Emmy Noether
mais utilisée plus systématiquement par Emil Artin, notamment dans ses travaux sur
les algébres associatives, sont appelés artiniens. Ces deux adjectifs : noethérien,
artinien font partie, & 1l'heure actuelle, du langage courant des algébristes.

Ie Nullstellensatz de Hilbert, l'orientation du travail de Lasker et surtout
le souvenir de Max Noether devaient infailliblement amener Emmy 3 s'intéresser aux
applications géamétriques de sa théorie des idéaux. Elle s'en occupe en effet. Mais
un jeune et brillant mathématicien néerlandais, B.L. van der Waerden, qui avait
travaillé avec elle et avec Artin, s'était engagé dans la méme voie. Généreusement,
elle lui laissa tout publier sans méme envisager un mémoire cammun. Le tome 96
(1926) des Mathematische Annalen contient ce travail, Zur Nullstellentheorie den
Polynomideale, cont la lecture fut pour moi une véritable illumination ... me condui-
sant a une étude de la multiplicité de Noether plus poussée que ce qui avait &té
fait par Noether lui-méme, Kapferer et Voss par les méthodes classiques.

Ce mémoire de van der Waerden fut suivi de plusieurs autres, certains consa-
crés a la difficile question des multiplicités d'intersection qui devait faire enco-
re de grands progrés grace a André Weil. Tout cela appartient 3 ce qu'on appelle
maintenant la Géamétrie algébrique abstraite. Pour en faciliter 1'étude, O. Zariski
et P. Samuel ont publié en 1958 un important ouvrage, en deux volumes, intitulé
Commutative Algebhra.

Chevalley et Herbrand, au mament oll ils s'intéressaient & 1'étude des corps de
nanbres de degré infini, ont eu des liens personnels avec Emmy Noether : ils eurent

vite fait de conquérir son estime.

Une question particuliérement difficile était 1l'extension aux anneaux cammuta—
tifs de la théorie noethérienne des idéaux. Krull s'en était occupé sans obtenir de
résultats vraiment décisifs. Lesieur et Croisot ont construit une théorie parfaite-
ment satisfaisante, d'autant plus "noethérienne" qu'elle repose sur des notions ab-

solument nouvelles : en non-camutatif, la généralisation brutale de la notion d'idéal
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primaire marche mal ; les notions plus cachées d'idéal secondaire et surtout d'{déal

terntiaine se révélent efficaces (Mémorial des Sciences mathématiques, 1963).

Revenons aux anneaux camutatifs : je ne voudrais pas passer sous silence un
joli résultat obtenu en France par un mathématicien vénézué€lien, Vincente Ortiz. En
jouant sur les exposants, il obtient, dans un anneau noethérien, une décamposition
unique "hypercanonique", pour tout idéal, en intersection d'idéaux primaires (C.R.
Acad. Sc. Paris, t.248, p.3385, 1959).

Il est manifeste que, par nos éléves et de génération en génération, 1'influen-
ce d'Emny Noether s'est largement étendue dans notre pays - camme dans le vaste mon-
de.

Mais il ne parait pas exagéré de dire que son plus grand mérite est d'avoir
été 3 la fois la mére et la reine de la grande école algébriste allemande. La mére
dans le temps, car elle était 1l'ainée d'Artin, de Krull, de van der Waerden, elle
dirigea les théses de Deuring, Fitting, Grell, Levitzki, Schilling, Witt, d'autres
encore ; la mére aussi par la bienveillance avec laquelle elle accueillait et la
sollicitude avec laquelle elle guidait ceux qui travaillaient avec elle ; la reine
par le prestige qu'elle avait acquis par ses travaux, l'originalité de son oceuvre,
1'étendue et la solidité de sa culture mathématique. A partir de 1930 et dans de
narbreuses éditions constamment mises d jour, le merveilleux livre de van der
Waerden, Modeane Algebra, a largement développé et diffusé ce qui avait été initia-
lement le contenu des legons d'Artin et d'Emmy Noether.

J'ai eu la chance de voir & l'oeuvre l'école allemande au mament de 1'extra-
ordinaire développement de la théorie des "Systémes hypercamplexes" (nous dirions
maintenant des algébres associatives) et de la Représentation (linéaire). Aprés
avoir suivi & Hambourg, l'hiver 1929-30, le séminaire de Hecke dans lequel était
exposée la représentation des Groupes dans le style Frobenius—Speiser-Schur, c'est-
a-dire essentiellement en termes de matrices, j'ai suivi au printemps suivant &
Francfort le cours d'Emmy Noether et lu son mémoire de la Math. Zeiltschrnift (.30,
p.641-692, 1929). L'accent y est mis sur les groupes, les modules, les morphismes ;
le calcul fait place aux idées : contraste extraordinaire !

*
* *

La carriére universitaire d'Emmy Noether connut, 3 ses débuts, de réelles
difficultés. Je préfére rappeler qu'elle partagea avec Artin, en 1932, le prix
Alfred Ackermann-Teubner, pour l'ensemble de ses travaux et que, le 7 septembre de

la méme année, elle fit au Congrés international de Ziirich une grande conférence
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intitulée : "Systémes hypercamplexes, dans leurs relations avec 1'Algébre cammuta-
tive et la Théorie des Nambres".

Mais peu aprés, en avril 1933, elle recut du ministére prussien des "Sciences,
Arts et Education populaire" une lettre officielle lui retirant le droit d'ensei-
gner a 1'Université de G&ttingen. Son collégue Courant et le physicien Max Born
étaient traités de la méme fagon. Neugebauer, fondateur du Zentralblatt et spécia-
liste d'Histoire des Mathématiques, Landau et le logicien Bernays étaient priés de
suspendre aussi bien leurs cours que toute activité administrative.

Les interventions résolues de Hasse au Ministére, en faveur d'Emmy Noether,
restérent sans résultat, mais celles de Hermann Weyl aux Etats-Unis permirent de
lui trouver un point de chute, sous la forme d'une invitation, pour une année, cam-
me professeur étranger, au Collége féminin de Bryn Mawr. Elle y arrive en octobre
1933.

3. Bryn Mawr et Princeton.

Malgré 1l'accueil extrémement aimable qu'elle trouve a Bryn Mawr dont la direc-
trice, Mrs Wheeler, avait étudié 3 GSttingen en 1906-1907, Emmy Noether est cer-
tainement frappée par le contraste de ce Collége avec l'Université de GSttingen.
Cependant, elle peut organiser avec trois jeunes filles et un assistant un Sémi-
naire dans lequel furent étudiés, avec d'ailleurs beaucoup d'enthousiasme, le to-
me I de Modesne Algebra de van der Waerden et les premiers chapitres de la "Théorie
des Nambres algébriques" de Hecke.

Princeton n'était pas loin. A partir de février 1934, Emmy Noether est invitée
3 y donner un cours par semaine, pas d 1l'Université, purement "masculine", mais
d 1'Institut Flexner devenu maintenant le fameux "Institut d'Etudes avancées". Elle
retrouve alors un &tablissement d'une importance et d'un niveau camparables a ceux
de G&ttingen. Elle a comre auditeus 1'algébriste A.A. Albert et l'arithméticien
H.S. Vandiver, et des jeunes chercheurs pleins d'ardeur. Cependant, elle confie
dans une lettre 3 Hasse : "Je dois faire attention : ils sont habitués essentielle-

ment aux calculs explicites ... et j'en ai déja fait fuir quelques-uns !"

Emmy Noether profite des vacances d'été 1934 pour revenir en Allemagne, sa—
chant bien que, maintenant, elle ne peut pas espérer un retour définitif. Elle re-
voie son frére Fritz, mathématicien et mécanicien, professeur a Breslau : il est,
lui, sur le point d'émigrer en Sibérie, 3 Tamsk. Elle revoie aussi Artin, & Ham—
bourg, et va, de 13, 3 Gbttingen, ol elle liquide son appartement. Puis elle revient

d Bryn Mawr ol son invitation a &té prolongée pour un an. Elle y retrouve Olga
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Taussky, viennoise d'origine (ancienne éléve de Furtwangler), qu'elle avait connue
et appréciée 3 GOttingen et qui devient 3 Bryn Mawr sa meilleure et sa plus chére
€léve. Avec son mari John Todd, &galement mathématicien, Olga Taussky est maintenant

professeur a Pasadena.

A Princeton se trouve maintenant Richard Brauer, excellent algébriste mais plus
dans la ligne de Schur (dont il a été 1'éléve) que dans celle d'Emmy Noether. Des
contacts plus étroits s'établissent et Emmy se lie d'amitié avec lui et avec la

sympathique et chaleureuse Mrs Brauer.

Ie 14 avril 1935, Emy Noether meurt & 1'hdpital de Bryn Mawr, aprés avoir été
opérée d'une tumeur quelques jours plus tot. "Nous pensions", dit Hermann Weyl,
"que son rétablissement était en bonne voie, quand des complications inattendues
se sont produites et 1l'ont emportée en quelques heures." Et il termine par ces mots
"Le souvenir que gardent ses éléves de son oeuvre scientifique et de sa personnali-
té ne s'effacera pas de sitSt. Elle fut un grand mathématicien; le plus grand que
son sexe ait jamais produit, je le crois fermement. Mais elle fut aussi une femme

de grande classe."

Ayant apprécié, tout au long de ma vie scientifique (y compris en Théorie des
Demi-groupes ... qui n'existait pas da 1'époque !), l'énorme bénéfice que j'ai reti-
ré de mes contacts de jeunesse avec les algébristes allemands, surtout avec le trio
Emmy Noether, Artin, Krull, je suis trés reconnaissant a3 P. Dugac de m'avoir propo-
sé de rendre aujourd'hui cet hammage 3 la mémoire d'Emmy Noether et j'adresse mes

plus chaleureux remerciements a tous ceux qui sont venus s'y associer.
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