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L’OEUVRE MATHÉMATIQUE DE MARCEL RIESZ II 
*

PAR JEAN HORVATH

4. [ 14, 15, 19 ] .

Soit

un polynôme trigonométrique à coefficients réels, d ’ordre n , et soit

M = max ~1 (e) ) . D’après l’inégalité célèbre de S.N. Bernstein {56, p.26 ; 57}
e 

"

et le signe  est ici valable si 1 (0) ) n’est pas de la forme M sin n(03B8-03B8) .

L’inégalité de Bernstein joue son rôle dans la théorie dite de la meilleure 
~‘

approximation. Si 6 est une fonction continue sur la droite numérique réelle, pé-

riodique et de période 2-n- ~ alors soit ~ (~) la borne inférieure des expressions

max |b(03B8) - Tn(03B8)| 1 quand T 
n parcourt l’ensemble des polynômes trigonanétriques

d’ordre n . Soit d’autre part 0  a  1 ; nous dirons que  satisfait à une con-

dition de Lipschitz d’exposant a , et nous écrirons ~ ~ Lip a , s’il existe un
nombre A > 0 tel que

pour tout couple de nombres réels 6, 0 ’ . D. Jackson a démontré en 1911, dans sa

thèse de Gottingen, que la condition ~ e Lip a a pour conséquence que ~~(~) -
0(1 n03B1) qu and n ~ ~ {52, § 89}. Bernstein a aussi montré {56 ; . 57 ; . 52 , § 91}

que réciproquement, si E () = 0(1 n03B1) , nous avons e Lip a , et dans la démonstra-

tion de ce théorème figure l’inégalité (33) . .

C’est Léopold Fejér qui a fait connaître en Hongrie l’inégalité de Bernstein

à l’occasion de ses travaux concernant les séries trigonométriques conjuguées f78 ;
81} . Je reviendrai plus loin sur ces travaux.

* L’article est traduit du hongrois par Agnèse KAHANE de t. 28
( 1980) , p. 65-100 ; la première partie a été publiée dans les Cahiers du 
he des Mathématiques. t.3(1982), p.83-121.

Les crochets renvoient aux travaux de Marcel Riesz et les accolades à ceux
des autres mathématiciens.



Marcel Riesz donne, dans ses travaux figurant en [ 14] et [15], plusieurs dé-

monstrations de l’inégalité de Bernstein. Une partie d’entre elles est basée sur

la formule d’interpolation suivante, relative au polynôme trigonanétrique TJo) . .
Divisons l’intervalle [0,2-ïr] en 2n parties égales, et soient 87’ ..., 0~
les milieux des intervalles du partage, c’est-à-dire

La relation

est alors valable. Riesz donne deux démonstrations de cette formule d’interpolation
([ 15] ). Je veux détailler ici la première, que Riesz ne fait qu’esquisser. On a tout

d’abord .

Comme cos n8 v = 0 , sin n03B803BD = (-1)03BD-1 , nous obtenons

où nous avons utilisé l’identité qui conduit à l’intégrale de Dirichlet ({35, § 184

(1 ), vol. I, p.311}). D’autre part, en utilisant les valeurs

nous voyons que le côté droit de (34) est identique à la formule suivante :

Si Iz est un nombre entier, 0  ~.  ~ , nous avons



si j = n , alors cos j03B803BD = cos n03B8
v 
= 0 pour toute valeur v et ainsi

tandis que, si j= 0 ,

Il s’ensuit de là et de la formule (35) que

De lanterne façon

tandis que dans le cas de j = n

D’où encore, en utilisant ( 35 ) ,



En tenant compte des égalités (37) et (38) dans la formule ( 3 6 ) , nous voyons que
le côté droit de (34) est en effet identique à T (8~ . .

Après la dérivation de la formule d’interpolation (34) , nous obtenons

d’où, par une translation,

En appliquant la formule (39) au polynôme T ( e ~ = sin n6 , et sachant que

sin n03B803BD = (-1)03BD-1 , nous voyons que

L’inégalité de Bernstein (33) s’ensuit immédiatement, c’est-à-dire

~ ~
En outre, si en tout point 0 ,nous aurons nécessairement

T (0 +03B803BD) = {-?) 
Bj’-T 

M pour les valeurs B) = 1,2,...,2n . En conséquence, le pol y-

nôme trigonométrique d’ordre n

s’ annule aux points 8 + e v ( v - 1, 2 , ... , 2 r~ ) . d’ autre part , les 

et de sin n(e-e ) et de T (6) se trouvent en ces points, les zéros sont tous

d’ ordre 2 , d’ où il ressort immédiatement ( f 35 , § 427 , vol . II , p.82}) que U

s’ annule identiquement. La démonstration est similaire si T’ ( 03B8) = -nM en tout

point 9 .



Notons que l’égalité (39) est prévisible directement, c’est-à-dire sans pas-
ser par la formule d’interpolation (34) . Riesz donne deux démonstrations de ce
genre ( [ 14 ] ) , dont l’une figure dans le manuel de Paul Szàsz ( ~ 3 5 , § 433, vol. I I
p.95}).

Appliquons la formule d’interpolation (34) au polynoms-sinus d’ordre n

En remarquant que ev+82~- v +1 = 2~ ~ d’où

et également

nous obtenons l’égalité

qui est aussi immédiatement prévisible en utilisant la formule d’interpolation de
Lagrange ({35, § 387, vol.II, p.3}). D’où l’énoncé suivant :

 est valable si on n’ a S n e ) = + M sin 

En réalité, si nous appliquons la formule (41) au polynôme S (e) = sin ~6 ,
nous obtenons

d’où, en observant que dans les intervalles indiqués les e,xpressions cos 8 - cos 8
V

sont précédés du signe,



Si, d’autre part,

en tout point 0* des intervalles indiqués, nous avons alors Sn l = 1 ( - J ) 
03BD -1M ,

et ainsi le polynôme-sinus ’M sin n0 - S ( 0 ) a 2n zéros dans l ’intervalle ouvert
n

(0, 2z) . Came le polynôme s ’annule aussi en 0 = 0 , il s ’ensuit qu ’il est identi-

quement nul.

L ’intérêt de l ’énoncé que nous venons de démontrer, c’est qq ’il permet d ’obte-

nir facilement l ’inégalité de A.A. Markov (135 , § 434 , vol.II, p.971) :

Soit

un polynôme rationnel de deghé n, à coefficients réels, et M = max | P (~)|.

Nous avons ôun le segment fermé -1  x  1

oC. le signe  est valable quand on n’a pas 3( = ~ 1 , et P (x) est égal à
~ M cos ~0 = cos 0 .

D é m o n s t r a t i o n . Le changement de variable )( = cos 6 transforme

l’intervalle [0~7r] de la variable 0 en l’intervalle [-1~1] de la variable ~ ~
et Tn(03B8) = P (cos 0) est un polynôme-cosinus d’ordre n ; donc, d’après l ’inéga-

lité de Bernstein, )T’ (o) j  En outre

1. Prenons d 1 abord l’intervalle 03C0 2n  03B8  03C0 2 . Ici



puisque sine > 03C0 2 03B8 quand 0  8 

2. D’après le théorème précédent, dans l’intervalle 0  6  03C0 2n - en obser-
vant que T ’ ( 6 ) est un polynôme-sinus -

puisque sin n6  n sin 8 si 0  8  03C0 2n . L’égalité n’a lieu que si e - 0 et

T’ (e) = + nM sin ne , c’est-à-dire si T n(03B8) = +M cos n0 + C . Comme, d’autre part,

~1 (0) j  M , la constante C ne peut être que nulle.

La démonstration est similaire dans l’intervalle [~,~r~ .
Le livre d’Ahijezer (f52, ~ 74}) comporte une généralisation importante de la

formule (40) et de l’inégalité de Bernstein. Soit a > 0. Nous dirons que la fonc-

tion entière (z) , définie sur le plan numérique complexe ~, est de type expo-
nentiel, et que son type ou son exposant est au plus ~ , si pour tout nombre e > 0

on peut trouver un nombre A(e) > 0 tel que l’inégalité

soit valable pour toute valeur z e [ . Si en outre 6 est bornée sur l’axe réel,
la formule d’interpolation

est valable pour tout ncfnbre réel a . On peut déduire de cette formule, en posant
M = que nous avons

x

Si nous considérons qu’un polynôme trigonométrique d’ordre n est une fonction en-

tière 27T-périodique, de type exponentiel d’exposant n, et si nous observons l’iden-
tité

~ 
-({35, § 628 (10 ), vol.II, p.547}), nous voyons que pour un tel polynôme



trigonométrique, en posant 03B1 = 03C0 2 , 03C3 = n , (42) résulte de l’égalité (40).

Au chapitre 4 de son article [ 15] , Riesz donne de l’inégalité de Bernstein une

autre démonstration, totalement différente, basée sur la considération des racines.

Soit 1 = nL et supposons que L > M . Soit 6 un point de l’intervalle

semi-fermé [0,203C0) où |T’n(03B8*)| 1 = nL , par exemple soit T’(0 ) = nL . Le polynô-

me trigonométrique d ’ordre n

aux points successifs

vérifie tour à tour

Supposons maintenant que U n’pst pas identiquement nul. Il existe alors des points

...,~2~ tels que

et aussi

D’où le polynôme trigonométrique U’(e) d’ordre n a 2n racines distinctes dans

l’intervalle [0,203C0) . Mais = 0 , et ,puisque les fonctions nL cos(e-6 )
et T’(o) ) ont toutes les deux leur maximum au point 0* , nous avons de plus
U" (03B8) = 0 . Ainsi le polynôme trigonométrique U’ ( 6 ) r en tenant compte de la mul-

tiplicité, a au moins 2 ~+ 1 racines dans [ 0 , 2rr j , ce qui est impossible . Donc

U(e) =0 et M= L .

Je veux insister sur le fait que dans son article [15] Riesz utilise les métho-

des précédemment décrites pour démontrer plusieurs autres théorèmes, que je n’énon-
cerai pas. Dans le dernier paragraphe de l’article est démontrée une version loca-

le d’un théorème de Fejér en utilisant l’égalité (40). Dans son ouvrage {78} déjà
mentionné Fejér montre entre autres que si la série de puissances (12) converge vers

~(z) dans le disque ~z~ 1  7 , si ~(z) est continue sur le disque fermé (z~ 1  1

et si la partie réelle de (12) est uniformément convergente sur le cercle ~zj - 1 ,
la partie imaginaire de (12) est aussi uniformément convergente sur ce cercle. Riesz



démontre la proposition suivante : la somme de la série de puissances
(12) sur le disque 1  1 , et supposons que 6 ( z) soit continue dans le secteur

fenné 0 ~ n  1 , 6  6 ~ e 2 , où z = he~’s . Si la partie réelle de (12) est uni-

formément convergente sur tous les sous-arcs fermés de l’arc e 1  e  e 2 du cer-

cle |z| 1 = 1 , il en est de même de la partie imaginaire de (12). Zygmund ({47,
p . 9 5 } ) démontre ce théorème par une autre méthode, et Kuttner ({49, chap. XIII,
( 5 .1 ) } ) nous en donne une généralisation importante.

Une autre conséquence de (40) est que si le polynôme P (z) d’ordre au plus

n satisfait à l’inégalité ~P (z)~ 1  1 sur le disque 1 , nous avons de même

pour sa dérivée ~P’(z)~ (  v~ sur le disque 1 z 1  1 . Otto Szâsz (~132~) a donné

de cet énoncé une démonstration si simple que Léopold Fejér la communique en entier
dans l’article {80} qu’il a écrit à l’occasion de la remise à Otto Szàsz du prix
Jules Kônig. Gabriel Szego a été plus loin et a démontré que si déjà la partie réel-
le de P~(z) satisfait à l’inégalité Re P (z)~ ~ 1 dans ~z~ ~ 1 , ~P’(z)~ ~
est aussi vrai sur le même ensemble. De la proposition plus faible où dans l’inéga-
lité de Bernstein ou de Szego 2n remplace n à droite, Léopold Fejér ({79}) a
donné une démonstration très sinple, qui s’appuie sur le fait que les sommes de Fe-
jér de la série de Fourier se trouvent entre le maximum et le minimum de la fonction.

Paul Turân (~140}) a établi des inégalités opposées aux inégalités de Markov
et de Riesz, en ce qu’il a montré que,si toutes les racines de P (x) se trouvent

dans l’intervalle -1  1 , nous avons

et que si toutes les racines de P (zj se trouvent sur le disque 
avons

L’une des conséquences du résultat de Marcel Riesz est que si le polynôme tri-
gonométrique J d’ordre n a un maximum absolu au point 9=8 , n’importe quel-
le racine de Tn(6) est à une distance de 6 d’au moins 03C0 2n . Ce fait est utili-
sé plusieurs fois par Erdos et Turân, par exemple dans la démonstration ({74}) d’un
de leurs profonds théorèmes concernant la répartition uniforme. ( f 141 ~ ) démon-
tre par une méthode voisine de celle de Riesz que ,si la valeur absolue du polynôme

d’ordre n atteint au point z = 1 son maximum sur le disque jz)  1 ,



P (e ) f 0 quand - -  e  03C0 n , et ce résultat est exact, ccmne le montre l’exem-

ple P (zJ - 1 + zn . Si P (x) s’annule aux points + 1 , mais n’est nulle part

égal à zéro dans l’intervalle ouvert -1  x  1 , Turán ({141}) obtient des bornes

exactes pour la distance à laquelle se trouvent les points +1 des points où

( x J ~ atteint son maximum.

A la fin de l’article [ 15] , Marcel Riesz se demande si, lorsque nous remplaçons,
à droite de (34), les valeurs T (0 ) J par les valeurs (03B803BD) J prises par une fonc-

tion continue [ , la méthode d’interpolation converge quand n + ce . A cette ques-
tion, Kryloff (~110}~ a donné une réponse positive.

Dans son article [19], extrait cette fois encore de deux lettres adressées à

Mittag-Leffler, Marcel Riesz donne deux démonstrations de l’inégalité de S.N. Bern-

stein ({58}). Soit z = un point du plan numérique complexe, vérifiant

équation d’une ellipse dont les points focaux sont les points (1,0) et (-1,0),

. Introduisons le paramètre p = a+b ; . nous avons alors

Considérons un polynôme Pn d’ordre n à coefficients complexes, et soit

M = max P (xj .L’inégalité de Bernstein entraîne que
-1~.~1

Cette inégalité joue un rôle dans l’approximation polynaniale des fonctions analy-

tiques.

L’une des démonstrations de Riesz est utilisée aujourd’hui de façon générale
({32, III, problème 270, p. 137 et 3 20 } ) , et Montel l’a découverte indépendamment
({114, p.155-157}). Cette démonstration s’appuie sur la théorie du maximum, et éga-
lement sur le fait connu en hydrodynamique que la fonction définie par

applique de façon conforme à la fois le disque 1 w (  1 et son extérieur 1 w ( > 1

sur le plan z coupé le long du segment [-1.,1] , et applique les cercles (w( - p

et 1 wl = p -1 sur l’ellipse (43).

L’autre démonstration s’appuie sur l’interpolation de Lagrange, et l’un de ses

intérêts est que c’est peut-être la première fois que l’on rencontre un artifice



qui trouve son origine chez Landau ({32, vol.II, p.31-32}). En effet, Riesz démon-

tre d’abord seulement que

où 6 est la distance du point z au segment [-1 ,1] . Si nous appliquons cette

inégalité au polynôme d’ordre ~ [ P (z)] ~ extrayons des deux côtés la racine
mième et faisons tendre m vers l’infini, nous obtenons l’inégalité cherchée.

5. [18] .

Dans cette brève communication, Marcel Riesz trouve d’abord, pour la fonction

zêta de Riemann :

1

Ensuite il observe que l’égalité F(x) = o(x ) est valable, et enfin il démontre

que l’ égalité F ( x) = o(x1 4+03B4) , pour tout nombre 03B4 > 0 , est valable si, et seule-

ment si, la fameuse hypothèse de Riemann - non encore démontrée à ce jour - est

vraie : hypothèse selon laquelle les racines de la fonction zêta ( à l’exception
des racines dites triviales ~ = -2 , -4 , ... ) sont toutes situées sur la droite

Re ~ - 1 . Sous l’influence de ce résultat, Hardy et Littlewood donnent une condi-
tion nécessaire et suffisante du même genre ({93, p.123 et 161 ; 138, 14.32, p.328}).
Titchmarsh fait la remarque suivante : "Ces conditions ont une certaine force d’at-

traction superficielle, puisqu’explicitement elles ne dépendent que des valeurs pri-
ses aux points situés dans le demi-plan a > 1 de ~(~5) ; cependant personne n’en
a encore fait usage."

6. 

Le seul article que Marcel Riesz ait écrit en association avec son frère se

situe à la frontière de la théorie classique des fonctions analytiques d’une varia-
ble complexe et de la théorie, encore nouvelle en 1916, des fonctions d’une varia-

ble réelle. Le résultat principal de cette étude a été généralisé dans une large



mesure durant les années 1960, et le "théorème abstrait de F, et M. Riesz" est de-

venu, avec la généralisation d’un théorème de Gabriel Szegô , l’un des théorèmes de

base de la théorie des algèbres de fonctions. Le mémoire [23] ~ puis, très peu après,
les articles de Frédéric Riesz et Gabriel Szegô ({122 ; 133 ; 123}) ont jeté les

bases de la théorie des classes de fonctions de Hardy.

Le point de départ de l’article de Frédéric et Marcel Riesz est une fois de

plus la thèse de doctorat de Fatou ~12}, dont l’un des résultats principaux, deve-

nu classique, est le suivant :

Soit w une fonction analytique bannée dan6 le disque-unité ouvert |z| ]  1 .
La ( 1 = lim J en presque tous les points du cercle

1 z 1 = 1 , c’est-à-dire que les points où il n’existe pas de valeur limite con-

stituent sur le cercle un ensemble de mesure de Lebesgue nulle.

On sait que si une fonction analytique s’annule le long d’un arc de courbe si-

tué à l’intérieur de l’ensemble de régularité, la fonction est identiquement nulle.
De façon un peu plus générale, si est régulier à l’intérieur d’un domaine

et s’annule sur un arc de courbe à la frontière du domaine, de façon que w(z) soit

continu sur l’ensemble constituté de l’arc de courbe et du d~a.ine, il est aussi

vrai que w(z) est indentiquement nul. Fatou démontre aussi que si la fonction

w(z) figurant dans le théorème n’est pas identiquement nulle, alors sur n’importe

quel arc du cercle z ) = 1 les points pour lesquels 6 (e~’8) ~ 0 , consti-
tuent un ensemble de mesure positive. Il énonce sans démonstration la proposition

suivante, que j’appelerai hypothèse de Fatou :

Si W ( z) pas identiquement nul, ( ne peut s’ annuler que sur un
de mesure nulle.

Le premier résultat de l’cjrticle des frères Riesz est une belle démonstration

de l’hypothèse ci-dessus.

Avant de poursuivre mon exposé sur l’article de Frédéric et Marcel Riesz, je
voudrais éclairer un peu le théorème de Fatou concernant l’existence des valeurs

limites, et, en liaison avec lui, introduire quelques notions et observations dont

nous aurons besoin. En fait, le théorème de Fatou ne concerne pas les fonctions ana-

lytiques, mais les fonctions harmoniques. Désignons par P le disque ouvert 

et par T le cercle ~z~ - 1 constituant la frontière du disque. Si 1  p  oo
et u ( z) est une fonction harmonique dans ~ , l’égalité



définit une fonction croissante du rayon ~ ({73, qui, de la sorte, ou bien

reste bornée, ou bien tend vers +~ . Désignons par l’ensemble des fonctions

u(x,y) = u ( z ) , qui sont harmoniques dans P et pour lesquelles M est bor-

né. L’expression

définit une norme dans l’espace vectoriel h~(~) . . De la mâne façon, h~(~) dési-

gne l’espace des fonctions u, harmoniques dans P , pour lesquelles

est borné, et dans ce cas

supposons que 1  p  ce et soi t u e hP (v ) . Quand B. varie dans i ’interval-

le 0  B  1 , les fonctions u du point e T déterminent un ensemble

borné de l’espace des fonctions Lp (T) . De la condition p > 1 découle que de tels

ensembles sont faiblement relativement compacts, et ainsi il existe une fonction

[ ( é° ) e LP(T) , qui est le point d’accumulation faible de la famille de fonctions

( u (Bé° ) ) 0r1 . D ’autre part, la fonction harmonique u est développable en série

de polynômes harmoniques

Si r tend vers 1 sur une suite convenablenent choisie, nous obtenons

c’est-à-dire que les constantes c sont les coefficients de Fourier complexes de

la fonction f(ei03B8) . Les sommes d’Abel de la série de Fourier



de la fonction complexe [ sont justement définies par la série ( 44 d’où

nous obtenons la représentation

est le noyau de Poisson. En outre, nous avons toujours la convergence forte

({102, p.32-33 ; 49, chap.IV, (6.17), 

La situation est sensiblement différente quand p = 7 , c’est-à-dire quand

a appartient à l’espace des fonctions hl (P) ~ puisque les ensembles bornés de
l espace L1 (T) ne sont pas nécessairement f aiblement relativement compacts. Dans

ce cas, nous utilisons le fait que toute fonction 6 intégrable définit une forme

linéaire continue dans l’espace C(T) des fonctions continues : soit en effet

Dans la conception fondamentale de Frédéric Riesz, à toute forme linéaire continue

définie sur l’espace C(T) ) correspond une fonction à variation bornée

( { 13 5 , VI, 1. 3, p.188}). La fonction F(ei03B8) est la différence de deux fonctions

ainsi, si nous définissons les mesures

ul ,~2 par l’expression

( j= J , 2 ) , et si nous écrivons  = p j - 2 , nous obtenons une correspondance essen-

tiellement bijective entre les fonctions F ( é° ) et les mesures de Radon définies



sur T . Autrement dit, on peut identifier le dual de C(T) avec l’espace M(T)
des mesures de Radon. Dans l’espace M(T) les ensembles bornés sont faiblement re-

lativement compacts, et ainsi il découle du raisonnement ci-dessus que pour toute
fonction a e ~. fP) il existe une mesure p permettant de mettre u sous la for-

me 
.

({73, théorème 1.1, p.2}). Le fait que  n’est pas toujours absolument continue,
c’est-à-dire n’est pas de la forme p(e) = f(ei03B8) de , nous est montré par l’exem-
pie du noyau pour lequel p est la niasse unité placée au point 1 .

Un théorème de Lebesgue, dont Frédéric Riesz a donné une démonstration simple
({135, III. 1.3, p.86}), énonce que la dérivée f(ei03B8) de la fonction à variation

bornée F (2. ) existe presque partout, c’est-à-dire que la mesure correspondant
à peut s’écrire sous la forme p(o) ~ ~(~) où a est une

mesure singulière. On voit aisément ({102, p. 34-36}) qu’en tout point e T ,
où la dérivée ~(e~) existe, la relation lim ~(~) est valable pour

la fonction harmonique définie par (48). D’après cela, on peut généraliser le théo-
rème de Fatou mentionné au début de ce paragraphe suivant deux directions :

1) il suffit d’admettre que la fonction est harmonique dans le disque P au

lieu d’être analytique ;
2) il suffit d’admettre que la fonction appartient à la classe ~ (P) dans

le disque P ~ au lieu d’appartenir à la classe ~(P) .
Par contre, le théorème pressenti par Fatou et démontré par les frères Riesz

n’est valable que pour les fonctions analytiques. En général, une fonction harmoni-
que peut très bien s’annuler sur un arc de courbe sans être nécessairement identi-

quement nulle, comme on le voit par l’exemple de la fonction u(x,y) = x . De la

même façon = 0 pour toute valeur 03B8 ~ 0 , bien que P(z) e et
~/N

Pfz) ne soit nulle part égal à zéro dans P . Nous appelons conjuguée de la fonc-
tion harmonique a une fonction harmonique u telle que M) = a + ~,u soit analy-
tique. c’est-à-dire que u satisfait aux égalités différentielles de Cauchy-Riemann

Si la fonction u. s’annule sur un ensemble trop grand, v veille à ce que w ne

puisse s’annuler que sur un ensemble discret.

Introduisons les espaces analogues à dont les éléments ne sont pas des

fonctions harmoniques, mais analytiques. Si w(z) est une fonction analytique dans



D , alors, d’ares le principe du maximum,

est une fonction croissante de h et, d’après le théorème des trois cercles d’Ha-

damard, log est une fonction convexe de log n . Hardy a démontré en 1915

que des énoncés semblables sont valables pour l’expression

où 0  p ({73, théorème 1.5, p.9}). En hommage à Hardy, et en suivant Frédéric
Riesz ( { 123 } ) , on désigne par Hp(D) , ou plus succinctement par Hp , l’espace des
fonctions w(z) analytiques dans P pour lesquelles M est borné (0p~o).

La quantité définie par

est, si 1 ~ p  oo ~ une norme dans l’espace vectoriel ~Ip ( ~ ) , tandis que si 0p 1
elle n’est qu’une c’est-à-dire la place de l’inégalité triangu-
laire elle satisfait à l’inégalité

Frédéric Riesz ( f 123 } ) a encore souligné l’importance de la classe des fonctions
constituée des fonctions analytiques dans ’D telles que

reste inférieure à une borne indépendante où max(0,log t) . Cet-

te classe est désignée par M(P) en hommage aux frères Nevanlinna, qui ont démon-
trê qu’une fonction analytique appartient à N(D) si, et seulement si, elle est
le quotient de deux fonctions analytiques bornées ({73, théorème 2.1, p.l6}). Il est
clair que C et aussi que C si p > q . De l’inégalité

p log+t  tp (t  0) il découle que C M(p) . une fonction analytique dans
P appartient à H2 (P) si et seulement si, pour le développement de la série des
puissances



Après ces observations, revenons à l’article [23] . La démarche consiste à trans-

poser à un domaine général le théorème de Fatou concernant l’existence des valeurs

frontières et le complément de ce théorème. Dans ce but les frères Riesz considèrent

un domaine 03A9 si tué sur une surface de Riemann et dont la frontière r est une

courbe fermée rectifiable. Si F est une projection conforme de P sur 03A9 , l’un

des théorèmes de Carathéodory ({49, chap.VII,(10.9), p.290}) nous permet d’étendre
F à la fermeture P = P U T du disque ouvert P , et ainsi la fonction étendue

est la projection homéomorphe de P sur l’ensemble 03A9 = 03A9 Ur. La rectifiabilité

de la frontière r signifie que la fonction ) est à variation bornée sur

T .

Nous avons de cela l’équivalent exact si l’on se donne une fonction F ( z) ana-

lytique et bornée dans P ~ pour laquelle la fonction limite = lim 
~t?

existant presque partout est à variation bornée. Alors lim existe partout,

car l’égalité

est valable pour F(z) , et la valeur limite de l’intégrale de Poisson 
existe en tout point où F(e ) possède au plus une discontinuité de première es-

pèce, ce qui, d’après l’hypothèse, est le cas en tout point de T . Mieux: d’après
un théorème de Pringsheim que plusieurs mathématiciens hongrois - dont Léopold Fej ér
({77}) et François Lukács ({49, chap.II, (8.13), p.60}) - ont généralisé, F(ei03B8)
est également continue.

Sous ces conditions les Riesz démontrent les deux propositions suivantes :

1) La fonction transfère les ensembles de mesure nulle du cercle T

dans les ensembles de mesure nulle de la courbe rectifiable r .

2) Si l’image d’un des ensembles de T est de mesure nulle, l’ensemble lui-
même est de mesure nulle.

La proposition 1) signifie que F(e. ) est absolument continue ; pour la dé-

montrer, il est essentiel de construire une fonction auxiliaire ~(z) analytique
dans P et continue dans P , pour laquelle == 1 en tout point de

l’ensemble donné E de mesure nulle, fermé, de T ~ tandis que , )~(2:) ) 1  1 dans

l’ensemble complémentaire en P de l’ensemble E . 2) découle aisément de 1) .

De nos jours, la plupart des auteurs appellent la proposition 1) "théorème de

Frédéric et Marcel Riesz". :Nous pouvons l’énoncer par de nombreuses formulations

équivalentes, dont nous citerons tout de suite deux, que l’on trouvera par exemple



dans le livre de Zygmund ({49, chap.VII, (8.2) et (8.3), p.285}) :

Si la fonction harmonique a et conjugué u 

h1 (P) , 0. écrit sous la forme

oa ~(~) e L~(T) .
Si la mesure p e M(T) satisfait, pour les valeurs n = 1,2,3, ... , â 

lité

p M.t continue.

Notons, pour éclairer ce qui précède, que, si F(2) e H (D) , nous avons, en
nous appuyant sur le théorème de Cauchy

Une démonstration simple de Bochner se trouve dans les notes de la conférence

de Sarason ({125, p.l3}). Dans un article consacré principalement aux ensembles "ra-
res" (auxquels on a donné le ncm de Sijnon Sidon), Rudin montre ({124, 5.7, p.226})
qu’il n’est même pas nécessaire que (49) ait lieu pour tout nombre entier ~ posi-
tif.

Canne je l’ai déjà laissé entendre, la première conséquence du théorème de F.
et M. Riesz peut s’énoncer corme suit :

Soit 03A9 un domaine, délimité par des courbes rectifiables, sur une surface
de Riemann, et soit w(z) une fonction analytique et bornée définie dans Q . Les

valeurs frontières de w(z) existent alors presque partout et sont indépendantes
da que nous suivons en rapprochant du point limite, dans la mesure oa

il ne touche pas la frontière. Si w(z) n’est pas identiquement nul, les valeurs

partout différentes de 

Plus importantes peut-être sont les propriétés des espaces Hp(D) : Si w(z)
à M(P) , lim = f(ei03B8) existe presque partout. Si

~t7

e 0  p~ , ~~) e ({73, théorème 2.2, p.17}) ~

(~73, théorème 2.6, p.21}). Dans le cas où p > 1 , l’affirmation découle



immédiatement de l’assertion analogue concernant la classe ~’(P) . Dans le cas où
p = 1 , comme nous l’avons vu, les propositions analogues ne sont pas valables pour

h1 (D) , et les propriétés de l’espace H1 (P) découlent du théorème de F. et M.

Riesz; mieux, elles lui sont équivalentes, de sorte que certains auteurs appellent
ces propriétés "théorème des frères Riesz".

Si p > 1 , la projection ~fz) ~ ~(e~ ) est isométrique de l’espace 
dans l’espace et f(ei03B8) e est l’image d’un élément si, et

seulement si, c =0 pour tout n  0 dans la série de Fourier (46) complexe de

~(e~) ({73, théorème 3.4, p.38}).

Le premier résultat complètement généralisé des frères Riesz peut s’énoncer

comme w(z) e N(D) et w(z) n’est pas identiquement nul, la fonction

log~(~)) 1 ~~ ({73, théorème 2.2, p.l7}), et, par suite, ~(~)
peut tout au plus s’annuler sur un ensemble de mesure nulle. Frédéric et Marcel

Riesz ont montré que,si e H ? (P) n’est pas identiquement nul, ~(e. ~c6 ) est

différente de zéro presque partout ; Gabriel Szegö a démontré ({122, 133}) que, si
w(z) e H (D) , log|f(ei03B8) 1 est intégrable, alors que la généralisation vient de

Frédéric Riesz ({123}).

Avant d’en venir aux différentes généralisations du théorème de Frédéric et

Marcel Riesz, je voudrais l’énoncer sous une autre forme équivalente. Soit C (T)

l’algèbre des fonctions à valeurs complexes, continues sur le cercle T ~ algèbre
sur laquelle nous désignerons la norme par

Soit ~ ( ~ ) l’algèbre des fonctions c~ ( z ) analytiques dans P et continues dans

~ , où la norme est

D’après le principe du maximum, l’application w(z) H est une projection
isométrique sur une sous-algèbre fermée de C ( T ) , que nous désigne-
rons par A (T) . Désignons encore par A l’ensemble des images des fonctions
dans pour lesquelles ~(0) = (? ~ c’est-à-dire

Si nous désignons par cn les coefficients de Fourier des f(ei03B8) E C(T) complexes
définies par ~ 4 5 ) , nous avons



Il est évident que est un idéal de l’algèbre A(T) . Pour qu’un élément
u de l’espace M (T) , dual de C(T) , soit orthogonal au sous-espace A (T) ,
c’est-à-dire pour que

soit valable pour toute fonction ~ ) e A (T) , il faut et il suffit que (49)
soit satisfait pour ~ = 1,2,....Le théorème des frères Riesz peut s’énoncer ainsi :

Si  est orthogonal à A0(T) ,  est absolument continue.

Nous devons à Hille et Tamarkin ({101}), ainsi qu’à Esseen ({75, p.19-21}) un
transfert assez évident des théorèmes des frères Riesz du disque au demi-plan. Ainsi,
par exemple, si p est une mesure de Radon finie sur la droite numérique entière
!R (c’est-à-dire que )?) 1 (!R)  oo), et si sa transformée de Fourier Fp = p définie

par

s’annule sur ~ ~ 0 , p est absolument continue. Forelli ~(~~5}) montre que la con-
clusion est déjà valable si nous n’exigeons pas de p qu’il s’annule sur toute la
demi -droite Ç,  0 . Soient a et P deux nombres réels linéairement indépendants
sur l’anneau des nombres entiers. Si  s’annule en tout point ma + 

et n sont des entiers négatifs, ~ est absolument continue.

Une des premières applications du théorème des frères Riesz est le théorème

de John Wermer appelé "de maximalité" ( { 9l , 1.1, p.l}), d’après lequel A ( T ) est

une sous-algèbre fermée maximale de l’algèbre C(T) . . Quand Wermer généralise son
théorème ({142}), il transfère le théorème des frères Riesz du disque P au domai-

ne d’une surface de Riemann, dont la frontière est une courbe analytique fermée sim-
ple. Sa démonstration suit de près celle des Riesz, les notations aussi sont les
mêmes, mais à la place du noyau de Poisson il utilise ce qu’il appelle mesure har-
Ironique.

Bishop (f60, 61}) étend le théorème de Frédéric et Marcel Riesz du disque fer-
mé D à un sous-ensemble K compact du plan numérique complexe, dont l’ensemble
complémentaire est connexe. Comme application, il obtient une démonstration simple
du théorème d’approximation de Mergelian. D’après ce théorème, si K est un



sous-ensemble compact du plan numérique complexe tel que son complémentaire est

connexe, toute fonction qui est continue sur K et analytique à l’intérieur de ce-

lui-ci est uniformément approchable par des polynômes (~86, II. 9.1, p.48}). On re-

marquera que la manière d’énoncer la généralisation de Bishop n’est pas immédiate-

ment évidente, étant donné qu’il ne suppose pas que la frontière de K est une cour-

be rectifiable. Pour l’énoncé exact, à part l’article de Bishop {61}, je renvoie

à l’article (# 9621) paru dans le volume 22 des 

Cullen ( ~ 70} ) n’élimine même plus, dans sa généralisation, la possibilité que
l’ensemble complémentaire du domaine ait plusieurs composantes connexes ; il va

jusqu’à admettre que le nombre de ces composantes soit infini, mais il suppose que
la frontière du domaine est nécessairement composée d’une suite de courbes de Jor-

dan rectifiables.

Dans sa thèse de 1918 à l’Université de Saratov, Privalov a redécouvert les

résultats des frères Riesz indépendamment d’eux. Privalov ne pouvait pas avoir con-

naissance des résultats de Riesz, non seulement parce qu’ils n’ont paru qu’en 1920

et que les événements de l’époque rendaient les contacts difficiles, mais aussi par-
ce qu’il était difficile de se procurer l’ouvrage : par erreur, l’éditeur ne fit

imprimer que 50 exemplaires du volume dans lequel figurait l’article des frères

Riesz - ce qui fait dire à Bieberbach que c~’éta.it la publication la plus rare des

temps modernes. En 1925, dans un ouvrage écrit en commun avec Luzin, Privalov re-

vient sur l’examen des valeurs frontières des fonctions analytiques, et il démontre

entre autres le théorème suivant, qui généralise dans une grande mesure la réponse
des frères Riesz à l’hypothèse de Fatou ({120, chap.IV, 2.5}) : 
est méromorphe dans le disque ouvert II  7 et si la valeur limite lim w(rei03B8)

existe sur un ensemble de ei03B8 du cercle z - 1 et

est égaie à Observons que ce théorème ne compor-

te aucune restriction concernant la croissance de la fonction w , d’où il suit qu’il
doit supposer l’existence d’une valeur limite. Les résultats de Privalov, de Luzin

et de leurs élèves, et parmi ces résultats la version variation locale du théorème

des frères Riesz ({120, chap.III, § Il}), sont traités en détail dans la deuxième
édition du livre de Privalov, publiée par les soins de Markuchevitch ({120}), où

on peut aussi trouver exposés les résultats signalés plus haut.

Les ensembles de mesure nulle sont des ensembles petits du point de vue de la

théorie de la mesure. Les ensembles petits du point de vue de la topologie sont ce

qu’on appelle des ensembles maigres. Nous appelons un sous-ensemble du cercle

T (ou plus généralement d’un espace topologique) quand sa fermeture ne colporte

pas de point intérieur. On dit qu’un ensemble est ma.~g~.e quand on peut le considérer



corme la réunion d’une suite dénombrable d’ensembles rares. L’hypothèse de Fatou

n’est pas vérifiée si nous y remplaçons la notion d’ensemble de mesure nulle par
celle d’ensemble maigre, parce que, d’une part, il existe des ensembles de mesure

nulle ayant pour complémentaires des ensembles maigres, et, d’autre part, étant don-
né un ensemble E de mesure nulle sur le cercle T ~ il existe une fonction non

identiquement nulle qui est analytique dans P ~ continue sur P et nulle sur l’en-

semble E ({12, p.393 ; 120, chap.IV, § 3}) ; ce résultat sera renforcé par le théo-
rème de Rudin-Carleson, dont nous parlerons plus loin. Si, d’autre part, nous con-

sidérons, à la place des fonctions analytiques bornées, les fonctions dites intéri-

eures, la situation est changée. Suivant Beurling ({59}), nous appelons "intérieu-
re" toute fonction w analytique sur le disque P et pour laquelle la relation
lim 1 = 1 est valable en presque tout point ei03B8 du cercle T . Les pro-

duits dits de Blaschke - mais en fait introduits auparavant par Carathéodo:ry et

Fejér ({76}) - sont aussi des fonctions intérieures; mais il en existe encore d’ au-
tres sortes ({73, 2.4, p.24}). Cargo ({67}) démontre que,si w1 et w2 sont deux

fonctions intérieures et si = lim en tout point e~ d’un
~t? ’

ensemble non maigre, nous avons ~ = 

~ .
Un peu plus tôt, Barth et Schneider ({55}), puis de façon plus générale Tse

({139}), ont démontré que nous pouvions utiliser un ensemble non maigre s’il y a
des conditions à propos de l’ordre de grandeur de l’annulation de la fonction. Pour
être plus précis: Soit ~) une fonction décroissante dans l’intervalle [0,1) ,
pour laquelle lim ~(~) = 0 , et soit E un sous-ensemble non maigre du cercle

~t?

T . Si w est une fonction méromorphe dans le disque P et si, en tout point
~ e E .

alors M)(z) =0 .

Bochner ({63}) replace le disque unité P et sa frontière T par le produit
P de n disques et par le tore Il faut insister sur le fait que,dans le
cas 

n’est pas la frontière de l’ensemble



mais représente un ensemble partiel de la frontière, ce qu’on appelle la fron-

tière de Silov ({131, 7.10, p.43}). Nous reviendrons plus loin sur certaines des

généralisations de Bochner.

C’est Henry Helson qui, d’abord en 1955 ({97}), puis dans un article célèbre

paru en 1958 et écrit en collaboration avec David Lowdenslager (trop tôt disparu)

( { 98 ~ ) , a examiné avec le plus de minutie le théorème de Frédéric et Marcel Riesz

et ses généralisations par Bochner, créant les bases des généralisations futures.

Pour simplifier les notations, considérons seulement le cas où n = 2 et désignons

par Z2 l’ensemble des noeuds de réseau du plan, c’est-à-dire les couples f~,~) ~

où m et n sont des nombres entiers. Les moments trigonométriques d’une mesure

u définie sur le tore T2 , ou, pour être plus bref, ses coefficients, sont les
nombres

où e Z . Si nous divisons c 
mn 

par (27r) ~ nous obtenons le coefficient
dit de Fourier-Stieltjes d’indice (~~) .

Du fait que c 
mn 

=0 pour tout couple de nombres (~~) e Z ~ pour lequel

m  0 , il ne s’ensuit pas que p soit absolument continue. Helson et Lowdenslager

prennent pour exemple la mesure p(3(~) = dx du(~) ~ où u est une mesure sin-

gulière sur T , donc p est également singulière , mais où

toutes les fois que m ~ 1 .

Pour établir leur énoncée les auteurs appellent un ensemble S ~ Z2 
quand il satisfait aux conditions suivantes :

1. Le point (0,0) n’appartient pas à S .

2. Si ( m, n ) ~ ~ 0 , 0 ) , un seul parmi les points ( m, ~c ) et f -m, - vc ) appartient
à S.

3. Si ( m, ~ ) E S et f m’ , ~c’ ) ( m+m’ , ~+~.’ ) E S .

La généralisation par Helson et Lowdenslager du théorème de Frédéric et Marcel

Riesz s’exprime par les deux théorèmes suivants :

I. Soit une mesure de Radon singulière sur le tore T2 et S un demi-plan
dans Z2 . Si les coefficients (50) s’annulent pour tout couple de nombres (~~) )

appartenant à S , nous avons c~0 - 0 .



II. Soient S ~ Z2 un demi-plan,  une mesure de Radon sur le tore T2 ,
et u - a 

+ 
s la décomposition de Lebesgue pour la somme d’une mesure abso-

lument continue et d’une mesure singulière. Si les coefficients cmn de la

mesure u , de ( 50) , s 1 annulent pour tous les couples de nombres ( m, t~ j E S , cha-

cun des coefficients des mesures p et p. s’annule pour tout ( m, ~ ) E S .

Dans le cas d’une variable, il découle d’une proposition analogue au théorème

l que, si u est une mesure singulière sur le cercle T , pour laquelle

s’annule quand n  0 , nous avons p=0 .En réalité, d’après le théorème I ,

c0 = 0. En appliquant le théorème I tour à tour aux mesures e
-i03B8  , e-2i03B8  ,

e-3i03B8  , ... , nous obtenons c1 
= 

c2 = c3 = ... 
= 0 . Ainsi, pour tous les poly-

nômes trigonométriques T(03B8) ,

d’où, d’après le deuxième théorème d’approximation de Weierstrass (~35, § 431, vol.

II, p.91}), ~ - 0 . I1 est évident qu’une telle réduction est impossible dans le

cas d’une variable supplémentaire. Soit à présent ~ - ~a 
+ une mesure sur T

pour laquelle les coefficients (51) s’annulent pour tout indice n  0 . Suivant

une proposition analogue au théorème II, on a aussi

pour tout n  0 , et, par conséquente d’après ce que nous venons de voir, s 
= 0 ,

c’est-à-dire P = P.. est absolument continue. Nous voyons donc que les théorèmes

1 et II peuvent être vraiment considères cernée une généralisation du théorème de

Frédéric et Marcel Riesz.

Des théorèmes de Helson et Lowdenslager découle aisément le théorème suivant

deBochner :

S~~t

du secteur du plan dont l’ouverture o - 03B81 est supérieure à . Soit  uvce

mesure sur le tore T2 telle q ue c 
mrc 

- 0 paun cau ple f m,n) du secteur

03A3.  est alors absolument continue.



D’après 1’ hypothèse, ~ contient deux demi-plans différents,
S et S’ , dans l’acception de Helson-Lowdenslager. Soit la partie singuliè-

re de la mesure u . D’après le théorème II, les coefficients de la mesure

p s’annulent quand (m,r~) c SUS’ . Supposons que tous les ne soient pas

nuls. Soit L une droite passant par le point (0,0) , dont la pente est irration-

nelle, et qui se trouve entre les deux droites limitant les les demi-plans S et

S’ , ce qui fait que l’un des demi-plans ainsi limités tombe dans 2 . Déplaçons
L parallèlement à elle-même ce qu’elle rencontre le premier point 

pour lequel cm~ ~ 0 . Cernée la pente de L est irrationnelle, ce premier point

est déterminé de façon univoque , désignons-le par (M~M) . . Alors tous les coef f ici-
ents de la mesure singulière e-i(Mx+Ny) s , pour lesquels (m,n) appartient au

demi-plan de 03A3 limité par L , sont nuls, mais son coefficient d’indice (0,0)
n’est pas nul. Mais cela contredit la théorème I. Ainsi, est nul pour tout

couple de nombres (m,~) , d’où ~~ - 0 , c’est-à-dire que u est absolument con-

tinue. Nous avons démontré ainsi le théorème de Bochner.

Dahlberg et Benedicks ont démontré récemment un théorème similaire, en rempla-

çant le secteur 03A3 par un domaine au-dessus de la courbe d’une fonction convexe.

Helson et Lowdenslager reviennent dans leurs démonstrations à la méthode de



Gabriel Szegö ({133}) , dans la mesure où ils travaillent dans l’espace de Hilbert

L 
2 
(p) et y utilisent des projections orthogonales. Pour illustrer la méthode, je

citerai la démonstration par Helson ({99, p. 4}) d’une petite généralisation du théo-

rème des frères Riesz, mais, pour la compréhension de l’arrière-plan historique,
il est nécessaire de noter qu’en 1949 Arne Beurling ({59}) avait donné une applica-
tion très importante des théorèmes des frères Riesz. Désignons par H ~ (T) l’image

de l’espace H 2 (P) dans l’espace L 
2 
(T) par l’application déjà mentionnée, qui

attache à toute fonction 6 H2(D) la fonction f(ei03B8) = lim qui exis-

te presque partout. Beurling considère les sous-espaces de l’espace H2 (T) qui par

l’application f(ei03B8) ~ ei03B8 f(ei03B8) rentrent en eux-mêmes, et par là même introduit

la notion des fonctions intérieures et extérieures, appelées à jouer un rôle impor-
tant ({59 ; 99, chap.II ; 100, 1.2 ; 73, p.24}). Paul Halmos ({92}) écrit à propos
de la démonstration de Helson : "... Après la parution de l’article de Beurling,
il est devenu clair qu’on peut procéder aussi dans le sens contraire et retrouver

le résultat des Riesz à partir de celui de Beurling. La démonstration du théorème

1 de Helson est l’expression finale de cette prévision. Il donne une belle formula-

tion du théorème des Riesz et la démonstration est d’une simplicité et d’une clar-

té parfaites. La démonstration n’utilise pas le théorème de Beurling ; tout ce qu’il

utilise, c’est une démarche simple qui apparaît lorsqu’on place le théorème dans

un cadre géométrique. On peut dire aujourd’hui, avec l’habituelle "prescience après

coup", que le théorème de F. et M. Riesz est une trivialité géométrique et que -
du moins pour ce qui est du changement qualitatif - l’analyse laborieuse de F. et
M. Riesz est complètement superflue."

Nous voudrions démontrer f(ei03B8) e H2 (T) pas presque partout ëgi-
le à zéro, elle peut s’annuler au plus sur un ensemble de Rappelons

que les coefficients de Fourier c 
n 

de f(ei03B8) définis par (45) s’annulent pour

n  0 . Si f(ei03B8) n’est pas l’élément nul de l’espace H (T) , nous pouvons sup-
poser que

I û

car en cas de besoin nous pouvons diviser par la puissance appropriée de 

Considérons maintenant l’ ensemble K de toutes les fonctions de la forme

où les nombres complexes b1,...,bn et le nombre entier n  1 sont arbitraires.

L’ensemble K , et donc sa fermeture K , est un ensemble convexe de l’espace



~ (T) et tous les éléments de K ont pour terme constant de leur série de Fourier

le même c~ ~ 0 . D’après un lenme fondamental de Frédéric Riesz ({134~ 1.3~ p.7}) ~
il existe dans l’ensemble K un élément g(ei03B8) et un seul dont la distance à

l’élément nul est minimale. Reconnaissons à présent que la valeur absolue |g(ei03B8))1
est presque partout constante. En réalité, pour tout nombre entier n  1 et tout

nombre complexe À , + appartient également à K et

Sur la base de la propriété minimale de la fonction g ( ~ ) ~ cette expression at-
teint sa valeur la plus petite par le choix de 03BB = 0 . Cela n’est cependant possi-
ble que si

s’annule pour tout nombre entier n  1 . Il en résulte, si nous considérons la va-
leur complexe conjuguée de (52), qu’elle s’annule aussi pour tout nombre entier
~  -1 . Ainsi tous les coefficients de Fourier de jg) ~ ~ à l’exception de l’ indi -
ce zéro, sont nuls, d’où il suit que )g) |2 et, en même temps, )g( 1 sont presque

partout identiques à une constante.

Or, les fonctions appartenant à l’ensemble K , de même que les valeurs limi-
tes des fonctions appartenant à K , s’annulent presque partout où ~(e~) s’annu-

le. Mais comme )g) 1 est presque partout identique à une constante, laquelle, étant
donné ~ 0 , ne peut être nulle, g (6. ) doit être presque partout différent

de zéro, et ainsi f(ei03B8) peut au plus s’annuler sur un ensemble de mesure nulle.
Nous avons ainsi démontré entièrement la proposition.

Helson et Lowdenslager ({98, II.}) considèrent aussi de façon plus générale,
au lieu du tore Tn , des groupes commutatifs compacts dont le groupe dual (qui est
discret, voir plus bas) est ordonné de façon linéaire. Bochner ({64, 65}) considè-
re des mesures p sur la compactification de Bohr bRn du groupe additif de l’es-

pace Si 03BB = (03BB1,...,03BBn) e Rn et x = (~1,...,~n) e bRn , soit A.x =

~~~ + 
... + Bochner suppose que la mesure p est "presque périodique"~

c’est-à-dire que l’expression

(qui est au fond la transformée de Fourier de p ) n’est différente de zéro que pour
les valeurs de À appartenant à une suite (03BB(k) ’) dénombrable, mais n’exige pas
que les vecteurs 03BB

(k) 
e Rn soient des noeuds de réseau. S’il existe un vecteur



v de longueur unité tel que pour tout nombre 03C1 ~ R

est vérifié, ~ est absolument continue. De cela découle aisément le théorème de

Bochner démontré plus haut, si nous notions que, dans la mesure où c(A) == 0 pour

tout vecteur À appartenant à ~ et si v se trouve sur la bissectrice de l’an-

gle complémentaire de 03A3 , (53) ne renferme pour tout p qu’un nombre fini de ter-

mes différents de zéro. On trouve dans l’exposé de Bochner d’autres généralisations

(~~5, théorèmes 7.3 et 7.6}) du théorème de F. et M. Riesz. Ces démonstrations se

basent sur un théorème abstrait, avant-coureur d’une démonstration ultérieure de

König et Seever ({107}).

Le fait que T est la frontière du domaine complexe D a disparu et des gé-
néralisations de Helson et Lowdenslager, et de celles de Bochner. Leurs théorèmes

ne s’appliquent plus aux valeurs frontières des fonctions analytiques d’une varia-

ble complexe, mais appartiennent au domaine de l’analyse harmonique sur un groupe

compact. Stein et Weiss ~f129 ; 34, chap.VI, point 4, p.228 ; 130, chap.VII, point

3, p.217}) ont poussé leurs analyses dans une autre direction : ils ont élargi la

notion des classes H~ au demi-espace supérieur de l’espace JR et chez eux le

théorème généralisé de Frédéric et Marcel Riesz ({129, théorème E, p.53 ; 130, chap.

VII, 3.2, corollaire 1 du théorème 6, p. 221}) est êtroitement relié aux valeurs fron-

tières des fonctions appartenant à la classe reparlerai plus loin à pro-

pos des potentiels d’ordre fractionnaire. Je me contenterai pour le moment de rap-

peler que les études de Stein et Weiss - et parmi elles la généralisation du théo-

rème de Frédéric et Marcel Riesz - ont été transposées par Coifman et Weiss ( { 69 } )
aux groupes de Lie compacts, et par Chao et Taibleson ({136, chap.VII, § 3, p.258-
259 ; 137, p.550}) à certains espaces vectoriels sur des corps non archimédiens.

Bochner a montré que les méthodes, de Helson et Lowdenslager sont efficaces éga-
lement pour des généralisations beaucoup plus poussées. Pour énoncer les propositi-
ons, il nous faut introduire une quantité de notations et de notions. Soit X un

espace topologique compact (de Hausdorff) et C(X) l’algèbre des fonctions conti-
nues de valeur complexe sur X . Définissons la, non0153 par l’égalité

alors C(X) sera une algèbre normée complète~ c’est-à-dire une algèbre de Banach.
Soit à présent A une sous-algèbre fermée de l’algèbre de Banach C(X) , qui con-
tient les fonctions constantes et sépare les points de X, c’est-à-dire étant don-

nés x, y E X , il existe 6 E A tel que ~ ( x ) ~ ~ ( y ) . On appelle ces



algèbres A algèbres de fonctions. Si nous restreignons à A la norme définie sur

C(X) , A lui-même est une algèbre de Banach. Un caractère de l’algèbre A est

un homomorphisme, différent de zéro, à valeurs dans le corps ( des nombres 

xes de l’algèbre A , c’est-à-dire une application X : ~ ~ ~ linéaire, non iden-

tiquement nulle, pour laquelle pour tout élément ~,g Tous

les caractères de l’algèbre A forment son spectre 03A3 = 03A3(A) . On introduit habi-
tuellement sur l’ensemble 03A3(A) une topologie pour laquelle une base de voisinages
d’un point est constituée par les ensembles

où E ~ 0 et ~~,...,~~ sont des éléments arbitraires en nombre fini de l’algèbre

A . Avec cette topologie, 03A3 devient un espace compact (de Hausdorff). Tout point
x de l’espace X définit un caractère s 

x 
à l’aide de l’égalité 6 x (~) - ~(x.) .

L’application x H ~ 
x 

est injective puisque nous avons supposé que A sépare les

points de X. Il est évident aussi que cette application fait correspondre bijec-
tivement X à son image dans 03A3 , et ainsi nous pouvons à notre gré considérer l’es-

pace X comme un sous-espace fermé de l’espace 03A3. La de, Gelfand Gf d’une
fonction 6 E A est la fonction continue sur l’espace 2 définie par G~()() =
X(~) . Gomme G~(s ) - s (~j - ~jx) , la projection linéaire G : ~ -~ C(~) est in-

j ective . Nous appelons d’un caractère J toute mesu-

re m positive sur X telle que

pour toute fonction ~ E ~ . Nous appelons de appartenant au caractè-

re X une mesure positive m pour laquelle on a

Tout X comprend au moins une mesure de Jensen p.585}), et toute mesure de
Jensen appartenant à X représente X ({86, p.33}). Nous désignons par M(X) l’en-

semble des mesures représentatives appartenant au caractère ~ , et si m E MCXI ,
A désigne l’ensemble des fonctions 6 E A pour lesquelles X(~) - j ~ dm - 0 .
m

Il est évident que Am est un idéal maximal de A . Nous désignons par A" le
m

groupe multiplicatif de l’algèbre A , c’est-à-dire l’ensemble des éléments 6
lesquels f- 1 

appartient aussi à A . Si les part ies réelles Re f des fonc-

tions f E A forment un ensemble dense dans l’ espace C des fonctions conti-

nues à valeurs réelles, ~ est une algèbre de Si l’ensemble



est dense dans l’algèbre A est logmodulaire. De l’égalité Re f =
il résulte Re A C log|A |, d’où il suit que toute algèbre de Dirichlet

est logmodulaire, mais par exemple l’algèbre est logmodulaire sans pour au-
tant être de Dirichlet.

Corme exemple le plus important nous choisissons pour X le cercle T , et
A est l’algèbre A(T) déjà introduite plus haut, c’est-à-dire l’ensemble des fonc-

tions f qui sont les restrictions à T des fonctions w continues sur le disque
fermé D et analytiques dans D . Les caractères de l’algèbre A(T) sont les ap-

plications XZ : ~ H w(z) où z E ~ , d’où il résulte que peut être iden-
tifié à D et w est la transformée de Gelfand de la fonction 6. Canne, d’après
la formule de Cauchy,

la mesure représentative du caractère x 
a 

est 1 203C0 d6 . Plus généralement, si
z la mesure représentative de X est

z

Ainsi, les mesures représentatives se divisent en deux classes : d’une part celles

qui correspondent aux points du disque ouvert P ~ et qui sont toutes absolument
continues les unes par rapport aux autres et par rapport à de , d’autre part cel-
les qui correspondent aux points de T , c’est-à-dire les masses ponctuelles 6 

z

(z = e e T) ~ et qui sont toutes singulières les unes par rapport aux autres et
par rapport à de . Am , appartenant à la mesure m = 1 203C0 do représentant le carac-t7 /7T "

tère ~o’ est l’idéal maximal A (Tl déjà défini. L’algèbre A(T) est une algèbre
de Dirichlet, d’une part parce que les polynômes trigonométriques réels sont denses
dans l’espace C(T;)R) ({35, § 431, vol.II, p.91}), d’autre part parce que

Considérons, pour notre deuxième exemple, la sous-algèbre fermée A(P) , déjà
mentionnée, de l’algèbre C(P) , sous-algèbre formée des fonctions continues

sur P et analytiques dans ~ . Sur cette algèbre tous les caractères sont de la
forme ô : : u~ ~ w ( z ) , c’est-à-dire que le spectre de est cette fois encore

D , ce qui découle à l’évidence de ce que - comme nous l’avons vu - A(T) et 



sont des algèbres de Banach isomorphes. Cependant, un caractère peut avoir, dans

ce cas, une infinité de mesures représentatives, parce que, par exemple,

où 0  n~l .

Soit à présent X un espa.ce topologique compact, A ~ C (X) une algèbre de

fonctions, X E 03A3(A) un caractère de l’algèbre et m E M (X ) une mesure représen-
tative de x . Nous dirons que le théorème de Frédéric et Marcel Riesz est vérifié
pour la mesure m quand la proposition suivante est vérif iée :

de Radon complexe définie sur l’ espace X et  =  +
a

s , où. a est absolument continue et, par rapport à m . Si Il

est orthogonale à A , c’ si
m

pour toute fonction f c à Am ,
et jn est orthogonale à A .

Suivant la suggestion de Bochner, Hoffman ({102}) a montré que, de la démonstra-
tion de Helson et Lowdenslager, on pouvait conclure également que le théorème de
Frédéric et Marcel Riesz est vérifié pour toute mesure représentative si A est

une algèbre de Dirichlet. Un peu plus tard ({103}), il a montré la même chose pour
le cas où A est logmodulaire, et Ahern et Sarason ({51}) l’ont montré pour le cas

des algèbres dites hypo-Dirichlet.

D’après Lumer ({111}), le fait que la démonstration de Helson et Lowdenslager
peut s’appliquer aux algèbres logmodulaires s’appuie sur deux propriétés de ces al-
gèbres :

1. Chaque caractère ne comprend qu’une seule mesure représentative ({103, théo-
rème 4.2, p. 284}) . Notons qu’il est triviale dans les algèbres de Dirichlet, que
chaque caractère est représenté au plus par une mesure positive.

2. Soit m une mesure représentative, L 
2
(m) l’espace de Hilbert des fonctions

de carré intégrable par rapport à la mesure ~! , ~(~) la fermeture de l’algèbre
A dans L~) , la fermeture de l’idéal A dans L~(~) et ~(~) l ’es-

pace formé par les éléments complexes conjugués de l’espace H~(~) . L~(~) est

alors la sonne directe orthogonale des sous-espaces H2(m) et H2m(m) ({103, théo-
rème 5.4, p.293}). Par exemple, si A = A(T) , m = 1 203C0 de , nous aurons L2(m) =



L2 (T) , l’espace H2 (m) est composé de fonctions E L2 (T) pour lesquelles

c - 0 si n  0 et N2(m) est composé de fonctions pour lesquelles cn = 0

si n  0.

Mais Lumer démontre, par des raisonnements basés sur la théorie du potentiel,

que 2. - et en même temps les résultats de Hoffmann {103} - découlent déjà de la

propriété 1. Le théorème de Frédéric et Marcel Riesz est donc vérifié pour toutes

les mesures représentatives quand l’ensemble M(X) est composé d’un seul élément

pour tous les caractères X de l’algèbre de fonctions A. La question se pose alors

si cette condition est nécessaire, et d’autre part si on peut trouver les critères

déterminante pour une mesure représentative donnée, si le théorème de F. et M. Riesz

se vérifie sans que ce soit vrai pour toute mesure représentative.

Entre ten~s, Forelli ( ~ 82 } ) a fourni, pour le cas initialement étudié par Helson

et Lowdenslager, une nouvelle démonstration basée sur un lemme de la théorie de la

mesure, quand la mesure  est définie sur le groupe Tn , ou plus généralement
sur un groupe commutatif ccnpact dont le groupe de caractères est ordonné linéaire-

ment. Cette démonstration a permis à Ahern ({50}) de donner une réponse aux deux

questions qu’on vient de formuler. Soit A C C(X) une algèbre de fonctions compo-
sée de fonctions continues définies sur l’espace ccnpact X , X un caractère de

A et m e M (X) . Supposons que le théorème de Frédéric et Marcel Riesz soit vrai

et soit n E M (X) une autre mesure représentative , n = n
a + ns , où

na est absolument continue et ns singulière par rapport à m. La mesure  =

n - m = na - m + ns est alors orthogonale à A , - X(f)

= 0 , et ainsi ns est orthogonale à A , d’autre part,

ns  0 , nous avons = 0 . Nous voyons donc que,si le théorème de Fréderic et

Marcel Riesz est vrai pour la mesure représentative m E M (X) , toutes les autres

mesures représentatives ~ E M (X) sont absolument continues par rapport à m.

Ahern montre que cette condition nécessaire est aussi suffisante, c’est-à-dire que
E M(X) est tel E M (X j par rapport à 

le théorème cfe. Frédéric et Marcel Riesz est vrai pour m .

Bien que la condition d’Ahern soit nécessaire et suffisante, Glicksberg (f89})
a réussi à démontrer le théorème de Frédéric et Marcel Riesz dans une forme encore

plus générale. Soit M un ensemble composé de mesures m positives définies sur

l’espace compact X , pour lesquelles m(X) = 1 . Nous appelons l’ensemble F ~ X

si m(F) = 0 pour tout m appartenant à M. Si  est une mesu-

re da Radon sur X et F un sous-ensemble de X mesurable par rapport nous

définissons la mesure F par l’égalité (E) = (E~F) . La mesure est



absolument continue par rapport à M quand F = 0 pour tout ensemble F qui est

un ensemble nul-M .D’autre part,  est singulier par rapport à M s’il existe

un ensemble nul-M F tel que = F . Pour toute mesure  on a une décomposition

 = F + de type Lebesgue univoque, où F est un ensemble nul-M , et par con-

séquent F 
est singulier par rapport à M et absolument continu par rapport

à M Pour vérifier qu’il existe une telle décomposition~ considérons, parmi les

ensembles nuls-M , l’ensemble F pour lequel la variation totale de la me-

sure F est maximale. Si E est un ensemble en est aussi un, et

nous avons

d’où il résulte que = 0 , c’est-à-dire que est absolurent conti-

nu par rapport à M. On peut maintenant énoncer ainsi le théorème de Glicksberg :

Soit A ~ C (Xj algèbre de compact X et X un

caractère de A. est orthogonale à A et si  = F + 

de Lebesgue par rapport à M (x ) , 

orthogonaux à A.

Notons que le théorème de Glicksberg est vraiment une généralisation de celui

d’Ahern. Soit en effet m E Mfx) tel que X soit absolument continu par rapport
à m pour toute autre valeur représentative, et soit  orthogonal à A . La dé-

composition  = a + s par rapport à M (x ) , relative à m, l’est alors égale-

ment. La mesure  -  d  . m est orthogonale à A , et ainsi, d’après le théorè-

me de Glicksberg et d’après la décomposition

s et a - d  . m rn sont orthogonaux et donc a est orthogonal 

Je voudrais maintenant démontrer en détail le théorème de Glicksberg ({89 ;
91}); ainsi toutes les généralisations énumérées jusqu’ici seront du même coup dé-
montrées. Comme point de départ, nous utiliserons le théorème du type Hahn-Banach

relatif aux espaces vectoriels ordonnés, que je me contenterai de citer ({66 , chap.
II, § 3, N° l, prop. 1 ; 127, p.XIII}) :

Soient E un espace vectoriel ordonné et t/ un sous-espace de E tel que

pour tout élément a un élément u E (/ pour lequel a  u . 

donnée une forme linéaire positive L : V ~ R , H(L) des formes



L 

vide. ~r~ a E ~ , E avec

formé [ c, d] , aù

Il en résulte le premier maillon de la démonstration proprement dite, maillon

qui est une variante du théorème minimax de János Neumann.

E C (XiR) à 

X , nous avons

En fait, si m E et f ~ A est tel que nous avons

Il en résulte que pour tout m le côté gauche de (54)   dm , et donc le côté
gauche de (54) est au plus égal au côté droit. Pour démonter l’égalité, choisissons

dans le théorème du type Hahn-Banach l’espace de et soit V l’es-

pace formé par les fonctions où f parcourt l’algèbre de fonctions Â . La

condition figurant dans le théorème est remplie, parce que les éléments de 

sont des fonctions bornées et que A contient les constantes. Choisissons, parmi
les extensions sur C (X AR) de la forme L : Re X t ~ ) , celle qui prend la va-
leur

sur l’élément u,E D’après le théorème de Frédéric Riesz, cette extension

correspond à une mesure positive m E C(X;~)’ , pour laquelle

et, par suite de la relation 6 =Re f - i Re(if) , m ~ M(x) .D’autre part ,

/ ~ cf~ = c ~ donc l’égalité est bien valable dans (54).

Stade suivant de la démonstration:

du. de Soit K 
n (n=1,2,...) une suite croissante

d’ensembles nuls-M(x) compacts de l’espace X , et F = U K . Il existe alors
~

une suite de fonctions (gn) dans l’algèbre de fonction A , pour laquelle

lim g n(x) = 0 F , et pour tout m appartenant &#x26; M(x) lim g =



1 ~ah â m .

Fixons le nombre entier n > 1 ; soient T 
n 

la f onction carac-

téristique de l’ensemble Kn et

La famille de fonctions U est orientée de façon croissante, c’est-à-dire que, si

~. ~ u E U , nous avons E U . De cette façon., pour n’importe quelle

mesure m E M (X ) , la valeur limite selon U des nombres u dm est définie, et

comme m(Kn ) = 0 ,

Considérons à présent pour chaque élément ae U la forme ~ : M (x J -~ ~ ,

qui fait correspondre à la mesure m l’intégrale u dm . La proposition que nous
venons de démontrer peut aussi s’énoncer ainsi : En tout point m E 

lim 03A6 (m) - 0 . Or, la famille de fonctions (03A6) est croissante, c’està-dire que
U 

u ~

~ 
u 

( m ) ~ ~ ( J pour tout m E Mfx) J si ~.~ . / Z L’ensemble .M (X) CM(X) est

compact pour la topologie faible et donc , d’après le théorème de Dini ( ~ 13 5 , I I .

2.2, p.57}) , 03A6
u 

tend uniformément vers zéro sur l’ensemble Mfx) .

Il existe donc une fonction u E U telle que

pour toute mesure m appartenant à D’après le principe du minimax t54 ) ,
il existe 6 YI. E A telle que ’,

Nous avons alors

puisque fn est partout au plus égal à zéro. Si )g (x)|1 e. n , et



puisque il s’ensuit immédiatement que tend vers zéro sur l’en-

semble F .

Enfin

Soit m une mesure arbitraire appartenant à M(x) . Nous avons alors

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ainsi, la suite gn = g1 + X ( g j+1-gj) converge presque partout par rapport à

m , et par suite de (55) la limite est presque partout égale à 1 . Nous avons donc

démontré le lemme.

Déduisons le théorème de Glicksberg du lemme de Forelli. Soit F l’ ensemble

nul-M(x) figurant dans le théorème, ensemble dont nous pouvons supposer que c’est
l’ensemble réunion de la suite croissante d’ensembles nuls-M(x) ccmpacts. Soit en-

core la suite figurant dans le L’ensemble

est de mesure nulle pour toute mesure m E M(x) , et donc aussi pour puis-

que ’F est absolument continu par rapport à M(x) . Ainsi lim gn (~) J - 1 presque

partout par rapport à | ’F| . Soit f un élément arbitraire de l’algèbre A ,

fgn appartient alors également à A , d’où, d’après l’hypothèse,  fgn d  = 0 .

Comme lim gn ( x ) - 0 sur l’ensemble F et II g I) 1 , nous avons , d’après le thêo-

rème de convergence de Lebesgue,



De cette est orthogonal à A , et bien entendu ~r~ ~ "~r aussi .

La généralisation a été portée à un échelon supérieur par Konig et Seever

({107 ; 54, chap.II, point 3, p.31}), qui, à la place d’un espace topologique, con-
sidèrent un ensemble X sur lequel on se donne une tribu 03A5 (03C3-algèbre) . Rap-

pelons qu’un ensemble ’~ des parties d’un ensemble X constitue une tribu si les

conditions suivantes sont vérifiées :

a) 

b) si (A~ ) est une suite d’ ensembles appartenant à E ’~ ,

C) si 

Nous pouvons appeler une fonction : 03A5 ~ ~ déf inie sur la tribu 03A5 dénombrable-

ment additive ou mesure, si pour toute suite (A ) , pour laquelle A E 03A5 et

Ak ~ An = 03C6 si k ~ n , on a (~An) = 03A3 (An) . Désignons par la somme

des fonctions d’ensemble dénombrablement additives définies sur la tribu 03A5. Dési-

gnons l’algèbre des fonctions f à valeurs complexes, bornées, déf i-
nies sur l’ensemble X , qui sont m~esura.bles par rapport à T , c’est-à-dire que,
pour tout ensemble ouvert U du plan des nombres complexes, l’ensemble f-1 (U) =
{x~X ; f (x)~U} appartient à ’ T.

Fixons à présent une sous-algèbre A de l’algèbre ~(X,’~) , qui contient les
fonctions constantes. De la même façon que pour le cas continu, nous désignons par
03A3(A) l’ensemble des homomorphismes d’algèbre X : A ~ ~ pour lesquels on peut trou-
ver un m E M(X,T) tel que

pour toute fonction 6 E A . A tout caractère ~C E ~(A) est associé un ensemble
M ( A, X ) - M (X ) formé de mesures m qui satisfont à (56) pour toute fonc-
tion f ~ A . Si m E M(X) , m(X) - 1 , on voit tout de suite que M (X ) n’est pas
vide (f54, II. 1.6, p .26} . ) Dési gn ons par ~1 l’ensemble des mesures u qui sont
orthogonales à d , c’est-à-dire que  f dv = 0 toute fonction 6 E A .

Nous appelons prébande un sous-ensemble P non vide de l’ espace M ( X, T) si

à toute suite ( n) appartenant à P correspond une mesure  E P telle que tout



n 
est absolument continu par rapport On a des exemples importants de pré-

bandes avec les ensembles M (X) que nous venons d’introduire ({54, II. 2.2. 

p. 28 } ) . Si P C M ( X, T) est une prébande, toutes les mesures u E sont iden-

tiquement décomposables sous la forme u = où vrp est absolument conti-

nu par rapport à toute mesure ~ E P et u- est singulier pour toute mesure

 E P . Nous appelons bande un sous-espace linéaire B de l’espace s’il

satisfait aux conditions suivantes :

a) si u E B et  est absolument continu par rapport à u , nous avons

B ,
positives

b) si la suite croissante de mesures  appartenant à B tend vers la mesu-

est aussi un élément de B .

Si 2 est un sous-ensemble quelconque de l’espace M (X,’~) , désignons par
Q." le sous-espace composé de toutes les mesures qui sont singulières par rapport
à toutes les mesures appartenant Dans ce cas 2w est une bande et ~""
la plus petite bande qui contienne 2 . Si P est une prébande, nous désignons par
P~ l’espace linéaire des mesures qui sont absolument continues par rapport à tou-

te mesure appartenant à P. Nous avons alors P = P^^, et de la décomposition
u - u" + uA que nous avons vue plus haut il résulte que peut être consi-

déré carme la sonne directe P ~ P^. Si B lui-même est une bande, nous avons tout

dans ce cas nous obtenons la décomposition de

Frédéric Riesz M(X,03A5) = 8 ® 8’ . Si B est une bande produite par la mesure  ,

u - uB + vB est justement la décomposition de Lebesgue ({54, chap.II, point 2, p.26-
29}).

König et Seever donnent la démonstration de la généralisation suivante du théo-
rème de Frédéric et Marcel Riesz :

X B C M (X, TJ une bande telle B ~ M (X) , ljJ .
E nous avons B~M(~)~ A1 .

Dans le cas particulier,le plus important, où B = M(X,03A5) , le théorème impli-
que que e , nous avons A . Les auteurs disent qu’une bande B

est réductrice quand de  E A il résulte que Ainsi la généralisation

du théorème des Riesz peut aussi s’énoncer en disant que la bande M(X)" est réduc-

trice. Si B est une bande réductrice, nous avons soit soit 

Il en résulte immédiatement que pour deux caractères E S(A) , ou bien

M ( x ~ ) " = M f X ) " ~ ou bien { 0 } . Disons des caractères x. et

X2 qu’ils sont équivalents si M(X 1 j" - M(X 2 )" . Cette relations d’équivalence



décompose l’ensemble 03A3(A) en classes d’équivalence qu’on appelle parties de

Gleason (f54, point 4, p.35 ; 86, chap.VT ; 131, § 16}). Désignons par
r(A) l’ensemble des parties de Gleason. A toute partie P e r(A) nous faisons cor-

respondre la bande B(P) = X est un élément quelconque de la classe

d ’ équivalence P. La décomposition en sonne directe est alors valable :

où M (A) désigne l’ensemble réunion des ensembles M(~) , lorsque X parcourt

l’ensemble 03A3(A) . De la sorte tout  E peut être mis sous la forme

où p est absolument continue par rapport à toute mesure m ~ M (X) P) et

est singulière par rapport à toute mesure appartenant à n’importe quel ensem-

ble M (X) ({54, théorème II. 4.4, p.35~). Une décomposition semblable a été déjà
démontrée par Glicksberg et Wermer ({88, théorème 1}) qui l’utilisent pour la dé-

monstration du théorème d’approximation de Mergelyan déjà cité - voir encore

{89, corollaire 1.3, p.111-112 ; 87 ; 86, II. 7.11, p.45~.

La question se pose si, dans le cas où X est un espace topologique compact,
T la totalité des sous-ensembles de Borel de l’espace X, et A une sous-algèbre
de l’algèbre C~X) des fonctions continues, la décomposition de Glicks-

berg coïncide avec la décomposition M(~) + ^M(~) de König-Seever . Il est évident

que est singulière par rapport à chacune des mesures ~ e M (X) . Les mesures

~r et coïncident : c’est ce qui découle de la proposition suivante, démon-

trée par des mathématiciens groupés sous le nom de John Rainwater : Si la mesure
v est singulière par rapport à chaque mesuxe m E il existe un ensemble de

Baire F ~ X qui est un ensemble nul-M (X) et pour lequel U - .

La démonstration initiale du théorème de Konig-Seever revient à l’idée de Hel-
son et Lowdenslager et suit la méthode de Gabriel Szego ( { 107 ; 54, chap.II, point 3 } ) ,
alors que la démonstration initiale du théorème de Rainwater est basée sur le théo-

rème du minimax ({121 ; 86, II. 7.4, p.43}). Un peu plus tard Konig a trouvé une

généralisation du théorème de Hahn-Banach d’où découlent les deux résultats (~108 ;
131, 23.4, p.256 ; 54, chap.III, point 2}).

Nous avons déjà mentionné que, dans la voie tracée par Beurling, le théorème
de Frédéric et Marcel Riesz peut être utilisé pour la démonstration du théorème d’ap-
proximation de Mergelyan et du théorème de maximalité de Wermer . De même, il peut



servir à la démonstration du résultat suivant de Wenner ({143}) : Soit r une cour-

be fermée simple dans le plan des ncnbres complexes, contenant l’origine des coor-

données dans son intérieur. Si r n’est pas rectifiable, la constante 1 est uni-

formément approchable sur la courbe r par des fonctions de la f orme

Le théorème de Frédéric et Marcel Riesz peut être utilisé pour la démonstration

du théorème dit de Rudin-Carleson. Ce dernier théorème énonce ce qui suit : Soit

E un sous-ensemble du cercle T tel que sa mesure de Lebesgue est nulle. Pour tou-

te fonction g continue sur l’ensemble E , il existe une fonction 6 appartenant
à l’algèbre ~(~) , dont la restriction à E coïncide avec g et pour laquelle

1 ({86, II. 12.6, p.58}). A l’inverse, le théorème de Frédéric
z~D z~E

et Marcel Riesz découle aisément du théorème de Rudin-Carleson (~131f 20.5, p.206 ;
118, p.ll}). Bishop a démontré le théorème général suivant, qui montre bien que le

théorème de Rudin-Carleson est une conséquence immédiate du théorème des frères

Riesz ({62 ; 86, II. 12.5, p.58}) :

Soit C ( X ) l’algèbre des fonctions continues à valeurs complexes définies sur

l’espace topologique compact X et soit A un sous-espace fermé de l’algèbre
C(X) . Soit E un sous-ensemble fermé de l’espace X tel que I~(~) - 0 pour tou-

te mesure  orthogonale à A . Si g est une fonction continue définie sur l’en-

semble E et p une fonction définie sur l’espace X telle que > 0 

et que en tout point x~E l’inégalité |g(x)| 1  p(x) soit satisfaite, alors il

existe une fonction dont la restriction à E coïncide avec g et telle que

|f(x)| 1  p(x) en tout point x~X .

Dans le cas particulier X = T, A = A(T) , si E est un sous-ensemble du

cercle T dont la mesure de Lebesgue est nulle, ~(~) - 0 pour toute mesure

I~ car d 1 après le théorème de Frédéric et Marcel Riesz Il est absolument con-

tinue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Récemment Oberlin ({117}) a donné une amélioration du théorème de Rudin-Carle-

son, en démontrant que,si la mesure de Lebesgue de E ~ T est nulle, on peut trou-

ver pour toute fonction g continue sur E une f E A(T) dont la série de Fourier

est uniformément convergente, et dont la restriction à E est égale à g . Sa dé-

monstration utilise le théorème de Bishop et la variante suivante du théorème de

1 C’est mon collègue Larry Zalcman qui a attiré mon attention sur cette utilisation

possible.



Frédéric et Marcel Riesz :

Désignons par sn ( f) la tranche de la série de Fourier de f ~ A (T) .
soit E M ( T) j ~ _ ~,1, 2 , ... ) une suite telle que

9

pour toute fonction 6 dont la série de Fourier est uniformément convergen-

est alors absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Srinivasan et Wang ( f 128 } ) démontrent que si l est un idéal fermé de l’al-

gèbre A(T) , il existe une fonction intérieure q et un ensemble E ~ T de mesu-

re nulle telle que I - q . . Z ( ~ ) , où Z ( E) désigne l’ensemble des fonctions

~ E A ( T) qui s’annulent sur E . Les auteurs insistent sur le fait que leur démon-

stration s’appuie en grande partie sur le théorème des frères Riesz et qu’elle est

valable dans des cas plus généraux où le théorème des Riesz est vrai. Glicksberg
({89, théorème 3.2, p.120}) utilise sa propre généralisation du théorème des Riesz

pour décrire les idéaux des sous-algèbres A fermées de l’algèbre C(X) . Et dans

cet article, et dans le suivant {87}, écrit en collaboration avec Garnett, on trou-

ve nombre d’autres utilisations, la plupart ayant trait aux situations mutuelles

des sous-algèbres de l’algèbre C(X) ({c~. 91, théorèmes 3.6 et 3.7, p.19}).

L’étude de Piranian, Shields et Wells {119} a été le point de départ de recher-

ches intéressantes ; ils y démontrent l’hypothèse suivante d’A. E . Taylor : Soit

( a~ ) une suite de nombres complexes et supposons que pour toute fonction

00

X b 
n 

zn appartenant à l’espace la valeur limite
~= 0

existe et est finie. Il existe alors une fonction ~ e L (T) telle que

A la fin de leur étude, les auteurs énoncent l’hypothèse suivante: Soit
(4{) ) une suite de fonctions a pp artenant à l e spa .ce L ~ ( T ) , telle que



existe pour toute fonction ~ appartenant à l’espace ~(T) . On peut alors trou-
ver une fonction ~~ L (T) telle que

pour toute fonction f ~ H~(T) .

Kahane ({104}) a démontré qu’on peut effectivement trouver une fonction
L (T) ) telle que (54) est vérifié pour toute fonction 6 appartenant à

l’algèbre A (T) ; Mooney ( ~ 115 } ) et Havin ({94}) ont, eux, démontré l’hypothèse en
entier. La démonstration de Mooney a été simplifiée par Amar ({53}) , quant à Cnop
et Delbaen (~68}), ils l’ont généralisée à certaines sous-algèbres de l’algèbre
C(X) (~c~. 54, VIII. 3.3, p.179 ; 118, ~ 8, p.50-54}).

Pour démontrer leurs théorèmes, Piranian, Shields et Wells, de même que 
ne, font observer que sur la base du théorème de Hahn-Banach et du théorème de 

déric Riesz, il existe une mesure  telle que

pour toute fonction ~ : on veut montrer que I~ est absolument continue.

Si  n’est pas absolument continue, il existe un ensemble E ~ T fermé dont la

mesure de Lebesgue est nulle, mais pour lequel I~(~) ~ 0 . Kahane utilise alors le
fait - déjà mentionné - qu’il existe une fonction w E telle que w ( z ) = 1
sur l’ensemble E et 1  1 en dehors de l’ensemble E ([23, p.36]) et il
en déduit une contradiction à l’aide d’une construction astucieuse. Amar donne une

démonstration du même genre, mais il applique le fait susdit non pas au dis-

au spectre de l’algèbre A l’inverse, le théorème
de F. et M. Riesz résulte du raisonnement de Kahane : si  est une mesure sur le

cercle T dont les coefficients c 
n 

en (51) s’annulent pour l’indice n  0 , les
sonnes de Fejér S n (e) de la série de Fourier

de la mesure  appartiennent a sorte que, d’une part,

la valeur limite

existe pour toute fonction f E H°°(T) , puisque la mesure de Lebesgue est



multiplicative sur cet espace, et, d’autre part,

pour toute fonction 6 (~ 102, p.20}) , il résulte, d’après l’observation

de Kahane mentionnée plus haut, que  est absolument continue.

A cause de cette équivalence, Elizabeth Ann Heard ~~f~~~) appelle le théorème

de Kahane "théorème séquentiel de Frédéric et Marcel Riesz". De façon plus généra-
le, elle dém~ontre que si le théorème de Frédéric et Marcel Riesz est vérifié par

rapport à un sous-espace fermé de l’algèbre C(X) , une proposition analogue au théo-

rème de Kahane est valable. Sa démonstration s’appuie sur la généralisation de

Bishop - déjà mentionnée - du théorème de Rudin-Carleson.

Les généralisations du théorème de Frédéric et Marcel Riesz différentes de

celles que nous venons de voir font appel à une étude de De Leeuw et Glicksberg

({71}). Soit ~. une mesure sur le cercle T , telle que la condition (49) soit sa-

tisfaite pour ~ = 1,2,3,.... Les résultats des frères Riesz peuvent se résumer

en deux propositions suivantes :

est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

B. Si  s’annule identiquement sur un ensemble E de mesure de Lebesgue po-
sitive (c’estâ-dire si (F) = 0 pour tout sous-ensemble de Borel F de l’ensem-

est égale à zéro.

De Leeuw et Glicksberg observent que A. et B. sont équivalents à la proposition
suivante :

Li de~ de du T ,u 

le identiquement est invariante par rotations.

Les auteurs transposent cette proposition aux groupes commutatifs compacts.
Un caractère d’un tel groupe G est par définition un homomorphisme continu

y : G -~ T , c’est-à-dire une application continue telle que 

pour tout élément g ~ , g 2 E G . En définissant le produit des caractères par la for-

mule = y ( g ) y ( g ) ceux-ci forment ce qu’on appelle le groupe de caractè-

res ou groupe dual du groupe G , et que nous désignons par r . Soit à présent
03C8 un homomorphisme fixé, non identiquement nul, de r sur le groupe additif des

nctnbres réels : nous pouvons considérer cet homomorphisme 03C8 : r ~ R comme l "’or-

ganisation" du groupe r. Il lui correspond un homomorphisme "dual" |R ~ G
tel que



pour tout élément 03B3 ~ 0393 et t E jR . Nous appelons par rapport
à 03C6 une mesure de Borel  , régulière, finie, définie sur le groupe G , quand
la totalité des ensembles de Borel E ~ G sur lesquels s’annule identiquement
est invariante par rapport aux translations par des éléments de la forme 03C6(t)

( t ~ |R) , c’est-à-dire que,si  s’annule identiquement sur E , elle s’annule

identiquement pour toute valeur t ~ R sur l’ensemble

.

également. La transformée de Fourier I~ de la mesure I~ sur le groupe T est la

fonction définie par l’égalité

où m est la mesure, nommée d’après Alfred Haar, qui est invariante, définie sur

le groupe G et satisfait en outre la condition =1 .La mesure ~ est

quand  s’annule sur la moitié "négative" du groupe r , c’est-à-

dire quand 0 pour tout Y tel que 03C8(03B3)  0 ({cf. 100, 1.1, p.3}). Le
théorème principal de De Leeuw et Gliksberg peut s’énoncer conme suit ({c.~. 86,
VII. 5.1, p.172}) :

Si la mesure  est 03C6-analytique, elle est quasi-invariante par rapport à

03C6 .

A ce théorème Mandrekar et Nadkarni ({113}) ont donné une démonstration simple
qui se base sur la représentation spectrale ({134, XI . 1, p . 6 9 } ) des groupes de
transformations unitajres de l’espace de Hilbert. Ils déduisent du théorème princi-
pal de De Leeuw et Glicksberg des théorèmes qui généralisent les propositions
A et B. Pour les énoncer, nous avons besoin de quelques nouvelles définitions. Nous
dirons du sous-ensemble E de Borel du groupe G qu’il est 

quand, pour tout élément l’ensemble des points t ~ |R pour lesquels
g + ~Pi~) E ~ est de mesure nulle sur la droite numérique ; si pour tout élément

g E ~ la mesure de cet ensemble est rigoureusement positive (c’est-à-dire> 0 ),
E .~a La mesure I~ définie sur le groupe G est

absolument continue dans la direction de 03C6 si = 0 pour tout ensemble de
Borel E nul dans la direction de ~P ; ju est 

si > 0 pour tout ensemble de Borel E épais dans la direction de
P et tel que > 0 . On peut montrer ({71, proposition 2.3, p.183-184})
que  est quasi-invariante par rapport à 03C6 si et seulement si  est absolument
continue et non-annulable dans la direction de ~p . De cela et du théorème



principal résultent immédiatement les généralisations des propositions A et B :

Si la mesure  est 03C6-analytique, elle est absolument continue et non-annulable

dans la direction de 03C6 . La première proposition découle également de la générali-
sation (démonstration détaillée plus haut) par Glicksberg du théorème de Frédéric

et Marcel Riesz ( ~ 90, p.126 ~ ) . Le théorème principal a encore pour conséquence une

généralisation du théorème de Rudin-Carleson ( { 71, théorème 3 . 3 , p.186 } ) , la géné-
ralisation ({71, théorème 3.4, p.187}) du théorème de Bochner démontré plus haut,
et son extension au tore de dimension infinie ( ~ 7 Z , p .191 ~ ) .

Forelli ({83}) a élargi le cadre de De Leeuw-Glicksberg, car il considère, à

la place d’un sous-groupe à un seul paramètre d’un groupe commutatif compact, un

espace S topologique (de Hausdorff) localement compact, et un homomorphisme
t ~ T. de R dans le groupe des homéomorphismes de l’espace S sur lui-mme. Il

suppose que la projection ( ~, ~ ) ~ T ~ de dans S est continue, introduit

la notion de mesure analytique et quasi-invariante et démontre, généralisant le théo-

rème principal de De Leeuw et Glicksberg, que toute mesure analytique est quasi-in-
variante. Muhly ({116}) est parti du théorème de Forelli pour arriver à une généra-
lisation du théorème de Bochner relative aux espaces homogènes des groupes de Lie

beaucoup plus cohérente et qui va bien au delà de celle que nous venons de voir.

Forelli lui-même applique un théorème du type Frédéric et Marcel Riesz aux domaines

circulaires ( { 84 } ) , tandis que Kolaski ( ~ l05 } ) fait de même pour la boule unité dé-

finie par l’inégalité |z1|2 + ... + ( z N 2  1 de l’espace complexe ([ B/ à N

dimensions. Pour l’extension s due à Henkin, du théorème de Frédéric et Marcel Riesz

aux boules unités complexes, je renvoie le lecteur au petit livre de Pelczynski

(~118, § Ils p.72}).

De Leeuw ( ~ 72 } ) étend le théorème de Frédéric et Marcel Riesz aux opérateurs
linéaires sur C(T). Désignons par £ l’espace des opérateurs linéaires définis sur

l’espace C(TÎ , c’est-à-dire des applications linéaires continues de C(T) sur

lui-même. Si e E T , l’opérateur de translation R e est défini par la relation

( R ~ ) (~) ~ ~(~*0) . . Désignons par £ l’ensemble des opérateurs T E £ tels que

Garnie plus haut, soit A ( T) l’espace des fonctions 6 E C ( T) telles que le coef-

ficient de Fourier en (45) s’annule pour les valeurs ~. = -1,-2,-3,... , et

désignons par A ( T) ~ l’ espace des fonctions telles que c - 0 si ~=~1, 2 , 3 , ....

Selon le théorème de De Leeuw, ~5 ~. T E £# T ( A ( T ) ) C A(T)" , T ~~

un opérateur compact. Si nous définissons l’opérateur C de la convolution par



par la mesure  e M ( T)

la condition C C A ( T ) ~ est équivalente au fait que les coefficients de (49)

s’annulent pour les valeurs ~ = 1,2,3,.... D’autre part, C 
J.l. 

est conpact si et

seulement si  est absolument continue. Ainsi le théorème de De Leeuw généralise
vraiment le théorème de F. et M. Riesz, mais il utilise celui-ci dans sa démonstra-

tion.

Notons pour terminer que nous sonnes loin d’avoir énuméré toutes les utilisa-

tions qui ont été faites du théorème des frères Riesz. Il est constamment cité dans
les ouvrages traitant des fonctions analytiques de variables complexes, par exemple
par Heins dans son récent article sur la dérivée angulaire (~96, p.247 et 251}).
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