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*
L'oEUVRE MATHEMATIQUE DE MARCEL RiEsz I
PAR JEAN HORVATH

Marcel Riesz est né 3 GySr le 16 novembre 1886. Comme chez son frére - son ainé
de six ans - Frédéric Riesz, ses aptitudes mathématiques se révélérent tdt. Cependant,
1'ainé eut a lutter pour pouvoir étudier les mathématiques, le pdre, médecin, considé-
rant la carriére médicale ou celle d'ingénieur comme socialement plus élevée que cel-
le de professeur ; Frédéric Riesz fut donc obligé de faire des études d'ingénieur pen-
dant deux ans a Zurich avant d'obtenir le consentement de son pére pour s'inscrire 3

la Faculté des Sciences de Budapest.

Par contre, Marcel Riesz commence tout de suite ses études d 1'Université de
Budapest pour étre professeur de mathématiques et de physique. Il est premier au
concours mathématique EStvds Lordnd en 1904. Il participe en tant qu'étudiant au
Congres international des Mathématiciens & Rome, en 1908 ; parmi les participants,
nous relevons les noms de : "F.Riesz, prof. ,Ldcse-M.Riesz,étudiant en mathématiques,
Budapest'". A Rome, il a des contacts personnels avec Mittag-Leffler, dont il avait
déja auparavant étudié les travaux : sa premiére publication1 [1] est un exposé de
la méthode de Mittag-Leffler sur le prolongement des fonctions analytiques dans un

domaine étoilé ({28}).

Aprés le Congrés, il reste en relations épistolaires avec Mittag-Leffler. Les
articles cités sous les rubriques {29} et [8] sont des extraits de leurs échanges de

lettres.

Marcel Riesz passe 3 Paris 1'année universitaire 1910-1911. A cette époque, il n'y
avait d Paris qu'une seule université ; les facultés des lettres et des sciences for-
maient la fameuse Sorbonne et se trouvaient logées en leur entier dans ses locaux. Il
n'existait encore aucun institut 3 1'extérieur, tel 1'Institut Henri Poincaré - d'ail-
leurs Poincaré était encore en vie (il est mort en 1912), et les fréres Riesz le ren-
contrérent méme une fois dans la rue en se promenant en compagnie de Maurice Fréchet,

et c'est celui-ci que les lui présenta.

Marcel Riesz travaillait d la bibliothéque de la Sorbonne et habitait juste en
face, d 1'HOtel des Etrangers, qui existait encore il y a quelques années. C'est 13
qu'il regut une invitation de Mittag-Leffler pour donner trois conférences. Riesz par-

tit pour Stockholm pour répondre 3 1'invitation et resta en Sudde jusqu'a la fin de

* L'article est traduit du hongrois par Agnds KAHANE de Mat.Lapok, t.26(1975), p.11-37.

1 Les crochets renvoient aux travaux de Marcel Riesz et les accolades a ceux des
P . .
autres mathématiciens.
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ses jours. De 1911 & 1926 il fut maitre de conférences a 1'Université de Stockholm,
tout en travaillant comm actuaire pour arrondir ses maigres revenus. Il maintint, plus
tard, ses contacts avec l'actuariat : ses visites 3 Paris en 1937 et 1949 furent d'a-
bord motivées par sa participation aux congrés de l'actuariat. Lors du premier, il fit
sa fameuse conférence sur les intégrales de Riemann-Liouville ([44]) ; lors du second,
il donna de nombreuses conférences a Paris, a Nancy et a Grenoble (voir Annales Inst.

Fourier, t.1(1950), p.27).

I1 est nommé professeur d Lund en 1926, puis i1l prend sa retraite en 1952 et passe
en grande partie aux Etats-Unis les huit années suivantes. Déja en 1947-1948 il avait
été professeur associé 3 1'Université de Chicago ; de 1952 & 1955 il partage son temps
entre Princeton, Stanford, 1l'Institut Courant de New York et 1'Université de Maryland ;
puis, de 1956 & 1960, entre 1l'Université de Maryland et celle d'Indiana. Jeune étu-
diant, il écrivait et parlait l'allemand et le frangais de fagon remarquable, mais il
ne commenga a étudier l'anglais que juste avant sa visite 3 Chicago, c'est-a-dire a
un dge avancé. Malgré cela, il parvint trés vite 3 une connaissance parfaite et raf-
finée de cette langue. Alors que jusqu'en 1955, 3 part [17], il ne publie rien en an-
glais (et encore c'est Hardy qui rédige le texte du [17]), 3 partir de 1955 il ne pu-

blie plus qu'en anglais.

Au printemps de 1960 il tombe malade. L'une de ses filles jumelles le reconduit a
Lund, ou, & part quelques courts déplacements, il reste dans son bel appartement
jusqu'a la fin de sa vie. Au Congrés international des Mathématiciens de 1962, a
Stockholm, il est fété comme le '"nestor'" des mathématiques suédoises, et son éléve
Lars HSrmander regoit en sa présence la médaille Fields. Il meurt le 4 septembre 1969

~ . e . - .
apres avoir supporté sa maladie avec stolcisme.

Marcel Riesz était membre de 1'Académie des Sciences de Suéde. En 1950, & 1l'occa-
sion du centenaire de la création de la Faculté des Sciences Naturelles de Copenhague,
il remit le titre de Docteur Honoris causa a douze savants scandinaves de valeur ex-
ceptionnelle. On peut voir, sur une photographie découpée dans un journal, les douze
Docteurs assis, en habit, au premier rang, et parmi eux Marcel Riesz et Gydrgy Hevesi,

prix Nobel de chimie.

Parmi ses éléves, on compte toute une série de trés grands noms des mathématiques
suédoises : Harald Cramér, Einar Hille, Otto Frostman, G.0. Thorin, Nils Erik Frem-
berg, Lars Ggrding, Harry Malmheden et HSrmander, que nous avons déja cité. Ses succes
pédagogiques s'expliquent surtout par le fait qu'il était toujours prét a parler des
mathématiques avec n'importe qui et 3 tout moment. Il aimait d se lever tard, pour
travailler ensuite, infatigablement, avec une énergie fantastique,jusqu'au lendemain

d l'aube, voire jusqu'au matin. En juin 1949, nous avons fait le trajet Paris-Grenoble
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de nuit, dans un train bondé : pas question de dormir, bien entendu. Marcel Riesz,
debout devant la fenétre, regardait dehors ; Alfréd Rényi lui demanda d quoi il pen-
sait. "Au probléme de Dirichlet'", répondit-il. L'été de la méme année Jacques Deny
vint de Strasbourg a Paris pour le rencontrer. Deny était en train de rédiger sa

thése de doctorat {10} sur la théorie du potentiel, thése qui pour une grande part
prolonge les travaux de Frostman en les replagant sur des bases nouvelles. Riesz fai-
sait grand cas du travail de Deny, et déclarait qu'il jouait le méme rdle par rapport
d la théorie des distributions de Schwartz que la thdse de Fatou, datant de 1906, par
rapport 4 la notion d'intégrale - alors nouvelle - de Lebesgue. Donc Deny arriva a
Paris, rencontra Riesz 3 midi et jusqu'au lendemain d 1'aube ils parlérent sans inter-
ruption de la théorie du potentiel. Le jour méme le pauvre Deny, de constitution fra-
gile, retournait déja a Strasbourg et déclarait qu'il ne survivrait pas 3 une nouvelle

rencontre avec Marcel Riesz.

En dehors des mathématiques, Marcel Riesz s'intéressait a beaucoup de choses ; en
particulier, il suivait avec une grande attention l'actualité quotidienne. Dans sa
jeunesse, il aimait beaucoup le thédtre et, grice a sa prodigieuse mémoire, il était
encore capable, de longues années plus tard, de réciter, voire de jouer, des séquences
entiéres des piéces qu'il avait vues. C'est sans doute aussi grdce a sa mémoire éton-
nante que, bien qu'il parldt cing langues 3 la perfecticn, il a continué jusqu'a la
fin de sa vie a parler un hongrois d la fois impeccable et plein de saveur, sans la
moindre trace de ce défaut, trop répandu chez les Hongrois émigrés, qui consiste a
émailler leurs propos de termes étrangers. Il lui suffisait d'entendre une fois une
démonstration, jamais plus il ne l'oubliait, et grice d cela une belle estimation de

Leopold Fejér a été sauvée de l'oubli (voir Gesammelte Arbeiten, t.II, p.849).

Mes propres rapports avec la famille Riesz remontent d loin : dans ses jeunes an-
nées, ma grand-mére maternelle habitait la méme rue que le docteur Riesz, 3 Gydr,et
elle a connu les fréres Riesz au berceau. Lorsqu'en été 1949, 3 Paris, j'ai fait la
connaissance de Marcel Riesz, il a su tout de suite qui était ma grand-mére, et se
rappelait méme mon grand-pére, qu'il avait souvent vu sur la scéne du fameux thé3tre
"Vigszinhdz". J'ai eu l'occasion de voir Marcel Riesz durant plusieurs semaines 3
Paris d la fin de 1951, puis nous avons travaillé ensemble de 1957 & 1960 3 1'Univer-
sité de Maryland. Ces contacts furent pour moi d'un prix inestimable, et je ne
m'acquitte que d'une faible part de ma dette de reconnaissance en retracant dans ces

pages l'activité scientifique de Marcel Riesz.

Je rendrai compte, ci-dessous, des travaux de Marcel Riesz en les regroupant par
sujets ; non seulement je ne citerai pas tous ses articles, mais je laisserai de cdté

des domaines entiers, par exemple les travaux qui ont des liens avec la physique
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[48,49,53,54,56,59] . Par contre, j'essaierai de montrer comment les résultats de

Riesz ont pu influencer des recherches ultérieures.

1. Sénies trnigonométrniques [3,6,7,12,16,26,32] . Comme presque tous les mathémati-
ciens hongrois de la premiére moitié du 20% sidcle, Marcel Riesz s'inspire de Leopold
Fejér pour parvenir 3 son premier résultat. Cantor a montré que si la série trigono-
métrique

oo
1
~a + Z + i
(1) 5 a, n=1(a" cos nx bn sin nx)

Pd ~ . Z l
converge vers zéro, a l'exception d'un ensemble dénombrable , an = b =0 pour

n
tout n {49,chap.IX,§3}. Dans sa version allemande, la thése de Leopold Fejér {14}
montre que,si nous remplagons la convergence par la sommabilité des moyennes arithmé-
tiques, cette affirmation n'est plus valable. Ainsi, partout ol l'on n'a pas un mul-
tiple entier de 2m , les moyennes arithmétiques des tranches [[ sommes partielles 11

de la série

1
5 + cos X+cos 2X + ... t COS NX + ...

tendent vers zéro. Fejér pose la question suivante : si nous n'acceptions pas de
points exceptionnels, est-il possible de conclure a la nullité des coefficients ?

A ce sujet, Marcel Riesz énonce le théoréme suivant [3,7,12]

S{ £'hypothese

» |a |+ [b,]
(2) > __’:"____2._.’1_<m
n=1 n

est venifite et si Les moyennes arithmétiques des tranches de (1) tendent vers zéro,
ona a, = bn = 0 pour tout n .

Notons que (2) est vérifié si pour n'importe quel exposant o < 1 les suites

a n®

-a . . . . .
" et bn n sont bornées. L'ingénieuse démonstration de Riesz s'appuie sur

un théoréme de Fejér {14} sur les valeurs limites, lequel est l'analogue de ce que
1'on appelle le premier théoréme de Riemann {85,§ 450, t.II, p.145 3 49, chap.IX,
(2.4)} : Soit

©» @ cos nx + b sin nx

(3) Fx) = 2 qa x*+ =z 2 n

rs % m
n=1 n

la série obtenue en intégrant quatre fois (1). Nous avons alors

1 Cantor suppose cet ensemble dénombrable xZductibfe, c'est-a-dire que le dérivé
d'un certain ordre, fini ou transfini, est vide. Le résultat énoncé ici est di
a W.H.Young.
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AYF(x;2h) _ Flx+4h)-4F (x+2h)+6F (x) -4F (x-2h) +F (x-4h) _
160* 16h*

y

[

% a, + z (an cos nx + bn sin nx) (Eiﬁﬁﬂﬁ)

n=1

et,si les moyennes arithmétiques des tranches de (1) tendent vers 4(x) , on peut

. . e .
dire pour la dérivée 4 symétrique qu'on a

y
lim .é_ﬁiﬁigﬁl - 4lx) .
o 16k

La démonstration de Riesz s'appuie aussi sur son théoréme {35, t.II, § 451, p.1u6}
suivant : supposons que la dérivée seconde symétrique de la fonction F est continue
dans 1'intervalle I , et que sa dérivée u4° symétrique - que nous désignerons par ¢ -
existe dans I . Dans ce cas, pour n'importe quel point XeI et n'importe quel nom-

bre h > 0 , le rapport
n
AFlx;h)
m
h
se trouvera entre les bornes inférieure et supérieure de & sur l'intervalle

(x-2h,x+2h).

I1 suit de 13, par un raisonnement astucieux, l'analogue suivant d'un théoréme
de H.A. Schwarz {35,t.II,p.147} : Si la dérivée seconde symétrique de F est continue
et si la dérivée 4° symétrique de F s'annule partout, F est un polyndme du 3°

degré.

Supposons maintenant que les moyennes arithmétiques des tranches de (1) tendent
vers zéro. On peut conclure de la condition (2) que la dérivée seconde de la fonction
F définie en (3) est continue, et conclure du théoréme des valeurs limites de Fejér

que la dérivée 4° symétrique de F est nulle. Ainsi, d'aprés le théoréme de Schwarz

généralisé
a_ cos nx + b sin nx
1 4 3 2 — n
- — + + + + = )
) aO X QOX C,X QZX (‘_3 ot n4 »

ol la série de droite est uniformément convergente. La partie de gauche non périodi-

que doit disparaitre : a, = ¢, = ¢y =¢, = 0 , et,comme la partie de droite est la

série de Fourier de celle de gauche, a, = bn = (0 pour tout mn=1, c.q.f.d.

Riesz démontre ensuite que,si 3 la place de (2) nous faisons 1'hypothdse plus

forte que les coefficients a, et bn tendent vers zéro, il nous suffit de supposer

que les moyennes arithmétiques des tranches de (1) tendent vers zéro, 3 1'exception
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de ce qu'on appelle un ensemble réductible. L'analogue du théoréme de Du Bois-Reymond
{35,t.11,§ 453,p.149} est également valable : Si les coefficients de la série trigo-
nométrique (1) satisfont d la condition (2) et si les moyennes arithmétiques des tran-
ches de la série convergent, pour tout X , vers la valeur £(x) prise en X par

une fonction § bornée, (1) sera la série de Fourier de § .

Les résultats de Riesz ont été plus tard généralisés 3 des moyennes d'ordre plus
élevé et aux sommes d'Abel ; cependant la démonstration décrite plus haut n'est plus

applicable a ces cas. Voici ce qu'écrivent Rajchman et Zygmund {33} :

"Si intéressant que soit le théoréme de M. Fejér, utilisé avec succds par M. Riesz,
. . ., &tre . . . . .

la voie qu'il ouvre ne nous parailt ﬁgéTuﬁe voie a suivre dans la théorie d'unicité du
développement trigonométrique. Nous croyons qu'on doit tenir compte des circonstances
suivantes : 1° L'hypothése dont la nécessité a été mise en évidence par M. Riesz, 3
savoir celle de la convergence de la série
a cos nx + b _sin nx

n n
2

12 -
(4) 5 aox - >
n=1 n

vers une fonction continue, nous améne d croire que la double intégration devrait suf-
fire dans le cas considéré. 2° Quoique le théoréme de M. Fejér parait &tre suscepti-
ble d'une extension aux séries sommables par le procédé de Cesaro d'un ordre plus
élevé, il ne nous donne aucun point d'attache [[ 44c ]] pour 1'étude des séries som-
mables par le procédé de Poisson. 3° L'application de la 4° dérivée généralisée symé-
trique (et, d plus forte raison, des dérivées d'ordre plus élevé) est assez embarras-

sante."

Ensuite Rajchman et Zygmund démontrent une inégalité qui relie la dérivée seconde
symétrique aux moyennes de Poisson de la série (1), puis, dans sa note {48} qui suit
immédiatement ce qui précéde, Zygmund montre que,si (4) est une série de Fourier de
fonction continue et si les moyennes de Poisson de la série (1) tendent vers la fonc-
tion {§ intégrable et finie, (1) est la série de Fourier de 4 . Cette théorie, ex-
ploitée plus tard par Verblunsky, est aisément accessible aux § 7 et 8 du chapitre IX
du livre de Zygmund {49} ; l'auteur insiste dans ses notes sur le fait que toute sa

démarche découle des travaux de Marcel Riesz.

A la fin de sa publication [12], Riesz se demande si la série (1) est uniformément
convergente au cas ol

©o

2 (na cos nx + n b sin nx)
el n n

est convergent. Neder a répondu d cette question ({31}).



_89_

Selon le théoréme fondamental de Leopold Fejér, les moyennes arithmétiques des
tranches d'une série de Fourier de fonction § intégrable, en tous points ou il exis-

te une valeur limite

g(x+h)+4(x-h)

(5) lim Z »

h>0

tendent vers cette valeur limite. Il s'ensuit immédiatement que,pour k =1 , les

moyennes de Cesaro de puissance k tendent également vers (5).

Or, dans sa note [6] de 1909, Marcel Riesz affirmait, sans le démontrer, que ce
qui précéde est vrai pour 0 < k < 1 . Des années passérent sans qu'il fournit de dé-
monstration, ce qui était courant chez ce perfectionniste : il écrivait ses articles
trés lentement, avec un grand soin, pesant chaque mot pour parvenir d un texte par-
faitement compréhensible, au style choisi. Entre temps d'autres publiérent des démon-
strations de ce théoréme - jusqu'd ce qu'enfin, comme il le dit lui-méme, il ait eu
l'occasion, en écrivant l'article d'encyclopidie Hilb-Riesz [32], d'étudier toutes ces

diverses démonstrations et de parvenir d la conclusion que la sienne restait encore
la plus simple ; et c'est ainsi qu'il finit par la publier en 1922 ([28]).

Avant d'en donner les grandes lignes, j'aimerais rappeler au lecteur la définition

des moyennes de C€Sar0 - nous en aurons besoin de toute fagon par la suite. Soit
6 u +u + ... +U_ + ...
(6) o 1 n

Z . ~ P .
une série a termes complexes. Désignons par

A = + + oee. = ces
g Uyt U uw, ns=0,1,

les sommes partielles [[ tranches ]] de cette série. HSlder a introduit les moyennes

Hék) d'ordre arbitrairement élevé de la suite (An) {20,§ 5.2,p.94}. Pour la valeur

k=1, H;l) est tout simplement la moyenne arithmétique des nt+l premiéres tranches

T + FAU .. F ,
- 8,%4; 5, _ (n I)uo nuy U, _ ; 0 - -

n+1 n+T . n+ | {
4=0
tandis que, pour le nombre kR entier supérieur & 1 , la définition par récurrence
(R-1) (R-1)
+ +
H(k) B Ha oo HVL
n n+1

est valable pour les moyennes de HSlder. L'utilisation des moyennes de HS8lder s'étant
cependant avérée peu commode, Cesaro les a modifiées de la fagon suivante : alors que
HSlder parvient a la moyenne Hék) par une alternance d'additions et de divisions,
Cesaro commence par faire k additions et divise d la fin seulement par la quantité

qui convient. Pour &tre plus précis, soit
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et pour k > 1

sth) o gl s sleT)

n n
Désignons par Eék) la valeur de Sik) dans le cas particulier ol dans la série
(6) u, = I et w, = 0 pour tout indice n =1 . Les moyennes de Cesaro des sommes
d'ordre k de la série (6) sont définies par la formule
olk]
(8) clkl . n
n
E
n

{20,§ 5.4,p.96}. Nous pouvons encore définir les sommes Sik) par l'identité

1 o n o k) n
2 u x = X S X
)T =0 " n=g " ’
d'ou
1 o (k) n
T ° 2 E X .
(1-x) * n=0 "

Knopp, Marcel Riesz, Chapman et d'autres {46,§ 53,p.104} se sont apergus chacun de
leur cOté que ces derniéres formules, et en conséquence les moyennes de Cesaro {8},

ont un sens pour tout nombre R supérieur & -1 . Explicitement

(R) _ ¢ ntk
En (Vl )’

i

n n
sl oz glkl o g glesT) o
n j'=0 y’--j j

et, dans le cas de hk entier,

(k) _ % i j '
(9) ¢, - jfo (-5p) Udg) oo gl w,
Pour la valeur k =0 , E(o) =1 (mn=20) et C(o) =4 . Pour =1, E(I) = n+l
n n n n

(1) _ (1)
n Hn

a 1, Cik) et H

et C correspondent justement d la formule (7). Pour k entier supérieur

(k)

n sont différents 1'un de l'autre, mais en conséquence du

(k)

théoréme de Knopp-Schnee {20,§ 5.8,p.103 3 27,§ 6,p.43} Cn

(k)
n

n'a de valeur limite

pour n -+ « que dans le cas ou H en a une, et dans ce cas les deux valeurs
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limites concordent.
, . P (k) (R)
Cela posé, soit 0 < kR < 1 , et désignons par Sn (x) les sommes Sn de la

série de Fourier de la forme (1) de la fonction § intégrable, c'est-a-dire

2 (k)

(k) _ 1 (k) , .
S, (x) = 7 E, a, + jfl En—j (aj cos fx + bj sin fx) .

Dans ce cas les moyennes de Cesaro d'ordre k de la série de Fourier sont données

par la formule

(k)
S, (x)
clfl(x) - 1 - LMot k() dt

Ey

o ¢(t) = f(x+t) + f(x-2) et

1 (k) (k)
Kn(/t) = 7‘ EVL + 'E EVL'_{

J=1

(k)

EVL

cos f& .

A 1'encontre du cas k = 1 &tudié par Fejér, le noyau Kn(t) n'est pas positif, et

le nombre de changements de signes tend vers 1l'infini avec n . Riesz prouve par une

voie élémentaire deux inégalités [26,(15) et (16),p.110], {49,chap.III,(5.5)}

(10) K, (2)] <An,
B
(11) K, (8)| € 73— &
ko "

lorsque 0 <t <t , ol les constantes A et B ne sont fonction que de k . Alors

que (10) est une conséquence immédiate de E(k)=< E(k)

" n+] » 18 preuve de (11) repose

sur un certain nombre d'idées subtiles, que Fejér lui-méme mentionne et utilise

{15 5 16,introduction,article 5 et § 2,article lO}.

Le théoréme de Marcel Riesz découle aisément de ces deux inégalités. En premier

lieu l'intégrale

fg K, (£)] dt

est bornée, quand n =+ « , car, en décomposant 1'intégration en les intervalles

[O,%ﬂ et L%,w] » nous obtenons a partir de (10) et (11) la borne supérieure

1 B T dt
AVL—VI"'ZEIL ;k_,_—’—c.
n

Si nous désignons par S 1la limite (5), nous avons
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! ix) - s = 1" fort) - 28tk () dt

Etant donné € > 0 , soit & > 0 assez petit pour que |¢(%)-28| < e quand OSESS.

Alors, a 1l'aide de (11), nous obtenons
(k) e 8 B T _
ICVL (X)"SI < 7 IO |KVL(;C” dt + W 'IG |‘P(-t) ZSI dt .

Etant donné que la premiére intégrale est < C et que la seconde est finie, parce que
d'aprés 1'hypothése ¢ (%t)-2S est intégrable, nous pouvons rendre le cdté droit arbi-
trairement petit, si nous choisissons d'abord € assez petit et ensuite n assez
grand. De la méme fagon on peut démontrer la généralisation du théoréme de Lebesgue,
selon laquelle Cék)(x) tend vers 4(x) en tous les points dits de Lebesgue, c'est-

a-dire presque partout, quand n > « ,

L'article d'encyclopédie de Hilb-Riesz [32], déja mentionné, est facile a lire,
et donne un apergu intéressant des résultats obtenus dans le premier quart de notre
siécle sur les séries de Fourier.

2. Senies de puissances [1,2,6,7,8,10,20,21] . Fatou a démontré, dans sa thdse de
doctorat mentionnée plus haut {12,p.389—391}, que si la fonction § est régulidre a

1'intérieur du disque unité |z| € 1 et admet le développement en série de puissan-

ces
- n

(12) 2 ¢ z, etsil'ona ¢, >0 quand n >,
n=0

alors la série de puissances est convergente en tous les points du cercle |z| =1

ol 4 est régulidre. Bien entendu, si la série de puissances est convergente ne se-
rait-ce qu'en un seul point du cercle unité, ¢, tend nécessairement vers zéro. Lan-
dau souligne dans son livre {27,p.15} que ce théoréme mérite grande attention, parce
que la convergence ou la divergence de la série de puissances, en un point frontiére
du disque de convergence, n'a généralement aucun rapport avec la régularité ou la sin-

gularité de la fonction au point en question, de sorte que les quatre cas sont égale-

(e}
ment possibles. Il cite en exemple les séries suivantes : > diverge partout
n=0

n

sur le cercle unité, mais la fonction {§(z) (1—2)-7 qu'elle représente est régu-

[

liére pour z = -] et singulidre pour z =1 ; X n~] 2" est convergente et
n=1
- -2 n
-log(1-z) est régulidre au point z = -1 , tandis que Z n ° z  converge au point
n=1

\la fonction qu'elle représente/
z = 1, mais d'aprés le théoréme de Vivanti-Pringsheim 127,§ l7f,*est singulére a cet
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endroit.

Déja dans ses travaux du début [6,7,10] , Marcel Riesz manifeste un grand intérét
pour le théoréme de Fatou ; il le généralise, lui donne un démonstration plus simple,
et plus tard [20,21] il simplifie encore les démonstrations. Les généralisations de
Riesz vont dans deux directions

1) Si { est régulidre en tous les points d'un arc fermé du cercle |z| = 1 , et

si ¢, > 0 , alors (12) est uniformément convergente sur le dit arc. C'est ce qu'on
appelle généralement le théoréme de Fatou-Riesz.

2) si
lim “n =0
oo
a lieu pour un nombre k=0 , et si {§ est réguliére au point 2z du cercle unité,
les moyennes de Cesaro d'ordre kR des sommes partielles de la série de puissances

(12) tendent vers 4(z) au point z . Ici aussi, il se confirme que la convergence

P pd . pd
est uniforme sur tous les arcs fermés de régularite.

Comme nous allons le voir au paragraphe suivant, Marcel Riesz a encore étendu le

théoréme de Fatou des séries de puissances aux séries de Dirichlet.

L'idée de la démonstration apparait chez Riesz en d'autres occasions ; je vou-
drais 1l'esquisser a propos du théoréme suivant, qui est la proposition la plus simple
sur ce sujet : S& c, est borne, Les sommes partielles de La sérnie de puissances (12)
sont uniformément bornies surn tous Les arcs de négularnité. Ce théoréme est aussi géné-
ralisable aux moyennes de Cesaro : si pour un nombre k =0 1la suite n cn est
bornée, sur tous les arcs de régularité les moyennes de Cesaro de puissance k des
sommes partielles de la série (12) sont uniformément bornées. Pour la démonstration du
théoréme de Fatou-Riesz, je propose de se reporter en premier lieu au livre de Landau
{27,§ 18,p.73}, mais pour les propositions se rapportant aux moyennes de Cesaro je

suggére plutdt les travaux de Riesz en [21].

Si le rayon de convergence de (12) est plus grand que 1 , la proposition est évi-
demment vraie. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que la fonction

4§ est réguliére sur l'arc -0, <6< 6, du cercle

A6 . .
z=¢ et soit lcnl < C pour tout entier n = 0.

On peut trouver un nombre ©0; , 60 <9 <7 et

A > 1 ,tels que { soit régulidre en tout point

zZ = /Le'{'e du secteur S fermé 0 SAa <A,
-6 <6 <0; . Soit zy = 2&61 L'idée de base de

Riesz est 1l'introduction des fonctions auxiliaires
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(Z-ZT) (z-z—l)

")
n+l
Z

g,lz) = { §lz) - (e te zt...4e, 2

Je dis que sous les conditions données, les fonctions gn(z) sont uniformément bor-
nées sur le secteur S , c'est-3a-dire que
(13) Ign(z)[ SM pour zS ,n=20,1,2,... .

Le théoréme découle directement de 13, car si nous désignons par B le maximum sur

S de |4(z)| , nous avons

n M
te,zt.te 20| S =T+t B
legtesz ¢ 2 | < [z-2,T.Tz-Z,T ’
: : L << _ L AB
et la partie droite est bornée si —eo <86 \\eo et z = he .

Sur la base du principe du maximum, il suffit de démontrer 1'inégalité (13) sur

n

la frontiére de S . Notons d'abord que lorsque 4 = |z| < 1 , 1'évaluation

o n+1
(14) | §(z) (e te 2t te 2 ) <| Vi:n” e, 2 | ¢ S

est valable. Considérons a présent les différentes parties de la frontidre de $

1) Aupoint z=0, g(0) =c,,, |21|Z =,y dlod g (0)] <C.

n+l
2) Sur le segment rectiligne ouvert qui joint les points 0 et Zy , c'est-a-dire
quand 6 = 6; et O < £ < ] , les évaluations |z-21| = 1-n et |z-§}| < 2 sont

valables, et donc, d l'aide de (1u4),
+
I

S

n
lg,l2)] <c
Vu la symétrie, cette méme estimation est valable sur le segment rectiligne joignant
le point O au point E} .
3) g,lzq) =g,(z;) = 0.

Avant d'aller plus loin, notons que quand 1 <. <A , nous avons

n n
(15) |6(z)-(c0+clz+...+cnz )| <SB+ C|l+z+...+2"| <B + C T -

4) Soit 1 <a <A . Si 6 =6; , nous avons |z—z,| = n-1 et lz-27| S 2A,
tandis que si 6=-6; , nous avons |z-21| S2A et ,Z-E}l = n-1 . Dans les deux cas,

d l'aide de (15), nous arrivons a l'estimation
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n”*’) 24(n-1)

lgn(z)l <(B+C n-1 iz

< 2AB + ZAC .

5) Enfin, soit #=A et -6; <6 <0; . Dans ce cas |Z-ZI| <24, |z-z,| <A

1
et par conséquent, toujours d'aprés (15),
1 2
AV A 2 C
< < —
lg,l2)| < (B + € 3= Gl 4A°(B + 1) .

I1 est clair que l'estimation (13) et en méme temps le théoréme lui-méme sont ainsi

entiérement démontrés.

Zygmund {47,p.91—96 5 49,chap.IX,(5.7) et (9.21),p.338 et 368} a donné des démon-
Strations totalement différentes du théoréme de Fatou et des extensions que lui a
données Riesz. Ces démonstrations reposent sur ce qu'on appelle le principe des loca-
lisations de Riemann et sur les raffinements de ce principe fournis par Zygmund et
Rajchman, raffinements qui ont joué un rSle important dans les considérations signa-
lées au paragraphe précédent. Auparavant Neder ({31}) avait déjd communiqué des ré-

sultats semblables d propos du théoréme de Fatou-Riesz.

On peut énoncer en gros le probléme d'Abel qui figure dans le titre de 1'article

[8] de 1a facon suivante : Soit 4 analytique dans le domaine T . Supposons que

(z) = Z (z) pour tout zeT , et que £(z) tend vers la valeur limite {£(z )
0 ng 0
n:

quand Z converge vers le point z, de T . Est-il vrai que 6(20) soit égal a

o]
> gn(zo) ? A ce propos, Riesz a énoncé le théoréme suivant : Soit R > 1 ,
n=0

0 <ac< %- et S 1'ensemble fermé défini par les inégalités |z|] <R ,

a Sarc(z-1) <2m-a . Si § est continue sur 1l'ensemble S et régulidre en tout
point de S 3 l'exception de z=1 , la série de puissances (12) de 4 convergente

dans lzl < 1 est aussi uniformément convergente sur le cercle |Z| =1, et en par-
ticulier 4(71) = 2 Cn . Mittag-Leffler ({29})

croyait que le théoréme n'était valable que si §
satisfaisait 3 la condition de Lipschitz. Le
livre de Landau {27,§ 12} mentionne une démon-
stration simple de ce théoréme (démonstration
attribuée a Hardy), selon laquelle, sous les

conditions données, ne, tend vers zéro quand

Figure 2
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n croit indéfiniment. La thése découle de 13 sur la base d'une variante simple

({27,§ 11})du "petit" théordme de Tauber.

3. Senies de Dirndichlet et Les moyennes typiques [4,5,6,9,11,13,17,22,27,29,30].
Le premier résultat vraiment important de Marcel Riesz, qui a du méme coup rendu son
nom célébre et lui a valu l'amitié de Hardy, est 1ié également & une observation de

Fejér. La série

™M 8

1
(16) ] —
n

n

est convergente pour les valeurs Re 4 > 1 et sa somme y est fonction analytique

de la variable complexe 4 : c'est la fonction zéta de Riemann désignée par z(4) .
La fonction ainsi définie peut &tre prolongée dans tout le plan, a 1l'exception du
point 4 = 1 , ol elle a un pdle simple.Or, Fejér s'est apercu que la série (16)
n'est sommable en aucun point de la droite Re 4 = 1 par la méthode de Cesaro (quel
que soit l'ordre k ). Il fallait donc trouver une méthode telle que (16) soit som-

mable pour la valeur z(4) en n'importe quel point 4 # 1 de la susdite droite.

Plus généralement, considérons la série de Dirichlet
- s
17 2 d en ,
n
n=0
ou

<
0\A0<)\1<...<An<...

est une suite croissante de nombres réels qui tend vers 1l'infini ; nous désignerons
cette suite par A et l'appellerons type de la série (17). Ainsi, le type de la
série (16) est (log n) , tandis qu'une série de puissances rentre dans la catégorie

des séries de Dirichlet de type (n) par la substitution z = e s . C'est pour la

sommabilité de ce genre de séries que Riesz a introduit les moyennes typiques.
Soit

+ + oo, * + i
(6) u, + u w,

une série infinie, k> 0 et 0 < w < » un nombre réel. Construisons les sommes
A b
(18) Rlwir,k) = = (1 - u

A< o
J

Si (18) tend vers une valeur limite finie h quand w -+ ® , on dira que (6) est

sommable vers h par la méthode de Riesz de type A = (An) , de puissance Fk .

Dans le cas ou Aj = §{ , nous obtenons pour la valeur w=n+! la somme
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n ’
= . [ = - _1.... k
Rylk) = Rnr15(4),0) = 2 (1 - oAb,
4=0
qui est visiblement semblable d& la formule (9) de la moyenne de Cesaro Cik) .

Cependant, comme nous allons le voir, il est essentiel, avec la méthode de Riesz,

que le paramétre w tende vers 1'infini de facgon continue et non discréte.

Quand k = 1 , pour la valeur w = A, s

n-1 n-4

2 (x -x. . 2 (x. ,-).) 5.

0 ( n J) U»j .{:0 ( J+1 J) §

RO, 1) = 25— - 5 ,
n n

ou, comme jusqu'ici, Aj Uyt uj . Si en plus Aj = { , alors nous obtenons

les moyennes

+ AU, F .. F oo
(n I)uo gt 5,

Rn(l) N n+1 - n+1 ’

c'est-a-dire Cél) .

Pour pouvoir comparer les moyennes de puissances différentes de l'unité, intro-

duisons les sommes

(19) Tlwsh,k) = 2 (wa)Ra, .
)\»<Lu J J
J
Dans le cas de k = 0 , nous obtenons la fonction "compteuse" 2 u., que nous

A S w
J\

désignerons simplement par Tk(w) . Cela nous premet d'écrire (19) sous la forme

Tlosh, k) = [* (w-o)® T (2) = & [2 (00077 7 (o) e

Sauf pour un facteur constant, cette derniére intégrale est justement 1l'intégrale

d'ordre fractionnaire

(1%) () = 5hpr 2 (wee) BT glo) dn

de Riemann-Liouville : c'est ici que nous rencontrons pour la premiére fois ce

concept de Marcel Riesz qui tiendra une place cruciale dans ses travaux ultérieurs.
. . . Lo R zh,  _ - k+h .
On sait - et il est facile de prévoir - que I (I"f§) = I " et que pour k entier
kf . Pd . e Pl . . - SN z . z
I"§ est l'intégrale itérée hk fois de la fonction { . Grice i 1'égalité

k T(k) = T(k+1) , nous obtenons les formules



- g8 -

Tlush,k) = Tllrl) (1°7,) (u)

et

Rlusr, k) = TEEIL (gor j(y)
w

D'autre part, sur la base de la formule de Stirling {35,t.I,p;543},

1lim n-k E(k) = lim
>0 n n>e T(k+1) n! n

I'(n+tk+1) 1
R~ T(k+T)

et ainsi la formule (8) définissant les moyennes de Cesaro d'ordre hk peut &tre
remplacée par l'expression

(R) _ r(k+1) (k)
Cn - k Sn

n

nous pouvons comparer en gros les formules obtenues en disant que Riesz fait inter-
venir 1' "intégrale d'ordre k de la somme partielle", tandis que chez Cesaro on

trouve 1' "itéré d'ordre R de la somme partielle'". Cela nous premet de penser que
la méthode de sommation de Cesaro d'ordre k équivaut 3 la sommation de Riesz de

puissance k et de type A = (f) , c'est-d-dire que (6) est sommable par l'une des
méthodes s'il est sommable par l'autre, et que les deux sommes sont les mémes. Cette
affirmation est vraie ([9]), mais sa démonstration est assez compliquée ({20,§ 5.16,

p.113 ; 18}).
Soit (pj) une suite de nombres strictement positifs (c'est-a-dire pj >0), et

supposons qu'avec la notation

nous avons

P
(20) 1im-Pﬁ= 0 .

Nous appelons les quotients

pnéo+pn_,A7+...+pOAn Pnuo+Pn-1u1+'°’+Poun
Nn(p) B P N P
n n

moyennes de Voronoi-NSrlund de la série (6), et la valeur limite pour n = » de la

suite (Nn(p)) - si tant est qu'elle existe - somme de la série (6) pondérée par

les poids (pj) ; dans ce cas nous dirons simplement que la série (6) est

o)
n

N(p)-sommable. Par exemple, la suite des moyennes de Cesaro d'ordre k est

une suite de moyennes de Voronoi-N&rlund, ol
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_ o JtR-1
P ( j )

Autre exemple : la suite Rn(k) , ol Pn = (n+1)k.

Considérons, en plus desmoyennes Nn(p) » une suite de moyennes de Voronoi-
N&rlund Nn(q) définie par les poids ¢ = (qj) . Notons que,par suite de (20) et de
1l'hypothése analogue concernant la suite q , les séries X pnxn , 2 ann , 2 qnxn
et Z ann convergent quand |x| < 1 . Définissons les suites (kj) et (£;) par

J

les égalités

z q.xj z O-Xj

. - ) k»xj

2 p.xd T p.d J
Pj §

et

b ,xj > P,xj .
pj , = J ;s = X K,xj

T g .xd T 0.x3 I
4% 2

Riesz ([20]) démontre ({20,§ 4.3-4})le théoréme suivant, qui dérive de fagon relati-

vement simple du théoréme des valeurs limites de Toeplitz ({35,t.I,p.549,§ 308} :

Pour que foute senie N(p)-sommable s0it N(q)-sommable, 4L faut et il suffit,
d'une part, que La sulite
[k, | P, + oyl P+ vs # |k,| P,

%

504t bornie, d'autre part, qu'il y ait La relation

le
_—= (0 ,

1lim
o L

D'ol il s'ensuit aisément que :

Pour que Les methodes de sommabilité N(p) et Nlq) soient Equivalentes, il
faut et i suffit que = ]kn| <w et que T |znl <o

Soit a présent k = 2 ; comparons les moyennes Ciz) et Rn(Z) . Nous avons

(2) 102
P.=E", .= (441
i 2 = 17 et

2ol =2 (i)t < x 2 () v 3 e -
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»

(21) 2x 3 * l 7 “ T+x 3 - (1+x) = E(z) g,
(1-x)7  (1-x)°  (1-x) I
c'est-a-dire que hO = kl =1, kj =0 si §22 et ﬁf = (-1)9 . Ainsi Elkj|<w ,

mais 2|£j|=w » et les deux méthodes ne sont pas équivalentes : il ressort de 13 que

les moyennes de Riesz se comportent tout a fait autrement si w tend vers 1'infini
suivant les valeurs 1,2,... et non de facon continue. Nous pouvons dire plus pré-
cisément que toute série C(z)-sommable est R(2)-sommable, mais que la réciproque
n'est pas vraie. Nous en avons un exemple concret dans la suite d'égalités
oo © n
T mntr) M 2 (2 wi-ffu) o -
n=0 n=0 =0 J
© ) . o N © .
+
R VoS DL D R —1—337; 2 ouxd = (14x) 2 sl 4
n=0 j=0 4 (1-x)° j=0 7 j=0 4

qui n'est autre que (21) quand u0=1, u1=u2=...=0 . Choisissons maintenant les termes

u, de fagon que

J
; u. xj = Lx_—_
j=0 4 (14x)°
c'est-a-dire que u; = (-1)4 (j+1)2 . Nous avons alors

2 ()2 R (2) -—-l-7 = 142xle3te

n=0 (7—x2)

et ainsi Rn(Z) + 0 quand n > » , Mais la série Euj n'est pas sommable par la

ol2)

méthode , car il faudrait que j_zuj tende vers zéro ({20,p.102}).

De méme que pour (21), nous avons, pour k=3 ,

. 2 ,
2 (j+1)3 W - liﬁ&i&z = (1+4xxl) T ELB)
(1-x) I
Puisque le polyndme 1+4x+x2 s'annule au point X = -2 + VY3 3 1'intérieur du disque

unité, la série Elﬂjl correspondant a ce cas diverge également.

Riesz rappelle encore ([29]) que lorsque -1 < k <1 , les méthodes C(k) et
R(k) discret sont équivalentes, et que cela est une conséquence du théoréme

d'Enestrdm-Kakeya ({32,t.I,p.88,III.22}).
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Marcel Riesz a découvert en 1909 la méthode qui porte son nom, mais il n'en a
fourni des discussions détaillées que dans le livre [17] écrit en collaboration avec
Hardy et paru en 1915. La premiére guerre mondiale faisait déja rage. Riesz était en-
core de nationalité hongroise, et il fut affecté comme officier de réserve a 1'ambas-
sade d'Autriche-Hongrie 3 Stockholm. C'est ainsi que les deux auteurs associés se
trouvérent dans des camps ennemis, et le trés pacifiste Hardy dédia le livre - en plein

milieu de la frénésie guerridre - 3 la fraternité des mathématiciens "ou qu'ils soient".

Riesz est revenu encore deux fois sur la théorie générale de sa méthode de somma-
tion : une fois dans sa lettre d Hardy déja mentionnée ([ 29]), une autre fois dans 1l'un
des trois articles [27] parus dans le premier volume des Acta de Szeged.Dans cet ar-

ticle figure a nouveau l'intégrale de Riemann-Liouville
o (x) = (1%)(x) = wror ¥ (-2)%7 o (2) dt
a T'la o ’

ol o >0 et ¢ est une fonction mesurable définie pour les valeurs X = 0 , fonc-
tion bornée dans les intervalles finis. Le théoréme des valeurs moyennes figurant dans

le titre de l'article est le suivant

Soit 0<a<l1, 0<g<x et

g(x,¢) "FTLT

o

5 0 o(t) de
12 existe alorns une valeur t pour Laquelle 0 <+t <& et glx,&) = @a('r) .

Une affirmation moins forte figure déj3 dans le livre de Hardy-Riesz [17,p.28,

lemme 7] . La démonstration repose sur l'identité un peu délicate

alx,8) = - [So_(v) M'(v) dv,
ol
Miv) = ’ 18 )T (u) 7 dt
T{a) T(1-a) v
en outre
Comme M(E) = 0 , il existe 0 <t < d'aprés le premier théoréme des valeurs
moyennes du calcul intégral, de sorte que g(x,&) = @a(rl) M(0) , et comme

0 < M(v) <1, il existe 0 < T < Tl de sorte que @a(rl) M(0) = @a(T) .

De ce théordme des valeurs moyennes ont découlé beaucoup de raffinements de
théordmes déjd connus, de Harald Bohr, Hardy-Littlewood et d'autres, ainsi que de
nombraux nouveaux résultats. Je donnerai pour exemple de ces derniers le théoréme

suivant
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Sodlent V et W des fonctions croissantes définies pour Les valeurs w > 0 .
Supposons que

T, (W) <V(w) et |Tlwsr,k)| <Wlw).

Alons, pour tout nombre 0 < j <k , i existe un C > 0 4ndependant de w , qui
ne dépend que de 4§ et de k et pour Lequel

F

IT(w;r,§)| <C (V(w)) (W(w))

pour tout w poSLELS.

Ce théoréme dit pour 1'essentiel que logT(w;X,f) est fonction convexe de la
variable j§ , et c'est pourquoi certains auteurs 1'appellent "théoréme de convexité
de Marcel Riesz'", comme par exemple Irwin et Peyerimhoff, qui 1l'ont généralisé
({22}). Cependant, c'est un autre théordme, discuté au paragraphe 9 et concernant

les opérateurs linéaires, qu'on a 1'habitude d'appeler "théordéme de convexité".

Du théoréme que nous venons de voir découle entre autres un théoréme démontré
par d'autres voies par Hardy et Littlewood en 1917 : Si la série (6) est sommable
dans une puissance ou dans une autre par la méthode de Riesz de type XA , et si pour
un k les moyennes R(w;A,k) de puissance k sont bornées, la série est sommable
pour toute puissance supérieure & Rk par la méthode de type A ({8,p.19,corollaire

1.71}).

Les prolongements les plus intéressants des résultats de Marcel Riesz se trouvent
dans un ouvrage d'Ananda-Rau {2}, couronné en 1918 & Cambridge par le prix Smith,

mais paru seulement en 1932. Parmi ces prolongements, l'un est que si
(An-kn_l)-lknun est borné et si (6) est R{w;),k)-sommable pour tout k , la série
(6) est convergente. En observant que pour le cas ou An=n les méthodes de Riesz

et de Cesaro sont équivalentes, nous retrouvons immédiatement 1'observation de

Fejér mentionnée au début.

Le livre de Chandrasekharan et Minakshisundaram {8} englobe toutes les recherches
poursuivies jusqu'en 1951 sur la méthode de sommabilité de Riesz ; on trouve chez
Zeller {46} un tableau assez complet de la littérature sur ce sujet jusqu'en 1955.

De nombreux articles parus jusqu'd ce jour traitent de ce sujet, et j'en ai énuméré
un certain nombre parmi les plus récents dans mes notes bibliographiques {ll 5 23
25 3 26 3 30 ; 43}. I1 est intéressant de considérer ce qu'on appelle les moyennes de
Cesaro généralisées ({6}), que définit, par 1l'analogie de (9) 3 un type A =(Aj) ,

1'égalité



- 1038 -

n A A, A,
Clrsr,k) = 2 (1= (- ) (1- L%,
§=0 n+l n+p n+p+1 J

ol k=p+s , p est entieret 0§ < 1 . Le lien entre les méthodes C(n;A,k)

et R{w;A,k) n'a pas encore été clairement établi.

Une autre direction de recherche intéressante et forte est la sommation de Riesz

. 1 .
introduite en 1951 par Boyd et Hyslop. Soit 0 < p <o , k> - E- et, comme toujours,
A= (An) ; la série (6) est sommable avec 1l'indice p , l'ordre k et le type A

pour le nombre 4 si

_EéiT fz |T(w;2,kR) - Awklp dw

W

tend vers zéro quand w + « . Cette méthode non linéaire a été utilisée par Richert
dans la théorie des nombres. Nous en trouvons un exposé exhaustif dans les articles

de Glatfeld {19} et Warlimont {45}.

Les chapitres V, VI et VII du livre de Hardy et Riesz [17] traitent des applica-
tions aux séries de Dirichlet de forme (17) des moyennes typiques. Le théoréme le
plus simple concernant ce genre de séries ([ 17,p.3,théoréme 1] ) énonce que si (17)

converge au point 4, = 00+iib , €lle converge uniformément pour tout nombre € > O
dans le demi-plan {A=o+ii ;3 0> 00+e} . I1 s'ensuit immédiatement qu'il existe un
nombre réel g, > qui peut cependant €tre +» ou -« , tel que (17) converge en
tout point 4 = o+{f pour lequel o > o, et diverge en tout point 4 = o+if
pour lequel o < o, - Le cercle de convergence de la théorie des séries de puissan-
ces correspond ici 4 un demi-plan de convergence, qui, dans le cas ol O, == ®
est le plan tout entier, et, dans le cas ol o, = t°, est l'ensemble vide. Nous
appelons le nombre 9 abscisse de convergence de la série (17).

Je voudrais éclairer par deux observations la différence des comportements des
séries de puissances et des séries de Dirichlet. On sait qu'il y a au moins un point
singulier sur le bord du cercle de convergence de la fonction représentée par une

série de puissances. Par contre, si 9, est l'abscisse de convergence finie de la

série (17) et si la fonction analytique {§(4) est la somme de (17) pour o > o, >

4(4) n'a pas nécessairement de singularité sur la droite o = g, - Ainsi la série
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z (-l)n_l n?d représente la fonction entidre (I-ZI_A)C(é) , mais son abscisse
n=1

de convergence est o, = 0. L'autre différence des comportements des séries de puis-

sances et des séries de Dirichlet se manifeste dans la convergence absolue des séries.
Une série de puissances est absolument convergente en tous points de l'intérieur du
cercle de convergence. Pour une série de Dirichlet on peut trouver un nombre réel o
(qui cette fois encore peut &tre +» ou -» ) tel que, en tout point 4 = otif

pour lequel o > 6', la série est absolument convergente et que, en tout point pour
lequel o < 0 , la série n'est pas absolument convergente ([ 17,p.8,théoréme 8] ). Il

est clair que 9, <o , mais il peut arriver aussi que g, <0 . Ainsi,

z (-1)" n-I/Z (log n)—A est convergente en tout point du plan, mais n'est
n=7

absolument convergente en aucun point.

De la méme fagon, pour 1l'abscisse de convergence il existe pour tout nombre

k > 0 un nombre oy, (- <§ck S ) tel que pour tout nombre 4 = g+it , pour le-
quel o > o, » la série (17) est sommable par la méthode R(w;A,k) , alors que pour
un nombre 4 , pour lequel g < o, » la série n'est pas sommable par la méthode
Rlw;A, k) ([17,p.43,théoréme 26], {8,p.56 ,théoréme 3.33}). Le nombre 0, est fonction

décroissante de k : cela découle du théoréme de Hardy et Riesz appelé st theorem
04 consistency , qui établit que si la sdrie (6) est sommable vers h par la méthode
de Riesz d'ordre k et de type A , pour tout nombre k' =k 1la série est aussi
sommable vers h par la méthode d'ordre k' et de type A ([17,p.29,théoréme 16] .
{8,p.9,théorame 1.51}). Le théoréme dit 4econd theonem 04 consistency compare les

méthodes de sommation de divers types ({S,Chap.II}). Pour le cas ou An = log n ,

Hardy et Riesz démontrent ([17,p.58,théordme 49]) que,si k' =k >0 , on a
9 < o‘k,-*(lz'—h) , c'est-a-dire ok-{k'-k) < O < o, . Pour le type général et pour
la sommabilité absolue, des résultats analogues sont valables ({8,p.63,3.4}). Un im-

portant groupe de théorémes établit des relations entre 1'ordre de sommabilité et la

croissance de la fonction représentée par la série.

Dans l'article mentionné en [22], Marcel Riesz &tend aux séries de Dirichlet le
cercle de problémes 1iés au théoréme de Fatou et étudiés au paragraphe précédent. Le

résultat le plus important de 1'article est le suivant

Sodt ¢ > 0 et supposons que La serie (17) satisfait a La condition



0
doe + d,e F ool F dne »

(22) 1im
nroo n

Dans ce cas (17) converge dans Le demi-plan o > 0 et représente une fonction £(4)
négubiene. Si §(s) est negulitne au point 4=it de L'axe imaginaire, (17) converge
en ce point verns f(s) . S{ §(s8) est négulitre en tout point d'un segment fenme

de L'axe imaginaire, (17) est uniformément convergente sur ce segment.
[(22) est satisfait.,
Notons que si (17) converge en un point de la droite o = 0, Supposons que la

® -4 L
série Z d e " converge. Etant donné ¢ > 0 , il existe un nombre entier N
n=0
tel que
-4 -4 X
!dNe Nt+...+dne n|<e pour n=N .
Soit n=N,
N-1 X.c n Yy
S;= Z ded et S, T de
j=0 J - j.—.N J
—Anc
Comme A, tend vers 1'infini, il est clair que ISTIQ + 0 quand n » ~ . Par

la transformation d'Abel ({35,t.I,p.222,§144}), nous obtenons

(c+it)

+] )+

n-1 -AX -Ah.t Aa(erdt) M.
SZ = 2 (de Nt to.+rde T )(ed -e
o J
4=N
'Llni

kn(c+it)
ves dne

) e .

RAE:
+

(dNe

Maintenant

AL (e+it) A, 4 (erdit) ,
e d _ e It (erit)r 4

’

A
= - IA{+I (e+it)e
J

et ainsi ([17,p.3,lemme 2])

X (e+lt) X, letit) X
g PR | < lerit] [3* e oy =

e A,
1

, A, L0 A
lerit] (Ji+1® 055

c

D'ol il suit que
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, AcC AL AcC
]Szl<e-l%£l-(e"-eN)+ee"
et que

-l ,
s,le " <t ).

La démonstration du théoréme s'établit par la méme méthode que j'ai esquissée
au paragraphe précédent concernant le théoréme de Fatou sur les séries de puissances.
Plus tard, Agmon a appliqué la méme méthode au probléme des moments et d 1'approxi-

mation polynomiale pondérée ({l}).

Dans le cas ou An = n, en posant zZ = e 3 , la série de Dirichlet (17) n'est

c

autre que la série de puissances (12), et, en posant R = ¢ > 1 , la condition (22)

n'est autre que la condition

n
+ + ... *t
co clR cnR

(23) 1im =0 .
n
yreo R

Si nous démontrons que (23) découle de la condition c, 0 , le théoreéme de Fatou

relatif aux séries de puissances sera en réalité un cas particulier du théoréme re-

latif aux série de Dirichlet. Supposons donc que ¢, > 0 , et soit R > 1 . Etant

donné € > 0 , il existe un nombre entier N tel que Icn' < € quand n2N.

Nous avons alors, pour n =N,

n N-1
le, e R+ +e, RY| < le,#eeoteyqR | , 121\1+..._”2;'z<
n n € n
R R R
N-1
le,teeote R | s R s Ry
" € R-T R-1’ ¢

sl n est assez grand.

La proposition contraire est aussi valable dans le cas des séries de Dirichlet.
Supposons en effet que la condition (22) est remplie, et soit € > 0 . Nous avons
alors, pour n assez grand :

(Ao-xn)g (A= e

|d e +d.e

Fo ¥ <
o 7 ces dnl Se

et



(A =) _.)e (A=) e
o "n-1 1 "n-1 <
|d e +dse toord ] <e .
(X _I-An)c
Puisque 0 < e n <1, il est d'autant plus vrali que
(A -2 Je (A,-2 Je (A =X )e
|d, e on +dqe e toord _ge U Y ,

et, par une soustraction, nous arrivons a 1'inégalité |dn| < 2 .

Dans son article, figurant en [30], Marcel Riesz étend aux séries de Dirichlet
les généralisations du théoréme de Fatou qui ont rapport avec la sommabilité de
Cesaro de la série des puissances. Avant de communiquer les résultat de l'article en
question, je voudrais noter que la méthode de sommabilité de Riesz est applicable,

a la place des séries infinies, aux intégrales du type

(2u) [7 ul) dt

([17,p.23]). Soit k=0, et A la fonction continue strictement croissante de la
variable £ 20 , ol A(0) = 0 et A(f) » » quand % tend vers 1l'infini. Les

moyennes de Riesz d'ordre R et de type A de l'intégrale (24) sont définies par

(25) Rlusr,k) = L (f)gu (wr(2))® wit) dt .
w AL

Si nous introduisons la notation

TA(w) = ) ult) dt ,
AME)S w

les moyennes de Riesz peuvent s'écrire sous la forme
1 w k k W k-1
Rlw;A, k) = ;E fo (w-1) dTA(T) = ;E fo (w-1) TA(T) dt

qui concorde parfaitement avec 1'égalité obtenue dans le cas des séries. Dans le
cas o A(t) = %, on appelle généralement les moyennes de Riesz moyennes de Cesaro

de 1'intégrale (24) ({20,p.110,§ 5.1u}).

Nous pouvons considérer comme généralisation commune des séries infinies et des

intégrales impropres 1l'intégrale de Stieltjes
f: u(t) dA(%)

et ses moyennes de Riesz de la forme
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Rlus, k) = 1o [ e (21 ult) dAle) .
w ME)S w

Riesz avait déj3a communiqué dans les Comptes Rendus [6] en 1909 1'essentiel de
ses résultats de [30] . Entre temps les travaux de Cramer {9}, Walfisz {44} et d'au-
tres ont montré que ces résultats pouvaient avoir des applications dans la théorie
des nombres, ce qui fait qu'au bout de quinze ans Riesz s'est enfin décidé a publier
les démonstrations. L'article d'encyclopédie de Bohr et Cramer {5} donne une bonne
idée de ces applications. Récemment Paul Turdn a appliqué les moyennes typiques &

1'évaluation de la fonction zéta de Riemann dans 1l'intervalle %-< Res < 1 ({42}) H

la formulation exacte et le schéma de la démonstration de son théoréme figurent dans

1'exposé détaillé de Schoenfeld dans le tome 15 des Mathematical Reviews (p.402).
J'en viens 3 1'exposé du [30] . Dans cet article Marcel Riesz considére les inté-
grales de Stieltjes de forme

(26) I et dA(2)

et leurs moyennes w_k Ah(é,w) d'ordre k , ou

A ls,0) = [0 B0t ® dAle)

, et A(t) = 0 quand 0S<Et<\r_ ,

si A(t) = do+d1+...+dn quand An < £ < An+1 o

(26) rentre dans la série de Dirichlet (17). Introduisons la notation
_w k
Aylw) = [0 (w-2)" dA(2)

et supposons que la condition

Alw) = 0(e“%"
est satisfaite pour le nombre ¢ > 0 quand w + «» . Alors (26) est uniformément
sommable dans tous les domaines bornés du demi-plan Re 4 > ¢ avec l'aide des moyen-
nes d'ordre k , et, ainsi, il définit une fonction §(4) holomorphe dans ce demi-

plan. D'autre part, les énoncés suivants sont valables

1) Si 4(4) est réguliére en un point de la droite Re 4 = ¢ , les moyennes

d'ordre k de (26) tendent, en ce point aussi, vers la valeur £(4) .

2) Supposons que k = 0 et que §(4) est bornée 3 droite d'un segment de la
droite Re 4 = ¢ . Alors (26) converge vers la valeur {(4) en tous les points ol
la fonction limite existant presque partout sur le segment satisfait 3 une condition

de Lipschitz. La condition de Lipschitz peut étre remplacée par n'importe quelle
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condition entralnant la convergence de la série de Fourier.

3) Soit k > 0 et 4(4) & nouveau bornée a droite d'un segment de Re 4 = C .
Dans ce cas les moyennes d'ordre k de (26) tendent vers 6(4) en presque tous les

points du segment.

A chacun de ces énoncés correspond un énoncé semblable sur la convergence unifor-
me. Ainsi, par exemple, dans le cas 1) les moyennes tendent uniformément vers 4(4)

sur tous les segments fermés ol §(4) est réguliére.

La démonstration s'appuie sur le théoréme auxiliaire suivant, qui, encore une
fois, est prévisible par la méthode mentionnée au point précédent, concernant le

théoréme de Fatou :

Soit b une fonction intégrable sur la demi-droite £ 20 , k un nombre réel.
Supposons que b(t) = O(Ik) quand £ > » , et soit F(4) la fonction holomorphe

dans le demi-plan Re 4 > O , représentée par l'intégrale
f: e blt) de

qui y est absolument convergente. En tout point & de l'axe imaginaire ou F est

réguliére, la relation

,

- J _ :
e W8 E(09EE(g)) - [0 o yt)] blt) dt = o(uP)
ded °

est satisfaite pour n'importe quel nombre entier positif 4 .

Un théoréme auxilaire analogue, concernant les séries de puissances, a été appli-

qué par Gdbor Szegd ({36}) dans le cas hk=j=0 et 0 a la place de 0 .

Dans sa lettre a Mittag-Leffler postée a Gydr en date du 6 octobre 1910 - et
mentionnée en [ 13] - Riesz applique aux séries de Dirichlet non pas sa propre mé-
thode de sommation mais celle de Borel. Supposons que la série de puissances (12)
est convergente dans un voisinage de l'origine des coordonnées et qu'elle y définit
une fonction holomorphe £(z) . Nous entendons par étoile de Mittag-Leffler de la
fonction {(z) 1la frontidre de 1'ensemble des points z ol £(z) peut étre pro-
longée analytiquement le long du segment de droite allant de O a 2z . Mittag-
Leffler et d'autres ont défini plusieurs méthodes de sommation qui somment vers la
valeur £(z) 1la série (12) dans toute 1'étoile ({20,p.77,§ 4,11 et p.190, § 8.10}).
Riesz considére la série de Dirichlet (17) et lui transpose les notions mentionnées.
Supposons que (17) converge dans n'importe quel demi-plan = {A | Re 4 > c}
et qu'il y détermine ainsi une fonction §(4) holomorphe. Riesz appelle étoile

horizontale de la fonction {§(4) 1'ensemble des points 4 = o+{f pour lesquels
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4(4) peut étre prolongée analytiquement le long du segment de droite allant du
demi-plan ¥ au point 4 , et paralléle 3 l'axe réel. Pour un nombre réel £ ,

désignons par Ot la borne inférieure des valeurs o telles que o+{f appartient
3 1'étoile horizontale de 4(4) . Quand Ty est finie, oijit est la premidre sin-

gularité de §(4) , que nous rencontrons en allant depuis le demi-plan #H , vers la

gauche le long de la droite Im 4 = £ . On appelle sommets de 1l'étoile les points

o, 4t ({3,p.184-192,n° 56-59 ; 5,p.759,n° 13}). Pour le nombre o positif, Riesz
1 P P

introduit les sommes Borel-Mittag-Leffler généralisées de la série (17)

-\ 4
o dnen

o (8) = Z
o n=0 T +aAn

et obtient, pour la fonction 4(4) , l'intégrale

v
§la) = [ % v (s-av)e” du .

I1 examine avec précision les cas ol cette intégrale est valable, et il tire les con-
clusions que, d'une part, wa(é) tend vers la valeur 4(4) en tout point 4 de
1'étoile horizontale quand a - 0 , et ,d'autre part, que l'abscisse Ot du sommet

de 1'étoile s'obtient par 1l'égalité

Op = lim lim supla log+|¢ (-w+it) |-w)
o0 w>o @

od log x = max(0,log x) .

La méthode de sommation de Riesz joue un grand rdSle dans la théorie des séries

de Fourier a plusieurs variables. Soit § une fonction définie dans un espace Rn

réel 3 n dimensions, intégrable dans le cube unité Qn défini par 1< x.=<-£ .

et périodique, c'est-a-dire que {(x+m) = §(x) , ou x = (x,,...,xn) e R" et
2 n N

m=(m1,...,mn) est un '"noeud de réseau'" Z , c'est-a-dire que chaque composante

m, est un nombre entier. Les coefficients de la série de Fourier (complexe)

J

(27) ) Y, eZﬂLm.X

m

de la fonction {4 sont donnés par

Y - j 6()(.) 2-21T4:m.xdx ,

OU M.X = MyX +...4m X et, dans la somme (27), m _parcourt le réseau z
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Les moyennes de Riesz d'ordre hk de la série (27) sont les

sommes
[mlz k 2nim.x
(28) R(x,w;k) = Z (1 - 7 )%y e
< m
Im| <o

N 2 2,1/2 . £ £
ol |m| est la longueur (mi#+...+m ) du vecteur de réseau m ., Bochner a démontré
en 1936 ({4}) que,si k > ﬂ%l , les expressions (28) tendent vers la valeur {(x)

en presque tous les points X quand w + « . C'est d cause de ce théoréme qu'on ap-
pelle parfois les sommes (28) moyennes de Bochner-Riesz ; on utilise aussi 1l'expres-
sion "moyennes sphériques'". Dans le cas ou n=] , le théoréme est équivalent au

théoréme mentionné 3 la fin du premier paragraphe.

Je voudrais rappeler ici que les moyens d'expression actuels de l'analyse har-
monique éclairent bien les causes plus profondes de ce genre de théorémes de somma-

tion ({34,chap.VII}). Soit g wune fonction intégrable dans tout 1l'espace R" et

ale) = e ImMEX 5 (x) dx

[RVI.

la transformée de Fourier de g , ou £ € Rn et E£.X = £]x1+...+£nxn . Si nous sup-

posons que,pour tout nombre a >0 , g et g satisfont aux inégalités

(29) la(x)| <cl1+]x])7"%, |§le)] <cli+]g))™®,

la formule de Poisson

(30) o Gim FMMX s g(xem)

n
me Z meZn

est vérifiée ({34,chap.VII,p.252,corollaire 2.6}). Considérons a présent une fonction

¢ pour laquelle [ ¢(x) dx = 1 , et désignons sa transformée de Fourier par &

IR”'

au lieu de ¢ . Supposons que ¢ et & satisfont les inégalités analogues a (29).

Soit, pour tout nombre e > O , ¢€(x) = lz-¢(§J ; nous avons alors ﬁe(g) = o(ek) .
£

Désignons, d'autre part, par 60 la fonction qui coincide avec la fonction §

dans le cube unité et qui est égale a zéro ailleurs. Nous avons Yy * ﬂo(m) ,

et si nous observons que, pour la convolution ¢ * 60 définie par
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le *§,) (x) = [ o _lx-y) §ly) dy ,

la "formule d'échange"
* - =
(v *6,17(g) = oleg) § ()
est valable, nous obtenons, en la substituant au (30), l'identité

(31) z o (em) Yo ez"‘;m'x = > (we*éo)(xm) .

me Zn me Zn

D'aprés (29), il est aisément prévisible que

Z (o x4 ) (x+m)
m#o e 0

tend vers zéro quand € -+ O . D'autre part, ws tend vers ce qu'on appelle le
delta de Dirac quand € + 0 , c'est-a-dire que (¢€*50)(x) > 50(x) en presque tout
point x .

Soit d présent ¢ la fonction de noyau o, de Riesz déterminée par

2,k
fa-le]t)t, s el <1,
(32) 2le) - { 0 , osio gl > 1,

1

et soit w = ; alors le cOté gauche de (31) entre dans la moyenne de Riesz men-

€
tionnée au (28). D'autre part, nous avons o, = Jk , ol
T(R+1) 1

(x) = J (2n|x|)
v, (x o] n, %,, . x|
Ix]

et Ju désigne la fonction de Bessel d'ordre v . Comme IJU(i)| <§Ct-1/2 quand
1

X » o , la formule (29) est valable quand L ) , c'est-d-dire quand

2 Z
-1

D —

2

Un résultat analogue est obtenu pour l'intégrale de Fourier d'une fonction

g e LI( mﬁ) :si kR > E%l les moyennes
£ Z kR - 2mLE. X
[ - LEk ge ofméex g
lel<w .

tendent vers la valeur g(Xx) en presque tout point X € r" ({34,p.170}). D'une

maniére voisine se pose le probléme de savoir quand les fonctions-noyaux de Riesz
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vues en (32) sont des multiplicateurs de Fourier. Soit Y une fonction mesurable
bornée ; définissons pour la fonction { appartenant a 1l'espace P rR"Y) 1'opérateur
T par la relation (T§) = u§ . Si T est une projection continue en lui-méme de
1l'espace P rRY) , nous disons que p est multiplicateur de Fourier regardant 1'ex-

posant p . A la question de savoir pour quelles valeurs p et kR @k sera multi-

plicateur de Fourier, les résultats obtenus jusqu'd présent - méme trés approfondis -
n'ont pu donner qu'une réponse partielle ({13}). Utilisant les propriétés de multipli-
cateurs des noyaux de Riesz, Trebels a découvert de nouvelles classes de multipli-
cateurs de Fourier et en méme temps généralisé en partie un résultat de Béla SzSke-

falvi-Nagy ({37,39,40,u41}).
Les moyennes de Riesz jouent un rdle dans l'approximation, surtout dans la théorie
abstraite de Butzer et son école. Soit X wun espace de Banach et {Pj} une suite

de projections de l'espace sur lui-méme telle que Pij =0 si 4§ # k . Nous suppo-

sons que,si le vecteur { € X , pour tout indice 4 , satisfait 3 la condition

PJ6 = 0 , nous avons 4 = 0 . La série ? PJ6 peut étre considérée comme la série

de Fourier abstraite du vecteur { , et la question qui se pose est de savoir si la
série converge ou est sommable vers § . Le probléme est trop général pour pouvoir
etre résolu, et c'est pourquoi on stipule d'ordinaire que pour n'importe quelle va-
leur de k > 0 les sommes de Riesz de la série a termes vecteurs satisfont 3 la

condition

1= -4k e g <ag
<o oo

({38,p.19 et 42}). Outre cette condition, on peut poser des conditions qui indiquent

si la suite u = (uj) est ou non multiplicateur, c'est-da-dire s'il existe un
§" € X (nécessairement unique) qui satisfait pour tout j§ 1'égalité Pj5u=uij6
({38}). Parmi les méthodes de sommation figurent les moyennes de Riesz de forme
Alf) Rk
Rlush,k) = = (1 -2t )®p g,
<uw .

ol A est une fonction strictement croissante définie sur la demi-droite (0,x) ,
fonction qui satisfait 3 des conditions précises ({38,p.57}). Pour ces moyennes
Trebels démontre un théoréme correspondant au second theorem of consistency ({38,

p.47}). Des résultats semblables sont valables si nous remplagons la série X Pjﬁ
par une intégrale ({7}).

Enfin, HSrmander a utilisé les moyennes de Riesz pour étudier le comportement
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asymptotique des fonctions spectrales des opérateurs différentiels elliptiques

({21 ; MR uvo # us18}).
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