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"SUR LE MEILLEUR TERME PRIMITIF EN TOPOLOGIE"
*
par Antoine APPERT

Résumé. Plaidoysr pour lae construction de la topologis & partir du
terms primitif "point adhérent & un ensemble”.

Nous prenans ici les termss de topologie et d'sspece taopologiqus au
sens de Bourbaki(a), sens qui est équivalent A celui de notre manuscrit
inédit dit H.S.(') dont la terminclogis sat conforme 3 cells de la pré-
sente Note.

Définition 1. Nous appelons temme primitif de la classe des espaces
topologiques toute notion dont le donnde détermine compld2tement la topo=-
logie d'un espace quelconque de cette classe. Un tel terme primitif semas
dit strict 8'il est compliétement déterminé par cette topologie.

Le probléme se pose de savoir quel est le terms primitif le plus
aventagesux & adopter pour construire 2 pertir de lui la topologis. Parmi
ces teemes primitifs envisageons les notions suivantes(3): ensemble ou-
vert, snsemble fermé, adhérence cu farmeture d'un ensemble, point adhérent
4 un ensemble(c’est-a-dire point € adhérence de cet ensemble), dérivé d'un
ensembls, point d'accumulation d'un ensemble(c'est-d-dire point & dérivé
de cst ensembls), intérieur d'un snsemble, voisinage d'un point(c'est-d-
dire ensemble tel qus ce point € intérieur de cet snsemnble), famille des
voisinages distinguée d'un point(c'est-d-dire famille de voisinages d'un
point au sens de Fréchot(z). c'est-d-dire systéms fondamentsl de voisinages
d'un point su sens de Bourbeki), baso ds 1'espace. Tous ces termss primi-
tifs sont stricts 3 1'excsption dss deux darniars.

Pour voir quel est le plus avantagaux de ces termes primitifs il y
a liey de les examiner par rapport 3 l'opération de relstivisation et a

le notion de propriété topologiquement intrins2que.

(1) Antoins AFPERT, ®"Recherches sur la thioriz de la mesure et sur la
topologie généralisée™, Manuscrit déposé aux Archives de 1'Aced. des Sc.
de Paris dans le Fonds Fréchet en 1979.

(%) M. FRECHET, Les_ssusces sbetreits..., Faris, Gauthier-Villars,

(3) Les notions ci-amprds d'ouvert, de ferm$, d'adhérence, d'adhérsnt a,
d'intérisur, des voisinage, de base de l'sspace sont prises au sens de
Bourbaki (Topolcgie Générale, Chap. I). De plus, un point a est dit point
d'accumulation d'un ensemble £ si a est schérent 3 E --{a} .
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Définition 2. Pour tout espacs topologiqus P et pour tout enssmble Q,
on dira que Q se déduit de P par relativisation ou que Q est un gsous-ese
pace topologigus de P 8i Q c P st si, pour tout point a € Q et tout
ensemble € € {Q, on a:

a est adhérent & £ dans Q & a est adhérent 2 E dans P.

Alors { est un espace topologigue.

Cette détTinition 6guivnut(4) sux définitions usuelles d'un sous-es-

peces topologigue.
o
Définition 3. Nous disons qu'unas propriété $ concernant des points

ou sous-snsembles d'un espace topologique P est topologiquement intrine

sdgue 8i toutes les fois que ces points appartiennent & et que ces sous-

snsambles sont contenus dans un m3me sousesapace topologique Q de P, et
quel que soit ce sous-sspace, plots on a
® est vrais dans P &« %D ost vraie dans Q .
On constats que les ssuls termes primitifs en topologis énoncés
plua haut qui socient toujours topologiquement intrinedques sont les deux
suivants: "point adhdrent 3 un snsemble” st "point d'accumulation d'un

ensaemble". Le premier ds cé%?%%rnas primitifs sst celui des_deux qui

donne les constructions les plus simples des diverses notions utilisées
an topolagis.

Nous pensons qu'il y & intér8t & utiliser en topologie un terme
primitif topologiquement intrinsdque, at 3 y formuler les définitions
aussi directsment que poss}?}g;b partir de ce terme primitif; en sffet
alors celies dss propgf%ﬁ%%¥%§¥£%bnt topologiquement intrinsdques serxont
socuvent reconnues comme telles au premier coup d'oeil. Le terne primitif
"point adhérent 3 un ensemble™ a donc notre préférencs; il est de plus
trés intuitif(5).

Nous disions sutrsfois 'contigu'(é) au lisu dgndhiront', ce qui in-
citerait & dire "contiguité®™ a la place d'"adhérsnce”.

4
(") En particuller ells équivaut 2 la définition de Bourbaki (loc.cit.).

5
(7) Plus intuitif que celui d'snsemble ocuvert, comme traduisent la
notion de proximité.

6

() Antoine AFPERT, Sur les t ogies transitives, Bull. Acad. roy.
Belgiqus (Clssse des Sciences), XXIII, 1937, 2, pp. 135 - 142.—
Antoine AFPERT et KY FAN, Espaces topologigues intermédisires ... , Perxis,

Hermann, 1951.
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Les considératicns ci-dessus ont été développéess, st étenduss
3 des espaces plus généraux, par nous dane M.S., Chapitre I11, §IV et §V.

Bian des définitions et propriétés formulées de fagon 2 appareltre
au premier coup d'csil comme topologiquement intrinsdques ont été énon-
céas par nous dans le Chapitre III du M.S. . L'emploi systématique du
terme primitif "point adhérent 3 un ersembls™ s'est montré tra2s avanta-
geux st simplifisnt dans les espaces unifcrmes st uniformes-généralisés,
les espaces majorés, écartés, distanciés, etc.(voir M.5., Chepitre I1I,
et Chapitre I, §11I; voir aussi (6)).

Exemples. Soit P un espace topologique, E un sous-ensemble de P,
et § un sous-espace topologique de P tel que £ cC Q.

La définition uauella(7) d'un ensemble connexe équivaut & la suivente:

E est connexe 5 Pour tous ensembles G et H non vides tsls que
£ =6 UH, il existe un point de G qui est adhérent & H ou un point de
H qui st adhérsnt 3 G.

Alors (Définition 2) on a3

£ est connexe dans P & E est connexe dans {.

Donc (Définition 3) la propriété pour un ensemble d'8tre connexe
est topologiquement intrinséque.

Par contre la propriété pour un ensemble d'8trs ouvert (resp. fermé)
n'est pas topclogiquement intrinséque. En effet, si € = (, alors E est
& la fois cuvert et fermé dans ({ sans Btre nécessairement ouvert dens P
ni fermé dans P,

La propricté pour un ensemble d'8tre cnmpact(a) (au sens de M.S.
plus général que celui de Bourbaki puisque ne Bupposantl§§§§ng%%§%§§y
de Heusdorff) est topologiguement intrinsdque sn vertu de la forme Pa
(vcir M.G., Chepitrs III, §I, p. 67 et Théoréme 1, p. 68)que l'aon
peut donner & sa définition.

La propriét€ d'une applicaticn d'une partie E d'un espece topoloe
gique P sur une partie F de P d'8txe continue, est topulogiquement in-
trinsdque en vertu de la défirition d'une applicetion continue donnés
dans M.S., Chapitre I, §III, pp. 15 - 16. Ici, dans l'applicetion de la
Céfinition 3, il faut cue EU F € Q.

(7) Bourbaki (loc. cit.).

8
(") compact eu sens de M.S. = quasi-compact au sens de Bourbaki(loc.cit.)



- 66 -

11 serait facile de généraliser un psu la Définition 3 pour étendze
ceci au cas d'une application continue d'uns partie d'un espacs topo-

logique P sur uns partie d'un deuxidme espace topologique P

1

Pa s'énonce comme suit:
Pe (propriété cantorienns générg&ig‘g(s) d'un ensemble E). Pour

toute famille monotone non vlda'g(dn parties non vides de E i1 existe
un point de E adhérent & tout snsembls de ?(.

Notons que nous disons qu'une fumillcgiid'-ns-uhlc- sst monotons
si, 6tant donné deux ensembles quslconques a.QV s 11 y en a toujours un
qui sst une partie de 1l'autre.

Las définition(g) d'une application continue, donnés dans M.S.,
s'énoncs comme suit dans le ces particulier des espaces topologiques:

Une application f d'une partie £ d'un espace topologique sur une
parties d'un espace topologique distinct ou non du premier sset dite
continue si ells vérifie la condition suivante:

(o). Pour tout snsembls A € E st pour tout point x € E on a:

x est adhérent & A = f(x) sst adhérent a T(A) .

Axjomstique généralisés. Nous resproduisons trds partisllement ici
notre manuscrit M.S.s Nous appelons espacs topologigus-généralisé, plus
bridvemsnt sapace togggn, tout snaemble P d'éléments appelés points ol
on & défini une relation quelconque "a adhérent & E" qui a lieu ou non
pour tout point a € P et tout snssmble € C P. On appelle gdhézence ds E
1'snsembls des points adhérents a E.

Soient les sxiomes suivants que 1l'on peut admettre on non dans
un espace topgsn:

.xi1. Tout point adhérent & uns partie d'un ensemble sst adhérent

& cet ensembls.

axi Tout point d'un snsemble est adhérent 2 cet enssmble.

nx1:. Aucun point n'est adhérent A l'ensemble vide.

axi . (L'adhérsnce de 1'asdhérence d'un ensemble quslconque) =
1'adhérence de cet snsemble.

nxis. Tout point adhérent 3 la réunion de deux ensembles est

adhérent & 1'un au moins d'sntre eux.

(9) Définition équivalents, dans les especes topologiques, A cells
de Bourbaki (loc. cit.).
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Alors on a:
sspece topologique = espace topgen vérifiant les cing axiomes
ci~dessus.

En suppriment axi_, on cbtient nos espaces (’K;) ou espaces &

5
topplogi.-ttunaitivo(‘) introduits par nous en juin 1932 (Comptes rendus
Acad. des Sc., Paris, 194, p. 2277); l'axiome nnia était alors eppelé

par nous &R . En supprimant axi

ot axi, on obtient les espaces (‘v)
de F:echot(z).

5
Nous avons introduit 1'axiome uuivunt(6)x
axi‘ 1(-xio-c de trensitivité). Tout point adhérent 2 un ensemble
(4
de points chacun adhérent 3 un snsemble £, sst adhérent & E.
On a dans tout sspace topgcn(s):
axiz = (axi‘.‘ & -x11/\ -xi‘).
Ce qui permet d'écrire:

espace ('}, ) = espace (’V) vérifiant axi = sspace topgen vérifiant

4,1

axiz. axia et -xi‘.‘

sspace topologique = sspace topgen vérifiant axi

’ “13'.‘1‘ st axi_.
(4

2 1 L

Dans tout esspace topgen nous posons (M.S., p.97):

base de l'espace = fnmillofﬁld'cnt-nblo- telles qus, pour tout point
a st tout ensemble E, on eit:

a est adhérent & £ & tout ensemble do(Bconpranmt a comprend
un point de E.

Nous avons démontré (M.S5., p. 111 bis) que dans tout sspacs topgen P:

nxizl\ axi a4 & P possdde une base,

ot que les sspaces topgsns possédant uns bass sont un peu plus généraux
que les espaces (*V).).

Pour les notions de base de voisinages et de voisinage distingué
dans lss espaces topgens, voir M.S., pp. 71 = 76. Les sspaces Vk:)
sont désignés dans M.S. par le terme d'espaces (*V;). car ce sont les
espaces (*)) vérifient nxi‘.

* (Note de la rédaction.) C'est G. Choquet qui a bien voulu nous communiquer le présent
article. Il nous écrivait, le 4 avril 1981, & propos de cette Note de A. Appert :
"Venant d'un disciple direct de Fréchet, qui a beaucoup réfléchi sur les fondements
de la topologie, sa Note est un témoignage sur les préoccupations qui ont été celles
des fondateurs de la topologie. A ce titre il m'a semblé qu'elle pourrait intéresser
des historiens des sciences et les mathématiciens ou philosophes qui réfléchissent

d la naissance des concepts."



