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LISTE DES TRAVAUX DE JULES DRACH

. POINCARE H., Lec¢ons sun La théornie de L'élasticité, rédigées par E. Borel et J.

Drach, Paris(Carré), 1892.
Surn une application de La théonie des groupes de Lie (Comptes Rendus Acad. Sci. Pa-
ris, 116(1893), 1041-10u4),
BOREL E. et DRACH J., Intrnoduction a L'étude de La thionie des nombres et de L'al-
gebne supérieure, d'aprés des conférences faites d 1l'Ecole
Normale Supérieure par J. Tannery, Paris(Nony), 18951.
Sun L'application aux Bquations difgerentielles de méthodes analogues a celles de
Galois (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 120(1895), 73—76)2.
Sun Les systemes completement ornthogonaux dans L'espace a n dimensions et sur La
neduction des systemes difgerentiels Les plus géneraux (Comptes Rendus Acad. Sci.
Paris, 125(1897), 598-601).
Sur une classe d'equations Linainres aux dérivées partiellfes (Bulletin Sic. math.,
1° partie, (2), 21(1897), 140-152).
Essal sun une theonie génerale de L'intégration et sur La classification des tran-
scendantes (Annales sci. Ecole Normale Sup., (3), 15(1898), 243-384)3 = Paris(Gau-
thier-Villars), 1898.
Sun Les integrales completes des equations aux dérivées partielles du second ondre,
Compte rendu du 2¢ Congrés international des mathématiciens, Paris(Gauthier-Villars),

1902, p.281-289.

. Sun centaines degormations remarquables (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 136(1903),

996-998).

Surn une forme nouvelle, Lin2ainre, de L'tquation dont dépend La détermination des
sunfaces qui ont un elément Lindaire donné (Bulletin Sci. math., 1° partie, (2),
28(1904), 117_127)4'

Surn Les Lignes géodesiques (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 147(1908), 1267-1269).
Sun Les systemes completement onthogonaux de L£'espace euclidien @ n dimensions
(Bulletin Soc. math. France, 36(1908), 85-126).

Recherches sun centaines déformations remarquables d néseau confugul persistant
(Annales Fac. Sci. Univ. Toulouse, (2), 10(1908), 125-164).

Sur Le probleme Logique de L'intégration des Equations differentielles (Annales Fac.
Sci. Univ. Toulouse, (2), 10(1908), 393-472), '

Sun un probleme concernant Les Lignes géodésiques (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,
148(1909), 150-152)5.

Sur Les congruences de normales et Les transformations de contact (Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, 148(1909), 1082-1085).
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Notice sun Les trhavaux sclentiflques , Toulouse(Privat), 1909 ; 11° partie (1909-

1922), Toulouse(Privat), 1922 ; 111° partie (1922-1929), Paris(Presses Universitai-

res de France), 1929.

Sur Le probléme logique de £'intégration des equations differentiefles (Comptes Ren-

dus Acad. Sci. Paris, 151(1910), 192-195).

Determination des Lignes de courbure de La surface des ondes de Fresnel (Comptes

Rendus Acad. Sci. Paris, 152(1911), 1144—1147)6.

Détermination des Lignes asymptotiques des surfaces génzrales du thoisieme deghe

(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 152(1911), 1u458-1461).

MEYER W.F. et DRACH J., Théonie des gormes et des invariants, Encyclopédie des Scien-
ces mathématiques, t.I, vol. II, p.386-578, Paris(Gauthier-
Villars), 1911—19127.

Sun Les equations difgerentielles de La géométrie (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

154(1912), 415-418)°%,

Surn Les intégrales communes a plusieurs probLemes de mécanique (Comptes Rendus Acad.

Sci. Paris, 157(1913), 1516-1519).

Sur £'intégration logique des Zquations digferentielles ordinaires, Proceedings 5th

International Congress of Mathematicians, vol. I, p.438-497, Cambridge(The Univ.

Press), 1913.

Surn Les equations difgerentielles de La géométrie, Proceedings 58 International

Congress of Mathematicians, vol. II, p.145-159, Cambridge(The Univ. Press), 1913.

Surn Les equations difgerentielles du premiern ordre et du premier degré (Comptes

Rendus Acad. Sci. Paris, 158(1914), 926-929).

Sur Le groupe de rationalite des equations du second ordre de M. Painfevé (Bulletin

Sci. math., (2), 39(1915), 1° partie, 149—166)9.

Sun Les groupes complexes de rationalite et surn L'intégration par quadratures

(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 167(1918), 743-746)10.

Integration d'une equation aux dérnivées partielles de La dynamique des glulides

(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 167(1918), 9u43-945).

2
Determination des cas de reduction de L'equation difgérentielle g—%-= [ v(x)th ] ¥y
. dx

(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 168(1919), 47-50).
Sun Les solutions algebriques des equations difgérentielles du premiern orndre

(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 168(1919), 212-215).
2
Sun 'integration par quadrature de L'équation g—%-= [ v(x) +h]y
dx
(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 168(1919), 337-340 , erratum p. 532).
2
Sun R'intégration, parn quadratunes, de L'équation 47 - F(x,y) (Comptes Rendus

2
Acad. Sci. Paris, 168(1919), 497-501). dx



34,

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41,

L2,

43.

Ly,

45,

4e.

b7,

48.

49,

_20_

Deterunination des intégrales premieres de L'équation différentielle des Lignes

géodesiques, rationnelles, par rapport a La dérivée premigre de La fonction Lincon-

nue (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 169(1919), 1155-1158).

Sun £e mouvement de £'axe d'un solide homogéne pesant de névolution qui a un point

gixe sun cet axe (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 170(1920), 1156-1159).

L'equation diggerentielle de La balistique exténieure et son intégration par qua-

drature (Annales sci. Ecole Normale Sup., (3), 37(1920), 1—94)11.

Sun quelques applications de L'integration Logique des Equations difgérentielles,

Comptes rendus Congrés international des mathématiciens, p.356-380, Toulouse(Privat),

192112.

Surn La determination des quations differentielles du second ordre Aintégrables par

quadratures (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 174(1922), 797-799).

Sun des classes nemarquables de congruences W (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

176(1923), 1591-1594),

Sur Le mouvement d'un solide pesant qui a un point fixe (Détermination du groupe de

nationalite de L'equation differentielle du probldme) (Comptes Rendus Acad. Sci.

Paris, 179(1924), 735-737).

Sur £'habillage et sur La déformation des surfaces (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

179(1924), 1023-1026).

Sun deux classes rnemarquables de congruences W (Bulletin Soc. math. France, 52(1924),

434-467 3 53(1925), 1—23)13.

Surn Les surnfaces enveloppes de spheres et La déformation des surfaces, C.R. du

Congrés des Soc. Savantes, p.40-78, 192514.

Sur L'inteégration des équations n + §(4,£) = O (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

182(1926), 1593—1595)15.

Surn L'integration des equations aux dérnivées partielles du second orndre et sun

L'usage explicite des variables caracternistiques d'Ampére (Comptes Rendus Acad. Sci.

Paris, 183(1926), 109-111).

Determination des elements Lindaires de Liouvifle pour Lesquels L'équation des

Lignes glodesiques admet au moins deux intégrales rationnelles en La dérnivée pre-

miere (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 185(1927), 1568—1570)16.

POINCARE H., Oeuvies, t.I, publié avec la collaboration de J. Drach, Paris(Gauthier-
Villars), 1928, p.375-379 : J. Drach, Notes et ennatal7.

Sun £'intégration logique des Zquations differentielles : Applications aux equations

de La geometrie et de La mécanique, Proceedings of the International Mathematical

Congress, vol. I, p.473-510, Toronto(The Univ. Press), 192818.

Sur La thans gormation des quations aux dérnivées partielles du second orndre par

L'usage explicite des variables caracténistiques d'Ampere (Comptes Rendus Acad. Sci.

Paris, 188(1929), 138-140).
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Sur La trhansformation et L'intégration des equations aux dérivées partielles du

second orndre a deux variables indépendantes, par £'usage explicite des caractérnis-

tiques d'Ampere, Atti del Congresso internazionale dei Matematici, t. III, p.11-25,

Bologne(Zanichelli), 1930. .

Sur Les valeuwrs moyennes partiefles et Leun application aux problfemes de physique

mathématique (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 192(1931), 1327-1331).

Determination des elements Linaines pour Lesquels L existe un néseau trhiangulaire

de glodésiques. Généralisation (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 193(1931), 897-902).

Remarnques au sujet de La Note de M. T. Levi-Civita (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

193(1831), 1374-1375)"°, 9

Sur £'integration par quadratures d'une classe d'équations differentielles , ELfg =
dx

F(x,y) (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 195(1932), 1337-1342).

Nouvelles necherches d' "intégration Logique", Verhandlungen d. Internationalen

Mathematiker-Kongresses, Zirich 1932, II. Band, p.74-75, Zirich(Flissli).

Sur £'integration par quadratures de L£'equation des Lignes géodésiques (Comptes

Rendus Acad. Sci. Paris, 196(1933), 310-315).

Surn Les congruences de droites et Leuns surnfaces focales (Comptes Rendus Acad. Sci.

Paris, 196(1933), 1057-1060).

Sur une classe de congruences de droites (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 196(1933),

1253-1256).

POINCARE H., Oeuvies, t.III, publié avec la collaboration de J. Drach, Paris(Gauthier-

Villars), 1934, p.583-594 : J. Drach : Notes et eanata2o.

Sun Les integhales quadratiques des Zquations de La dynamique et surn Les systemes

confugues de £'espace euclidien a n dimensions (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

198(1934), 294-299).

Surn des systemes d'iquations aux dénivées partielles a deux variables réductibles &

un systeme Lintaine de Laplace (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 198(1934), 513-517).

Sur £'intégration logique des Equations de La dynamique, & deux variables : Fonces

centrales (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 199(1934), 749-752).

Sur £' "inteégration Logique" des Equations de La dynamique, Comptes rendus du 2°

Congrés des mathématiciens des pays slaves 1934, p.141-143, Praha(Jed.Eeshoslov.

Mat. a Fys.), 1935,

Sur £'intégration logique des Equations de La dynamique & deux variables : Forces

constructives. Intégrales cubiques. Mouvements dans Le plan (Comptes Rendus Acad.

Sci. Paris, 200(1935), 22-26, erratum p.868).

Sur £'intégration logique et sur La thansformation des Zquations de La dynamique &

deux variables : Forces conservatives. Intégrales cubiques (Comptes Rendus Acad.

Sci. Paris, 200(1935), 599-602, errata p.868).
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Sun L'integration Logique des Equations differentielles Lindaires (Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, 204(1937), 1449-1453).

Surn R'integration Logique des Equations digferentielles Lindaines ; néduction du
ghoupe (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 204(1937), 1600-1604).

Sur La néduction de £'équation génirale de Riccatl (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,

205(1937), 700-704, errata t.207(1938), p.384).

Sur £' "integration Logique" des Zquations de La dynamique, Comptes rendus du Congrés

international des mathématiciens, t.II, p.41-43, Oslo(Brgggers), 1937.

Sur Le mouvement plan des fLuides éLastiques, Proc. V. Internat. Congr. Appl. Mech.,

1938, Cambridge Mass., p.466—46821.

Sur £'equation difgerentielle du trhoisieme orndre des fonctions 0 elliptiques
(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 206(1938), 1421-1424),

Sur £'application de La méthode de Darboux aux equations a caractérnistiques explici-

Zes x,y (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 208(1939), 1181-1185).

Application de La méthode de Darboux aux équations 5 = §(x,4,z,p,q) : Invariants
rnationnels (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 208(1939), 1371-1375).

Sur un probleme relatif aux formes différentielles Linéaires (Comptes Rendus Acad.
Sci. Paris, 210(1940), 125-128).

Sun quelques points de thionie des nombres et sur La théonie générale des couwrbes
algeébriques (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 221(1945), 729-732).

Sur La théonie générale des courbes algébriques (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris,
222(1946), 117-120).

Surn Les Lignes de glux qui sont Lignes de tounbillon (Comptes Rendus Acad. Sci.
Paris, 223(1946), 44l1-444),

Sur La theonie des conps plastiques et L'équation d'Airy-Tresca (Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, 223(19u46), 461—464)22.

Surn Les Lignes d'osculation quadrique des surfaces (Lignes de Darboux) (Comptes
Rendus Acad. Sci. Paris, 224(1947), 309-312).

Surn Les Equations aux dénivies partielles du premiern ondre dont Les caractdristi-
ques sont Les Lignes asympfotiques des surfaces intégrales (Comptes Rendus Acad.
Sci. Paris, 225(1947), 1221-1224).

Surn Les Zquations aux dérivées partielles du premiern et du second ondre dont Les
caractenistiques sont Les Lignes asymptotiques des sunfaces intégrales (Comptes
Rendus Acad. Sci. Paris, 226(1948), 287-288).

Determination des Lignes d'oscukation quadriique (Lignes de Darboux) sut £es surfa-
ces cubdques. Lignes asymptotiques de La surface de Bioche (Comptes Rendus Acad.
Sci. Paris, 226(1948), 1561-1564).

Sur fa transcendance du nombre m (Bulletin Sci. math., (2), 75(1951), 135-1u5)2°,
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ECRITS MENTIONNANT LES TRAVAUX DE JULES DRACH

d'ADHEMAR R. 1934, Lla balistique extérieure, Mémorial des Sciences mathématiques, fasc.
65, Paris(Gauthier-Villars).
p.10 : "Le travail de M. Drach est, au point de vue analytique, extré-
mement remarquable [36]2u."
APPEL P., PICARD E., JORDAN C., PAINLEVE P. et POINCARE H. 1902, Grand prix des scien-
ces mathématiques (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, t.135, 1154-1161).

p.1154 : "L'Académie avait proposé la question suivante : Perfectionner
en un point impontant L'application de La théornie des groupes continus a La
theonie des Equations aux dérnivées parntielles."

P.1158 : "L'extension des idées de Galois a la théorie des équations aux
dérivées partielles a vivement préoccupé les géométres dans ces vingt dernié-
res années. Pour les équations linéaires ordinaires, cette extension résulte,
comme on sait, des travaux de M. Picard et de M. Vessiot. En ce qui concerne
les équations différentielles ordinaires quelconques ou, ce qui revient au mé-
me, les équations linéaires aux dérivées partielles, des idées trds importan-
tes ont été émises, il y a quelques années, par M. Drach, qui a montré dans
quelle voie devait s'orienter la théorie ; toutefois, 3 cause de certaines la-
cunes dans les énoncés et les démonstrations, il était nécessaire de reprendre
la question. Les deux derniers Mémoires [[ n® 4 et n® 5 ]]25 dont il nous res-
te a parler ont consacré de nombreuses pages & cet important probléme.

Le Mémoire n°® 4 [[ de J. Drach 1] a dU &tre écarté par la Commission comme
inachevé, bien qu'il fut loin d'stre dépourvu d'imagination et de vues nouvel-
les. Mais le temps a fait évidemment défaut a 1l'auteur pour terminer son tra-
vail, et la plupart des démonstrations se référent a une suite du Mémoire qui
ne figure pas dans le manuscrit.

L'objet du Mémoire inscrit sous le n°® 5 [[ voir Vessiot 1904 ]] est la na-
ture des intégrations auxquelles conduit l'application de la théorie des grou-
pes aux systémes différentiels quelconques."

p.1160 : Grace au mémoire n® 5, "il est possible de discuter et de préci-
ser la théorie esquissée par M. Drach".

p.1161 : Le mémoire n® 5 "comble entidrement les lacunes qui subsistaient
dans l'importante question ouverte par M. Drach pour les équations linéaires
aux dérivées partielles", et "la Commission est unanime 3 lui accorder le grand
prix des Sciences mathématiques".

BAIRE R., BOREL E., HADAMARD J. et LEBESGUE H. 1905, Cing Lettrnes sur La théonie des
ensembles (Bulletin Société math. France, t.33, 261—273)26.
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BELL E.T. 1940, The DevelLopment o4 Mathematics, New York(McGraw-Hill). Le mémoire
[u48] est cité p.u410.
BOREL E. 1898, Lecons surn £a théorie des gonctions, Paris(Gauthier-Villars).

p.-48 : "Le procédé que nous avons employé revient en réalité 3 ceci : nous
avons reconnu qu'une définition de la mesure ne pouvait etre utile que si el-
le avait certaines propriétés fondamentales : nous avons posé a JpAL0i{ ces pro-
priétés et ce sont elles qui nous ont servi a définir la classe d'ensembles
que nous regardons comme mesurables. Cette maniére de procéder présente de
grandes analogies avec les méthodes introduites par M. J. Drach, en algébre
et dans la théorie des équations différentielles(vo.dn, par exemple, 1'Ouvrage
cité (p.23) [[ [3] 1] et Comptes Rendus, janvier 1895 [[ [u4] 1]). Dans tous les
cas, elle procéde de la meme idée fondamentale : définir les éléments nouveaux
que l'on introduit, d l'aide de leurs propriétés essentielles, c'est-a-dire
de celles qui sont strictement indispensables pour les raisonnements qui doi-
vent suivre."

BUHL A. 1940, Nouveaux &fements d'analyse, tome III, Equations dif4érentielles, Paris
(Gauthier-vVillars).

p.V : La rédaction de ce troisieéme tome '"n'a pas été sans étonner 1l'auteur
lui-meéme.

J'avais fait un plan allant, des équations é&lémentairement intégrables,
jusqu'a la limite inférieure des travaux de Paul Painlevé. Puis j'ai remarqué
que tant et tant de choses se groupaient naturellement autour de 1l'équation de
Riccati que le Livre s'est achevé, grdce aux travaux récents de MM. Elie Cartan
et Jules Drach, sans quitter ce prodigieux centre de rayonnement."

Dans le chapitre II, Equation de Riccati (p.u5), § 9, Invariance des équa-
tions néduites (p.54-56), Buhl reprend des exemples indiqués par Drach dans
[68].

Quant au chapitre VI, Algebre de £'Zquation de Riccatd (p.151-171), il est
(p.151) "la reproduction développée de la Note Sur La #éduction de £'équation
génerale de Riccati, publiée par M. Jules Drach" ([68]). J. Drach "s'est as-
treint 4 commencer son analyse sans avoir recours 3 la Géométrie. Aussi, cette
analyse est-elle d'une trés grande originalité et aboutit-elle 3 1'équation de
Riccati-Drach" (traitée dans le § 3 : Equation de Riccati-Drach (p.156-157)).

De plus, "la méthode de M. Drach, qui consiste d étudier des équations diffé-
rentielles, en de certains domaines de rationalité, est une méthode générale qui
s'est révélée féconde pour de nombreuses équations différentielles".

Buhl écrit encore (p.151-152) : "La correspondance élémentaire que nous sa-
vons exister, entre l'équation différentielle £{néaire du second ordre et 1'équa-

tion de Riccati, porte a reprendre, sur l'équation de Riccati, 1'exposition du
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Chapitre précédent. C'est précisément ce que fait" Drach dans [68]. "La Note
de M. Drach étant trés condensée, nous la développons considérablement, mais
sans altérer en rien des notations de 1l'éminent géométre."

Buhl note encore (p.166) que "la Théorie algébrique de 1l'équation de Riccati,
donnée récemment par M. Drach, outre nombre de points extrémement remarquables",
produit '"de véritables changements d'univers, causés par une simple modification
paramétrique."

BUHL A. 1943, Nouveaux éféments d'analyse,tome IV,Equations aux dérivies partielles,
Paris(Gauthier-Villars).

Buhl écrit dans sa Pr2face (p.V) : "Ce Tome ne contient évidemment pas une
exposition tant soit peu générale des nombreux et difficiles problémes de la
Théorie des Equations aux dérivées partielles. Il s'agit d'un nombre trés limité
de Legons sur la génération de ces équations et leurs thansfoamations, surtout
sur leurs thansfoumations en elles-memes ; 3 cet égard, la transformation de
Lorentz, appliquée & 1l'équation de d'Alembert, reste un prestigieux modéle. Et,
comme ces transfommations changent une sofution en une autre, on aboutit ainsi,
trés classiquement, aux <ntégrales premilres de la Mécanique ondulatoire tout
comme on pourrait aboutir aux généralités de 1'Integration Logique de M. Jules
Drach."

Le § 18, L'inteégration Logique de M. Jules Drach (p.115-117), du chapitre IV,
traite (p.115-116) "de méthodes d'intégration pouvant avoir pour substratum la
question suivante spécialement considérée dans ce Tome et meme depuis le début
de l'ouvrage : Une 2quation E, de nature quelconque (algébrique, différentielle,

1 comsthuine, 4L possible,
un operateur ¥ changeant 5, en une autre sofution s, de E.

aux dérivées partielles, etc.), ayant une sofution S

Les travaux de M. Drach ont d'abord concerné les équations différentielles
ordinaires avec recherche d'un opérateur ¥ , de structure rationnelle, s'il exis-
te. Les équations atteintes ainsi sont des équations spéciales, mais 3 cOté des-
quelles on été passé sans méthode permettant de voir la possibilité d'une inté-
gration nationnelle ou plus généralement Logique.

L'excellence de la méthode fut révélée par d'éclatants succds. Les équations
des lignes de courbures de la surface des ondes, des lignes asymptotiques des
surfaces cubiques, de la Balistique extérieure, furent, parmi beaucoup d'autres,
successivement intégrées." Dans le tome III, on a traité, "d'aprés M. Drach, les
cas d'intégration algébrique de 1'équation de Riccati". Ici on indique, "trds
briévenent, comment on pourrait aller dans d'autres directions".

On cite principalement (p.117) les mémoires [24], [25], [37] et [50]. Page
122 sont citées les notes [19] et [20].

CARTAN E. 1914, La théonie des groupes (La Revue du Mois, t.17, 438-L68).
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J. Drach est cité p. 463 et p. 466.

CARTAN E. 1938, La théornie de Galois et ses géntralisations (Comm. Math. Helv., t.ll,
9-25) = (Qeuvres complfetes, partie III, vol. 1, p. 123-139, Paris(Gauthier-
Villars), 1955.

J. Drach est cité p.125 : [7] et [14], ainsi que p. 129-139 : " III° Une
classe de systémes de Drach-Vessiot".

CARTAN E. 1947, L'oeuvre sclentifique de M. Ennest Vessiot (Bulletin Soc. math. France,
t.75, 1-8).

E. Cartan écrit dans le § 5, Le probleme de La reductibilite des systemes
Les plus gentraux d'équations digferentielles (p.u4-5)

"En 1898 M. Jules Drach abordait un probléme tout a fait nouveau en se
proposant d'étendre la théorie de Galois d un systéme absolument arbitraire
d'équations différentielles ordinaires, non automorphe en général. Les vues
de Drach étaient aussi originales que fécondes et d'une extréme importance,
mais ses énoncés et ses démonstrations contenaient de graves lacunes et in-
exactitudes. M. Drach prenait comme inconnues du probléme n intégrales pre-

miéres indépendantes quelconques, XysXpy+.+sX,, en supposant, ce qui est tou-

jours possible, le systéme donné ramené 3 un systéme d'équations différentiel-
les du premier ordre a n fonctions inconnues d'une variable indépendante. Les
s0futions ainsi comprises du probléme se déduisent les unes des autres par les
diverses transformations ponctuelles exécutées sur les intégrales premiéres

XysXgyooesX, . Si l'on se donne un domaine de rationalité A déterminé, le pas-

sage d'une solution d une autre ne se faisant malheureusement pas en général
par une transformation rationnelle (au sens que confére 3 ce terme la donnée

du domaine de rationalité A), de sorte que l'existence du groupe de rationa-
£ite restait en suspens ; il était nécessaire de reprendre la question. C'est
ce que M. Vessiot réussit d faire en construisant avec une rigueur parfaite

une théorie remarquable qui lui a valu en 1902 le Grand Prix des Sciences ma-
thématiques. La Commission chargée d'étudier les mémoires présentés au concours
concluait son appréciation du mémoire de M. Vessiot en affirmant qu'il consti-
tuait un ensemble cohérent et trés complet, comblant entidrement les lacunes
qui subsistaient dans l'importante question soulevée par M. Jules Drach.

Il serait cependant tout a fait injuste de méconnaitre 1'importance de
1l'oeuvre de M. Drach, qui a fait des applications remarquables de sa théorie,
ne serait-ce que la découverte des lignes de courbure de la surface des ondes,
probléme dont la solution avait jusqu'a lui échappé aux recherches des plus
grands géométres."

E. Cartan note encore (p.5)
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"Postérieurement 4 son mémoire de 1902, M. Vessiot apporta des idées nouvel-

les a sa théorie en introduisant a cOté du ghoupe de ratlonalité ce qu'il

appelle le groupe sp2clfique, ce qui rend presque intuitive la solution du

probléme posé par M. Drach. Il y a isomorphisme entre les deux groupes."

CHARBONNIER P.

CHARBONNIER P.

1921, Thaite de balistique extérieunre, tome I, Paris(Doin).

Charbonnier expose dans le § 2u3 la ThZonle génirale de M. Drach
(p.497-515), paragraphe rédigé par A. Denjoy (p.498), basé sur la note
[26].

A. Denjoy écrit (p.514) : "Le lecteur a pu observer la puissance de
la méthode de M. Drach, l'unité et l'ordre systématique introduits par
elle dans un sujet ou les chercheurs précédents, guidés par la seule
ingéniosité, devaient leur succés a des artifices parfois trés éloignés

des raisons essentielles des faits."

1928, Essais surn L'histoine de La balistique, Paris(Imprimerie Nationale).
Charbonnier écrit (p.319) que la méthode de Drach, exposée dans [ 36],
est une "application extremement intéressante de la théorie des fonctions
analytiques". Toutefois, '"cette conquete, qui fait honneur aux mathéma-
ticiens, ne semble pas susceptible d'offrir aux balisticiens, jusqu'a
nouvel ordre, de ressources nouvelles pour les applications. C'est que
les calculs sont trés compliqués et souvent presque uniquement symboli-

ques."

CHATELET A. 1913, Legons sur La theorie des nombres (Modules. Entiens algébriques.
Réduction continuelle.), Paris(Gauthier-vVillars).

Chatelet cite (p.8 et p.1l) le mémoire [21]. I1 écrit (p.61) 3 propos

du théoréme de d'Alembert affirmant que tout polyndme de C[X] de degré

= 1 admet au moins une racine : "Toute démonstration de ce théoréme, qui

est vrai pour des coefficients quelconques, repose en général sur 1l'idée de

continuité, c'est-ad-dire sur une définition du nombre irrationnel général,

par exemple, au moyen d'une coupure. On pourrait chercher 3 montrer 1l'exis-

tence logique des nombres algébriques et de leur calcul a partir de la seu-

le idée de nombre entier. C'est ce qu'a fait M. J. Drach." (Dans [3], qui

est mentionné également p.73.)

CHATELET A. 1924, Les groupes abéliens finis et Les modules de points entiens, Paris
(Gauthier-villars).

Le mémoire [21] est cité p.223-224,
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CHUDNOVSKY D.V., Riemann Monodromy Problem, Isomonodromy Degformation Equations and

Completely Integrable Systems ( 3 paraitre).
Dans le § 7.2, on cite [30] et [32].

CHUDNOVSKY D.V. and G.V., Drach equations (manuscrit dactylographié).

FELIX L. 1971, Jufes Drach, Dictionary of Scientific Biography, vol. IV, p.177,

FRECHET M.

GARNIER R.

New York(Scribner).

1906, Sur quelques points du caleul fonctionnel (Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, t. 22, 1-74).

M. Fréchet écrit (p.4-5) : "Les résultats les plus connus et en fait les
plus importants de la théorie des ensembles sont ceux que l'on déduit de la
notion de limite d'une suite d'éléments. Or, on n'introduit jamais cette no-
tion qu'aprés avoir abandonné 1'étude des ensembles abstraits et en spéci-
fiant bien nettement la nature des éléments que l'on considére. C'est le mé-
me fait qui se produisait lorsqu'on développait séparément les théories des
groupes de mouvements, de substitutions, de transformations, etc., ol chaque
catégorie d'éléments donnait lieu 3 un mode de composition parfaitement dé-
fini, mais dont la définition variait d'une catégorie 3 1l'autre. On ne put
arriver 3 une théorie commune qu'en 4'abstenant de donner une définition gé-
nérale de ce mode de composition, mais en recherchant les conditions communes
aux définitions particuliéres et en ne retenant que celles qui étaient indé-
pendantes de la nature des éléments considérés (XXIV) [[ de Séguier, ELE-
ments de La thionie des groupes abstraits, Paris(Gauthier-Villars), 1904 ]].
C'est aussi d'aprés le meme point de vue qu'on a été amené d simplifier 1'é-
tude des forces, des vitesses, des rotations, etc., en les faisant précéder
d'une théorie des vecteurs. Cette idée se retrouve un peu modifiée dans 1'u-
sage qui tend d se répandre des définitions "descriptives" particulidrement

préconisées par M. Drach (XXI) [[ [7] 11.»

1919, Sur une classe de systemes differentiels abéliens déduits de La théo-
rie des 2quations Linairnes (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo,
t.43, 155-191).

R. Garnier écrit (p.157) : "On voit donc apparaltre, une fois de plus, un
lien étroit entre la théorie des équations linéaires et celle des fonctions
abéliennes. (Depuis la rédaction de ce Mémoire, ce rapprochement s'est mani-
festé 3 nouveau, et d'une manidre remarquable, dans les travaux de M. Jules
Drach sur la réductibilité des équations linéaires.)" Et Garnier renvoie 3
la note [32], ol Drach "introduit des systdmes différentiels hyperellipti-

ques".27
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GERARD R. 1980, Paul Painfeveé (1863-1933). Homme - politicien - mathématicien
(Gazette des mathématiciens, Soc. math. France, n® 14, juillet, 73-87).
R. Gérard écrit p.85 : "Pour avoir une solution compléte au probléme de
Picard, il ne restait donc plus qu'a vérifier que ces équations définissaient
bien des transcendantes nouvelles, et ceci, bien entendu, dans un sens qu'il

restait d préciser. C'est le probléme de 1l'irréductibilité tel qu'il a été

posé et étudié dans la thése de Jules Drach en 1898."

HADAMARD J. 1934, L'oeuvre scientifique de Paul Painlevé (Revue de Métaphysique, t.4l,
289-325) = (Oeuvres de Paul Painlevé, t.I, p.37-73, Paris(C.N.R.S.), 1972.

J. Hadamard écrit (p.49) que "les profonds travaux de M. Drach" ont po-
sé et résolu "la question de la réductibilité des équations différentiel-
les sous sa forme la plus générale et la plus exhaustive'.

I1 précise encore (p.53-54) : "Les équations différentielles de Pain-
levé se sont également offertes d M. Drach dans ses recherches fondamenta-
les, mentionnées plus haut, sur 1' "intégration logique" des équations dif-
férentielles, généralisation puissante et inespérée de la théorie de Galois.

Lorsqu'il se propose d'appliquer sa méthode générale aux équations de la
P,lu)

_ '3 - . . S

forme - ?ZTET-(P3’ P,, polynomes de degrés respectifs 3 et 1 en u, a

coefficients fonctions quelconques de X), équation que 1l'on peut réduire a

du _ ulu-T)(x-n)

la forme : Hi m

et ol il reste 3 déterminer la fonction n de

X, on constate que, si 1l'on veut que le groupe de rationalité (le groupe qui
intervient dans le travail de R. Fuchs (groupe de monodromie) est de nature
et de signification différentes ; cependant, les deux résultats sont en liai-
son l'un avec l'autre) de 1l'équation soit le groupe projectif, n doit pré-
cisément vérifier une équation de Painlevé. Un autre probléme analogue con-

duit M. Drach aux systémes qu'a étudiés M. Garnier.'" (Voir Garnier 1919).

HADAMARD J. 1937, La Science mathématique, Encyclopédie Francaise, t.I, 1°52-1 &
1°58-7.
J. Hadamard, considérant (1'56-4) les mouvements des projectiles, écrit
que la résistance de l'air R est une fonction F de la vitesse v, et il
ajoute que Drach, 'par ses puissantes méthodes d'intégration logique',a pu
"trouver toutes les formes de la fonction F(v) pour lesquelles 1'intégra-

tion formelle est possible". (Voir [36] et Charbonnier 1921 et 1928).

HAWKINS T. 1975, Lebesgue's Theory of Integrnation, The Bronx, New York(Chelsea).
T. Hawkins écrit (p.103) : "In 1895 Borel and Drach published a book

based on Jules Tannery's lectures at the Ecole Normale on the theory of
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numbers and higer algebra [[ [3] ]]. Drach treated the higer algebra in a manner
characteristically his own. [[ ... ]] Drach's method amounted to taking an abstract
or postulational approach to a particular field of mathematics. Drach applied this
approach in his doctoral thesis [[ [7] et [4] 1] to the study of differential equa-
tions, the integral solutions being characterized and classified on the basis of
essential properties which they must possess. Drach's approach was not without pre-
cedent, particularly outside of France, but, historically, his work was instrumen-
tal in initiating the axiomatic approach to the theory of measure and integration ;
this approach, in turn, focused attention upon what properties or characteristics

a viable definition of measure and the integral should possess."

HEILBRONN G. 1939, Sur fa construction des equations s + £(x,¥,z,p»q,r) = 0 qui pos-
sedent un Lnvarniant du second orndre (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, t.208, 1380-
1382).

On utilise ici la théorie et la méthode de [50] et [72].

HEILBRONN G. 1953, Intégration des 2quations aux dérnivées partielles du second ordre

par La méthode de Drach, thése présentée a la Faculté des Sciences de Paris, le
19 mars, publiée dans Heilbronn 1955. On lit dans 1'introduction

"Tout en heurtant sa modestie, et en enfreignant son véto, il faut que je men-
tionne ici avec reconnaissance le nom de mon ami J. Kravtchenko : mes entretiens
avec lui ont éclairé bien des points qui étaient restés obscurs dans la pensée si
profonde de Drach.

I1 faut néanmoins consacrer ce travail & celui 3 qui il doit d'exister : c'est

le pieux hommage de son seul disciple d la mémoire d'un grand homme."

HEILBRONN G. 1955, Integration des 2quations aux dérnivées partielles du second ordre
par La methode de Drach, Mémorial des Sciences mathématiques, fascicule CXXIX,
Paris(Gauthier-vVillars).

G. Heilbronn écrit dans son Introduction (p.1-2)

"La méthode de Drach se situe comme le développement logique de la méthode
d'Ampére, dans la direction méme que celui-ci envisageait. La généralisation de la
méthode d'Ampére, due d Darboux, malgré les succds obtenus par lui-méme et ses suc-
cesseurs, comporte une limitation intrinséque. Elle masque la portée véritable de
la méthode d'Ampére, dont la puissance a été révélée par les travaux de Drach.

La lecture des Mémoires originaux de Drach semble difficile ; c'est la seule
raison pour laquelle son oeuvre n'a pas atteint la notoriété qu'elle mérite. C'est
pourquoi nous avons entrepris un exposé de sa méthode et des principaux résultats
auxquels il était parvenu. Cela contribuera nous 1'espérons d rendre accessibles 3
un public mathématique trés large des théories qui sont loin d'avoir épuisé leur

fécondité, comme nous essayons de le prouver nous-meme, dans le chapitre IV du
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présent Ouvrage.

I1 convient de souligner que la méthode d'intégration des équations aux déri-
vées partielles, dont nous faisons ici 1l'exposé, ne représente qu'une faible par-
tie des découvertes de Drach, dont l'oeuvre s'est poursuivie, dans un développement
harmonieux, tout au long de sa vie. On trouve dans sa Thése [[ [7] ]] les idées de
base qu'il a su appliquer, par la méthode d' "intégration logique", avec le méme
succés, aux équations différentielles ordinaires et aux équations aux dérivées par-
tielles. C'est le nombre considérable d'applications possibles de ces derniéres
qui nous a fait donner la priorité, contre tout ordre logique et chronologique, a
la fin de son oeuvre [[ [42], [50] et [72] ]]. Nous réservons 3 un autre travail
1l'exposé des questions relatives aux équations différentielles ordinaires [[ Heil-

bronn 1956 ]]."

HEILBRONN G. 1956, Intégration des 2quations difgerentielles ordinaines par La méthode
de Drach, Mémorial des Sciences mathématiques, fascicule CXXXIII, Paris(Gauthier-
Villars).

Heilbronn écrit dans son Introduction (p.1)

"Nous pensons donner ici une vue plus juste de la profondeur de la pensée de
Drach, en montrant la puissance d'une méthode appliquée 3 des problémes d'une gran-
de variété, qui, tous, avaient arrété les plus éminents analystes." ([ 7], chap.

111, [24], [36], [68], [37] et [u8]).

HEILBRONN G. 1957, Intégration Logique, Encyclopédie Francaise, Cahiers d'Actualité et

de Synthése, La Mathématique, Compléments, p.15.

G. Heilbronn écrit

"La théorie de 1'intégration logique, magistralement exposée par E. Vessiot
[[ voir Vessiot 1937 1], s'est développée ultérieurement dans une voie un peu
différente. J. Drach a imaginé un procédé nouveau d'intégration des équations
différentielles, en utilisant les caractérnistiques d'Ampére de ces équations. Cet-
te méthode s'applique aussi bien aux équations différentielles ordinaires qu'aux
équations aux dérivées partielles, quel que soit leur ordre ou le nombre de varia-
bles. [[ ... ]].

Dans un autre sens, Joseph Fels Ritt (Differential Algebra, 1950) [[ voir Ritt
1966 ]] a développé une théorie qui ne semble pas avoir la fécondité de celle de

Drach, mais qui mérite elle aussi le nom d'intégration logique."

JANET M. 1957, Methodes d'intégration des equations aux dérivies partielles, Encyclopé-
die Frangaise, Cahiers d'Actualité et de Synthdse, La Mathématique, Compléments,
p.16-18.

Voir p. 18 : "EmplodL des variables d'Ampinre’.
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JULIA G. 1949, Notice nécrologique sur M. Jules Drach (Comptes Rendus Acad. Sci. Pa-
ris, t.228, 877-878).

LEBESGUE H. 1904, Legons sur £'intégration, Paris(Gauthier-Villars).
Lebesgue cite [7] page 100.

LEBESGUE H. 1907, Contaibution a L'etude des correspondances de M. Zewmelo (Bulletin
Soc. math. France, t.36, 1-11) = Oeuvies sclentigiques, vol.III, p.227-237,
Genéve(L'Enseignement math.), 1972.

Lebesgue écrit (p.10 = p.236) : "L'empirisme de Kronecker n'est pas celui de

M. Jules Drach."

LEBESGUE H. 1922, Notice sur Les thavaux sclentifiques, Toulouse(Privat) = Oeuvires
sclentifiques, vol.I, p.97-175, Genéve(L'Enseignement math.), 1972.

Lebesgue écrit (p.31 = p.117)

"On dit souvent que les définitions sont libres.Certes, pourtant aucun mathé-
maticien ne consentirait 3 appeler intégrale un nombre ne jouissant pas de certai-
nes propriétés particuliérement importantes et simples de 1'intégrale des fonctions
continues : énoncer ces propriétés c'est, si elles sont en nombre suffisant pour
déterminer 1'intégrale, donner une définition descriptive de 1'intégrale.Il reste
ensuite 4 1l'utiliser pour obtenir un procédé de calcul, une définition construc-
Zive de l'intégrale. J'ai employé cette méthode non seulement pour 1l'intégrale,
mais pour la mesure des ensembles et dans bien d'autres circonstances ; elle m'a

été suggérée par la lecture de la thése de M. Drach [[ [7] 1] et de 1'Introduction
d la théorie des nombres et & l'algébre supérieure qu'il a publiée en collabora-
tion avec M. Borel, d'aprés des legons de J. Tannery [[ [3] ]]. Je tiens 3 dire
ici toute 1l'influence que les idées de M. Drach ont eue sur les miennes.Postérieu-
rement aux recherches de M. Drach, M. Hilbert a utilisé les définitions descrip-

tives dans ses études sur les fondements de la géométrie."

LEBESGUE H. 1937, Nielsen (Niels), Géomitres grancais du XVIIT® si2cle (Bulletin Sci.
math., (2), t.61, 65-73) = Oeuvies scientigiques, vol.V, p.407-415, Genéve(L'En-
seignement math.), 1973.

J. Drach est cité p.72 = p.4ly.

LEBESGUE H. 1972, Introduction inedite a La "Notice sun Les travaux sclentifiques de
M. Henrni Lebesgue" de 1922, Oeuvres scientifiques, vol.I, p.89-93, Gendve(L'En-
seignement math.).

H. Lebesgue écrit (p.93)
"M. J. Drach, puis Hilbert, nous ont appris d considérer un etre mathématique
comme défini par ses propriétés essentielles assujetties 3 la seule condition de

ne pas etre contradictoires, aussi bien que par sa construction ; celle-ci peut
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etre recherchée comme conséquence des propriétés attribudes 3 cet etre. Or pour
qu'une généralisation de 1l'intégrale soit utile pour le but spécial que j'avais
en vue, il fallait que cette intégrale jouisse de certaines propriétés : je pris
ces propriétés comme définition et j'essayai d'en déduire la construction de 1'in-

tégrale. [ ... ]. La méthode de M. J. Drach m'a cependant été des plus utiles."

LEVY P. 1967, Les Mathématiques, Institut de France, Académie des Sciences, Troisidme
centenaire, 1666-1966, t.I, p.143-212, Paris(Gauthier-Villars).

P. Lévy écrit (p.188)

"E. Picard a étendu la théorie de Galois aux équations différentielles linéai-
res. Ses travaux ont suscité ceux de J. Drach et de E. Vessiot. Drach a étendu la
notion de groupe de rationalité aux équations différentielles ; il a introduit la
notion d'intégration logique, et de ses théories, d'allure fort abstraite, il a
fait une application saisissante a l'intégration de 1l'équation différentielle des
lignes de courbure de la surface des ondes de Fresnel, probléme qui, avant lui,

avait arreté tous les chercheurs."

MAROTTE F. 1898, Les 2quations digferentielles LinZaires et La théorle des groupes
(Annales Fac. Sci. Toulouse, t.12, H.1 - H.92).
Drach est cité p. H.3 : [2 ] et [u4].

NORDON J. 1951 a, Quelques cas d'integhabilité par quadrature d'une Equation difgéren-
tielle du premier ordre (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, t.232, 140-1u41).

I1 s'agit de 1'équation y'z + yz = 4(x) , qui (p.140) peut "étre ramenée 3
1'équation de la balistique extérieure étudiée par J. Drach" ([ 36]), en appli-

quant directement des "méthodes de Drach".

NORDON J. 1951 b, Sur une equation differentielle du type d'Abel intégrable par qua-
drature (Revue de Mathématiques spéciales, t.61, 513-516).
Nordon fait(p.515-516) un "exposé sommaire de résultats de Jules Drach" conte-

nus dans [ 14] .

PAINLEVE P. 1897, Legons sur La theorie analyiique des équationébdiﬁﬂé&entieﬂﬂeé, Pa-
ris (Hermann) = Qeuvies, t.I, p.205-798, Paris(C.N.R.S.), 1972.
P. Painlevé écrit (p.690)
"Le probléme de la réduction des équations différentielles a fait 1'objet,
dans ces derniéres années, de travaux considérables. Les travaux de MM. Sophus
Lie, Koenigsberger, Picard, Vessiot, etc. sont trop connus pour qu'il soit néces-
saire de les rappeler. Plus récemment, M. Drach a publié des indications trés gé-

nérales sur ce sujet."

PAINLEVE P. 1900, Mémoine surn Les equations différentielles (Bulletin Soc. math. Fran-
ce, t.28, 201-261) = Oeuvies, t.III, Paris(C.N.R.S.), 1975.
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P. Painlevé écrit (p.246)

"Parmi toutes les définitions qu'on a proposées de la réductibilité de 1'in-
tégrale génénale d'une équation différentielle, la plus large et la plus ration-

nelle 3 la fois me semble etre celle de M. Drach." ([7]).

PAINLEVE P. 1902 a, Sut £'iw@ductibilite des transcendantes uniformes déginies par Les
equations difgerentielles du second ordre (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, t.135,
411-415) = Oeuvres, t.III, p.84-88, Paris(C.N.R.S.), 1975.

PAINLEVE P. 1902 b, Démonstration de £'innéductibilité absolfue de £'Bquation y" = 6 y+
x (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, t.135, 641-647) = Qeuvres, t.III, p.89-95,
Paris(C.N.R.S.), 1975.

P. Painlevé écrit (p.90)
"La démonstration repose essentiellement sur le théoréme de M. Drach, sans le-

quel le probléme serait inabordable."

PAINLEVE P. 1902 c, Sur £'iwneductibilité de L'équation : y" = 6 y2 + x (Comptes Ren-
dus Acad. Sci. Paris, t.135, 1020-1025) = Qeuvies, t.III, p.104-109, Paris(C.N.R.
S.), 1975.

P. Painlevé écrit (p.107-108)

"J'ai montré, dans ma Communication du 27 Octobre [[ Painlevé 1902 b 11, que
1l'équation (1) [[ y" =6 y2 + x ]] est irréductible au sens de M. Drach, par suite
absolument irréductible. M. Liouville [[ R. Liouville, Sur Les transcendantes uni-
gonmes definies parn Les quations differentielles du second ordre (Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, 135(1902), 731-732) = (euvies de P. Painlevé, t.III, p.96-97,
Paris(C.N.R.S.), 1975 ]] que 1'irréductibilité ainsi entendue soit vraiment abso-
Lue."

Painlevé ajoute (p.109)

"Une Cquation iwneductible, au sens de M. Drach, n'est attaquable par aucun
procede d'intégration gormelle.

Je n'ignore pas ce qu'une telle affirmation semble avoir de hardi et de para-
doxal. C'est une vérité pourtant, et c'est 13 ce qui fait justement la puissance
et la généralité du théoréme de M. Drach. Si M. Liouville croit posséder un exemple
d'équation différentielle (algébrique) qui soit réductible et qui échappe au théo-
réme de M. Drach, il serait intéressant qu'il le fit connaitre.

I1 est possible que mon opinion soit encore "un peu isolée", comme dit M. Liou-
ville. Mais ce sera bientot l'opinion unanime quand le théoréme de M. Drach, ayant

pd . . -, N . . . . Pl ~ "
regu un exposé didactique et définitif,sera devenu familier aux géométres.

PAINLEVE P. 1903, Sur fa reductibilite des équations differentielles (Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, t.136, 189-193) = Oeuvres, t.III, p.110-114, Paris(C.N.R.S.),
1975.
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P. Painlevé écrit (p.110)

" Dans une Communication du 8 Décembre dernier [[ Painlevé 1902 c ]], j'ai dit
qu'aucun mode de réductibilité des équations différentielles n'échappait au théo-
réme de M. Drach. M. R. Liouville pense, au contraire, démontrer dans les derniers
Comptes nendus que le mode de réductibilité qu'il a introduit échappe 3 ce théo-
réme.

La question générale ainsi posée ayant une véritable importance, je crois utile

de la trancher sans ambiguité possible."

PAINLEVE P. 1906, Sur Les Cquations differentielles du second ordre 4 points crnitiques
gixes (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, t.143, 1111-1117) = Oeuvies, t.III, p.115-
121, Paris(C.N.R.S.), 1975.

PICARD E. 1901, Exposition Universelle internationale de 1900 a Paris, Rapport du fury
internmational, Introduction générale, deuxieme partie, Sciences, Paris(Imprimerie
Nationale).

E. Picard écrit (p.9)

"Nous avons parlé tout d l'heure de l'oeuvre de Sophus Lie sur la théorie des
groupes de transformations, qui restera certainement un des plus beaux monuments
de 1'analyse mathématique du XIX® sidcle. L'illustre géométre en avait montré 1'im-
portance dans 1'étude des équations différentielles, et ses él&ves ont continué ce
genre de recherches. A un tout autre point de vue, M. Picard, MM. Vessiot et Drach
ont tiré partie de la théorie des groupes de transformations pour étendre 3 1l'ana-
lyse les notions si fécondes introduites en algébre par Galois, de telle sorte que
de remarquables analogies entre la théorie des équations différentielles et la théo-

rie des équations algébriques ont été mises en évidence."

PICARD E. 1908, Thaite d'analyse, 28me éd., t.III, chap. XVII, Paris(Gauthier-Villars) =
Analogies entre La thiornie des Equations differentielles Lintaines et La théorie
des 2quations algébriques, Paris(Gauthier-Villars), 1936.
J. Drach est cité p.u0.

POMMARET J.F. 1978, Systems of Partial Differential Equations, New York(Gordon and

Breach).
POMMARET J.F., Differential Galois Theory (3 paraitre).

RITT J.F.1932, Diggerential Equations grom the Algebraic Standpoint, New York(American
Mathematical Society).
[7] est cité p.VII-VIII.

RITT J.F. 1966, Digferential Algebra, New York(Dover).
Ritt ecrit dans sa Pregace (p.IV-V)

"Actualy, I became acquainted with the basis theorem principle in the writings
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of Jules Drach [[ [7], p.292-296 ]] on logical integration, writings which date
back to 1898. How a basis theorem is employed by him will now be described.

There are two distinct methods for characterizing an irreducible algebraic
equation. On the one hand, an equation {(x) = 0 is irreducible if §(x) cannot
be factored. On the other, there is irreducibility if every equation which is
satisfied by a single solution of §(x) = 0 is satisfied by all such solutions.
The first formulation of irreducibility leads to the notion of irreducible alge-
braic manifold and to that of irreducible differential manifold. The second leads
to the concept of irreducible system of algebraic differential equations which was
employed by Koenigsberger and by Drach. A system of such equations, ordinary or
partial, is irreducible if every differential equation which admits a single solu-
tion of the system admits all solutions. Drach undertakes to show that, given a
system of partial differential equations, the repeated adjunction of new equations
will eventually produce an irreducible system. For this he invokes a theorem of
Tresse (Acta Mathematica, vol.18(1894), p.4), which states that, in every infinite
system of partial differential equations, there is a finite subsystem for which
the infinite system can be derived by differentiations and eliminations. A study
of Tresse's paper will quickly convince one that he claims for his work a genera-
lity which it does not have. The statement of his theorem, and his argument, have

a definite meaning only for linear systems."

SERGESCU P. 1933, Les Sclences mathématiques, dans Les Sciences, Paris(Denoél et Steele).
J. Drach est cité p.30, 53, 81-82, 89 et 100.

VESSIOT E. 1899, Sur fLes 2quations LinZaires aux dérnivées partielles (Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris, t.128, 544-546).

Note inspirée par la lecture de [7].

VESSIOT E. 1904, Sur La theornie de Galois et ses divernses généralisations (Annales sci.
Ecole Normale Sup., (3), t.21, 9-85).

Vessiot écrit (p.9)

"L'objet principal de cette étude est l'extension de la célébre théorie de
Galois, pour les équations algébriques, aux équations linéaires aux dérivées par-
tielles. [[ ... 1]

Cette extension a été indiquée par M. Drach dans sa Thése [[ [7] 1] ; mais,

d cause de certaines lacunes dans les énoncés et les démonstrations, il nous a
paru utile de reprendre la question, afin d'arriver a des résultats bien précis."
Le dernier chapitre de ce mémoire, ajoute Vessiot (p.12), est "consacré 3 la
discussion de la théorie esquissée par M. Drach" (chapitre IV : "Sut La théorie de

M. Drach",p.67-85).
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VESSIOT E. 1910, Methodes d'intégration élémentaires. Etude des equations différentiel-
Les ondinaines au point de vue formel, Encyclopédie des Sciences mathématiques,
t.II, vol.III, p.58-170, Paris(Gauthier-Villars).

Les travaux de J. Drach sont cités p.63 ([7]), 64, 138-139, 155 et 158.

Le § 43 (p.165-166) est intitulé : Théorle rationnelle d'intégration des syste-
mes de Lie. Inteégration Logique de Drach.

Le § u4 (p.166-170) traite de la ThZorie de Drach pour Les systemes quelconques
d'equations differentielles ondinaines du premier onrdre.

VESSIOT E. 1912, Sur fa neductibifite et L'intégration des sysiemes complets (Annales
sci. Ecole Normale Sup., (3), t.29, 209-278).
J. Drach est cité p.212-213, 249-250 et 252.

VESSIOT E. 1915, Sur fa reductibilite des équations aux dérnivées parntielles non Linéai-
nes du premien ondre, a une fonction inconnue (Annales sci. Ecole Normale Sup.,
(3), t.32, 137-160).
Drach est citéep.137 ([7]), p.138 ([2u4]) et p.1u1 ([7]).

VESSIOT E. 1932, Notice sur Les thavaux scilentifiques, Paris(Eyrolles).

Vessiot écrit (p.15)

"La théorie des groupes de trans%ormations, créée il y a une cinquantaine d'an-
nées par le grand géométre norvégien Sophus Lie, a joué dans mes recherches le rd-
le principal. Elle m'a permis d'établir, d'abord pour les équations différentiel-
les linéaires, en partant d'un résultat fondamental de M. Emile Picard, puis pour
des classes plus générales de systémes différentiels, et, enfin, en reprenant et
discutant les idées fécondes que M. Drach avait émises dans sa thése, pour les sys-
témes quelconques d'équations différentielles ordinaires, des théories d'intégra-
tion analogues a celles qpe l'on doit, pour les équations algébriques, au génie de
Galois. Chacune de ces théories est, en effet, dominée par un groupe de transfor-
mations, appelé groupe de rationalité."

E. Vessiot analyse ensuite d'une fagon extrémement pénétrante les travaux de

J. Drach : p.28-29 ([2],[u],[5] et [7]), p.77-85 ([7]).

VESSIOT E. 1937, Intéé%atian Logique, Encyclopédie Francaise, t.I, 1°76-15 & 1'78-u.
J. Drach est cité p. 1°78-2 et 1°78-4.

VESSIOT E. 1947, Sur La reductibilité des Equations aux dérivies partielles du ler
ordre, a une dinconnue, qui ne La contiennent pas et sont Lindaires et homogenes
par rapport a ses dénivées (Bulletin Soc. math. France, t.75, 9-26).
J. Drach est cité p.20-21.

VILLAT H. 1951, Notice sur La vie et £'oeuvne de Jules Drach (1871-1949), Notes et Dis-
cours, t.III, Paris(Gauthier-Villars), 1949-1957, Institut de France, Académie des

ScienceszS.
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PICARD E.29 et DARBOUX G. : RAPPORT SUR LA THESEsO DE M. JULES DRACH

(Archives Nationales, Paris, AJ 16 5536)

M. Drach, qui nous présente aujourd'hui comme thése un essai sur une théorie gé-
nérale de 1l'intégration, n'est pas un débutantgl. I1 s'est déja fait connaitre par un
exposé original des théories modernes de 1'algdbre dans l'ordre des idées de GaloisSQ,
et on lui doit plusieurs autres mémoires qui montrent un esprit pénétrant. Le travail,
que nous avons d examiner, est relatif 3 1l'extension des idées de Galois 3 la théorie
des équations différentielles. On sait que cette extension a déj3 été faite pour les
équations linéaires ordinaires, et qu'un certain groupe algébrique de transformations
linéaires joue dans cette théorie le méme rdle que le groupe de Galois pour les équa-
tions algébriques. On entrevoyait facilement une généralisation.pour les équations dif-
férentielles ordinaires admettant un systéme fondamental d'intégrales, mais on avait 13
seulement des cas extremement particuliers, et la véritable généralisation ne pouvait

8tre obtenue qu'en envisageant des équations aux dérivées partielles.

Bornons nous d'abord d un systéme d'équations différentielles algébriques ordinai-
res du premier ordre ; le probléme d'étendre 3 un tel systéme les idées de Galois res-
tait entier. Il a été complétement &lucidé par M. Drach, au moins dans ses traits géné-
raux. L'auteur considére 1l'équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre
équivalente au systéme proposé, et il montre que 1'élément jouant le rdle fondamental
dans 1'intégration logique de cette &quation est un groupe Anfini relatif 3 un systdme
de solutions distinctes de 1'équation aux dérivées partielles ; ce groupe infini est
lui-méme défini par un systéme d'équations aux dérivées partielles. Cette notion capita-

le étant acquise, M. Drach en développe les conséquences

en faisant une théorie générale de la réduction. Il est trés digne de remarques que
M. Drach démontre directement tous ses théorémes, sans rien emprunter aux travaux de
M. Lie sur la théorie des groupes infinis, et se trouve ainsi établir d'une manidre
trés simple les résultats essentiels de cette théorie, sans recourir 3 la considéra-

tion des substitutions infinitésimales.

Les résultats obtenus par M. Drach sont, au point de vue philosophique et logi-
que, d'une importance considérable ; ils témoignent d'un esprit profond et original qui
a beaucoup réfléchi sur les principes de la science, et ils ouvrent une voie toute nou-

velle pour la classification des transcendantes.

Nous n'avons parlé que des équations linéaires du premier ordre. Dans un autre

chapitre, M. Drach pose dans toute sa généralité la question de 1l'intégration logique
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des systémes algébriques quelconques d'équations aux dérivées partielles ; ici les
résultats sont moins précis, car on ne sait si certaines opérations d'adjonction ne

pourront pas se poursuivre indéfiniment.

Citons, parmi les applications particuliéres, le cas d'une équation différentiel-
le ordinaire du premier ordre et du premier degré. Au point de vue ol s'est placé 1l'au-
teur, ces équations se partagent en 44X types distincts. Il fait ainsi compldtement,
presque d'un trait de plume, une discussion commencée par M. Koenigsberger, mais que
la longueur de calculs, ne se rattachant & aucune idée générale, n'avait pas permis au

savant géométre de terminer.

Je crois inutile d'entrer dans plus de détails sur le travail de M. Drach, dont

1'étendue est considérable quoique 1l'auteur reste presque toujours dans les

généralités. Ce n'est pas seulement une thése excellente ; c'est un travail rempli
d'apergus originaux, qui marquera dans la science, et sera sans doute 1'origine de

bien des recherches.
Emile Picard

Paris, 15 mai 1898,

J'ai peu de chose a ajouter au rapport si élogieux et si détaillé de mon colld-
gue. M. Drach est un géométre de grand talent qui, guidé par des idées profondes, a su
produire un travail original de la plus haute valeur. La forme tout 3 fait personnelle
qu'il sait donner a son exposition explique peut-&tre pourquoi il n'a pas été recu agré-
gé. Mais c'est un excellent professeur et 1l'originalité méme de ses vues lui constitue
un titre de plus pour les fonctions de 1'Enseignement Supérieur. La Faculté le recomman-
de d'une maniére toute particulidre 3 1'attention et 3 la bienveillance de M. le Minis-
tre, d'autant plus que M. Drach, en dehors méme de sa thdse, a déja produit un assez

grand nombre de travaux qui ont été accueillis de la manidre la plus favorable.

G. Darboux
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CORRESPONDANCE D'ERNEST VESSIOT33

LETTRE DE E. VESSIOT A J. DRACH

La Bauche, par les Echelles (Savoie)

le 3 octobre 1898
Monsieur et cher Camarade,

Excusez-moi de ne vous avoir pas remercié déj3 de 1l'envoi de votre thdse [[ [7] 1].
Je voulais la lire avec soin, et, dans cette lecture, il m'est venu des doutes trds sé-
rieux sur le troisidme chapitre. J'ai alors invité Cartan°? 3 l'examiner de son cOté,
et il a été de mon avis. J'en ai alors dit quelques mots 3 M. Tannery35, pensant qu'il
était tout indiqué pour attirer votre attention sur ces points obscurs. Il a pensé
qu'il valait mieux que je vous écrive directement, ce que je fais, en souhaitant vive-
ment que vous puissiez me montrer que j'ai seulement mal interprété des démonstrations
un peu rapides.

(I). page 78 [[ page 318 11, a partin de La 5% Ligne, jusqu'a La fin du § 3 du
chapitre.

Cet alinéa me parait manquer de netteté. Voici, a mon sens, tout ce que l'on peut
dire si l'on n'introduit pas, sur le systéme (S) [[ p.27 = p.267]], d'hypothdse autre
que celle qu'il est compfetement intégrable [[ p.5u = p.29u 1] et iwndductible [[ p.29 =
p.269 11 :

A chaque systéme fondamental [[ p.76 = p.316 1] particulier 21,295+4.,2, corres-
pondent des relations

(u) ZL = FL(ZI""’Zn) ,

et rien n'autorise 3 penser que les fonctions FL qui y figurent soient les mémes quel

qQue soit le systéme fondamental.

Les conditions (z) [[ p.57 = p.297 ]] que doivent remplir les fonctions FL res-

teront compliquées de dérivées des Z), par rapport aux variables XyXppeeeyX, , €t de

ces variables elles-meémes, et on ne pourra les transformer en identités définissant
ces fonctions FL d'une maniére précise que si 1'on connalt effectivement les expres-

sions de Zl""’zn en fonction des variables indépendantes.

Est-ce ainsi que vous l'entendez ? Il me parait que non, d'aprés ce que vous di-
tes par exemple page 87 [[ = page 327 1] (ligne 11 et les suivantes). Vous y admettez

que les équations

(W) Zi = FL(ZI""’Zn)
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ou les FL correspondent d un systéme fondamental particulier Laissent foutes Lnvaria-
bles Les equations (S).

La démonstration qui suit (fin de la page 87, pages 88 et 89 [[ = pages 328-329 ]])
repose toute entiére sur cette hypothése. Cette démonstration elle-méme me semble avoir
besoin de compléments, mais c'est un point sur lequel je ne veux pas insister aujour-
d'hui.

En nesumé, j'ai cru comprendre que vous admettez, sans que rlen Le prouve, que
le systéme (S) jouit de cette propriété que son intégrale générale est liée a une solu-
tion particuliére par des formules (4), ol les FL sont définis par un systéme (I)

independant du systeme fondamental particulien Zy5++-,2, . En d'autres termes, vous
admettez que ce systéme (S) a bien effectivement des systemes gondamentaux d'intégrales.

Voici un exemple bien simple, que je dois a Cartan, et qui prouve que cela n'est
pas, au moins 84 L'on n'assufettit pas Le systeme (S) a des conditions autrnes que cel-
Les que vous Ludl Amposez.

On prend pour n = 1 , 1l'équation :

9z , 4 3z _

" A,
ol on suppose AI identiquement nul. On a alors un systéme irréductible
2
X

(8)§
9z
R(XVZ’%'Z,) =0,
R étant une fonction rationnelle quelconque. Et il n'a pas la propriété en question.
(II). I1 résulte de 1la que votre negle pour déginin Le goupe de rationalité
[[ p.87 = p.327 1] de £'@quation ne conduit pas au but. Et L'existence méme de ce

groupe de rationalité (avec la double propriété fondamentale) fresdte douteuse.
Pour 1'exemple précédent il y a cependant un groupe de rationalité évident,
=1z,
(III). pages 78 et 79 [[ = pages 318 et 319 1] ( tout Le § 4 ).
La démonstration ne me parait rien prouver du tout, parce que les relations

= %.(! '
z; ‘ @L(z],...,z”)

ne sont pas rationnelles. De sorte que le systéme (S) transformé ne sera pas rationnel -
au moins, rien ne le prouve - par rapport aux Zi » et 1'irréductibilité de (S') ne

peut plus rien prouver.

L'exemple de tout a l'heure montre encore que le théoréme n'est pas exact
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(toujours si on n'introduit pas d'autre hypothése que 1'irréductibilité). Il suffit de

prendre
9z 9z
w0
avec A] = (0 puis
9z _
5 - 0
@ |
9z |
R(x,,z,-é—)z) 0
et
az' _
!
o |
z' = X,

(IV). Il y a 13 une diff4érence essentielle, et que vous n'avez pas indiquée, avec
ce qui se passe pour les équations linéaires ordinaires. C'est que, pour celles-ci, les
formules qui expriment l'intégrale générale en fonction d'un systéme fondamental parti-

culier sont tationnellfes, tandis qu'ici cela n'est plus.

En sorte que je ne vois pas du tout comment peut s'étendre ici la méthode fondée
sur la considération de la 12duction (ou décomposition) de la résolvante générale. Vos
indications sur ce sujet sont trop rapides pour qu'on puisse en rien conclure de cer-

tain.

A moins, et c'est probablement La vrale solution, mais cela Oterait bien de leur
intéret aux résultats, de considérer comme rationnelles, quand on etudie des systemes a
n+1 variables, toute fonction de n variables au moins.

(V). Peut-etre pourrait-on chercher dans une autre voie, en précisant davantage la
forme des systémes (S). Dans l'exemple de Cartan, le systéme résulte de deux systémes

consécutifs et rationnels

9z

T - 0
(a) {

z = x

et

R(z,2,32) = ¢
(b) oz
[ 32 .32 _
X ax,
par 1l'élimination de la variable intermédiaire z. Il y a 13 une espéce d'impriimitivite,
dont la notion n'est pas facile a généraliser, et qu'on pourrait ne pas admettre pour

les systémes (S) & considérer.
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Mais cela suffit-il ?
Et dans tous les cas, toutes les démonstrations me paraissent d créer d peu pres

de toutes piéces.

Je termine ici, mon cher Camarade, cette critique de votre travail. J'espére que
vous ne m'en voudrez pas et que vous pourrez bientdt me montrer que mes objections ne

sont pas fondées.

En attendant, je vous prie de vouloir bien croire, plus que jamais, a mes meilleurs

sentiments.

E. Vessiot

LETTRES DE J. DRACH A E. VESSIOT

Paris, le 11 octobre 1898
Monsieur et cher Camarade,

J'ai regu hier seulement votre lettre datée du 3 Octobre, c'est ce qui vous ex-
plique le retard que j'ai apporté a vous répondre dans le cas ou vous l'auriez effec-
tivement mise 3 la poste le jour ou vous l'avez écrite. Je vous remercie d'abord d'avoir
bien voulu me consulter ; vous etes de ceux a l'opinion desquels j'attache du prix et
je vais faire tout mon possible pour mériter votre approbation pleine et entiére au
moins sun Les points en Litige.

Je commencerai par le § 3 (page 78, ligne 5) : J'ai indiqué (ligne 17) a la fin
de l'alinéa qu'on pouvait obtenir immédiatement les équations I quand on connalt les
relations qui constituent le systéme irréductible S. [ La méthode est évidente : On dé-

crit les relations S ol l'on a remplacé Zyyeeey2z, PAr FI(ZI”"’Zn) s eee

n
Fn(zl""’zn) et tenant compte des équations S et difgerentiant Les deux systemes

9Z ; 90Z .
Pd . . . P . Pd L N .
on éliminera du premier toutes les dérivées 3’ 5;i et toutes les variables
k

Xy XqyseeesX, . Le résultat, qui est fe systeme I, est donc indeépendant de La solution
particuliene Zyyees2, que fe n'adl pas eue a précisen. |

I1 m'a paru qu'en disant cela, j'écartais l'interprétation que vous avez donnée a
la phrase qui précéde, pulsque fe ne suppose pas du tout que L'on connaisse un systeme
particulien de solutions du systéme S. Le systéme I ainsi obtenu définit bien les trans-
formations ponctuelles des variables ZyseeerZ, qui appliquées a une sofution particu-
Liene quelconque de S donnent encore une solution de S. Ce systéme I est d'ailleurs

unique quand le systéme S est donné.
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Vous voyez que je ne me suis nullement occupé de la nature de 1'intégrale généra-

le de S et que je n'ai fait sur ce systéme aucune hypothdse spéciale.

L'exemple que Cartan vous a fourni n'infirme en rien mon raisonnement : Le systéme

irréductible
Y
5 0
o
3z |
R(XI’Z’EY]) =0

ol R est rationnel, donnera en général

l =2z

9Z )

5. ° 0 n'admet pas en général de

par la méthode indiquée (car 1'équation R(XI’Z’

transformation infinitésimale de la forme £, = 0 , tz = 4(z) ) Je puis donc conclu-
re de 1la que le systéme I définit la transformation identique. Le groupe de rationalité
de 1l'équation %% = 0 est donc aussi formé par la transformation identique (car on a,
pour toute transformation T, TIT—I = 1) et cette equation admettra une solution ration-
nelle par exemple z = xl . J'observe en passant que ce n'est pas sur le systéme parti-

culier S que 1l'on peut conclure, mais sur 1l'dquation %§-= 0 .

L'examen du cas ou 1l'on formerait un systéme irréductible tel que

2% =0
(s)) {
Z . g
Bx,
pour lequel le systéme I est manifestement : =z %é = 7 et le groupe correspondant
formé des transformations
Z=cz,
X1 8z
améne aux mémes conclusions. Il suffit d'observer que l'expression 7 5x. st un.
1

invariant différentiel pour les transformations qui précddent et de faire le change-

ment de fonction

7. =

Y
Iz

BXI |
(ot X, est regardé comme une fonction de la solution déterminée z de 1'équation

Z 5. C 1) pour transformer le systéme (Sl) en

L.y
(s) { 39X
z

17 %
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~

pour lequel le systéme correspondant d I est formé de la transformation identique.

Des circonstances analogues se présentent toutes les fois que le groupe de 1'équa-
tion a étudier est imprimitif [[ p.59 = p.299 ]]. Supposons qu'on ait 3 &tudier 1'équa-

tion

3z, 4 82

X ]-Z)—)Z]"'..."'An'——:o

ol A7 = L. 0= An = 0 . Soit d'autre part

9z
, R _
(s) F/(:(Z]’°'°)Z ,...,X,,-.-,Xn) =0, 39X 0

y—
n Bx]

(€=1,2,...,p) (k=1,...,n) un systéme {rnlductible quelconque, définissant ZyseeerZ,
comme fonctions de XJ""’xn (le systéme ne peut renfermer X d'aprés sa définition
meme) ; supposons que le systéme S admette toutes les transformations

Z/C = \Pi(z],...,zn,cl,...,ch)

lesquelles forment nécesairement un groupe §{n{ (car le nombre des variables est égal
3 celui des fonctions). On peut évidemment tirer des équations S, puisque XpseeerX,

sont des fonctions indépendantes, des relations de la forme
0z
|

X/(: = @/{:(Z],...,Zn,-a—;(—",...,XI,...,XVL)

ou les (I)/L. sont des invariants indépendants du groupe considéré. Envisageons maintenant
un systéme bien déterminé Zys+++»2, de solutions des équations S. On peut regarder

xl,...,xn comme des fonctions de 27,...,2 et 1l'on transforme ainsi les QL en fonc-

n
tions de ZyreeerZ, seuls. Il suffira de poser

ZL. = ‘pi(zl,...,zn)

en désignant par ¢ les fonctions ainsi obtenues pour transformer (S) en un systéme
9l .
2
(s") { 90X
ke = %
pour lequel le groupe de rationalité est formé de la seule transformation identique.

Ces remarques me paraissent suffire pour établir que le groupe de rationalité d'une
équation linéaire est toujours bien déterminé, 3 une transformation prés du groupe ponc-
tuel général en Z75+++,2, . Cette transformation peut comme tout d& l'heure &tre défi-
nie par des transcendantes non uniformes dont les diverses branches se permutent entre
elles par les transformations d'un groupe, ou ce qui est la méme chose des fonctions

uniformes qui admettent toutes les transformations du méme groupe.

D'ailleurs on n'a méme pas d faire les observations qui précddent quand on recher-

che le groupe de rationalité d'une fagon négulidre, en formant les résolvantes
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relatives aux invariants différentiels de groupes de moins en moins étendus et recher-
chant si elles admettent des solutions rationnelles. Il n'est pas douteux que toutes

les fois que ces résolvantes admettent des solutions rationnelles arbitraires ou dépen-
dant des constantes arbithaires on peut encore réduire le groupe par un choix particu-
lier des arbitraires. Il ne suffira donc pas, pour obtenir le groupe 40us 4a forme cano-
nique, de donner 3 ces constantes des déterminations telles que le systéme S correspon-
dant soit irréductible, mais on devra continuer les recherches parmi les sous-groupes

de celui que l'on considére et £'on n'est certain d'avoirn Le groupe de rationalite
qu'apnres une Epreuve négative.

Je pense que ces gquelques mots léveront vos objections I et II et je passe a la
troisiéme relative au § 4, pages 78 et 79. Il ne me semble pas que vous aylez remarqué
que je pars de deux systémes irréductibles S et S' (nécessairement formés d'équations

rationnelles) pour remonter aux relations

P 1] ]
z; = QL(ZI"“’Zn)

dans lesquelles les ¢ sont ou nationnelles ou trhanscendantes, mals non pas des than-
scendantes quelconques, comme je l'ai rappelé dans la conclusion en italique (page 80
[[ = page 320 ]], ligne 2).

Un exemple simple de transformations transcendantes faisant passer d'un systéme S

rationnel 3 un autre S' également rationnel est le suivant

1 9z _
(s) 27] = 1]
= +
(s L } l=4Logz+k
X
I
qui donne la transformation du groupe z' = ¢z en Z' = Z + consit. Un autre exemple

est donné par le systéme méme que vous considérez

9Z _ 0l _

% !
(s) {R(x 2,22 ) = ¢ (S'){
1772 9x l = X4
ol Z est défini comme fonction de z par la seule relation
Y4
R(Z,ﬁ,Z) =0

qui est d'ailleurs équivalente a

9Z

Z = X’ + R(XI'B_J-(-]

:Z) = X.1
ou X, est la fonction inverse d'une solution déterminée et quelconque de
9Z _
R(x],axl,z) =0 .
Si ces indications vous paraissent suffisantes, elles entralnent avec elles (du

moins d mon avis, que j'espére vous voir partager) la caducité des observations qui
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forment les paragraphes IV et V de votre lettre. En définitive il me semble que toute
votre discussion tient d un simple malentendu dans la compréhension du § 3 ou j'aurais

pu mettre en italiques la phrase qui précéde la conclusion du paragraphe.

Je suis d'ailleurs loin de prétendre que tout est parfait dans mon travail (j'ai
moi-méme indiqué plusieurs points qui me paraissent mériter d'etre approfondis, ce &
quoi j'espére m'appliquer prochainement si les conditions matérielles dans lesquelles
je me trouverai me le permettent), mais je crois néanmoins que les choses essentielles
y sont établies avec le degré de rigueur habituel aux éerits du méme ordre : travail

de débutant et rien de plus.
C'est dans l'espoir de vous voir partager cette conviction que je termine.

Veuillez agréer, Monsieur et cher Camarade, l'expression de mes respectueux senti-

ments.

Jules Drach

7, rue Toullier [[ 75005 ]]
Paris, le 15 octobre 1898
Monsieur et cher Camarade,

Sur le conseil de M. Painlevé avec lequel j'ai parlé hier de vos critiques et
des réponses que j'y avais faites, je vous écris a nouveau pour appeler votre atten-
tion sur un point de ma lettre. M. Painlevé pense que j'éviteral tout malentendu en di-
sant simplement : Le systeéme I deginit Les trhansformations ponctuelles des eLements

Zyyeens2 qui n'alterent pas Le systeme S.

n
En réfléchissant depuis sur ce sujet je vois qu'on peut tout expliquer d'un seul

mot : Les systemes iwreductibles tels que S, que je considere, sont paumi tous ceux

que L'on peut gformer ceux qui sont d'orndre minimum. Cette idée qui a toujours été dans

mon esprit et que je n'ai peut-eétre pas mise assez en évidence bien que je m'en sois

servi plusieurs fois, en faisant remarquer par exemple que tous les systémes S ou I

sont du meéme ordre, m'a empeché de saisir complétement votre premiére objection. Il est

clair en effet que pour ces systémes S la solution générale de I a le méme degré de gé-

néralité que la solution générale de S, en d'autres termes le systéme S possé&de des sys-

témes fondamentaux d'intégrales. Quelle que soit la maniére dont vous la formiez, c'est-

d-dire en différentiant jusqu'd un ordre quelconque, le systéme I demeure le méme.

J'écarte en effet ainsi tous les systémes Si qui dérivent des systémes d'ordre
minimum S par des transformations transcendantes, dépendant nécessairement de constantes

arbitraires, qui &fLevent L'orndre de difgérentiation de S. En particulier dans l'exemple
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que Cartan donne

(8;)
1 90z _
R(XI’SI}’Z) =0

ce systéme Si qui n'est pas d'ordre zéro est transformé du systéme

ol _

¥

l = X4

qui est d'ordre zéro (£'ordre est celud des Equations nouvelles que L'on ajoute) par

la transformation transcendante définie par 1'équation

R(Z,%%,z) -0 .

Ces difficultés tiennent en définitive au rdle singulier de la transformation
identique qui demeure inaltérée par une transformation quelconque, méme dépendant de

paramétres.

Inutile d'ajouter qu'elles ne e presentent pas dans La recherche réguliene du
ghoupe de nationalitfZ ol l'on trouve nécessairement d'abord les systémes S d'ordre mi-
nimum, ce n'est que lorsqu'on se donne au hasard un systéme S qu'il y a lieu de s'en

occuper.

J'ai d'ailleurs l'intention de développer prochainement un certain nombre des
points que je n'ai fait qu'indiquer dans ma thése et fe ne manqueral pas d'appelen
L'attention sur celul-£a. Je pense que maintenant nous serons entidrement d'accord et
je vous prie, Monsieur et cher Camarade, d'agréer l'expression de mes sentiments respec-
tueux.

Jules Drach

P.S. Je rappellerai encore comme je L'al Aindiquée dans ma Lettre que de la connais-
sance d'un systéme irréductible S; (d'ordre non minimum) on déduit immédiatement le
groupe I, dont le type ne change pas, par conséquent aussi l'existence d'un autre sys-
téme irréductible S d'ordre minimum et la nature de la transformation qui raméne Ss a
S.

LETTRE DE E. VESSIOT A J. DRACH36

La Bauche, par Les Echelles(Savoie),

le 16 octobre 1898

Monsieur et cher Camarade,
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Votre lettre est treés intéressante, et m'a montré qu'il y a pas mal de locutions
que nous n'entendions pas de la méme manidére. Je crois qu'aujourd'hui nous pourrons

préciser davantage, car je vous avoue que je conserve encore bien des doutes.

La question qu'il nous faut d'abord &lucider est la suivante. Quel est le sens
exact des résultats énoncés dans votre thdse ? Et les démonstrations qui y sont données
sont-elles satisfaisantes ? Car, dans un sujet aussi important, il importe de savoir

a quel point on en est, et ce qui est acquis.

Je vais donc, si vous le permettez, serrer le texte d'un peu plus prés. Et je vous
serai trés reconnaissant de vouloir bien me signaler de nouveau mes erreurs d'interpré-
tation.

1°) [[ Vessiot a ajouté 3 sa lettre : "Objet des I et II du Ch. III. Etablir 1l'exis-

tence du groupe de rationalité. Montrer que le procédé employé donne un seul type de

groupes." ]] Sur le point de départ § 3, page 78, il n'y a plus d'ambiguité, je crois.

Vous partez d'un systéme (S) assujetti aux seules conditions d'&tre formé d'équa-
tions rationnelles, complétement intégrable et irréductible, et vous en déduisez le
systéme (Z), qui définit les transformations qui laissent le systéme (S) invariable.

Elles forment un groupe T .

2°) Je passe au § 4. La question est bien posée au bas de la page 78. la réponse

ne me parait pas aussi claire.
Reprenant 1'équation

9Z 9Z  _
w A 70

avec Al = 0 , j'essaie de suivre le texte en prenant

(s) {

( R rationnel quelconque ) et je trouve

(-5}
N <IN
n
(=

Z

(o>« 9]

= R(x,) z

—_ N

X

dZ _ 1
(z) HZ——E_Z'
Je prends ensuite
dz'
i
(s") {
2z’ '
———.:Z

et je trouve
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dz' 1
' FJ— !
(") dz’ z! z
Posant ensuite

z = ¢(z'")

je cherche les conditions auxquelles doit satisfaire ¢ pour que, si z' vérifie le

systéme (S'), z = &(z') vérifie le systéme (S) ; c'est-il bien cela ?

En suivant vos indications, j'ai successivement

'
_g_i_ = ¢'(z') %}ZZ—: z' &' (z")
1 1
2
_E)__g_z zvz 8" (z') + z' &' (z')
39X
1

et j'arrive d la condition
(a) 2'2 o" + z' 9' = R(X,) % ,

et il me parait que la condition (A) [[ p.79 = p.319 ]] s'obtiendra en éliminant X
entre cette équation (a) et celle qu'on obtient en la différentiant, c'est-i-dire

B) z'7 @'+ 32" " + 2" @' = R'(x;) o + R(x;) z' o' .
Vous dites que les relations (A) expriment qu'en posant

z = ¢(z'") Z=0(2")

dans les équations (I) on tombera sur les équations (I). Or, si je cherche les trans-

formations jouissant de cette derniére propriété, je trouve la condition

0'(Z) _ o'(z')

o(Z] =~ "o(z') ?
donc = constante, c'est-a-dire
o = aob?
ou
o = mz' .

Ce qui n'a aucun rapport avec la condition (A) précédente.
Voulez-vous m'indiquer, sur cet exemple meéme, ol j'ai déraillé ?

3°) Je passe au § 8 [[ p.86 = p.326 ]] . Un passage de votre lettre me fait con-
cevoir un doute sur le sens du résultat. A la lecture, il ne parait cependant pas dou-
teux : Vous partez d'un systéme (S) quelconque (hypothéses énoncées au 1°) de cette let-

tre), et vous concluez que ce méme systime peut se mettre sous la forme canonique

Q = ai(x,x],...,xn)
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ol les 2, sont des invariants différentiels de T foaumant un systeme complet, et les

a; des fonctions rationnelles des variables. Est-ce bien cela ?

Or je cherche encore a suivre le texte sur un exemple

ox - 0
o
—= = R(x,) z
2 1
9X
|
que j'écris, d'aprés vous,
2
() LEZ_Rx,) =0
z .2 1
ax
1
J'ai ensuite
1 o’z 1 9%2
(T) — —% - Rix,) = = —= - R(x,)
z .2 1 Z 2 |
90X 9X
| 1
c'est-d-dire
1352 13%
) 27777
ax 9X
1 1
ou n'intervient que le seul invariant différentiel
_lazz
==z,
zaxz
1
Et si je prends
1 93z
YTz,

il m'est impossible de comprendre les derniéres lignes de la page 88.

Le systéme (S) ne peut pas ici se mettre sous une forme autre que

2
_ 13"z _
° =z 7" Rl
1

(o34

X
et @ ne constitue pas un systéme complet d'invariants du groupe (T)
lZ=mz.
Que dois-je encore conclure °?

4°) Pour ce qui est du § 10 [[ p.91 = p.331]] , je suis bien obligé, pour pou-
voir faire la meéme étude, d'attendre vos réponses aux observations précédentes. Cepen-

dant, du moment que les systémes

X
o |
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o |
2z’

traités comme vous 1l'indiquez dans les pages que nous venons d'étudier, donnent les

deux groupes
(ry Z=12z et (') 7' =mz",
il me parait difficile d'admettre que la conclusion [[ p.92 = p.332 ]] :
"Nous voyons donc que, a toute équation etc... correspond un type de groupes T "

résulte des développements précédents.

16 octobre 1898

Monsieur et cher Camarade,

Je regois votre nouvelle lettre au moment ol j'allais remettre la mienne au fac-
teur. Réflexion faite, je vous l'envoie quand méme, car je crois qu'elle vous montrera
que vos démonstrations et explications sont beaucoup trop rapides. Et si j'ose vous
donner un conseil, en toute franchise, ce serait de reprendre la question enti2rement

dans le nouveau travail que vous m'annoncez.

Vous etes décidé 3 introduire une nouvelle hypothdse, bien naturelle, relative aux
systémes (S). Ce seront ceux qui sont d'ordre minimum parmi ceux que vous aviez admis
dans votre thése. Ne croyez-vous pas que ce terme méme "ordre mimimum" , quand il s'a-

git de systémes d'équations aux dérivées partielles, demande absolument 3 &tre précisé ?

Vous avez l'intuifion que de cette propriété résulte que la solution générale de
(I) doit présenter le méme degré de généralité que celle de (S). Je pense que cela ne
peut pas s'admettre sans une démonstration précise. Car il s'agit en définitive de don-
ner le procédé qui permettra, lorsque (I) n'aura pas le méme degré de généralité que
(S), de déduire de ce dernier un systéme de méme nature et d'ordre moindre. Cela se
voit facilement sur 1l'exemple particulier en question, mais je n'en aperg¢ois pas encore
la raison générale et démonstration.

Ce point étant mis hors de doute, il restera a prouver rigoureusement que deux
systémes (S) d'ordre minimum fourniront des groupes appartenant au méme type. Cela pa-
ralt vraisemblable, comme étant 1'hypothése la plus simple a faire, et aussi parce qu'il
parait naturel qu'un systéme donné définisse une seule espéce de transcendantes. Mais
il faudrait le mettre hors de doute par une démonstration inattaquable. Ce que je vous

ai écrit plus haut sur votre § 4 vous montrera, je crois, qu'il faut étre trés méfiant
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pour des démonstrations de cette nature.

Enfin, je suis persuadé que vous viendrez & bout de ces difficultés, mais je ne

crois pas que l'on puisse, comme vous le dites, régler ces questions d'un seul mot.

LETTRE DE P. PAINLEVE A E. VESSIOQT

Paris, le 17 octobre 1898
Cher Ami,

Je viens de lire la thése de Drach, et je suis absolument d'accord avec toi sur
1'inexactitude des deux théorémes fondamentaux et de leur démonstration. L'erreur est
méme tellement grosse que j'ai peine 3 concevoir qu'elle ait échappé a l'auteur et au
jury. C'est fort triste pour ce pauvre Drach. Je 1'ai averti de mon opinion, en lui di-
sant que, pour que la suite de sa thése subsistat,il faudrait qu'il fut en état de sub-
stituer le théoréme suivant 3 son théoréme

"Parmi Lous les systémes réduits irréductibles S, il en est un Sl’ d'ordre diffé-
rentiel minimum, tel que son intégrale générale se déduise d'une solution particulidre
par les transformations d'un sous-groupe du groupe ponctuel général de 1l'espace (ZI’ZZ’
""Zn)' Ce systéme S, est défini d la transformation ponctuelle prds la plus génédrale

de l'espace (27""’Zn)'"

Ce théoréme est-il exact ? Je n'en suis rien moins que siir, surtout dés que le
nombre des variables indépendantes dépasse 2. En tout cas, il n'y a pas dans la thése
de Drach la moindre indication d'une démonstration possible d'un tel théoréme. Cette
démonstration constitue en définitive toute la difficulté de la théorie, et je suis
persuadé que cette difficulté est trds grande (en admettant que le dit théoréme soit
exact).

J'ai dit a Picard que j'avais regu une lettre de toi sur la question : aprés
quelques minuytes d'explications, il a sursauté en s'étonnant d'avoir laissé passer la
chose. Je crois, en effet, qu'il ne peut subsister l'ombre d'un doute pour quiconque

réfléchit cing minutes 3 la chose.

Je suis, comme toi, bien en retard avec l'Encycﬂopéd&ea7. J'achéve mon article en
ce moment, en me mordant les pouces d'avoir accepté. Je congois que tu n'aies gudre eu
le coeur pour mathématiques aprés ces deux terribles secousses que vous avez éprouvées.
J'al passé moi-méme de tristes vacances, trds tourmenté de la santé d'une de mes soeurs
qui commence seulement a aller mieux. Je n'ai quitté Paris que guelques jours en septem-

bre, et j'ai regretté vainement 1l'air pur de la Savoie.

J'espére, mon cher Ami, que cette année apportera quelque adoucissement a vos
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rands chagrins de l'année derniére, et je te prie de me rappeler au bon souvenir de
g

Madame Vessiot et de tous les tiens.
A toi bien cordialement.

Paul Painlevé

NOTES DE LA REDACTION

1 J. Tannery écrit dans la Préface (p.II) : "Drach [[ ... ]] a déja acquis de nom-
breuses connaissances, dans des domaines variés ; il est de ceux qui se préoccupent
avant tout du fond des choses, qui restent mécontants et inquiets tant qu'ils n'ont
pas atteint le roc. Cette tendance philosophique de l'esprit est un danger quand elle
travaille 3 vide, qu'elle n'est pas accompagnée de la connaissance des faits.'" Il
ajoute (p.III) que c'est Drach qui s'est chargé de l'algébre, et qu'il "avait assumé

la plus lourde tache, c'est lui qui a fait ceuvre personnelle".

2 J. Drach écrit (p.76) : "Terminons en observant que ce que nous appelons {ntégration
Logique est probablement ce que Galois entendait, dans sa lettre & A. Chevallier, par
theonie de L'ambiguité en analyse."

3 I1 s'agit de la thé&se de J. Drach. Dans le compte rendu de Jahnbuch Fort. Math., 29
(1898), on signale die weltschichtige Abhandﬂung (p.350) et que eine Darlegung des
Anmwendbarkeit die eingefiihiten Begriffsbildungen ... were sehr winschenswert (p.351).

La thédse a eu lieu en juin 1898 et le jury était composé de G. Darboux, président,

E. Picard et H. Poincaré, examinateurs.
4 Il s'agit du développement de la Note [9].

5 Voir J. Hadamard, Sun £es Lignes géodésiques, a propos de nécente Note de M. Drach
(Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 148(1909), 272-274).

6 J. Drach écrit (p.1145) qu'il s'agit dans cette Note de 1l'équation différentielle de

la surface des ondes de Fresnel "qui a donné lieu 3 de nombreuses recherches".
7 Nous n'avons pas consulté les pages 521 & 578.

8 Dans le compte rendu de Jahrbuch Fornt. Math., 43(1912), on note (p.682) : Ndhere
Aus flilhiungen waren erwinscht.

9 Il s'agit du développement de la Note [ 26].

10 Dans le compte rendu de Jahtbuch Fort. Math., 46(1916-1918), on écrit (p.679)
Iht [[ Untersuchungen 1] Gegenstand sind die Vereinfachung und Reduktionen, die
sdch §in Integration den partiellen und gewshnlichen Linearen homogenen Differential-
gledichungen im Falle besonderern Rationalititsgruppe ergeben.
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J. Drach fait un Examen historique (p.58-94) et note (p.58) : "Il s'agit de montrer
comment se situent, dans la théorie générale qui vient d'étre exposée, les résultats
particuliers dus 3 l'ingéniosité des géométres qui se sont occupés [[ d'Alembert et

Siacci ]] , au point de vue théorique, de l'équation de la balistique extérieure."

J. Drach écrit (p.357) : "J'ai étudié les cas de réduction possible d'une équation du
d2

second ordre ——%-= [o(x) + Al y , ol ¢(x) est & déterminer et h un paramétre varia-
dx

ble ; dans les cas ou l'intégration de 1l'équation se raméne aux quadratures, on peut

déterminer effectivement la fonction ¢ (x)." (Notes [30] et [32]).

J. Drach note (p.22) : "Depuis que ces lignes sont écrites, nous avons pu rattacher

cette question d un probléme plus général." (Note [uu]).
Nous n'avons pas consulté ce mémoire.

Voir : R.G.D. Richardson, J. Drach, Integration by Linear systems of equations of
the type n + §(5,£) = 0 (Bull. Amer. Math. Soc., 33(1927), 412), ol il écrit

This papers gives some unexpected results on the general integration by Linear sys-
tems o4 equations : n + §(s,%) = 0.

Voir : R.G.D. Richardson, J. Drach, Determination of Liouville's elements of Length
with algebraic integhals fon the equation of geodesics (Bull. Amer. Math. Soc., 33
(1927), 12).

P. Appell écrit dans la Prlface : "La section de Géométrie [[ de 1'Académie des
Sciences de Paris ]] espére pouvoir, avec le concours de M. Jules Drach [[ ... 1],
qui a bien voulu se charger de revoir les manuscrits et les épreuves, faire paraltre

les tomes successifs."

I1 s'agit de 1l'exposé le plus complet de la théorie de 1l'intégration logique. J.
Drach écrit dans ce mémoire (p.482) : "J'ai montré, par des exemples, ce qu'il fau-
drait envisager comme opération explicite pour traiter des cas étendus." (Il renvoie
a l'exposé [37]). Il ajoute encore (p.483) : "Un autre exemple - 1ié a la déformation

inginiment petite des surfaces minima - est celui des cas de réduction aux quadratures
de 1'équation linéaire if% = [e(x) + hl y ." I1 considére également (p.507) 1'exem-
ple de 1'équation : p! +Xp2 = ¢(x) + b, et renvoie 3 la Note [30].

I1 s'agit de la Note de T. Levi-Civita : Sut Les surfaces admettant un réseau trhian-

gulaire de Lignes paralleles (Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 193(1931), 1371-1373).

J. Drach écrit (p.588) : "Les fonctions méromorphes (ou entidres) définies ainsi ont
été nommées gonctions de Painlevé. La raison profonde de leur nouveduté doit &tre
cherchée dans la théorie du groupe de rationalité (au sens de M. Drach) de 1'édqua-

tion aux dérivées partielles correspondante.” Il renvoie (p.589) au mémoire [ 27].
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Nous n'avons pas consulté ce mémoire.

On écrit dans le compte rendu de Math. Reviews, 8(1947), p.115 : The author does not
seem to be awere of the much more complete nesults of H. Geiringer (Fondements ma-
thématiques de la théorie des corps plastiques, Mémoir. Sci. Math. n® 86, Paris,

1937).

I1 s'agit (p.135-136) d' "une legon faite, en 1892, par Jules Drach, a 1'Ecole Nor-

male Supérieure, comme exercice de préparation a l'agrégation".
Les chiffres entre crochets renvoient a la Liste des trhavaux de Jules Drach.

A 1'intérieur des citations, nos notes sont placées entre les doubles crochets

(e 11.

H. Lebesgue parle, p.265, du point de vue "voisin de celui de Kronecker et de M.
Drach".
D. et G. Chudnovsky nous ont écrit le 30 janvier 1980 qu'ils ont prouvé '"en 1977

que les systémes de Drach et de Garnier sont en effet équivalents", et que "les
systémes de Garnier et de Drach ont réapparu indépendamment vers les années 1370".
Cette lettre contient également une importante bibliographie sur les équations sta-

tionnaires de Korteweg-de Vries et leurs applications.

J. Drach avait posé, dans une lettre du 19 mars 1929 (dossier J. Drach, Archives de
1'Académie des Sciences de Paris), sa candidature dans la section de Mécanique de
1'Académie des Sciences de Paris, H. Villat étant déja candidat. Il écrit 3 ce pro-
pos, a "son cher Collégue et Président" : "Si vous n'eétes pas partisan d'une étroite
spécialisation et admettez la présence d'un thloilcien dans la Section de Mécanique,
qui en a compté quelques-uns (dont Monge et Cauchy par exemple), je vous serais recon-
naissant de l'aide que vous voudrez bien apporter 3 cette thése."

J. Drach fut élu le 10 juin 1929 membre de 1l'Académie des Sciences de Paris.

J. Drach écrivait, le 12 novembre 1941 de Cavalaire sur Mer (Var), & A. Lacroix,
Secrétaire perpétuel de 1l'Académie des Sciences de Paris : "Veuillez agréer ici

[[ ... 1] 1'expression de la peine profonde que nous resentons pour la disparition
de notre vénéré et illustre Maitre, Emile Picard. Il a été pendant plus de cinquante
ans le Maltre incomparable, aimé et admiré, de tous les mathématiciens francais. Son
influence a été capitale sur la destinée de la plupart d'entre nous. [[ ... 1]

A nos débuts, il nous a été donné d'entendre l'enseignement de Maltres d'excep-
tion Ch. Hermite, E. Picard, H. Poincaré, G. Darboux, P. Appell pour ne citer que
ceux-13, qui depuis ont honoré grandement 1'Académie : nous n'avons pleinement appré-
cié 3 ce moment quel précieux privildge c'était ; je saisis cette occasion pour mani-

fester, en mon nom et pour mes camarades d'alors, toute ma reconnaissance."
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La soutenance a eu lieu le 24 juin 1898.

Voir les n°° [1] a [6] de la Liste des travaux de Jules Drach ; 1le n® [7] est la

thése de Drach.

Il s'agit de [3].

Ces lettres nous ont été communiquées par J.F. Pommaret.
Elie Cartan.

La thése de Drach est dédié "A Messieurs Emile Picard et Jules Tannery hommage de

respectueuse reconnaissance'.

Nous ne savons pas si cette lettre, qui ne porte pas la signature de Vessiot, a été

envoyée a Drach, et nous ne connaissons pas, si elle existe, la réponse de Drach.

Encyclopédie des Sciences mathématiques publiée par Gauthier-Villars.



