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UNICITE ET CONTROLE POUR LE SYSTEME DE LAME

MOURAD BELLASSOUED

Abstract. In this paper, we study the uniqueness problem for the Lamé system. We prove that we
have the uniqueness property across any non characteristic surface. We also give two results which
apply to the boundary controllability for the Lamé system.

Résumé. Dans cet article on étudie le probléme de I'unicité locale pour le systéme de Lamé. On
prouve qu’on a l'unicité de Cauchy par rapport a toute surface non caractéristique. Nous donnons
également deux résultats de densité qui s’applique a la théorie du contréle pour le systeme de Lamé.
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562 M. BELLASSOUED

1. INTRODUCTION

Nous nous intéressons ici au probleme de 'unicité de Cauchy pour les solutions du systeme de Lamé, qui
représente les déformations élastiques d’un solide. Dans le cas isotrope, le systeme de Lamé s’écrit en n—
dimension de 'espace :

P(t,x;0;,0,) = (02 — p(t, x)A)id, — v(t,2)V(div-) + R(t,z;0;, D) (1.1)

ou R est un opérateur différentiel matriciel d’ordre inférieur ou égal & 1. La premiere motivation pour étudier ce
type de problémes est la théorie du controle. En effet Lions [11] introduit la méthode H.U.M (Hilbert Uniqueness
Method) qui consiste & étudier 'ensemble des conditions initiales d’un probléeme d’évolution qui peuvent étre
annulées en un temps fini 7' en exergant un controle d’énergie fini sur le bord. Ce résultat repose d’une facon
fondamentale sur un théoréme d’unicité, qui permet de construire un espace de Hilbert dense dans ’espace
d’énergie. Ce théoréeme d’unicité est une conséquence du théoreme de Holmgren dans le cadre analytique. Dans
le cas d’un opérateur hyperbolique, scalaire, d’ordre deux, 87 — A(t,x, d,), Alinhac [1] et Alinhac-Baouendi [2]
ont montré que la régularité C'*° des coefficients de I'opérateur elliptique A ne suffit pas pour avoir I'unicité par
rapport a une surface de type temps. En effet il existe deux fonctions de classe C™ a(t,z) et u(t, x) telles que
(02 — A + a(t,z))u(t,r) = 0 dans un voisinage V de (¢,x) = (0,0) et Suppu C {x = (z1,2');21 > —6|2'|} ol
6> 0.

Par la suite, il a été observé par Robbiano [12], que lorsque l'opérateur A ne dépend pas du temps on a
un résultat d’unicité adapté a la théorie de controle. Ce résultat a été amélioré, dans un premier temps, par
Hormander [6] qui a donné une estimation précise et quasiment optimale du temps minimal pendant lequel le
controle doit agir, puis par Tataru [15]. Récemment, Robbiano—Zuily [13] d’une part et Hérmander [7] d’autre
part ont démontré un théoreme d’unicité locale pour les opérateurs différentiels, scalaires, a coefficients C'*°,
partiellement holomorphes, ot les hypothéses usuelles de Hérmander (principale normalité et pseudo-convexité)
sont faites uniquement sur le conormal des variables analytiques. Dans ce travail, on se propose, en se restrei-
gnant au cas du systéme de Lamé, d’étendre le résultat de [13] sous ’hypothese d’analyticité en temps des
coefficients u et v de 'opérateur P. Puis nous adaptons ce théoreme d’unicité locale au controle du systeme de
Lamé.

La littérature concernant ce type de probléemes est peu fournie. En effet, on ne dispose pas de techniques
générales de résolution d’un tel probleme autre que celle de multiplier le systeme par la matrice des cofacteurs,
et d’utiliser la méthode des inégalités de Carleman scalaires pour le déterminant (voir Isakov [9]). Mais cette
méthode éleve la multiplicité des caractéristiques ce qui rend tres difficile la preuve des résultats permettant
d’établir une inégalité de Carleman.

Dans le cas ou les coefficients de 'opérateur ne dépendant pas du temps et en dimension 3 d’espace, Eller—
Isakov—Nakamura—Tataru [5] prouvent un résultat d’unicité pour le systéme de Lamé sans aucune perturbation
d’ordre inférieure. La preuve est basée sur la décomposition de la solution u en une onde transversale div(u)
et une onde longitudinale rot(u) (ce qui est possible en dimension 3) vérifiant chacune une équation d’onde
scalaire, pour ensuite appliquer le théoreme de Tataru dans le cas scalaire.

Nous signalons aussi que dans le cas stationnaire du systéme de Lamé Dehman—Robbiano [4] ont montré la
propriété du prolongement unique.

Dans le cas stationnaire du systeme de Lamé avec une perturbation d’ordre inférieure assez particuliere,
Ang-Tkehata—Trang—Yamamoto [3] donnent une preuve plus simple du prolongement unique que celle de [4].
La preuve est basée sur la transformation du systeme de Lamé en un systéme de type principal. Ceci repose
d’une fagon fondamentale sur la structure du terme d’ordre inférieur et cette méthode semble tres sensible pour
une perturbation quelconque.
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2. NOTATIONS. ENONCES DES RESULTATS

2.1. Unicité de Cauchy

Soit © un ouvert connexe de R™, le point générique de R x  est noté (¢,x) avec t € R, z € 2 ; les variables
duales de (t,z) sont (7,£). On note D, = %%
Le symbole principal du systeme de Lamé est donné par la matrice réelle

p(t,z;7,6) = (12 — pu(t, ) |€]?)idy — v(t, 2)E'E (2.1)
id,, désigne la matrice identité. On fait 'hypothese

il existe une constante Cy > 0 tel que si on pose w = {z € C; |z] < Cp}
et w' = {x € R"; |z| < Cy} alors les coefficients 1 et v appartiennent & (2.2)
C>®(W';H(w)) ; H(w) désigne I'espace des fonctions holomorphes.
En particulier si p et v ne dépendent pas du temps, la condition (2.2) est vérifiée.
On suppose de plus que U'opérateur R a coefficients analytiques en t est C* en .

Définition 1. Soit (¢, 2) une fonction de classe C? telle que ¢/ (¢, ) # 0 et S 'hypersurface donnée, localement
au voisinage de (to,zg), par S = {p(t,2) = 0}. On dit que S est non caractéristique pour P si la matrice
p(t, z, ¢, pl) est inversible au voisinage de (¢, zo).

Théoreme 2.1. Soit P lopérateur différentiel défini par (1.1), S une hyper-surface orientée S = {p(t,x) =
¢ (to, o) = 0} non caractéristique par rapport & P en (tg, xo). On suppose qu’il existe un voisinage V' de (to, zo)
tel que Pu =0 surV et V Nsupp(u) C ST = {p >0}. Alors u=0 sur un voisinage de (to,zo). Autrement dit
P posséde Uunicité de Cauchy par rapport a S prés de (to, zo).

2.2. Adaptation a la théorie du controéle

Dans ce qui suit on note 92 le bord de 2, T un ouvert de 9 ; ¥ =]0,T[xT, n désigne le vecteur normal

extérieur a X, et % la dérivée dans cette direction et on suppose que et v sont indépendants de ¢ et Va € Q,

p(x) >0, v(x) > 0. Introduisons les espaces
By =[Hy@Q]" @ [L2Q)",  E_1=[L2(Q)]" & [H ()"
Soit xg € ' ; on munit 2 de la métrique ﬁdaﬁ et on introduit le temps d’unicité Ty,
To = 2sup{d(zg,z);x € Q}
ou d(xg, z) désigne la distance entre z et z,

d(xo, ) := inf{long(C) : C[0,1] — Q : C* et tel que C(0) =z et C(1) = x}

avec
long(C) = /0 1 [ (C()(Ca ()2 + ... + Cu(s)?)] 2 ds. (2.3)
On note Popérateur elliptique d’ordre deux, dit le Laplacien élastique, par
Acu = i 0;(u(x)0ju) + V(v(z)divu). (2.4)

j=1
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2.2.1. Contréle du systéme de Lamé avec une action de type Dirichlet

Pour T > Ty, soit Fp 'espace des conditions initiales (u°,u!) tel qu’il existe un controle g € (L?(X))" et la

solution du probleme d’évolution

8fqueu:0 dans R x
Ujt=0 = u’; Orujp—g = u!  dans Q (2.5)
u=g-1ly sur R x 99

vérifie u(T,-) = Owu(T,-) =0 dans .
Théoréme 2.2. Fp est dense dans Ey.

2.2.2. Contréle du systéme de Lamé avec action de type Neumann
Pour T' > Ty, soit Fiy espace des conditions initiales (u°,u') tel qu'il existe g € (H3/?(R x 9))™ & support
dans ¥ et la solution du probleme d’évolution
8t2queu:0 dans R x
Ujg=0 = u?; Opujp— = ul dans Q (2.6)

w(z) 2 + (v(z)divu)n = g - 1y,

vérifie u(T,-) = Owu(T,-) =0 dans .
Théoréme 2.3. Fi est dense dans (H*(2))" @ (L%(Q))".

La preuve du théoréme 2.2 est basée sur 1'usage de la transformation de Fourier—Bros—Iagolnitzer (F.B.I), qui
permet, en utilisant ’hypothese d’analyticité et des changements de contours dans C, de localiser 'opérateur
en fréquence modulo des restes. Apres étre revenu vers le réel par une transformation inverse, on montre
une inégalité de Carleman par les techniques usuelles de Lerner [10]. Dans la section 3 on rappelle quelques
propriétés de la transformation F.B.I.

On introduit tout d’abord quelques notations : S(R"*1) désigne I’espace de Schwartz des fonctions sur R*+1
a décroissance rapides.

Si £ € R™, on note (£) = (1 + |¢]?)/2.

Sim e R, H”(R™) désigne 'espace de Sobolev semi-classique

H™ = {u € L2 (1 + f—f)mpa(g) e L2} (2.7)

muni de la norme
[
g = [ 1+ 55) e Pag

oll A est un parametre destiné a tendre vers +0o. De méme on note

lolungy = | ot ) Bt

pour u € S(R*1). Enfin on introduit la classe de symbole S((£)2;g) ou g est la métrique de Hormander

(voir [8]) g = dt? + dz? +dr? + % et on note {, } le crochet de Poisson.
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3. TRANSFORMATION DE FOURIER-BROS-IAGOLNITZER (F.B.I)

3.1. Propriétés élémentaires

Dans ce paragraphe, rappelons quelques propriétés de la transformation de Fourier—Bros—Iagolnitzer (F.B.I)
partiel, dans sa version la plus standard, définie par la formule suivante :

ue SR, Tu(z,z,)\) = C()\)/ e_%(z_y)Qu(y,x)dy (3.1)
R

pour z€C,z e R", A >1et C(\) = %5(%)3/4'

La fonction Tu est entiere par rapport a z. On note

D(z) = %(32)2 pour z € C (3.2)
Ay = {(2,7’) eC? 7= % Z—f(z)} = {(Z,T) eC? 1= —S(z)} . (3.3)
Kp(t,7) = (t —ir, 7). (3.4)

Plus généralement on note la transformation F.B.I associée a la phase %(1 +1n)(z — y)? avec  un parametre
réel assez petit,

T, (2,23 0) = C(\) / e 2 (FMET y y, 2)dy. (3.5)
R
On note ainsi,
)
K =(t—

n,(t7) = (t - 75m7) (3.6)

On introduit également
L2 1a(C HER™) = L2(C,em22+0% 0 L(ar); HH(R™)) (3.7)

avec L(dt) la mesure de Lebesgue dans C, H*(R") I'espace de Sobolev usuel.

Si k=0 onnote Lf,,4(C, H'(R")) = L{ s (3.8)

£%1+n)¢> = L%l-i—n)‘b N H((C) (39)

ot H(C) désigne l'espace des fonctions holomorphes.

Proposition 3.1. On a les propriétés suivantes :

1. T, est une isométrie de L*(R, H*(R™)) dans L?

(1+n)¢>((ca Hk(Rn)) ’

2. T,T, = idp2wn+1) avec Ty Uadjoint de T, ;
3. T, - Ty est la projection de L%1+n)<l> dans £%1+n)<1>'

En particulier T, ;0 =0 si 0 = Tv ot v € S(R™).
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3.2. Transformation F.B.I et opérateurs différentiels

Dans cette section, on va étudier ’action de la transformation F.B.I sur un opérateur différentiel d’ordre m.
Précisons tout d’abord quelques notions. P = op¥ (p) désigne I'opérateur obtenu par la quantification de Weyl

de symbole p en semi-classique. On a, pour u € C§°(R"*1)
Pu@) = (52) " [ XL e ulwauds
Soit (¢, ) un polynéme quadratique réel dans R"*1. On définit Popérateur différentiel Py
Py = A2 pe
On a par un calcul élémentaire
M Dy e = Dy 4Ny,

et par la formule de Segal le symbole de Weyl de Py est exactement p(z, & + i)’).

Proposition 3.2 (voir [13]). Pour v € Cg°(R™*Y) on a TPy = P\Tv ot

n+1
PAT’u(t x; \) // (y—2) (// )dydf
27r ——Im(¥H0)

au sens des intégrales oscillantes ot w est une forme différentielle donnée par

. t
w = eMtmwo)Ty +yo+” z+y 4 1/%( +yo+”,x+y>;
2 2 2
+ T+
&+ 1/190( % + 4T, 5 y)) - Tv(yo,y; N)dyo A dr.

3.3. Localisation en fréquence

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Soit d un nombre réel positif tel que d < Cy, et soit v € C§°(R™ 1) & support dans {(¢, ) € R [t +|x| < d}
et PA lopérateur défini dans la proposition 3.2. Dans ce paragraphe, on microlocalise PA en fréquence pres de

7 = 0, moyennant des restes exponentiellement petits. C’est 'objet de la proposition suivante:

Proposition 3.3 (voir [13]). II existe une troncature x € C§°(C?), vérifiant

1 osift|+]7] <4
o s+ >d

telle que si on pose pour n €]0, 1]

n+1
OTo(t,x,\) = <i> // oA @—y) £ // N <t + yoﬂ_) w | dyo de
27 == ()3 2

ot w défini par (3.14), alors

P\Tv = Q\Tv + R\Tv + »

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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avec, pour tout entier n € N,

- Cn
BT lle, < SwlTolliz, @) (3.18)
~ —And?
193 Tollpz,, , =0 3") A= . (3.19)

3.4. Retour vers le réel

Soit @)\ l'opérateur défini dans (3.16). Soit v dans S(R"1) et soit w = TyTv, on a d’apres la proposi-
tion 3.1(iii)

w="TyTv € S(R™1) et T,w = Tw. (3.20)
Il résulte alors d’apres la proposition 3.2 (avec T, & la place de T')
QaTv = Qx\Tyw = T,Q\w, (3.21)
ou @) est un opérateur différentiel dont le symbole de Weyl est
(@A)t 7 7,€) = 0¥ (QN) (K, (£, 7); .€) (3.22)
avec
Q) (2, m; 2, &) = x(2,7)p(z + i, 2, 7 + il (z + iT, @), £ + i (2 + iT, ). (3.23)

Revenons maintenant au systeme de Lamé dont la symbole principal de Weyl quantifié en semi-classique est
donné par

palt, ;7€) = (T + i) — p' (€ + i) (€ + iw;)} idp — v(t,2)(& +i,) (€ + i) (3.24)
On a donc
2 .
o (QN)(z,m52,6) =Y N go(t ;7€) (3.25)
=0

avec le symbole principale g2 donné par

T . .n 2
t, T, = (t*Z—,T>{(T+Z ’(tJrz T,:L'))
a2( §) X T e T+ 0

_'u(t_'_ilZnT’I)t(g_'_iw;(t—’—ilZnT’x))(§+i¢;(t+ilzn7’w))}id”

—V(t + i%r, :c) (5 + w;(t i Z - x))t(f + w;(t n i#r, :c)) (3.26)
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Dans tout ce qui suit on pose

CO T+Zwt( +Z].+7]T)$ ) C §+“7/J;c +Z]-+7]T)$

.n .n
=ult+1 T,$); VZZ/(t—l-’L T,:U).
K ”( 1+7 141

On a alors
aalt, 257, €) = x(t i) [(@ = Qi — '], (3.27)

4. INEGALITE DE CARLEMAN POUR L'OPERATEUR Q)

Dans cette section, on se propose d’établir une inégalité de Carleman pour 'opérateur @ » de symbole principal
g2 au moyen d’une technique du type inégalité de Garding.
En toute généralité, on peut supposer tg = 0, xg = 0. On précise le choix de la fonction 1, et on pose

U(0) = @) + 52" (0)(w.) + 5/ (0) 9 f%m? avee y = (t, ). (4.1)

Le parametre (§ sera fixé assez grand plus loin.

Proposition 4.1. Il eziste des constantes Cy > 0, By > 0 telles que V3 > By, g, o et Cp tels que YA > Ao,
Vn €]0,m0], 30 € C§° vérifiant

. 1
LS+ bl + o] €

o(t,z, ) = (4.2)
0 silft|+ ||+ |z > 7

et telle que pour tout uw € S(R™™1) a support dans {(t,x) € R"*1; |z| < %} on a :

626' Cs
—a llullZae 2 ) < llowg (a2)ull?: + —Ilom (1 =0 ull 7o g =2 (4.3)

Corollaire 4.1. Il existe eg > 0, C1 > 0, C2 > 0, 0 (0 définie par la Prop. 4.1) et Ny tels que VA > Ao, et
Vu € S(R™*1Y) a support dans {(t,z);|z| < eo} on a :

Gy
2 ||u||L2(]R H2) < M|Qaul[Z2 + CaX’||opy (1 — )uHL?(]R H2) (4.4)

avec HY = {u € L% (N + [¢[>)™/20 € L*}.
Remarque 4.1.

1. Pour démontrer le corollaire 4.1, il suffit de fixer dans I'inégalité (4.3) § assez grand, puis 1 assez petit,
de fagon a absorber les termes d’erreurs provenant du coté droit de I'inégalité par le terme de gauche.

2. La preuve se décompose en plusieurs étapes. On va tout d’abord réduire par une jordanisation le symbole
g2 en un symbole presque diagonal ¢s, comportant un seul bloc de Jordan d’ordre deux. Dans une deuxieme
étape, on utilise la géométrie particuliere de ¢y pour établir une inégalité de Carleman. Enfin, I'estimation
sur ¢o sera traduite en estimation sur gs.
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4.1. Inégalité de Carleman scalaire

Dans cette section, on détermine les valeurs propres de g» et on se propose de montrer une inégalité de
Carleman scalaire. Commengons par chercher le déterminant de la matrice g2. Pour ceci on va distinguer deux
cas selon la position de ¢ et { ; on rappelle que

ao(t i, €) = x(t = i7o—7) (& — ' Qidw — 1C'C]. (4.5)

-
T
1+7n

i) Si ¢ et ¢ sont libres, on considere alors (61, ... ,0,_2) une base de (¢, ()" telle que ; est orthogonal & ¢ et ¢
(i.e. 10, - ¢ =10, - =0). Dans la base (61,...,0,_2,(,C), la matrice g2 s’écrit

(G — KH¢C)idn—2 0 0
et 2578 = x(t =i o7) 0 G —vicP . (4.6)
0 0 G —m¢C

ii) Sif¢¢ # 0, soit (67,... ,0,,_) une base de (¢)*, (i.e. '0}-¢ = 0) alors gy s'écrit dans la base (6}, ... ,0,_;,()

»¥Yn—1
(¢§ — 1 ¢Q)idn 1 0
D= . 4.7

( 0 ﬁ—m+¢m> o

On en conclut que

detlga(t, 27, ) = X" (¢ = i )G = Q"G = (e )"

et que les valeurs propres de go (pres de t = 7 = 0) sont (2 —u'(¢ et (32— (u+v)'¢¢ de multiplicité respectivement
n — 1 et 1; alors on a les trois cas suivants :

1°T cas. Loin de (3 — p!¢{ =0 et (2 — (1 + v)!¢¢ = 0, la matrice gz est inversible (preés de t = 0 et 7 = 0).

2¢ cas. Présde (2 — p'¢¢ =0 et (2 — (u+ v)'¢¢ = 0, alors nous sommes pres de (o = 0 et !(¢ = 0, et donc ¢
et ¢ sont libres et la matrice ¢2 est semblable a la matrice §o.

3° cas. Prés de (2 — pu'¢¢ = 0 et loin de (2 — (u + v)'¢¢ = 0 (resp. loin de ¢ — u'¢¢ = 0 et pres de
¢ — (u+v)'¢¢ =0), alors /(¢ # 0 et donc go est diagonalisable et a pour forme (4.7).

On note V4 un voisinage de {(¢,z;7,€); (2 — pu'¢¢ = 0} et Vo un voisinage de {(t,x;7,£); (3 — (n+v)1¢¢ = 0}
alors on a le lemme suivant :

Lemme 4.1. On a les propriétés suivantes :

1. sur Vi N'Va la matrice g2 est semblable a la matrice ¢ définie dans (4.6) ;
2. sur (V1 UV2)¢ la matrice go est inversible ;
3. sur (Vi NVE)U (VaN V) la matrice go est diagonalisable et semblable d la matrice D définie dans (4.7).

Remarque 4.2. Dans le cas du systéme de Lamé les singularités se propagent dans 2 le long de deux rayons
aux vitesses C1 = \/p et Ca = \/u + v qui sont interprétés comme vitesses de propagation des ondes de distorsion
et ondes de dilation.

Pour montrer la proposition 4.1 on va commencer par montrer une inégalité de Carleman pour les valeurs
propres de g2. Pour ceci on a besoin du lemme suivant, dont la preuve figure en appendice A.
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Lemme 4.2. Soit (¢, x) une fonction réelle analytique par rapport a t et C* par rapport a la variable x telle
que Y(0)[¢;(0)* — ¥4(0) # 0 et soit

t
alt,ai7,) = X (tz’%ﬁw) [c& - (t+z’1 an) cc] (4.8)

alors il existe C1, Ca, €2 et By des constantes positives telles que pour tout B > By etn € }O, %}, ||+t + 7] < %
on a
1. |a(t,z;7,8)| > C1<§)~2 st [€] = Cy ; ) i
2. a(0,0,0,8) =0 et V¢ tq € — & <ex = J{alt, =7, &)ialt,z:7,6) }
2
> BCL(V(0)[¢5(0)]* = (41(0)))".
Lemme 4.3. Sous les hypothéses du lemme 4.2, il existe des constantes positives A, C' et By, telles que, V3 > By,

o, tels que YA > g, Vn € |0, %] et [t| + |z + |7| < % on a

at, 27, O + = (alt, 27, € a(t, 257,60y > Z ey (4.9

A
VA

Preuve. Raisonnons par I'absurde, si (4.9) n’a pas lieu, il existe des suites Ay, Box — 00, Cx — 0, Ao, = 5
et0<77k<ﬁ—12et0na
k

1 _ BrCr
t ; <
Z\/EAk {av a}( kaxk;Tka£k> mAk

1°" cas. On suppose qu’il existe une sous-suite notée aussi & telle que || — oo, pour k grand d’apres le
lemme 4.2i), on a

(€)*. (4.10)

|a(tr, 2h; Ty €k) 2+

AxCr(€)* < Axlalte, zx; i, &) (4.11)
d’autre part on a
’{a(tkaxk;Tkafk);a(tkaxk;Tkafk)}’ < BrC(&)* . (4.12)
On déduit de (4.10) que

BCi
VK

ce qui implique Ay < g_,% + C, absurde puisque lim Ay = 4o0.

Bl

A CL &)
kC1{&k)" < Now

(Er)* + —i= (&) (4.13)

2¢ cas. Si |&k| est bornée quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer £ — &. Montrons que a(0,0;0,&) =
0. En effet on a

(@, a}| < BLC(E)T  alors i\/}\_ﬁ{a,a}(tk,xk;m,gk) 0, (4.14)

et donc a(0,0;0,&) = 0. D’autre part si on prend k assez grand de sorte que |§ — &| < €3 alors le lemme 4.2ii)
implique

%{a(thxk?ﬂmgk)?a(tk7$k§7'ka§k)} > (rCh [V(O)W;(O)F — [14(0)[? i (4.15)
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et donc (4.10) implique

0 < C((O)L(0)]* — [14(0)2)* < Ciler)* (4.16)

et donc v(0)|1%(0)]? — [1;(0)|* = 0 ce qui est absurde avec le fait que 9 est une surface non caractéristique.
Ceci acheve la preuve du lemme 4.3. g

Introduisons maintenant une troncature presque analytique.

Notation. Pour n € }0 1 }, soit éﬁ € C>(C?) telle que 0 < ég <let

e
. n 1
1 siz|+ 7| € — —
~ -1 434
G5(2,7) = . - g (4.17)

et [005(z,7)| < Cn|T 4+ (1 +1)Sz|Y pour toute N € N. (On dit que 3 est presque analytique sur Aqgm)a-)

Lemme 4.4. [I existe des constantes C > 0, By > 0, telles que Y3 > [y, Ao tel que YA > Ao, Vn € }O, %}, il
existe une fonction 6 € C§° vérifiant

1
1 si |t|+|7|+|x|§4—4
o(t, z;7) = 0 (4.18)
0 si |t|+|7’|+|x|2@
et pour toute u € S(R™™1), on a
pC w C8( wio,
Ml e, < llopf (@ullfageny + =7 (0p (r)idnu, u) . (4.19)

Remarque 4.3.

1. La fonction 6 dépend de 7 et de 3.
2. C ne dépend pas des parametres 7 et (.

Preuve. On considere la fonction 03 € C*°(C?), 05 = §g|A(1+n)q> o K, avec Kr, la transformation canonique
définie dans (3.6), alors on a

1
1 osift|+ 7] < =
05(t,7) = . 43 (4.20)
0 silt|+]|7]> 231
Définissons h € C§°(R™), 0 < h < 1 de sorte que
1
h(z) = g (4.21)
0 siljz|>—
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Soit 0 la fonction définie par

Losiftl+ 7]+ 2] < —;
45 (4.22)

54
On note A = op¥(a), et on décompose A = Ar + iA; ot Ag = ATA” of A = Ag—f* et par définition on a

Ar = op¥(Ra), Ar = op¥(Sa) et A} = Ax ott K = R, 1. Pour toute u € S(R"*1), on a

0(t,z;7) = h(z)0s(t, 7) =
0 sit|+|7]+ |z >

1 *
[ Aul[® = [[Arul|” + [[Arull* + 5 (A%, AJu, v). (4.23)

Nous prétendons que le symbole %{E, a} vérifie Pestimation suivante : il existe C, Ca, Gy tels que V3 > By, o
tel que YA > Ao, Vnp G} ,ﬁﬂ on a

By BCy
E =00+ a5 {Eah > TR (124)

En effet, 'estimation (4.24) est triviale si |t| + x| + |7] < 64’ puisqu’alors 0 < 6 < 1 et on peut appliquer le

lemme 4.3. Par ailleurs, si || + |z| + || > F alors 6 = 0 et comme |1{@,a}| < ﬁic (€)4, il suffit de prendre C

assez grand, ce qui conduit a (4.24).
Comme prévu on applique I'inégalité de Garding (voir [RZ]) pour I'opérateur de symbole

bt 2:7.6) = ﬁflu ~0)(©)"+ “Hatmim O + 3.0}

et pour la métrique g = dz? +dt? +dr? —|— . On a donc, d’apres (4.24) et b € 1)\5’((5)4, g), U'inégalité suivante

< ¢,

(opX (1 = 0)(&)*u,u)  + (Il Arull® + [|Arul?) + ([A*,A]u,u)

A VA
Cp 8C
+ WHUHL%R,H?J 2 T||U||L2(R,H§c)- (4.25)
Pour ) assez grand en fonction de § I'estimation précédente devient alors
6C C
S llul ey < llops (@)l o gy + 52 (003 (1 = 0)() "), ) (4:26)
O

4.2. Inégalité de Carleman pour le systéme réduit

Dans cette section, nous montrons une inégalité de Carleman pour 'opérateur de symbole ¢3. Pour cela,
nous utilisons la forme particuliere de .. Introduisons tout d’abord la notation suivante :

idp—2 0 0

w=(Ut,... Up), G=(Ul,. . ,Up_2), M= 0 a\/g 0
0 0 1

oll & est un parametre réel.
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Lemme 4.5. [l existe des constantes Cy, Ca, « et By > 0, telles que, Y3 > By, IAg, VA > X, Vn € ]O, %], 360
vérifiant

Losi [t + [x| +|7] < —5
O(t,z;7) = 45 (4.27)
0 silt|+ |z|+ 7] > 54

et telle que pour tout u € S(R"Y) & support dans {(t,x); |z| < %} on a:

BC: BC. BC: p>C
oMUl ) = SRz + Sl Fae ) + 0f =g a1 ez,
Cs
< (1Mo} (d2)ullfe + =2 (Mopk ((1 = 0)(€)")u, Mu). (4.28)

Remarque 4.4. « doit étre plus petit qu’une constante positive ne dépendant que de minorants et majorants
de |ul, |y et |+ v].

Preuve. La majoration de @ et u,, est une simple application du lemme 4.4. Pour ’estimation de u,,_1, on pose
az = x(t — it 7) (G2 — (u+1)CC), on a

2

B B T
I a\/;op)\ (ag)unlJra\/;opA(V|<|2)X(tzm,7>un
2 92 2
C
Z )\f C||U7L 1||L2(]R H2 - % (Op’;\u((l — 6)<§>4)un_1’un_1) — —Hop)\ VX|C|2)U’"H2 (429)

On utilise maintenant le fait que suppu C {(t, x); |z < %}, ce qui implique |yv|¢|?| < C(£)? sur le support de
u avec C' une constante ne dépendant pas du parametre 8. xv|¢|? € S((£)?;g) on a alors

2 C
(o3 (= ¢ unl | < Cllunl Boqg ) + S lunl 2z (4.30)
et par conséquent il découle de (4.29)
2122 0520
12 S Clunlaas,) - b (op% ((1 = )(©) ) wn-1, a1
a’C a?B
= P e, mz,) — S5 Cllunl e - (4.31)

Pour achever la démonstration du lemme 4.5, il suffit donc de prendre « assez petit en fonction de minorants
et de majorants |u|, |v| et |+ v|. O

4.3. Inégalité de Carleman pour le systéme de Lamé

Cette section est consacrée a la démonstration d’une inégalité de Carleman pour ¢- ; cela repose sur un dé-
coupage microlocale des zones ou la matrice go est soit sous forme de Jordan, soit diagonalisable, soit inversible.

4.3.1. Préliminaires et notations

Commengons par traiter le cas ou ¢y est semblable & une matrice de Jordan ¢s i.e. prés de la zone ou les
valeurs propres s’annulent simultanément. Or prés de chaque point de (2 — ‘(¢ = 0 et (2 — (u+v)'¢¢ = 0 nous
sommes pres de (o = 0 et '¢¢ = 0 et d’apres la section a) i) on a vu qu’il existe une base (61, ... ,0,_2,(,C)
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dans laquelle g2 s’écrit sous la forme §o, plus précisément si on note P = ﬁ(@l, ooy 0n_2,¢,C) la matrice de
passage, on a donc g = P~ 'g, P localement.

Un argument élémentaire de compacité de {Co =0,¢¢ =0et [¢| = 1} assure qu’il existe une famille de
troncatures x;, j = 1,..., N et une famille P; de matrices de passage, telles que x; & support dans le domaine

de définition de P;. Ce découpage assure aussi la régularité C* du symbole pseudo-différentiel P;. Introduisons
maintenant quelques troncatures microlocales : soient o & support pres de (¢, 2) = (0, 0) et loin de (2 —pu¢¢ =0
N

et ¢ — (n+v)'¢¢ =0, X(z) & support loin de z = 0 telle que pour ¢ petit on a xo + X + Z X; =1 et de tel
sorte que si u a support dans {|x| < %} on a yu = 0. On introduit aussi une troncaturje_;( a support dans
{|:E| < %}, onau= 'ﬁeo xop¥ (x;)u. On introduit également,

o \;j=1sur Suppj))_(j et supporté dans le domaine de définition de P; ;

e X; = 1 sur suppy; et supporté dans le domaine de définition de P; ;
e on note e; la base canonique de C”.

Pour ¢ assez petit on introduit la fonction . définie par

0 silc2—ut 2 2 t 2
i) — { 1G-S e G -G s )
L st 16— e+ 9)'C¢] > 266 ou |G = (u+)'C] > 2el¢]

Pour démontrer la proposition 4.1, on va procéder en deux temps, tout d’abord, on montre la proposition 4.2
puis la proposition 4.3.

Proposition 4.2. Il existe des constantes C, By et €1 tels que pour 3 > By il existe Ao et Cg tels que pour tout
A> X ona

pg*C C C _
sz lullia mz) < (llopX (a2)ull® + S5 lop} (Ve ullia mz,) + 5 llopX (Fiduull} s s -2, (4.33)
avec r = (1 — 0){(&)* (0 définie par la Prop. 4.1).

Proposition 4.3. Avec les notations précédentes, on a

c C C C _
Tllopt (e, ullio mz,) < <2 llops (a)ull® + 55 lullfa iz, + 70py (Midnul T oz (4:34)

4.3.2. Lemmes techniques
Lemme 4.6.

i) Soit A = (a;;) € S((§)™;9) ot A vérifie Aen—1 = (@n—1,n—1)en—1 alors on a pour tout réel s et pour tout
v e SR

1Mopg (Aol g e,y < CIIMOI2, (4.35)

(RHSE™)

ot C ne dépend que de semi-norme de A mais pas de .
ii) Pour tout w € S((£)2%;9), telle que w = 0 sur {(& — pt¢¢ = 0} N {8 — (1 + v)!¢¢ = 0} il ewiste une
constante Cz > 0 tels que Ve , Je; telle que l'on ait pour tout v € S(R™*1)

Cp,
llopY (w)v]|* < e*Cp||v][Z 2, pr2.) + CollopR (Ve )0l 2 a2,y + TEHUH%?(]R,H?C) (4.36)

ol e, est définie en (4.32).
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Preuve. 1) C’est une simple vérification laissée au lecteur.
ii) On écrit v = op¥ (Ye, )v + op¥ (1 — 1., )v ot €1 est assez petit. On a donc

[lopX (w)ol[* < 2[lopx (w)opy (v, Jul|* + 2[|opy (w)opy (1 = Ve, vl

Csllopy (e, JullLa (@, m2,) + 2llopX (w)opy (1 — e, o[>, (4.37)

IN

On a d’une part, op¥ (w)op¥ (1 — v, ) = op¥ (w(1 1!151)) + $op¥ (r), avec r un symbole dans S({(£)?; g).

D’autre part on a w = 0 sur {Co uic¢ = 0} N {Co (u+v)i¢¢ = 0} alors par continuité on a pour tout €
petit, Je1 tel que |w(l — v, )| < eC(€)%. On applique alors l'inégalité de Garding pour la métrique g, et on
obtient I’estimation suivante

2 Ce,
[ors (w@ = we))v||” < 2CsllvllEa, ) + 20l a2 (4:38)

En reportant dans (4.37) lestimation (4.38) on trouve (4.36). O

Notre objectif maintenant est d’écrire essentiellement
op} (42) = op (P~ q2P) = op (P~")opy (a2)opy (P)
modulo évidemment des restes du calcul symbolique qui posent déja un probleme a cause de leur caractere

matriciel.
D’une fagon plus précise, on a sur le support de X;, g2 = P qu et donc

opY (@2xX;) = opX (P 'a2PixX;)

;2 op? (€o) (4.39)

1. N 1
opy (P X5)opx (g2)opX (PjxX;) — opX (fr) —
avec £; € S((€)%;9) ot j =0, 1.
Lemme 4.7. 1l existe des constantes Cy, Coy et By > 0 telles que V3 > By, IAg ; VA > g et n € ]0, BQ] on a

1. lien—1 = Y(t,z;7,8)en—1 + W(t,z;7,€) ou v et W sont deux symboles dans S((€)%;g) et W wvérifiant
W =0 sur {¢§ — p'¢¢=0}N{¢ — (n+v)'¢C=0};

2. on a

52 1. - 2
SN x0PE (%ol ey < |[Mop (PR )opS (g2)ops (Pxcs)o||

1 w 1 w Cp
+z l1Mopy (00)|]* + [ Mops (Lo)vl|? + F”MUHQLQ(R,HE,C)

¢ . w (.o w (o
+=2 (Mo} (r)iduxopy ()0l Mxops (¥;)0) (4.40)

avec r = (1 —0)(&)* (0 définie par (4.27)) et £; € S((£)%g) ou j=0,1;

3. on a

Cep
|[Mopy (1)0]* < Csllopy (1/’61)U||L2(1R H2) T ¢ Cﬁ”vHL?(R H2) T — ||’U||L2(1R H2,) JrCﬁ||]\/-"”||1:2(11§ H2)"
(4 41)

Preuve.
1) La preuve de cette partie figure dans I'appendice B.
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2) On applique le lemme 4.5 & la fonction u = xop¥ (X;)v, il vient

ﬁ C . _ .
2 Mxopy (%5)0]F 2 20y < [[MopY (G2)x0p% (%5)0]* + TB(MOP?(T)Zdnxopf(Xj)v;Mxop&”(Xj)v) (4.42)

et compte tenu du calcul symbolique suivant

R 3 o 1
opy (G2)xopy (Xj) = opX (G2xX;) + Xop&”(hl) AQ ~opX (ho) (4.43)

avec hy et hg deux symboles dans S((£)?;g). Le point essentiel pour terminer la preuve réside dans la propriété
suivante vérifiée par hy, on a hy = %i({qAQXan} + {@2,X})Zj) et donc

1 A. v I~ Y A ~
h = o [(agqa)(axx)xj + 0(d2X)0: X5 — ax(qzx)ang] (4.44)

On vérifie facilement, vu la structure de o, que hie,_1 = y(t,2;7,&)e,_1 ol v est un symbole dans S((£)2; g)
et donc le lemme 4.6i) implique ||Mop¥ (h1)ul|*> < Cg||Mu||%2(]R 2.y et on précise que Cg ne dépend que de la
semi-norme de hi, mais pas de A. Ainsi on a 4

5 P

W - Cp
—— || M xopy (x;)v ||L2(]R 2y = || Mopy (Q2XXJ‘)’U||2 2 ||Mv||L2(]R H2,)
C Wi Wi
+ =2 (Mopg (r)iduxopy (%;)0; Mxops (%)) (4.45)

et I'inégalité (4.40) découle de (4.45) et de (4.39).
3) On écrit ¢; sous la forme ¢; = {1 +w avec lre,_q = Y(t, 257, €)en—1 ot v € S((€)%9). On applique le

lemme 4.61) & 0 et ii) & w, ce qui démontre le lemme 4.7. O

4.3.3. Preuve de la proposition 4.2

Lemme 4.8. Avec les notations utilisées précédemment on a pour tout entier j € {1,... ,N}

501 w -1~ w w
1M xopy (P x5 ullFe@ < |IMop} (P x5)opY (a2)opy (xx;)ull®

N
O C
o 2 IMopY (B xk)ul B, mz,) + 3 llopY (Ve JullZae, 2,

k=1
3 Cg Cg
+ 2 ||U||%2(1R,ch) + 5= ||U||L2 r,12,) + Cpllopy (r )u”iz(R,H;g)-
(4.46)
Preuve. Nous procédons par étapes.
e 17© étape. En combinant les inégalités (4.41) et (4.40) on obtient :
60 M w [~ 2 < Mop? P—l ~ w WPy 2
5 IMxop (Xi)vllze,mzy < [1MopX(ByX5)opX (az2)opX (BixX;)l|
Cg e2C Cg c
—||0P1f(1/fsl) ||%2 rH2) T TH”H%%R,H?C) + 1 ||U||L2(R H2)

Cs . w -
Mol sz + 2 (Mop§ (r)id xor (xj>v|MxopA (%))v) (447)



UNICITE ET CONTROLE POUR LE SYSTEME DE LAME 577

On applique alors I'inégalité précédente a la fonction v = op¥ (Pj_1 Xj)u, ot u € S(R"*1) et & support dans
{(t,x); |x| < %}, de sorte que xu = u. Il en résulte :

%||MX0P3”(>~<J‘)¢(PJ4_1XJ')U||2L2(R,ch) < "MOPKJ(P[lXj)OPKJ(fIz)OpK”(PjXXj)OPKU(Pj_lxy‘)U}|2
2 o (el sy + e lon8 (P Xl
+E2 opg (P Xl
S Mop (P )l g + R (1.45)
avec
R= % (Mopy (r)iduxopy (%5)ops (P yu| Mxops (%;)ops (P x;Ju) (4.49)

Par une application classique du calcul symbolique on a xop¥ (X;)opy (Pj_lxj) = xop¥ (Pj_1Xj) + %Opg”(ro) avec
ro est un reste dans S(1, g). Par ailleurs la condition sur le support de u implique

_ B _ 1
opX (P 'x;)u = opX (P xj)xu = xopi (P xs)u = SopX (11)u, (4.50)

avec 11 € S(1,9) et compte tenu de (4.48) on en déduit
ﬁOHM wP—l . 2 < M wP_lA, w WP wP—l . 2
5 IMxopX (P x5)ullze,nz,) < opX (P}~ Xj)opy (a2)opX (PyxX;)opy (P x;)u
oF e2Cp _
+F||0p1f(1/fel)u||%2(m,1{gc) + 2 IIxorx (P X ul T pz )

o . s )
+ﬁ||x0p7f(Pj D) ullFe e e, + FHMXOPT(PJ' 1Xj)“||%2(R,H§c)

C..
= o mz,) +R- (4.51)

e 2° étape. Dans cette étape on va estimer R, on a :
Cs Wi wre N w1 e i
R = ~ (MOP/\ (r)idnxopy (X;)opX (P Xj)’Mxop)\ (Xj)opX (P Xj)u), (4.52)
ce qui implique
Cﬁ w —2 w . Wy~ w 1 2 1 w 9 e w . 9
RI < =2 ||ops ()2 Mopg (r)idn xops (%5)ops (P 1)||” + | ops (1)) Mxons (% )ows (P x| (4.53)

et donc on a

C w . c w (.o w — 2
RI < SEHlop (ridntl g gy + || Mxomt Goomt (P 0w [ (4.54)

ou C est une constante ne dépendant pas des parametres 3 et .
Remarquons d’autre part que, en utilisant la forme de la matrice M, et A > 3,

w - )\ w -
|[xopX (Pj 1Xj)u||%2(]R,H§C) < BHMXOPA (Pj 1Xj)u||%2(]R,H§C)’ (4.55)
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de plus on a

C e 1 gC e
S IMxop (P )l e sy < 5 =5 IIMxopS (P ullZage, s, - (4.56)

Ensuite, prenant ¢ assez petit par rapport a 3, de sorte que € < % et en reportant dans (4.51) les inégali-

tés (4.54, 4.55) et (4.56) on trouve 'estimation suivante pour tout j =1,... , N

BCh _ _ - _ 2
EIMxops (P Xl ey < |[MopR (P xg)0p8 (a2)ony (Pixis)ows (P x|
Cs Cs,
+p||0p1f(¢el)u||%2(mﬂgc) + )\—3E||u||%2(R,H§C)

Coi s
+7ﬁll% (r)idnull7,, (4.57)

R,H:2)

e 3° étape. Evaluons maintenant, par un calcul symbolique, le symbole

w —1 .~ w w = w — w — 1 w w iy 1 w
op} (P X5)opY (a2) |opY (PixX;)opy (P; 1Xj)} = op¥ (P} '%)op (Q2)|:Op)\ (XX5) + op3 (7“—1)}
= opx (P 'X5)opK (2)opi (xx;) + yopx (P} ' Xjqor—1)
1 w
JrﬁOPA (ro) (4.58)
ou ri, k = 0,1 sont deux symboles dans S(1,g).
D’autre part, on a :
al 1
opX (P " Ryaar—1)u =y _op (P Rjaar—1 Pixe) op (P ' xi)u + - opy (1) u (4.59)
k=0
N
(nous rappelons que u = Y op¥(xx)u) ; avec rj € S(1,g).
k=0

Remarquons maintenant, par un calcul élémentaire, que pour tout k¥ > 1, on a :

[P 'X@er—1 PeXe)en1 = [Pflﬁj(@g — ' ¢C)idy, — VCtC)T—DZkPk} en—1
{(Cg - Nt(:(:)Pj_lf(jr—lpk)Zk}en—l - [Vithr_lpkf(ken_l}en_l. (4.60)

On applique alors le lemme 4.6 a I'opérateur op¥ (PJ-*l)Zj qgr,lPkf(k) et a la fonction v = op¥ (P,;lxk)u, il vient
pour tout k> 1:

2

2
C HM w(p-1 )
AR .

w -1~ ~ w —1
HMopA (P Rj92m—1Prxe ) opy (P Xk)u‘ L)

2
+Cp||op¥ (¥e, )ul ’L2(R,H§c)
+e2Cpllull72r m2,)

Cpe

T2 ||u||%2(R,H§C)' (4.61)

Par ailleurs, pour £k =0 on a

(P Rjger—1x0) = 0 sur {G = p'¢C = 0} N {¢ — (u+»)"¢C =0} - (4.62)
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On en déduit d’apres le lemme 4.6 que Uestimation (4.61) reste vraie pour k = 0, d’ot on a :
w -1~ w w ~ w —1 2 w -1 w w 2
HM opX (P} " X;)opy (a2)opX (PixX;)opX (P Xj)UH < HM opX (P, X;)opy (g2)opX (XXJ‘)UH

5 < 2
+28 Z || MopY (Py ' xk) UHLQ(R,HE,C)

??‘
,_.

HOPi\U (Ve u||L2(]R H2)

+ 2 ||U||L2 R,H2,)
Cse
)\3 ||u||L2(]R H2,)" (4.63)
Ce qui acheve, compte tenu de (4.57) et (4.63), la démonstration de 'inégalité (4.46). O
Fin de la preuve de la proposition 4.2
Nous commencons par le calcul symbolique suivant :
op3 (az)op3 (xxs) = op (xxz)opX (¢2) + 50X (r1) + v50p (ro) (4.64)
avec 11,79 € S({€)%; g) et
1 1
r1 = ={(0e)0: 006;) = e ()06 00) | = —{g2: 03} (4.65)
et on a également :
op (P x5)0py (r1) xopy (xk) = op¥ (P X;m1 PeXr) xopy (P ' xx) (4.66)
modulo 3S5((£)?%;g).
Remarquons d abord que l'on a la propriété
(P} 'riPy)en—1 = m G et (9,02)¢ = —(2u+ 1) (et + (e (4.67)
et par un calcul élémentaire on a :
P{l(a&,qg)c =qen—1+a et (0z,q2)¢ =~'en_1+, (4.68)
ot «a,y,& et 4 sont des symboles dans S({£)%9) avec o = o = 0 sur

{66 — ' ¢C =0} N {¢F — (u+v)'¢C =0}

D’apres le lemme 4.6 on a

w -1 w w 2 w — 2 w 2
HMopA(Pj 'Li)op (m)xom(x;g)uH < Cp||MxopX (P xi)ul [ 2 gz ) + CollopX (Ve )ul | L2 o
Cpe

22 jul 32, 2 - (4.69)

+ECB||U||%2(]R,H§C) +
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On déduit du lemme 4.6, apres avoir sommer par rapport & j et en sommant (4.69) par rapport a k, que pour
A grand

IN

N N
BC N 2
d > xR (P 3ol gy < 2| [Mon (P ok Goors |
j=1 j=1

C 2 eC
+/\_26||0p1)1\}(w61>u”L2(]R,H§c) e~ ||u||L2(]R H2)

Cs.e Cs
=5 lullZ2, 2 ) + ~ llopy (T)ZdnUIILQ(R,HS—Cz)

CoY\ (1w B | opt
(o + =) llops (a2 el + 55 110p% (¥l e

IN

ﬁ
JF ||u||L2(]R H2) T 3 - ||U||L2(R H2)

+7||0m (r)idyul ILQ(R,HS_CQ). (4.70)
Il ne nous reste plus qu’a remarquer

p*C

Coe
THUH%Q(R,HEC) .

IN

||U||L2 R,H2.)

C .
5l Face - (4.71)

2C
2 hen (0 s+ o

IN

C _
S s (0l s+

En reportant (4.71) dans (4.70) on obtient la proposition 4.2.

5. PREUVE DU THEOREME 2.1

5.1. Preuve de la proposition 4.3

Cette partie est consacrée pour I'essentiel a la démonstration de la proposition 4.3. Pour cela, comme nous
I’avons déja indiqué, on va étudier les zones ou la matrice g2 est soit diagonalisable, soit inversible. Commencons
par introduire quelques notations : pour € assez petit on note

Boi = {IG-nccl<eet |G- (utn)' 25}
U{I - el = 5 et 13— (utw)'ecl < (5.1)

D’apres I’étude faite dans la section 4 on a ¢o localement diagonalisable dans la zone Ay. On note cette fois
P= |1T|(9’1, oo, 0, _1,¢) la matrice de passage. On a D = P~1qy P et P dépend localement d'une maniere C'>°
en (t,z;7,§). Soit (¢;) une famille finie de troncatures, telles que > ¢; = 1 dans la zone Ag et une famille
(P;) de matrices de passage. Bien str, on peut choisir ¢; & support dans le domaine de définition de P;. On
introduit également les troncatures

e ¢; =1, sur le support de ¢; et supporté dans le domaine de définition de P; ;
e ¢; =1, sur le support de ¢; et supporté dans le domaine de définition de P;.

Revenons maintenant a la preuve de la proposition 4.3.
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e 17¢ étape. On écrit
oy (e) = oy (1= D0wi) e ) + D op¥(esve,)
oy (1= ¢5) ez ') ops (@) + Y opy (3)ops () (5:2)

modulo +5(1, g).
¢2 est une matrice inversible sur le support de ¢, (1 — > ¢;). Comme (1 — 3 ¢;)ve, 5" € S({€)72;9) on a

ok (1= ) e st

@) S Cp.ce. llopy (a2)[]*. (5.3)

Nous allons maintenant estimer le second terme de (5.2). On commence par appliquer le lemme 4.4 & la fonction
donnée par op¥ (¢;)op¥ (ijlgbj)opg\” (e, Ju. Il en résulte

c ~ 2
% s s @ens e

L2(R,HZ,)

< ||owt (Drows (o )ow (B3 )ow (e,
2 (op (rYiduon (5 )0nK (P 5 )om8 (e, Y fon§ (23 )om (P35 Jop (e, Ju)
=R (5.4)
et en remarquant que
on{ (D)opk () = opk(F aPyey) modulo 1S((€)% )
= ol (P 45)0n8 (a2)op (Prey) modulo $5({6)7%0) (55)

ce qui conduit a

1~ 1 1
opX (D)opy (12;)op3 (P; @5)omx (v=,) = opX (P} &;)0p3 (95)0pR (e, Jopy (42) modulo +S((€)%9).  (5.6)
On combine (5.6) et (5.4) et on trouve la majoration

2 _ C.p
L2(R,HZ,) ~— A

Cep
A3

llopy (g2)ul|* +

1
llBeqe s, + 5 IR (57)

C ~
S llors eont (P @s)ons (e

e 2° étape. Evaluons maintenant R'. Comme op¥ (r)id, est diagonale les commutateurs avec cet opérateur
sont dans la classe +5((¢)*; g) alors on a :

w . w w —1 = w w —1 = w . 1 w
opy (r)idnopy (;)op3 (Py ' 3;) = opX (5)opX (P ¢;)opy (r)idn + v op3 (ro) (5.8)
avec 79 € S((€)*;g), ce qui implique I'inégalité

1 CBier 11wy~ CB.e,
TR < =B opy (rYiduull o o2y + 55 llullZae a2, (5.9)
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D’autre part on a

op\ej)opy (Ve,) = opX(@;p;)opy (Ye,) X
= op¥(p;)opy (Pip;)opy (P; " @;)opy (¢be,) mod XS(l,g)
A w w(p—1> w 1
= 0(Pj;)opy (¢;)opX (Py ' @5)opX (t4=,) mod +S(1,9) (5.10)

et donc on a

2 Cy.
S lulliae ) (5:10)

w w 2 w w — ~ w
HOp)\ (cpj)opA (wﬂ )u| }LQ(R»HE-C) < Cﬁ,f P (@j)op/\ (P_] 150j)0p)\ (1/%1 )u’

L2(R,HZ,)

En reportant (5.11) et (5.9) dans (5.7) et en combinant avec (5.3) on tire (4.34). Ce qui acheve la démonstration
de la proposition 4.3.

5.2. Fin de la preuve du théoréme 2.1

Proposition 5.1. Soit Qy lopérateur défini par (8.16). Alors il existe des constantes positives Cq, Ca, Ao et
e telles que pour tout v € C§°(R™ 1), suppv C {(t,z); [t| + |z| < e} et A > Ao,

T 2
ITellze,,,,

6117 2 Y
JCmz@n) S OINN@NT V][ -+ Coe™ (5.12)
avec o > 0 ne dépendant que de n et €.
Corollaire 5.1. Soit Py l'opérateur défini par (3.13). Alors il existe des constantes positives Cp, Ca, Ay et €
telles que pour tout v € C§°(R™1) & support dans {(t,x); |[t| + |z| < e} et A > Ao,

1T l7

2
Ligme

@y < ONIBAToll; 4 Cae™. (5.13)

Remarque 5.1. 1) Pour montrer le corollaire 5.1 il suffit d’utiliser la proposition 3.3 et 'inégalité (5.12).

2) De l'inégalité (5.13) on prouve, exactement de la méme fagon que dans [13], le théoreme 2.1.

Preuve de la proposition 5.1. On applique le corollaire 4.1 a la fonction v = T, »T'v. De plus les propositions 3.1
et 3.2 permettent d’écrire

ull e 2y = 1 TaulEa,cmny = 1TlEa oy (5.14)
* 2 A
||QAU||2 = HTnQATnTUHLz(Hn)@ = ||Q>\T”||%2(1+n)q>' (5'15)
On déduit de (4.4)
2 611 2 5 2
||TU||L?1+77)¢(C,H§) <GiA ||Q/\TU||L?1+77)¢((C,H§) + C2A ||Ru||L?1+n)¢(C,H§) (5.16)

avec R = opY (1 —6) ; or d’apres la proposition 3.2 on a

||RU||2L2(R7L+1) = ||TnRu||%2(1+n)q> = ||RT77U||%2(1+77)<I> = ||RTU||%2(1+77)<1> (5.17)
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or d’apres [13] (Prop. 4.6), on a

Cn

B, 2
IBT9lLs | cm2) S 3F

||TU||%?1+77)¢(C,H§) + (’)(e_kg), VN S N (518)

ce qui acheve la démonstration. O

6. PREUVE DES THEOREMES 2.2 ET 2.3

On se propose, dans cette section, de montrer les théorémes 2.2 et 2.3 ; pour ceci on va montrer qu’il suffit
d’obtenir le résultat d’unicité suivant :

Proposition 6.1. Soit T > Ty et u solution du probléme au bord

OPu—Au=0 dans 10, T[xQ
uls =0 (6.1)

p2E+ (vdivu)n =0 sur 2.

Alors u vérifie u(0,x) = dyu(0,z) = 0 pour tout x € Q.

Nous allons voir tout de suite comment cette proposition entraine le théoreme 2.2 et le théoreme 2.3. En
effet, soit T > Tp et g € L%(X). On peut résoudre le probléeme d’évolution

O2u—Acu=0 dans ]0,T[x$2
Ulp=7 = 0; 8tu‘t:T =0 (6.2)

Ulrxon =g - 1.

La solution de ce probleme de Cauchy est telle que (u, %)t:o € E_;. On note cette valeur S(g). On a ainsi
défini S : L?(¥) — E_;1. On note classiquement Fp = ImS, F)p est I'espace vectoriel nommé “espace des états
contrélables”. Pour v?, v! deux fonctions régulieres on introduit le probleme

02v—Av=0 dans ]0,T[xQ
V|p=g = 00, 8ﬂ)|t=0 =l (6.3)
’U|z; =0.

Soit v la solution de (6.3) ; en multipliant 1’équation (6.2) par v et en intégrant sur |0, T[x2 on obtient par
intégration par parties

ou ov
0,1 _ 1 03, _ ; i i =
/Q(v ut—vu)dz /E(u 7 Jr(l/dlvu)n)er/E (u o T (l/dlvv)n)u 0, (6.4)
et donc
ov
0,1 _ 1. 0\1. _ -
/Q(v u —vw)de /Eg(,u o + (levv)n). (6.5)

Soit maintenant (v°,v') € F* on a alors u % + v(dive)n = 0 sur &, comme v vérifie (6.3) alors v est une
solution de (6.1) et d’apres la proposition 6.1 on a v = v! = 0. On en déduit que l'espace des données

controlables est dense dans 'espace E_1.
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De la méme fagon on prouve le théoreme 2.3.

Preuve de la proposition 6.1. Soit g € T et r > 0 tel que B(zg,r) N IUL. On pose Q=Qu B(xq,r). Soit u
une solution de (6.1) on a uw € C(J0,T[; H}(Q)™) N C1(]0,T[; L?(2)™) et on prolonge u de la fagon suivante :

u =

u  dans ]0,T[xQ
{ (6.6)

0 dans ]0,T[x(Q\ Q).

La fonction @(t, ) est aussi dans C(]0, T[; HE(Q)™) N C*(J0, T[; L*(2)™). D’apres les conditions au bord on a :

DU —Au=0 dans ]0,T[xQ
(6.7)

u=0 dans 10, T[x(Q\ ©).

Par propagation des surfaces non caractéristiques, on montre, comme dans le cas d’'un opérateur a coefficients

analytiques, que @(%,z) = 22(Z,z) = 0 dans Q (voir par exemple Lions [11], Chap. 1) et donc & = 0 dans

10, T[XQ ce qui acheve la preuve de la proposition 6.1. g

APPENDICE A

Preuve du lemme 4.2 On utilise les notations de ce lemme.

i) Soit 3 assez grand tel que |z| + [t| + |7] < % implique |¢ — zﬁ’ +|71 <4 Ona:

N - 7
a(t,x,T,f)p(t+zl+n7x7+zwt(t+z )erzw (t+zl+n7,x)> (A1)

n
1+n

avec p(t,z;7,€) = 72 — (¢, 2)|£%. On éerit

otz 7,€) = [Tﬂwg(tﬂ'lznnx)r
77(t+i ) (erZZ/J (tJFZ

1:’_77 )) (EJFW (tJFZ%T,IE)) (A.2)

ce qui implique

|a(t,x;7,x)| > Cl|£|2 —Cs

/ .1
tgwx(tJer_'_
> culgl - 2l - 0 2 ol (A3)

. . 2
Tx)| — |7+ /(t+Z—T,:L')’ - C:
i e G 5

pour [¢| assez grand.

ii) Remarquons d’abord que

0(0,0:0,6) =0 <= p(0,0,it}(0): & + i (0)) = 0
= AT
€ 1 (0) =
A4
T\ = op - SO (A4

+ 2i€ - 1, (0)) =
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Dans la suite on note & = (1, ), £ = (7,)

7 = (t+i1_7’7_777',3:75’+iw’(t+ilzn7',l')>;
7 = tfiLT,x,gleﬁ//(tfi iU T,:L') . (A.5)
1+n 14+n

X représente 'ensemble des variables (¢, z;7). On a

(@tnrdratand) = 00} = [~ @+ 5@ +iir) S @

+¢( T )wm %?(Z)} [%];( ) + iy 8P( )+ e 8—];(2)]

opr , OP , opr oP —
+Hag @ rivie 5@+ il 5 (D)5 @)

or /" P — .y OP — .m oP oP
[8t( )~ W aT(Z)*Z%'a_g( )}[m 57 (Z) + 5-(2)

H( 1+7n )w“ ?95( )+i( 1+ )%'g]g(z)}

oP , P —_ . P oP
-5 @ - it G-@) - i Fe(2)] - G2, (A6)
On note ainsi (o = 7 + i)} (t + i "Tx) ¢ = §—|—up’(t—|—z "Tx) et5:ﬁ,onaalors:

o {athwm Oraltzm )} = S[i60m)(T0) + 2 — 20456T + 260147 - [(-0) (1€ + 2itiio — 207w
+%[(—8w)(tCC) + 2y, — 227%%} [=29¢). (A7)

Or par un calcul élémentaire on a

C=E&+ip.(0)+OBX))
{ Co =i} (0) + O(BI1X]) (A.8)

ce qui implique

S {a(t, 2,7, E)sa(t,7:7,8)} = [ — 2004(0) + 20641, (0)4(0)

+ 26907, (0)€ — 20307, (0),(0) + O(6) + O(5*(| X]) |

[ = 2001(0)94(0) = 2071l (0)F + 2961,(0)54.(0) + O(8) + OB X )]

+ 3| = 2090, (0)€ + 2901, (01, (0) — 207, (0)4(0) + O(8) + O(5|X )|

- [2i79,(0) — 296 + O(B] X )] (A.9)

Par ailleurs, on a

U1 (0) = ¢/ (0) + 28¢;,(0)" ¢ (0) — Fidn (A.10)

{ 1(0) = ¢ (0) +28(¢,(0))* — 3
12(0) = ©1:(0) + 203 (0)(0).
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De plus on a

U (0)E ¢ (0) + 289, (0)¢,(0)€
i (0)€ + 281(0)¢;, (0) (€ — €)
Ptz (0)€ + O(e2P). (A.11)

On en déduit

%{E(t,fc;r,é);a(t,xm E)} = —48[41 (009} (0) — i (0)¢,(0)]*
+ 4(7(0)) [21,(0)97(0) — yibi ()% (0)] + 4y?eplr,. (0)44,(0)¢,(0)
— i, (0)1, (011 (0) + O(68) + O(£2657) + 0(53|X|) +0(1), (A.12)

o U1 (0)14(0) — v97, (0)%,(0) = —26(4(0)) (7164 (0)* — (#4(0))*) + C1 + F

avec Cy et Cy deux constantes
o U100y (0)94(0) = 28], (0)]* + Cf + %
o Y1 (0)9,(0)91(0) = +28(¢;(0))?[(0)[* + CF
et donc on a
%{E(t,fc,r, Osalt,z,7,8)} = —CB3(£,(0))* [((5(0))* = (% (0)]*)?]

— C6B|e1(0)* — [, (0)]| — 88(¢;(0))* (V]h(0)]* = (£1(0))?)
+ 89281, (0)[* — 8yB(}(0))?] £, (0)]* = C168 — Cadea > — Cs (A.13)

2

a7, O alt,z 7,6} 2 (85 - CH0) IO — (#(0))?
- O(Sﬁ|(p;(0)2 - ’Y|<p;(0)|2| - CQEQﬁk - Cg - Cl5ﬁ (A14)

Ainsi pour n < % et €4 assez petit, on a

2-(@.a} > CH[(A(0))” ~ Ik O] (A.15)

APPENDICE B

L’objet de cet appendice est de montrer le lemme 4.11 1). Par le calcul symbolique on a (en oubliant les
indices),

6 = (0eP~")(829)PXX — 0P~ (9eq) PXX + (9 P~ 1)q(8: P)XX + (9 P~ 1)q PO, (xX)
H(96q) (02 P)XX + P~ (8eq) P(82xX) — (82 P~ 1)q(9e P)xX — (8P~ )qPdg(xX)
0,0)(OcP)xx - P <azq>Pag<x>z>} + 35 |@P @ P - @P O

P10 PXX + (0: P~1)qPd,(xX) + P~ (9:q)(8: P)xX + P~ (8-q) PO:xX

Yq(0-P)xx — (8:P")qPO, (xX) — P~ (8:q)(0-P)xX — Pl(c?tq)Pc?T(xfc)]

%[(1)' b (10)]. (B.1)

1
2i
+ P
- P
(8

= Z[OH'“HN)H

Faisons tout d’abord les remarques techniques : rappelons que q = (¢2 — ut¢¢)id — v¢'¢.
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o Pen1 =1, 4 = (GG — (n+1)'CQ)¢, (O, Plen—1 = (5 + €%, (1))
o 0c,(P~1) = —P~19,, PP~
. <axj Plen-1 =+ Jens
o 0, (PG = —P(F4) + [ Jeass
(aEJ )i =—P~ (8§jP)en,1 =_p! (% + Cagj (‘—é‘)> = —-P~ lﬁ [ len-1-

e Calcul de (1) : (1) = (9¢P~1)(0,q) PxX, donc

(9, P™)(02,0) Pen—1 = (9, )| (2iCowt; — 2ipt' ¢l id — i (C'f +7"C)

— (@uyp)cCid = (00, 0)C'¢] - 77

t
=[2Gty = 2005 = (B, 00,1 = i ] B, P = e (06, P
=i(2p+v)("¢Yy) P~ 1@ modulo les termes du lemme. (B.2)
e Calcul de (2) : (2) = —(0,P71)(0¢q) PxX, donc
—(02, P71 (0¢,q)Pen—1 = —(00,P7")(—2u("Ce;)id — v(e;'¢ + Ctej))%
= ()0 P+ O P
= —i2u+v) <t|CCe| ) ~'4¢% modulo les termes du lemme.

e Calcul de (3) : (3) = (0¢P~1)q(0, P)xX

(anP_l)q(azJP)en 1

"

iy (Y
= 06Pa(ig + s (7))

"
= (0, P ")q (z—) modulo les termes du lemme

1q
¢

= (0, P (G~ n <<>z% -l

= —iv("¢Y})(0, P~ )— modulo les termes du lemme

t i
= iu( ¢ J )Pilej modulo les termes du lemme.

1q

e Calcul de (4) : (4) = (0¢P~1)qP (0 XX), alors

) modulo les termes du lemme

(8¢, P ")qPen—1 = (8,5J.P1)q% alors
2 _ t
_ G (lliir v)'¢¢ (e, P~1)C,

= 0 modulo les termes du lemme.
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e Calcul de (5) : (5) = P71(0:q) (0. P)xX

_ _ Y 1
P 0 0) @ Plens = P00 (17 + e (7)) donew"

PY( = 2pu("Ces)id — v(Clej + ') (zm +CO, (| 7 )
- —iCwsSp b p

i | <| e; modulo les termes du lemme.

—1w// _

e Calcul de (6) : (6) = P71 (0¢q) PO, (xX)

o) Peny = PN —2u('Ce;)id — v(Cle; + ef())%
‘,

= —v=>2P'e; +][ |en—1, et donc

q

= 0 modulo les termes du lemme.
e Calcul de (7) : (7) = —(0,P71)q(9: P)xX

—(asz’l) (O¢; P)en—1
=Pl +Caﬁﬁ(|<|))
(0., P (6~ e

v('¢ ej)%) modulo les termes du lemme

R
¢
= —v(*Ce; + (0, modulo les termes du lemme
(e P (i +con, (1))
( |<Ce|] ) P w;' modulo les termes du lemme. (B.3)

e Calcul de (8) : (8) = —(8,P~1)qP:(xX)

—(0p; P"1)qPey—1 = —(0., P~ )|g|

— _CO - (/TCT V) CC (a;c]P_l)C

0 modulo les termes du lemme. (B.4)

e Calcul de (9) : (9) = —P~1(0.9)(9:P)xx

—P71(02,9)(0¢, P)en—1

=P~ 0n0( + 606 (1))
= _p! [(22@1/4; — 2ip' Gy Jid — iv (¢ + 1/’3”0} (ICI + 00 (|g| ))

() o,y L1

=
EaTq / IC]

P~'9%  modulo les termes du lemme.
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e Calcul de (10) : (10) = —P~1(9,q) PO:(xX)

—Pil(aqu)Pen_l = —P*I(a q)%
(|§-|<)P w [ ] €n—1
= 0 modulo les termes du lemme.

Pour conclure, il ne nous reste plus qu’a remarquer que, modulo les termes du lemme, on a

t "
(1) +...+(10)]; = i2u+ 1/)( C|2p|J)Plej —i(2p+ )( |C<| )P Ly
. tcw;/ -1 ; tce] 71 /" C J 1,1
P ; 2 - P Ly
Fg e g e g
+ 2ip <|C|J P_lej—l—l (|(:<| )P '9//,
alors
W+t (0)]; = [+ () +2iul o) P
~[iton + 0)0ges) + 2 e, P
= i) g PG = (o))
et donc
S+ +0); = i+ u>| <| (Z(W) = (e
J
= i(dp+v) |<| (ZZ Cer) (") ex)e; (tCej)(tw;'ek)ek).
Comme ¢ est une matrice symétrique, alors ¢/ex, = v;e;, ce qui implique 3 [(1) +... +(10)]; = 0 modulo

J
les termes du lemme.
De la méme fagon, on introduit le calcul suivant :

o @P)en = (i €01 (1q7))

* (0-P)en_1 = (_ﬁ T +¢0 (%))

o (0, P~ 1) ] —ip! 1/‘2‘ + [ Jen—1

. (0-P" 1>i=— NO-PIP G = =P (= oy R+ C0n ()

= P Y 4 ] e,
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e Calcul de (1)’ : (1) = (0;: P~ 1)(0:q) PxX

(8- P~")(9sq) Pen—
= (0:P7) | (2iCovt, — 20n'Cu, — (Ou)'<C)id
— (@w)C' ¢ — v (¢l + wz’;c)} |§|

= —i(2u+ V)(th;()(aTPfl)m modulo les termes du lemme

o0
n_ | O lw modulo les termes du lemme.
1+n IC |

—i(2u+v)

e Calcul de (2)’ : (2)' = —(3:P~")(0,q)PXxX

(@) (0r)Pesy
(0P [ { (26w + 20 ot — i)' <) id
i)'+ ¢+ O o

n ( Viel) oot i
— P4, modulo les termes du lemme. B.5
L+n (¢ " B3

=i(2u+v)

e Calcul de (3)’ : (3) = (0, P~ 1)q(0:P)xX
0P )a(0:P )ff 1
= 07 (i + (1)

(i
= (@0:P7)[(@ — utcoyiTE —iv
(

77 tgwtm)
T
P

] modulo les termes du lemme

Py, modulo les termes du lemme.

e Calcul de (4)’ : (4)' = (0, P!

(0-P NgPen—y = (0-P7N) (G — (n+v)" “)|<|

= 0 modulo les termes du lemme. (B.6)
e Calcul de (5)’ : (5) = P~1(0,¢)(0,P)

P_l(aTq)(at Jen—1

-l ()

= %P’ [( — 260ty + 2u("Ci,) — i(0ep)'CC)id — i(0v)C'C

+ (¢, + 90| [i |5T i Cat(ldﬂ
1wtx

(thélx)P =2 modulo les termes du lemme.

q

:i(2u—|—u)1Jr
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e Calcul de (6)’ : (6) = P~1(0,q) PO (xX)

P (0-q)Peny = P 1(0:q)C

n t —1,1
= P
1+ ny( CC) tx
= 0 modulo les termes du lemme. (B.7)

e Calcul de (7)’ : (7) = —(0,P~1)q(0-P)xX

—(0:P~Hq(0,P)en_1 ,
=@ P (Vo ()

1 1;5/77 q q
= %(8tP*1)q(|Tta|:) modulo les termes du lemme
= %(@P‘l)(@g - /ﬁCC)% - u(tgdz,'f;)%) modulo les termes du lemme
=1V T Z 7 (tQ/’gz)PllT% modulo les termes du lemme.
e Calcul de (8)’ : (8)' = —(0,P~1)qPO,xX
—(0 P YHqPen_1 = (atPl)q%
= 0 modulo les termes du lemme.

e Calcul de (9)’ : (9) = —P~1(0:9)(0,P)xX

*Pil(atq)a’rpenfl

- n_ Yty 1
=-r 1@#])( TT1vn 1l JFCat(m))
= —P| (2iGovt; — 2in'Cuy, — (Oun)'CC)id — (Dr)C'¢

—inlctut, + o) (- =t ()
n

T (*¢yy )P~ modulo les termes du lemme.
n

=—i(2u+v)

e Calcul de (10)’ : (10) = —P~Y0,q)Pd-(xX)

_P_l(atQ)Pen—l = _P_l(atQ)%
¢
= g P+ e
= 0 modulo les termes du lemme.

On trouve finalement :
L' +@+6)+ @+ 9+ () =0
ce qui acheve la démonstration du lemme.

Le Professeur Luc Robbiano a joué un roéle essentiel aussi bien dans la conception que dans la réalisation de ce travail.
Je tiens a lui exprimer ma vive gratitude pour sa patience, sa disponibilité et ses nombreuses lectures du manuscrit.
L’auteur remercie aussi les rapporteurs pour leurs précieuses remarques.
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