ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of Variations November 2000, Vol. 5, 591-622
URL: http://www.emath.fr/cocv/

STABILISATION FRONTIERE DE PROBLEMES DE VENTCEL*

AMAR HEMINNA!

Abstract. The problem of boundary stabilization for the isotropic linear elastodynamic system and
the wave equation with Ventcel’s conditions are considered (see [12]). The boundary observability
and the exact controllability were etablished in [11]. We prove here the enegy decay to zero for
the elastodynamic system with stationary Ventcel’s conditions by introducing a nonlinear boundary
feedback. We also give a boundary feedback leading to arbitrarily large energy decay rates for the
elastodynamic system with evolutive Ventcel’s conditions. A spectral study proves, finally, that the
natural feedback is not sufficient to assure the exponential decay in the case of the wave equation with
Ventcel’s conditions.

Résumé. On considére le probleme de la stabilisation frontiere de problémes de Ventcel pour le
systéme linéaire isotrope de 1'élasticité et pour I’équation des ondes (cf. [12]). L’observabilité et la
contrdlabilité ont été établies dans [11]. On montre ici la décroissance vers zéro de 1’énergie pour
le systeme de 1’élasticité avec conditions de Ventcel stationnaires par un feedback non linéaire ; on
montre aussi la décroissance exponentielle arbitrairement grande de I’énergie de la solution du systeme
de Délasticité par des feedbacks frontieres. On montre enfin, par une étude spectrale, que le feedback
naturel est insuffisant pour assurer la décroissance exponentielle de 1’énergie dans le cas de 1’équation
des ondes.
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1. INTRODUCTION

La stabilisation frontiere du systeme de 1’élasticité avec des conditions aux limites de Neumann ou de Dirichlet
a été étudiée par plusieurs auteurs : Lagnese [18,19], Komornik [17], Alabau et Komornik [1], Guesmia [8] etc.
Horn démontre dans [13], par des techniques d’analyse micro-locale, la stabilisation du systeme isotrope de
I’élasticité avec des conditions aux limites de Neumann, par le feedback naturel et sans conditions géométriques
fortes sur la partie du bord sur laquelle porte le controle : 'auteur n’impose pas au domaine d’étre étoilé. Une
autre approche est proposée dans [3].

Pour ce qui concerne le cas anisotrope ou le cas d’un feedback non linéaire, Guesmia a montré dans [8] la
stabilisation lorsque la partie du bord sur laquelle porte le controle est une sphere.

Dans ce travail on se propose d’étudier la stabilisation frontiere par feedback de problemes dits de Ventcel
pour I'équation des ondes et le systeme linéaire isotrope de 1’élasticité.

Mots-clés et phrases: E/)lasticité7 ondes, probleme de Ventcel, controlabilité, stabilisation.
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592 A. HEMINNA

Les problemes de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels de méme
ordre que l'opérateur principal. Ces probléemes interviennent dans la modélisation de nombreux phénomenes :
mécaniques comme 1'élasticité (cf. [23,24]) ou physiques comme les processus de diffusion (¢f. [22,27,30]) ou la
propagation d’ondes (cf. [2]).

Les conditions de Ventcel sont obtenues par des méthodes asymptotiques pour divers problemes d’origine
physique ou mécanique.

Soit © un ouvert borné de R? de frontiere I' de classe C2 ; on considere {I'g,T'1} une partition de T' telle
que To NT; = 0, et mes(I'y) > 0. On note v la normale unitaire sortante. Soit u = (u1,uz,u3) un champ
vectoreil régulier défini dans € ; on pose €;;(u) = 1 (9;u; + d;u;) et o(u) = 2ue(u) + A(div(u))iz (A et p sont les
coefficents de Lamé et i3 est 'application identité de R®). Soit m € I ; on désigne par T,,,(I') le plan tangent en
m & ', m(m) la projection orthogonale sur T, (T'). Soit v € C1(€,R?) ; on pose v(m) = vr(m) + v, (m).v(m)
ou vp(m) = w(m)v(m). On note Jy, et 0, les dérivations tangentielle et normale (9,,v) I'opérateur de courbure
sur I' et w0, vpm la dérivée covariante du champ vp. On a alors sur T' (¢f. [23,29]) :

e(v) =ep(v) +ves(v) + es(V)v + e, (v)vo (1.1)
2¢p (V) = 0 VT + TOm VT + 20,0V,
2e§(v) =0,vr im — (gmzz)vT, €,(v) = dyv, (1.2)
et
o(v) =or(v) +vag(v) + os(V)U + o, (v)vi (1.3)
or(v) = 2uep(v) + A(tr(er(v)) + €,(v))iz, os5(v) =2ues(v), (1.4)
ou(v) =2pe,(v) + A(tr(er(v)) + e(v)) '

ou la barre désigne le transposé d’un vecteur, d’'un endomorphisme etc., i5 est I'identité du plan tangent et “tr”
symbolise la trace.
On pose :

o (V) = 2ueR(v) + N tr(er(v))iz avee A* = (2Au)(A +2u) ! et €3 (V) = er (V).

On désignera par Ap le laplacien tangentiel.
Nous allons examiner chacun des problémes étudiés.

Stabilisation forte par un feedback non linéaire

On considere deux fonctions non négatives a,l € C1(I'1) avec a > 0 sur I'; lorsque mes(I'g)= 0 et trois
fonctions continues non décroissantes g1, g2, g3 de R dans R nulles en zéro ; on pose g(x1, x2, x3) = g1(21), g2(22),
g3(z3)) et on suppose que |g(x)| < 1+ alx|?, pour tout x € R?, avec a > 0. Le premier probleme étudié est un
probléeme avec conditions de Ventcel stationnaires :

u’ —dive(u) =0 dans QxRT,
u=0 sur Iy x RT,
os(u) — divpod.(u) + aur + lgr(u’) =0 sur Iy x R, (1.5)
o, (1) + 0% (1) : v+ au, +1g,(0') =0 sur I'y x R,

u(0) =u’, W (0)=nu! dans Q
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ou divy désigne la divergence tangentielle, g(x) = gr(x) + g, (x)v et les deux points ( : ), symbolisent la trace
du produit.

Les conditions de Ventcel stationnaires sont obtenues de la maniere suivante : on désigne par 2¢ 'ouvert
formé de la jonction d’un ouvert 2 et d’une coque mince Q¢ d’épaisseur € posée sur une partie I'y du bord de
Q, autre partie I'g étant encastrée. Le bord Q¢ de Q¢ est égal & T'y UTC UT ou I'® est le bord latéral de
Q¢ (e = 9I'1 x]0,¢€[). On suppose que les coefficients de Lamé sont égaux a A et p dans Q et & A, et u dans
la coque Q¢ avec (eAe,eue) — (A, u) lorsque € tend vers 0. On dit que les coefficients de Lamé sont raides
en % dans la coque Q€ qui s’appelle alors un raidisseur.

On suppose que le domaine Q¢ a une densité homogene égale a 1.

Considérons le probleme de transmission pour le systéme isotrope et évolutif de ’élasticité suivant :

u¢’ —dive(uf) = f dans Q° x (0,7),

u‘ =0 sur (TouT<) x (0,7),

o(u).r =0 sur re x (0,7), (Pe)
[u] =[o(u).v] =0 sur 'y x (0,7),

u (0) =u®, u(0)=u’ dans Q¢

([.] désigne le saut).
Un passage & la limite dans (P. ) lorsque e tend vers 0 conduit, sous des hypotheéses convenables sur les
données ¢, u® et u', au probleme évolutif de I’élasticité suivant :

u’ —divo(u) =f dans Q% (0,7),

u=20 sur Ty x (0,T),

os(u) — divpod(u) =0 sur Iy x (0,7), (P)
o,(u) + 0% (1) :0pr=0 sur 'y x (0,7),

u(0)=u’ W(0)=u' dans Q.

Les conditions sur 'y x (0,7") sont les conditions de Ventcel stationnaires. Elles modélisent effet asymptotique
du raidisseur Q¢ .

Soient L2(I'y, T(T1)) (resp. HY(I'1,T(T1))), Pespace des champs tangents v dont les composantes dans une
base du plan tangent sont dans L*(T'y) (resp. H'(I'1)) et

V= {V € Hl(Q) Vi, = 0, V1T, € Hl(rlaT(Fl))}

W=

muni de la norme : ||v]|y = (||VHH2_H1(Q) + HVTH%P(IH,T(IH))) ; cette norme est équivalente a la norme ||.|| définie
par (cf. Prop. 2.4) :

2

M= ([ o) s cwpte + [ (@ () + av)ir)

On montre que si (u’,u!) € V x L%Q), alors le probleme (1.5) admet une solution (faible) unique
u € C(RT, V)N CHR*,L3(R)) et que si g est globalement lipschitzienne alors pour des données initiales
réguliéres et compatibles la solution est réguliere. L’énergie de la solution u est définie par :

1

E(u,t) = 5/9 (U(u) ce(u) + |u’|2) dx + %/F (og(u) : e(%(u) + a|u|2) dr.
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Le principe d’invariance de LaSalle [10,21], et le théoréme d’unicité de Holmgren ([15], p. 129, Th. 5.3.3)
permettent de montrer le :

Théoréme 1.1. Sil > 0 sur I'1, g est globalement lipschitzienne et g(x).x > 0 pour x # 0 alors pour toute
solution faible du probléeme (1.5), Uénergie décroit vers zéro lorsque t tend vers +oc.

La décroissance exponentielle de I’énergie pour le probléme (1.5) reste un probléme ouvert.

Décroissance exponentielle de I’énergie

On suppose ici que T' est de classe C* (pour donner un sens au tenseur de courbure sur I' (cf. [14])) et
mes(I'g)> 0. On considére le probléme avec des conditions de type Ventcel évolutives suivant :

v/ —divo(y1) =0 dans Q x RT,

yi=-wm sur Iy x RT,

yir +os(y1) — divrod(yz2) = uor sur ' x RT, (1.6)
Yo, +0u(y1) + 09(y2) : Omv — Aryz, = uay sur Iy x R, :
y1(0)=y?,  ¥1(0) =y} dans Q,

y20)=v3,  ¥5(0) =y3 sur Ty

On considere le probleme de transmission (P.) défini au point précédent avec cette fois un domaine Q¢ qui a
une densité non homogene égale & 1 dans Q et & % dans Q€ . Le passage a la limite lorsque € tend vers 0 conduit
a un probleme analogue au probleme (P) avec les conditions sur I'y x (0,T") suivantes :

uyr + os(uy) — divrod(us) = gr sur 'y x (0,7),
uf, + o, (ur) +o%(ug) O =g, sur Iy x (0,7)

dites conditions de Ventcel évolutives (u; est le déplacement et uz = uyp,). Ces conditions modélisent I'effet
asymptotique du raidisseur Q¢ lorsque ce dernier est trés dense.
On considere les espaces : H = L2(Q2) x L*(Ty;T(I'1)) x L?(I'y) et
W={v=(vi,v2): v €H(Q), Vi, =0, va € HY(T), Vi, = Va}

1

muni de la norme : ||v|jy = (HV1||]%11(Q) + ||V2H]%]l(rl)) ® | qui est équivalente A la norme :

1
3
Ivilw = </ o(vi) :e(vy)dx +/ (03 (v2) : X (va) + |VT’U2V|2)dF> )
Q I8
L’énergie E(y,t) associée a la solution y = (y1,y2) est définie par :

1 1
Bt) =5 [ (o) ey + WiP) do+ 5 [ (o) hlva) + Fram P + Iy ) dr

ou Vr est le gradient tangentiel.

La méthode générale de stabilisation développée dans [17] permet de trouver un feedback frontiere qui assure
la décroissance exponentielle arbitrairement grande de ’énergie. De facon plus précise on montre, sous des
conditions qui seront précisées plus loin, le résultat suivant :

Théoréme 1.2. Soit w > 0. I existe deuzx opérateurs bornés :

P:W —-W, v— (P, Pv), Q-H—-W, w— (Q1w,Qaw)



STABILISATION FRONTIERE DE PROBLEMES DE VENTCEL 595
et une constante M > 0 tels que si on pose :

y=ny2), ¥y'=0%y)), y' =@Lys), w=(Lly +Qy)r,
w = (0 (Pry" + Quy)7)ir, + (20 + N (0 (Pry’ + Q1¥)w)r,¥

alors le probléme (1.6) est bien posé dans H x W' et on a
I, ¥l < My v lmorve™", ¥E20, Y(y°,y') e Hx W (1.7)

La forme explicite du feedback u = (u1,us) est donnée en (4.47). Notons que Bourquin et al. ont développé une
approximation numérique du feedback issu de la méthode générale développée par Komornik dans [17] (cf. [4]).

Insuffisance du feedback naturel

On montre au paragraphe 5, sur un cas particulier du probleme (1.5), que le feedback naturel n’assure pas
une dissipation suffisante de 1’énergie pour permettre sa décroissance exponentielle.

On se place dans R? avec Q = (0,7)2, Tp = ({0} x (0, 7))U((0,7) x {0}) et T'y = ({7} x (0, m))U((0,7) x {7}).
On considere le probleme suivant :

' —Au=0 dans Q x RT,
u =0 sur Iy x RT, (1.8)
ou—Aru+u =0 sur I'i x RT, ’

w(0) =u®, /(0) =u! dans Q.

On désigne par Q€ 'ouvert formé d’un corps ) de conductibilité thermique égale a 1 et d’une fine pellicule ¢
d’épaisseur € et de conductibilité thermique égale a % posée sur son bord I". On considere un probleme d’échange
thermique entre €2 et la pellicule 2¢ . Le passage a la limite lorsque € tend vers 0 conduit & un probléeme de
propagation de la chaleur posé dans €2 avec la condition :

Ou—Aru=g sur T (1.9)

dite condition de Ventcel (c¢f. [23]). En effet la condition (1.9) a été introduite par Ventcel pour des processus
de diffusion (cf. [30]).

On note par u€ la solution du probleme de propagation de la chaleur posé dans 2¢. On écrit le développement
asymptotique de u€ sous la forme u¢ = u® + eu® + €2u® + ... ; on montre que u° est solution d’un probleme
de propagation de la chaleur posé dans € avec la condition de Ventcel (1.9) au bord de Q (¢f. [23]). La
condition (1.9) modélise ainsi I’échange de chaleur entre le corps € et le milieu ambiant quand la frontiere de
est recouverte d’une couche fine et trés bonne conductrice.

Soit V = {ve H'(Q): v, =0, v, € H (1)} muni de la norme : [[vlly = ([, [Vo|*dz + [;. |V rv|2dl) 2

et A Popérateur non borné de domaine :
D(A) = {(v,2) €V xV : Av e L*(Q), d,v — Arv+ 2z =0sur '}

défini sur V x L2(Q) par A(v, z) = (z, Av) ; I'étude du spectre de A conduit au
Théoréme 1.3. Le sous-groupe engendré par A surV x L?(Q) n'est pas exponentiellement stable.

Dans ce travail on adopte le plan suivant :

Au paragraphe 2 on donne quelques notations et quelques résultats préliminaires de géométrie intrinseque
pour les surfaces. Le paragraphe 3 est consacré a la démonstration du théoreme 1.1. Au pragraphe 4 on établit
une identité qui permet de montrer le théoreme 1.2. Au paragraphe 5 on démontre le théoreme 1.3.

Dans toute la suite la lettre C' désignera une constante positive assez grande.
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2. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

On reprend les définitions et les notations données en introduction. La convention de l'indice répété est
adoptée :
tr(r) =T 4+ o2 + o =T, VW = 05w, 0(V) 1 €(V) =035 (Ve (V).

Comme T est de classe C2, pour tout point m de I' on peut trouver un C2-difféomorphisme y d’un ouvert I'
de R? sur un voisinage ouvert de m dans I'. Les vecteurs a, = dx/0¢%(x~1(m)), a € {1,2} engendrent le plan
T (T') tangent en m & I'. On note par T(I") le fibré tangent (cf. [23,29]). Soit G le tenseur métrique associé a
x de composantes : go5 = as.as, ¥(a, ) € {1,2}2 et (¢*’)1<a,p<2 son inverse. La base duale de {a, }a=12
est définie par : a®(m).ag(m) = 3 (symbole de Kreonecker).

Aun champ tangent vy = v®a, on associe, par le produit scalaire de R?, la forme linéaire : vV = v,a® avec

Vo = gagvﬁ ; comme O,V = g;ﬁ a® on obtient :

MO VT = (vﬁa + ngv’\)agaa

ol I‘gﬁ est le symbole de Cristoffel défini par : Fgﬁ =a’ra, g (,a = 0/0¢%).
A un champ scalaire régulier v défini sur  on associe le champ de formes linéaires défini par :

(Omv)(m) = v o(m)a*(m).
Le vecteur transposé de la forme (9,,v)(m) est le gradient tangentiel noté :
(Vzo)(m).
Au champ normal v(m) on associe le champ d’endomorphismes du plan tangent 0y, v défini par : 9, v = v 4a%.

2.1. Déformations et contraintes

Si v:Q — R? est un champ assez régulier on désigne par V son gradient ; on a sur I' (cf. [23,29]) :
VvV = (0 v7)T + 0y (Omv) + (0, vr) 0 + v ((Omvy) — VT (Omv) + (0,v,)D) . (2.1)

Les relations (1.1-1.4) sont une conséquente directe de (2.1).

Remarque 2.1. Soit v € H!(Q) ; des formules (1.1-1.4) on obtient :

€(v) 1 €(v) = en(v) s ex(v) + 2les(V)[* + e (V)% ,
te(v) =2p (en(v) s er(v) + 6 (V)[?) + dples (V)2 + A (tr(er(v)) + e (v))".

2
=
[

On aura a considérer les espaces :

Ls(Tr(T')) est 'espace des endomorphismes symétriques de T, (T').

Ls(T(T)) est espace des opérateurs symétriques de T'(T") ; Un champ 7 : T' — T'(T') appartient & Lg(T(T))
si 7(m) appartient & Lg(T,,(T)) pour tout m € T.

Remarque 2.2. L’endomorphisme (0,,v) est un élément de Lg(T,,(I')) ; ses valeurs propres sont les courbures
principales de I" en m.

2.2. Quelques espaces fonctionnels
Soit vy : I' — T(T'), vr(m) = v*(m)as(m) un champ tangent ; on munit L?(I',T(T')) de la norme :
1

1 1
Ivrllzz@,ray) = (Jp[vrl?dl)? qui est équivalente a la norme : vy — (|\vl|\%2(m + HUQH%Q(F)) *. On munit
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HY(T,T(T')) de la norme :

1
2
Ivall ez = (10 1w + 10203 ) (2.2)

NI

Un champ 77 : I' — Lg(T(T)) appartient & L?(T, Ls(T(T))) si (77 : 77)% : T — R appartient & L?(T') ; on pose :

1
lmrlle2r,csrayy = Il (rr 2 71) 2 |l 2(r)-

Remarque 2.3. Si vy € HY(I',T(I")), alors : er(vr) € L2(T, Ls(T(T))).

Proposition 2.1. L’expression suivante définit une norme sur HY(T,T(T)) équivalente a la norme définie
en (2.2) :

1

3

el ey = ([ (veP + erten) s cntvr)) ar)

Preuve. 11 suffit de prouver 'existence d’une constante C' > 0 telle que :
I ve | ren< Clvelln ey,  Yvr € HY(T,T(T)).

S’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite {vk} ¢ HY (T, T(T')) vérifiant :

| vE lmerey=1, VkeN, vk —0 dans L*T,T(I)),
er(vk) — 0 dans LT, Ls(T(D))).

On pose : v? = v%lal + v?Qag ; les expressions de w0, vyrm et du conjugué d’un vecteur donnés au début de

ce paragraphe montrent que : 7O, vrT = (vk;‘ + F‘/{Tvkr) g gupaza’, dot (v,kﬁo‘ + g)‘agﬁuka) — 0 dans
L?(T). En prenant o = 3, on obtient : v} +v% — 0 dans L*(T).

Ona: gay (vf%”‘ + g/\”‘gguvf“)\“) = Ganv"s' + gp, 05l — 0 dans L*(T).

En prenant (3,7) = (1,1), (8,7) = (2,2) et (8,7) = (1,2) on obtient les limites suivantes dans L?(T") :
(91105 + g210%2), = 0, (g220"F + g21v’5') — 0, (g110% + ga2v"2 — 0. Posons : wh = Gvh = whla; + w*?ay.
De v — 0 dans L?(I', T(T)) et des limites précédentes on déduit que les suites (wkl), (wkz), (wﬁl), (wf“f),
(wﬁ2 + wkzl) tendent vers 0 dans L2(I). L’inégalitée de Korn dans I'ouvert I' montre alors que (wkt, wk?) — 0
dans HY(T') x HY(T'). D’ott (v*!,v*?) — 0 dans HY(T') x H(T) ce qui contredit la définition de la suite {v&}.

Proposition 2.2. L’application : vp < vy —divpod(vr) est un isomorphisme de HY(Ty,T(Ty)) sur H-*(Ty,
T(T1)) ; de plus si vp — divpos(vy) € H=2(Ty, T(T'1)) alors vp € H3 (I'y, T(T'y)) et :

Ivrll < Cllvy = divrog (vr )|

H2(Dy,T(M)) — H™3 (D0, T(T1))

Preuve. La forme bilinéaire :

B :(vp,wrp) — /r (ve.wr + o9 (vy) @ er(wr)) dl

est continue et coercive sur H'(I'y,T(T1)) = (H}(I'1,T(I'1))) d’apres la proposition 2.1 ; alors pour tout
f e H YTy, T(T1)) il existe v € HY(['y, T(T1)) unique tel que : B(vy,wr) = (f,wr), Ywr € HY(T1,T(I'1))
avec :

Coll fllz-1ry, )y < Vel vy < Cillflla-1rey))
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ce qui démontre la premiere partie de la proposition. Pour la seconde partie nous avons : vy < vy —divpod(vr)
est un isomorphisme de H'(I', T(I'1)) sur H=*(T'1,T(T1)). L’opérateur vy — divpod(vr) étant elliptique,
cette application est aussi un isomorphisme de H?(T'y,T(I'1)) sur L?(I';, T(I'1)) et par interpollation on obtient
un isomorphisme de H2 (I'y, T(1)) sur H2 (I'y, T(T'y)).

Remarque 2.4. Soit H'(divo, Q) = {v € H'(Q2) : divo(v) € L*()} muni de la norme :

1

. 2
IVl aivoy = (V11 + iV o (@)l )
On peut définir une application continue :
H'(dive, Q) — H 2(T), v — (o(v)¥)r)
et pour tout élément w € H(Q) et tout élément v € H'(dive, Q) on a :
(o(v).v, W)H*%(F),H%(F) = /Q (wdive(v) + o(v) :e(w))dx.

Soit L2(dive, Q) = {v € L}(Q) : divo(v) € L2(2)} muni de la norme :

W=

IVl ivoe) = (V@) + 1divo ()l
On peut définir une application continue :
L?(dive, Q) — H 3(T) x H3(T"), v — (v, (0(v).0)r)
et pour tout élément w € H2(Q) et tout élément v € L%(dive, Q) on a
(v, U(W)'V)H*%(r),ﬂ-ﬂ%(r) — (o(v).y, W)H*%(F),H%(F) = /Q (vdive(w) — wdivo(v)) dz.

Proposition 2.3. L’expression ||| . |||y définie par :

N

0¥ o= ( Lot e v+ [ b e%<v>dr) (2.3

est une norme sur V équivalente a || . ||y définie par :

N

v lhv= (v By + I v sy oy )

Preuve. On montre qu’il existe C' > 0 tel que :
[vivsCllivillv, — vveV.
Dans le cas contraire on aurait une suite {v*} C V qui vérifie :
IV* oy + | vE ey ray=1. et (| v* [lv— 0.

De l'inégalité de Korn il vient : v¥ — 0 dans H*(Q2). Alors vA& — 0 dans L2(I'y, T(T'1)) et v% — 0 dans L%(T'1) ce
qui conjugué a: fr. 0 (v¥) : €3.(vF)dl' — 0 donne : €7.(v4:) — 0 dans L*(T'y, Ls(T(T'1))). La proposition 2.1
montre que : vk — 0 dans H*(T'1,T(I'1)) ce qui joint & v¥ — 0 dans H'(Q) donne une contradiction.



STABILISATION FRONTIERE DE PROBLEMES DE VENTCEL 599

Proposition 2.4. L’expression || .|| définie par :

N

IVW(AdWwMM+Aﬁ%W:£M+MWMﬂ (2.0

est une norme sur V équivalente a ||.||v.

Preuve. Nous avons (v) = 2ueh(v) + X* tr(e%-(v))iz et €3(v) = €3(vr) + 0,01 ; la proposition 2.1 donne :

Iv|| < ||v]|v pour tout v € V.
L’équivalence se montre par I’absurde en utilisant les inégalités de Korn et de Poincaré si a = 0.
Si a # 0 on sait de [25] qu’il existe § > 0 tel que :

/Q|VV|2dx < 5</gla(v):e(v)dm+A|V|QdF), Vv € H(Q)

qui donne dans notre cas

/|Vv|2dx§5’(/a(v) :e(v)dx—i—/ a|v|2df>, Vv e V.
Q Q r,

Ce qui montre que ||.|| est bien une norme sur V ; I’équivalence se montre comme dans le cas a = 0, en tenant
compte de la compacité de I'injection de H'(Q) dans L2(Q).

Proposition 2.5. Soit u € H'(Q) NV avec divo(u) € L2(Q), up € H3 (', T(I1)) et o, (u) € H2(T'y). Alors :
ucH}(Q)NV et :

lalliee) < € (Jlu = divo@) iz + Mzl g g g, + lov @l e ) -

Preuve. 11 existe v € H*(Q) NV tel que vp = up, o,(v) = oy(u) et [|[V|m@ < [ug
Hlow @50

Soit w = u—v;ona: wp = 0,0,(w)r, = 0 et divo(w) € L*() ; alors : w € H*(Q) NV, et
[Wllez(0) < Cllw —divo(w)|Lz2) (cf [28]), ce qui donne :

13 (1 T(0)
;onpose: u=(u—v)+v.

+ llow (]l

[ullmzo) < IVllm@) + [[Wla2@) < C (Hu — divo(u)llLz) + [ur H%(rl)) :

H3 (01, T(T1))

Proposition 2.6. Soit Z = {u €V :divo(u) € L2(Q), os(u) — divpod(u) € H2(y,T(T1), 0,(u)
+02(u) : O € H%(Fl)}.
Ona: ZCH*(Q)NV et :
Jullgz@) < C (||u —divo(u)lrzq) + los(u) - divroy(u)]|

Yu e Z.

H%m,T(Fl)))

0 (1) -
+Cllou(w) + o) vl
Preuve. Soit u € Z ; d’aprés la remarque 2.4, on a og(u) € H2(I';, T(I'y)) ; de 0% (u) = 09 (ur) + 2ptt, Oy
X U tr(Bm v )iy il vient divpod(u) € H=2(T'y, T(T'1)) et donc up € H2(['y, T(T;)) d’apres la proposition 2.2 ;
on a alors o, (u) € Hz (') et donc u € H2(Q) et (¢f. Prop. 2.5) :

Jullszey < € (Il = divo(@lao + 0zl 48 0 g, + 10 @05 e ) -
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Pour I'estimation, on suppose qu’elle n’est pas vérifiée ; nous aurons alors une suite {u*} C Z telle que :

[u¥|lp2) = 1, ub —dive(uf) — 0  dans  L%(Q),
os(uF) — dvrog(uk) — 0 dans  HE#(T'y,T(I4)), (2.5)
o, (ub) + o2 (uk) 0y — 0 dans H%(Fl).

En posant : f}, = u* — dive(ub), gh = os(u¥) — divTU;(uk), gk =0, () + 0% (u¥) : 0 et gF =gk + gbv

on obtient :
(uk,V)L2(Q) +/ o(u®) :e(v)d:EJr/ o (uf) @ € (v)dl :/ fkvd:nJr/ ghvdl, Vv eV. (2.6)
Q Fl Q Fl

Comme {u*} est bornée dans H?(Q) on a : u¥ — u € H?(Q2) dans H2~%() fort, avec 0 < s < 3. On peut alors
passer a la limite dans (2.6) ; on obtient :

(0, v)L2(q) + /Q o(u) : e(v)dz +/F o9 (u): en(v)dl =0, VYveV. (2.7)

En prenant v = u dans (2.7) on obtient u = 0 ; il vient alors de (2.5) dive(u*) — 0 dans L2(£2). De u* — 0 et
dive(u*) — 0 dans L2(Q) la remarque 2.4 donne : o(u¥).v = og(u*) + o, (u¥)r — 0 dans H™2(I';) ; de (2.5)
on obtient alors divTo(%(uk) — 0 dans H™2(I';,T(';)). Comme uf}l — 0 dans HZ~5(T'y), (0 < s < ),

e}

et o2 (uF) = o%(uh) + o2 (ukv) = o (uk) + 2pu, 0y + N uytr(dmr)ia on obtient divro,(uk) — 0 dans
Hﬁé(Fl,T(Fl)) d’ont u% — 0 dans H%(Fl,T(Fl)) d’apres la proposition 2.2.

De la dernitre limite de (2.5) on obtient alors o, (u¥) — 0 dans H2(I';). La proposition 2.5 montre que
u* — 0 dans H?(€2) ce qui contredit la premiere relation de (2.5) et termine la démonstration.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

On montre, par une application du principe de LaSalle (¢f. [10,21]) la stabilisation forte du probleme (1.5).
Notre démarche suit de pres celle de [16]. Le probleme (1.5) sécrit :

(", v) + (u,v) + [ lg(u').vdl =0, VveV
0 o T (3.1)
u(0) =u’, u(0)=u
ou (u,v) désigne le produit scalaire associé & la norme ||.|| définie a la proposition 2.4. Soit A : V — V/
lopérateur linéaire, borné, défini par
(Au,v)y v = (u,v), Yu,veV.
On pose :
(Bu, v)y vy :/ lg(u).vdl', Yu,v V. (3.2)
N1

Les propriétés de g permettent de montrer, comme dans [16], le

Lemme 3.1. La relation (3.2) définit un opérateur continu B : V — V' et il existe une constante positive 3
telle que :

[Bully: < (1 + |[ul?), YueV. (3-3)
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On pose : CU = (—ug, Au; + Buy) avec U = (ug,us) et
D(C)={U=(u;,u2) €VxV: Au; + Bu; e L*(Q)} - (3.4)

Le probléme (3.1) s’écrit : U’ + CU = 0 dans RT, U(0) = U° = (u’,ul).

Proposition 3.1. C est mazimal monotone sur V x L?(Q).

Preuve. On vérifie aisément que C est monotone. 1l suffit alors de montrer que 'opérateur: I+ A+B:V — V'
est surjectif (I = identité).

Soit f € V' ; on pose : G(t1,t2,t3) = fotl lg1(s)ds + fOtQ lga(s)ds + fots lgs(s)ds puis on considere I'application
F: V — R définie par :

F(w = 5l + 1) + [ G = (fwyv.

F est bien définie. On montre que si u € V alors G(u) € L'(Ty) ; soit u = (u1,ug,u3) ; on a G(u)
= 2;3 Jo7 1gj(s)ds ; comme I € C'(T'1) on déduit des propriétés de g l'exitence de § > 0 tel que |G(u)]
< 0= (Jug| + [uy]t). De ujp, € L2(I'y) € LY(T'1) et ujp, € H2 (1) € LY(T'1) il vient G(u) € LY(T'y).

La continuité de g montre que F' est continument différentiable et

F'(u).v = (u,v)r2 ) + (u,v) +/F lg(u).vdl' — (fyu)y v =(I+A+Bu— f,v)yy. (3.5)

La convexité de F' découle de la monotonie de g. La coercivité étant immédiate, il s’ensuit que F' possede un
minimum en un point u € V ; alors F’(u) = 0 et (3.5) donne (I + A+ B)u= f.

Proposition 3.2. On a

D) = {(ul,ug) €V xV:dive(ur) € L2(Q)
os(uy) — divpod(ur) + aurr +lgr(uz) =0, sur Ty, (3.6)
o, (1) + 0% (uy) : Oy + auy, + lg, () =0, sur F1}~

Preuve. Soit U = (uj,uz) € D(C) ; on a Auy + Buy € L2(Q) ; or

(Auy + Bug, v)v v = /Qa(ul) ce(v)de +/

o (uy) : e(%(v)dI‘Jr/ (auy.v + lg(uz).v)dl.
I'y

I
Si on prend v dans D(2,R?) on obtient —dive(u;) = Au; + Bug € L3(Q), (0s(u1),0,(u1)), est alors défini
comme élément de H~2 (I'y,T(I';)) x H~2(I';). Pour ve Vona:

(Auy + Bug, v)y v = — /Q divo(uy).vdz + (o(uy).v, V)H‘%(Fl),H%(Fl)

— (divpod(wr), Vo) g-1 (v, 7(ry)), BHY (02, T(Ty)

+ / ((U%(ul) : Oy, + auy.v + lg(ug).v) dr.
I'y

Comme — divo(uy) = Au; + Bus, on obtient le résultat voulu.
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On montre, comme dans [16], les deux propositions suivantes :
Proposition 3.3. D(C) est dense dans H =V x L2(Q).

Proposition 3.4. Si g est continue, globalement lipschitzienne alors

D(C) = {(ul,uQ) cVxV:u € HQ(Q),
os(uy) — divpod(ur) + auir + lgr(u) =0, sur I'q,
ou(u1) + 0% (ur) : Opv + auyy +lg,(u2) =0, sur Fl}

et la norme |||.|||pc) définie sur D(C) par :
%
l10as, w2l Iy = (Il e + luz?)

est équivalente a la norme ||.|pc) définie par :

1
2

I, ) ey = (Il -+l + | divor(un) [0 )

On pose :
1 1
E(u,t) = 5/ (o(u) : e(u) + [u']?) dz + 5/ (c2(a) : €1.(u) + alul?) dr.
Q ry
Des propositions 3.1, 3.3 et 3.4 on déduit le théoréme suivant (cf. [5,16]) :

Théoréme 3.1. (i) Soit (u°,ul) € VxL3(Q) ; alors le probléme (1.5) admet une solution unique u vérifiant :
uc CRT;V)NCHRT;L2(Q)).

Siu et v sont deuz solutions du probléme (1.5) alors la fonction t — E(u — v,t) est non décroissante ; en
particulier on a :
|E(u—v, .)||LOO(R+) < E(u—v)(0).

(ii) Si g est globalement lipschitzienne et (u®,u') € D(C) alors la solution u du probléme (1.5) vérifie :
(u,u’,u”) € L™ (R, H*(Q) x V x L*(Q)) .

De plus la fonction :  t — |[u/'(¢)]|Z + || div J(u)||]%2(ﬂ) est définie p.p. et est non croissante sur RT.

Démonstration du théoréme 1.1
On montre, par un calcul classique, que 1’énergie est décroissante et que ’'on a :

E(S)-E(T)= /S A lg(u)u'dl’, 0<S<T < +oo.

Comme D(C) est dense dans H = V x L2(Q) et I’énergie continue par rapport aux données initiales, on peut
supposer que (u’,ut!) € D(C).

D’apres la proposition 3.4 et le point (ii) du théoréme 3.1 'ensemble {(u(t),u’(t)); ¢ € R} est borné dans
(H2(Q) N'V) x V ; la compacité de I'injection (H?(Q2) N V) x V — H montre que cet ensemble est précompact
dans H. Pour montrer que FE(u,t) — 0 il suffit de prouver, d’apres le principe d’invariance de LaSalle
(¢f. [10,21]), que si pour une suite (tx) croissante vers oo, (u(tx),u’(tx)) converge dans H vers un élément
(29, 21) alors 20 = 21 = 0.
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Soit (t) une suite de nombres réels croissante vers +oo et telle que U(tx) = (u(ty), u'(¢;)) converge dans H
vers un élément (20, z1).

On pose :  zi(t) = u(ty +1t) ; zi est solution du probleme (1.5) avec la donnée de Cauchy (u(t), u'(tx)) ;
d’apres le point (i) du théreme 3.1 la suite (2, z},) est précompacte dans L>(R™,H) ; soit alors une sous-suite
notée encore (zy, z},) qui converge dans L>(R™, H) vers un élément (z,2’) ou z est la solution du probléme (1.5)
avec la donnée de Cauchy (2°,2') ; on montre que z = 0 dans Q x R*. E(z,t) est constante en effet :

E(z,t) = lim E(zg,t) :kErfOOE(u,tk+t) = lim E(u,s).

k—+o0 s—-4o00

La derniere limite existe car 1’énergie est non croissante ; on a alors :

T
/ / I2'(t)g(2'(t))dldt =0, 0<S <T < +o0.
S Fl

En tenant compte des hypotheses faites sur [ et g on obtient 2’ = 0 sur I'; x RT.
Posons w = 2’ ; comme w = 0 sur I'; alors ¢:(w) = 0 sur I'; ; comme o(w).r = og(w) + 0, (W)v, w est

solution du probleme :

w’ —dive(w) =0  dans  QxRT,

w =0, sur Iy x RT,
o(w).w =0 sur Iy xR, (3.7)
w =0, sur ' x RT.

D’apres le théoréme de Holmgren ([15], p. 129, Th. 5.3.3)) w est nulle dans 2 x R ; 2 est alors une constante
du temps : z(t,x) = z(x) = 2°(z) avec 2° solution de :

—dive(2°) =0 dans €,

20=0 sur I, (3.8)
05(2°) = divpod(20) + az% =0  sur Iy, '

0,(2%) +0%(2°) : O + a2l =0  sur Iy,

On multiplie la premieére équation de (3.8) par z° puis on intégre dans €2 ; on obtient :

/ o(2%) :e(2%)dx +/ (0'(7)«(20) €n(2%) +alz"?) dl = 0
Q

Iy

dot1 20 =0, et limy_ 1o E(u,t) = 0.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2

4.1. Le probleme de Ventcel

4.1.1. Densité et régularité

L’inégalité de Korn et la proposition 2.1 permettent de montrer que les normes ||.||w et |||.]||[w définies dans
I'introduction sur W sont équivalentes. Dans ce paragraphe W sera muni de la norme |||.|||w et du produit
scalaire associé : (.,.)yy. On considere le systeme de ’élasticité linéaire avec des conditions de type Ventcel
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évolutives sur une partie du bord, 'autre partie étant fixe :

o —dive(pr) =0 dans Q x RT,

p1 =0 sur o x R,

ol +0s(1) — diveold(pz) =0 sur I' x R, (4.1)
901211/ + O'V(Qol) + 0%(902) . amV - AT‘;02u =0 sur 'y x R+; '
e1(0) =¢},  ¢1(0) = ¢} dans @,

p2(0) =8, ©5(0) = g3 sur Iy

On pose : ¥ = (07, ¢¥9), ! = (o}, pL), » = (p1,¥2). La formulation variationnelle du probleme (4.1) est :

(", v)+ (o, v)w =0, VYveW
{ 0(0) =%  ¢'(0) =" (4.2)

Soit A: W — W l'opérateur borné associé & la forme (-, )w et A: H — H l'opérateur non borné de domaine
D(A) ={veW: Av € H} défini par :

Au=Au; ona (Au,v)g=(u,v)y, VYue DA, Vvew. (4.3)

Soit K = {v € H'(Q) : Vir, =0; vir, € HY(T;)} muni de la norme :

e = ([ a0 etvida+ [ (@0 )+ 9l ar)

La densité de D(Q2) N K dans K conduit aisément au
Lemme 4.1. (D(Q,R?) x D(T'1,R?)) N W est dense dans W.

Proposition 4.1. On a

D(A) = {v = (vi,v2) €W :divo(vy) € L3(Q),05(v1) — divpod(va) € L3(T,),

00 (V1) + 0% (V2) : O — Aqn, € LQ(Fl)}

Preuve. Soit u = (ug,uz) € D(A) ; on pose Au = (A;u, Ayu) avec Aju € L2(Q) et Asu € L2(Ty).

En prenant v = (v1,0) avec vy € D() dans (4.3) on obtient : Aju = —dive(uy). Comme u; € H'(Q)
et divo(u;) € L2(Q2) alors, d’apres la remarque 2.4, o(uy).v = (0g(uy),0,(uy1)) est défini comme élément de
H=3(Ty,T(T})) x H 2(I';) et on a :

(o(uy).v,vy) = / (vidivo(uy) +o(uy) :e(vy))de, Yvi € H(Q).
Q
D’autre part (Au, v)g = (u, v)yy s’écrit :

/leludx—i—/ vadoudl = —/vldiva(ul)dm—l—(a(ul).u,vQ)
Q Q

Iy

*(diVTU%(UZ), VQT)H71(FlyT(Fl)),Hl(FlyT(Fl))

—|—/ VQV(O'%(UQ) : 6,,L1/)dF - (ATUQV,VQI,)Hfl(Fl)’Hl(Fl).
Iy
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On obtient :
Aoru = og(uy) — divrod(uz) € L2(T1;T(T1))
./42,,11 = (Tl,(ul) -+ 0'(7)«(112) : 8m1/ — ATUQV S LZ(Fl)
ce qui acheve la démonstration.

On munit D(A) de la norme :

I(vi,vo)llpay = (HV1||1%11(Q) +lvalli oy + 1 divo(vi)lZ2q) + llos(vi) = diveod(va)l 22, 2y

1
2

o (vi) + 09 (v2) : O = Arvsu|ar,))

Proposition 4.2. On a : D(A) = (H*(Q) x H*(I'1)) N W et sur D(A) la norme ||(.,.)|pa) est équivalente @
la norme H2.

Preuve. Soit u = (ui,uz) € D(A) ; on a divo(uy) € L?(Q) divpod(uar) € H_%(Fl,T(Fl)) d’olt ugr €

H%(Fl,T(Fl)), (d’apres la Prop. 2.2), et Apug, € H_%(Fl) d’otl usy, € H? et donc us € H%(Fl). De tout cela
on obtient : u; € H2() et

sl < € (Jlu = divo(an) fuse + g ) - (44)

Il s’ensuit alors que divyod(uar) € L?(I'1, T(T1)) et Agus, € L*(T) et donc ug € H?*(I'y) et (¢f. Prop. 2.2) :

{ oz || g2r, rryy) < Cllugr — diveod(uar) ||z, rry )

||U2u||H‘2(F1)T§( C(Huzu - ATUQVH]L‘Z(FI)
donc
[uzlgz(ryy) < C (HuzT — divrod (aor)|lLer, 7)) + llu2e — ATuzqu(rl)) : (4.5)
Pour montrer ’équivalence des normes il suffit de montrer I’existence d’une constante C' > 0 telle que :
[villmz(e)) + Ivalluzry)) < Cli(vi, va)llpeay,  V(vi,va) € D(A).
Dans le cas contraire il existerait une suite {(vix, var)} C D(A) telle que

vikllez)) + IVekllmzr,yy =1 et |[(vi, v2)|lpeay — 0.

Alors
vir — 0 dans H'(Q), vor, — 0, dans H*(T';), div o(vix) — 0 dans L?(9)) (4.6)
et
{ os(vi) — W —0 dans Lz(Fl;T(Fl)), (47)
ou(v1) +07(va) : Omv — Apvgy, — 0 dans L*(I'q).

La remarque 2.4 et (4.6) donnent : o(vy).r — 0 dans H~2(T';). La proposition 2.2 et (4.7) donnent :
vor — 0 dans H2(I';). De (4.6) et (4.4) il vient : vy, — 0 dans H2(Q). De (4.7) et (4.5) il vient : vg, — 0
dans H?(I';). Cela contredit les propriétés de la suite (vig, Vo).
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4.2. Une identité
Les méthodes classiques permettent de montrer (cf. [16,25,26]), la

Proposition 4.3. (i) Si (¢°,¢') € W x H alors le probléeme (4.1) admet une solution (faible) unique ¢ €
CO(RT, W) N CHRT,H) avec :

el oo o,mw) + 19 | Lo o,rm) < C1 (I llw + 9t ) , VYT > 0. (4.8)

(ii) Si (©°, ') € D(A) x W alors la solution (forte) o du probleme (4.1) est dans C°(R, D(A)) N CH(R, W)

avec !

el 2o (0,7:00)) + 1€ Iz 0,mm) < C7 (1€° Dy + Il ) » VT > 0. (4.9)
L’énergie E(¢,t) associée & la solution ¢ = (¢1, p2) du probléme (4.1) est définie par :

Ble.) = 5 [ (olo0) s clon) +16iP) dot [ (o) hlon) + IVron P+ ) ar. (410)

C’est une constante qui sera notée Fy. On pose :
QT:QX(O,T), EOT:F()X(O,T), Eszl“l X(O,T) et ET:FX(O,T).

Proposition 4.4. Soient q € Wh(Q), (¢°, 1) €D(A) x W ; alors la solution ¢ = (¢1,¢2) du probléeme (4.1)
correspondant vérifie la relation :

(P, (@V)e)ald 4+ (Phy (TOmer1rm + 010 (Omv))ar)r, |5 + (2hy, (Om@1y + P17 (Omy))ar)p, 1§

di
+ / o(p1) : VY dz dt + ”q L2 — o) : e(pr))dadt

Qr
qv 2 2 Qv 0
= / L (1overr? + @u+ Vo1 ) dS + / L (213 (1) + Atr(elh(01))i = (1)
X7 >

1T

— leTOIT
+ Wl = @)l ~ i)z + [ 5

1T

- 0%(901)¢€(%(901)—|VT902V|2))C@—/ (07(02) : O )17 (Omv)qrdS (4.11)

Sir

+ / 0'9“(%02) : (Wam(pQTﬂ' + 9021/8my)776'mQT77) dx
it

+ / (a'm(pluwamQTﬂ'a,n(plu - (VTQDlz/)VT (W(amy)qT)) dy
it

/2 Ompav (U%((pg)(aml/)qT) dx —|—/ (R: 0% (1)) : ((plT ®qT) dx =0

it

ol R est le tenseur de courbure de T (¢f. [14]) ; c’est un tenseur une fois contravariant et trois fois covariant de

composantes :
R}\ _ 1‘\)\ 1‘\)\ =+ Fk T Fk I

Vo v, pr,o pur+ av ar® pv

avec: 1 < a,pu, v, A< 2; les I‘Aﬁ sont les symboles de Cristoffel (cf. [14,23,29]).
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Preuve. On multiplie :
La premiere équation de (4.1) par (qV)¢1) et on integre sur Q7 ; on obtient :

(@ (@V)en)all + / WA (1002 () : elpn)) dodt + / (0(¢1) : VqVigr) dS

T 2 T

o [ eten een — 1P a2 - [ (o)) aV)erdnds =0

La troisieme équation de (4.1) par (mOm@17™ + ©1,0mV)qr et on integre sur Xq7 ; on obtient :
(wﬁiﬂ%¢HW+ww&M%th§-—‘é Gor (TOm@1p™ + ¢, 0mv) ar dX
17
+ /2 U%(gpg) : MO, (TOmp17™ + 1,.0mV)ar) dX
1T
+ /2 m (TOmp17T + ©1,0mV) qrdY = 0.
1T
La quatrieme équation de (4.1) par (Om@1, — PrrOmV)qr et on intégre sur 3q7 ; on obtient :
(oor Ot = FEONanI = [ o (Ot ~ Fru) ardS
1T
+ /2 (091(@2) : 8m1/) (Omp1y — P170mV) qrd®
1T
- !/ Arp2, (Ompry — P170mv) qrds
ST

+ / ou(01) (Omp1y — P170mV) QrdX = 0.
Yar

La somme des trois égalités précédentes donne :

(‘plla (qv)QDl)ng + (QOIQTa (Wa'rrLSplTﬂ' + <Plz/amV)CIT)F1 |g + (9012113 (8m901V - Waml/)CIT)Fl |0T

Ji
+ / 1;f(jl(|<Pl1|2 — (1) €(pr)) du dt —|—/ o(p1) : VqVi, dz dt
QT .

o [ Bt o 1P an- [ e mavioa

2 St

- / @/QT(Wam‘pllTﬂ- + ‘plluamy)quE - / 90/21/ (a'm(p/h/ - @llTamV)quz
EIT 2lT

+ A1, (Omp1y — P1r0mV)ard + / 05(p1)(TOme17T + ©1,0mV)qrds

EIT E1T

607

+ / 00 (01) (Ot — PTTOmy)qrdS + / (6%(2) : ) Omp1 — BTTOmp)ardS
i

St

- / 0%(902) : 7Tam (WamQDlTﬂ' + SpluamV)QT) dx =0.
it

On calcule ensuite les différents termes.

divr qr

— 1
| @rtnirm + e tmgiardE =3 [ on(ePards = - |
ZlT E1T

1T

| |* d.
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Sachant que (qV)y1 = Vi.q, on obtient de (2.1) :

(0(p1).v)(@V)e1 = 0s(01)(TOme1rT + ©1,0mv)ar + 00 (1) (Om1y — Prromv)ar + qu(o(p1).v)du .

Comme on a :

1
Vru, Vo (Vru,ar) = Vru, (10nqrm)Vru, + iam(|vTUV|2)QT

alors

A7, Onpr.ardys = */ V1o Vr(Vres,qr)ds
EIT 2lT

divr qr

- V1 (TOmqr ™)V ru, dX —|—/ |V oo, |2de.

ZlT E1T 2
Enfin, un calcul trop long pour étre donnée ici, montre que :
0(7)“(502) : TOm, ((WamcplTW =+ ‘PIV(amV))QT) ™ = 0(7)“(902) : (W(aMSDQT)W =+ SDQVamV)WaquW
1

+0m 2 (07 (92) (Omv)ar) + 50m(07.(¢2) : €r(2))ar

*(09‘(@2) t OmV)(Omep1v)ar

+(R: 0% (1)) : (e1r Rar) - (4.12)
En remplagant les termes précédents par leurs valeurs on obtient :

(W1 (@V)e)ald +  (Dhy, (TOmer1rm + 010 (Omv))ar)r, |5 + (5, (Ome1y + P1r0my)ar)r, |§

Qi
+ / o(p1) : VaVr dx dt +/ 1‘27q(|<,0’1|2 —o(p1) : €(p1))dxdt
T QT
+ [ Onpa(oh (o) Ommaris (4.13)
it

+ /ZT %/ (0(p1) : elpr) = 2(a(p1)v)duip1 — |¢]?) %

+ / 8m9021/77'8711CIT7T8m<)021/d2 - / (0-9‘(302) . 87)11/)W(8711V)(1Td2
YT b

1T

divrqr
+ [ T (g () s o) = Vrpn ) a5
1T

+ / (0-(7)“(902) : (77677L§02T7T + QDQVamV) (WamCITﬂ')
Sir

_ (VTwlu)VT(W(amu)qT))dE —|—/E (R: a2 (1)) : (@1T ®qT) dy = 0.

Calcul de Uintégrale sur Yop. De (1.1-1.4) et de la remarque 2.1 on obtient sur I'y :

01 =0, er(p1) =0, os(p1) = udvorr, ou(e1) = (2u + Ay p1p-

o(p1) (1) = or(p1)  er(p1) + 20s(p1)es(1) + ou(pr)en(91) = ploverr|” + 2u + A)|0u o1 ?
et
(0(p1))0upr = pldyiprr)® + (20 + N[Oy o1u |
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d’ou :
qv qv
| % eten o - 2otonmoneas = [ % (ol + Cus Nopnf)an. @14)
Calcul de lintégrale sur 17 ; on a

o(p1) 1 €(p1) = 2(0(p1)v)(Ovpr) = or(er) :er(pr) + 20s(p1)es(p1) — 205(p1)0vorr — 0w (p1)en (1)
= (2per(p1) + Atr(er(p1))iz) : er(p1) + Aew (p1)tr(er (1))
+205(¢1) (es(1) = Oviprr) — 0 (01)€n (1)
= (2uer(p1) + Atr(er(91))iz) : €7(p) + 1 (10mprs — Omr)err|®
_|3u<,01T|2) + (2p + )\)|3u301u|2

d’ou :
[ o) con) ~2otenm@ends = [ (ko) + Mr(cea))ia) (o) + ulBmions
EIT E1T
—(Omv)er7|? — pldprr* + (2p + A)|6V@1V|2)d2. (4.15)

On obtient (4.11) & partir de (4.13-4.15).

4.3. Régularité des solutions faibles

Théoréme 4.1. Soient (0%, p') € W x H et ¢ = (¢1,92) la solution du probléeme (4.1) ; alors (Dyp1)r €
L? (RY;L%T)) et il existe une constante C > 0, indépendante de (¢°,¢') et de T > 0 telle que :

/ (D,p1)%d% +/ |} |2dE < C(T +1)Ey. (4.16)
YT

it

Preuve. On commence par prendre (¢°, 1) € D(A) x W. On considére un champ q € Wh°(Q) tel que :
qr = v (cf. [25]). La relation (4.11) s’écrit alors :

1 1
| 3wl + @t N PE+ [ SlePas = (o @pnalf
T

it

div
+ [ (AP - olen) o) dads

1 -
+ / J(cpl):VqV<p1d:Edt+§/ 1t (|0mere — Omv)err|?) dS

T it

.
it

L’équivalence des normes ||.||w et |||.||[w sur W permet d’obtenir (4.16) pour les solutions fortes ; on termine
par densité et passage a la limite.

((2:“6(%(901) + Atr(e(1))iz) : 6%(901)) dx.

N =

4.4. Théoréme d’unicité

On suppose qu’il existe 29 € R3 tel que : T'o={z € ': (z — z0).v(x) > 0}.
On prend q(x) =z — x( ; on montre alors que :

TOmQrT = 12 — ¢O0mv et divrgr = 2 — ¢, tr(0nv). (4.17)
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On suppose que I'1 est convexe ie: tr(9,,v) > 0sur I'y ; on pose :

= ||=’E*=’EOH1LOO(§), Ry = ||z — @o[Lee ()
= Min{|q, (z)|,x € T'1}, c1 = Min{tr(Opnv)(z),x € T'1}

et on suppose que :

7"1(1+Cl) Z 1. (418)

La relation (4.18) est vérifiée par exemple pour une sphere de rayon p puisque dans ce casonar, = pet ¢g = 2

Proposition 4.5. Toute solution forte du probléme (4.1) vérifie la relation :

(90117 (qv)@1 + 901)9 |0T + (<pI2T7 (Wam(plTﬂ' + 9011/(am1/)) qr + SDQT)FI |0T
+ (90/2117 (Omp1v — P1rOmv)ar + 50211)1‘1 |g

b TE = [ % (uloprrl + 2+ )0 ) d
Er
1
b [ 5@ o) + 1P
ST

[ B (o0 + A o)) : o)

a@ly
am

+ / 5 ((@tr(9nv) = 1)(07(¢2) : €2(2)) + Voo, [?) A%

.

+ / JT ©2) i(Wam<P2T7T+<,02V8m1/)8mzz)dE
E1T

- /En ((R UT ©1)) (<P1T®OIT>>

Preuve. Onprend q(z) = z—xo dans larelation (4.11) en tenant compte de (4.17) et de la relation d’équipartition
de I’énergie :

+

— (8mu)<,01T|2)d2 + _/2 8mgpgu(eOT(<p2)(8m1/)qT)dZ (4.19)

(09(92) : OmV)PIT (Omv)ar + V12, V(@17 (Omy)ar)) dS

/\

(& p)alf + (e p2)ra T+ / (a(aol):e<so1>f|saa|2)dmdt+/ (09(2) : (2) — [h]2) d% = 0.

T Sir

Théoréme 4.2. Soit (¢°,p') € W x H. Il existe un temps Ty > 0 et trois constantes 61 > 0, 62 >0 et C > 0
indépendants de (©°, ") tels que la solution o = (p1,p2) du probléme (4.1) correspondant vérifie :

1 1 1
(T =T)By + ol g (2 T nen) e,
R
< [ (ol + 2ut Noser ) dE
Sor
+ O (07(#2) : €7(p2) + [Vrpa|?) dE. (4.20)

St
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Preuve. On commence par prendre (¢°, 1) € D(A) x W ; les termes intégrés de la relation (4.19) se majorent
par la méthode de Komornik comme dans [16,25]. On pose :

) = (1, (@V)er +e1)q (1),
YT = (Wam<P1T7T + Splu(aml/)) (t)qTa Yl/ = (amcplu - Waml/) (t)qTa
Y = Yr+Y, nt) = (95, Y 4 p2)p, (1)

La majoration de |£(t)| se fait exactement comme dans [16,25] ; on montre qu’il existe d; > 0 tel que :
1 1
L (@Y1 + o) BT < 2R3 By — ———|o1 2 — — |2 421
|(§01 (q )901 901)|Q|0 = 140 R\/6—1|§01|Q 2R\/a|<p1|1“1 ( )

Magoration de |n(t)]. Soit 8 > 0 ; alors :

3 1
()] < Slea®fF, + %IY + a2,

Y + o2t = [(@0merrm + 01.0mv)(O)ar|?, + | Omer, — B17(0mr)) (Harl?, + le2lf,
+/ (@rrmOmerrmar + @1, (Omery)ar) dl.
Iy
Comme

1 div
/ (PrrmOmpr1rmAT + ©1,0mp1,qr) AT’ 25/ Om(|p1*)ardl = */ %thOﬂer
r ry Iy

alors

Y+ gafp, <|(@0mprrm + @10 (Omp)(B)ar|f, + | (Onpry =i (Omp)) (Darlf, — (1 +7ric1) [palf, -

D’autre part, comme les normes ||.||yy et |||.|||w définies dans I'introduction, sont équivalentes sur W, il existe
une constante do > 0 telle que :

|(7Ome17m + 010 (Om))(B)ar|p, +  [Omer, — BT (Omr))(Har|f, < R*6, </Q o(0) - elior)dz
+ /F (02(92) : €2(p2) + [V |?) dP) .

Alors

2
01 < 51650~ (35+ 55 ) oot + 552 [ ot s elonpdo s [ (oo dhton) + [Frgn?)ar )

Le choix 8 = Ry/53 donne |n(t)| < RvV62Ey — (ﬁ + 2;\%—) 2|2, 5 donc
1 ricy 02

On pose Ty = 2R(\/d1 + /92) ; on obtient alors (4.20) pour les solutions fortes en tenant compte de (4.18) et
du fait que tr(9,,v) > 0 sur I'; ; on termine par densité et passage & la limite.

(9h, Y + o), |5 < 2R\/55Ey — (
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Conséquence 4.1. Soit T > Ty. Pour (¢°, ') € W x H on pose :

H((QDO, 501)H12/V><H = / (M|8V501T|2 + (2“ + )‘)|8V501u|2) d2+/ (09’(@1) : 6%(@1) + |VT901V|2) X (422>

Sor it

ot o = (p1,p2) est la solution du probleme (4.1)correspondant aux données ©°, p'. D’aprés (4.16) et (4.20)
Illlwxm est une norme sur W x H et il existe deux constantes C1(T) > 0 et Co(T) > 0 telles que :

Cu(T)Eo < (¢°, ") fvsm < C2(T)Eo, V(9% ') € W x HL. (4.23)

On considere maintenant le probleme :

1 —dive(&) =0 dans QxRT,
&1=0 sur Iy x RT,
b +0s(&) — divrog(&2) =0 sur I'; x R,
S+ 00 (&) +09(&2) : Omy — Arky, =0 sur Iy x RY, (4.24)
£1(0) = &7, £(0) =¢f dans Q,
£2(0) = &3, £(0) = & sur Ty,
U= (u(o&rm)ry + 21+ N (Dv€r)rovs Eayry ) -

avec €0 = (€0,€9) e W et €1 = (€1,€2) € H ; soit T > Tp ; on sait, d’apres Pestimation (4.23), que ||.|[ywxm est

une norme sur W x H équivalente & la norme définie par E(j% . On considere les espaces :
H =W x H, G' =1L*(Dg) x Hy(I'y) (4.25)

et les opérateurs : A* : H — H' ; et B*: H — G’ de domaines : D(A*) = D(B*) = D(A) x W définis
par :

A*(no,m) = (=m, Ano) = ( — (n1,m7), (= divo(n),

os(n5) — divrag.(n3), ov (ng) + o(n8) : Omv — ATnSV)) 20
et
B*(no,m) = (u(auﬂéT)wo + (21 + N (o1, ) 1, s 778\1“1) (4.27)
ot 1o = (116,73) et m = (01, n}).
On pose ¢ = (£,&), ¥ = (£°,&1) ; le probleme (4.24) s’écrit alors :
¢ =—A*p, ©(0) = ¢°, U = B*p. (4.28)

On montre aisément que :
Proposition 4.6. A* engendre un groupe continu dans H'.
Proposition 4.7. Il existe un opérateur linéaire borné E : G — H tel que B* = E*A*.

Preuve. Soit u = (uj,u) € G = L?(Iy) x H™Y(T'y) ; on définit 'opérateur £ : G — H par : Fu =
E(uy,uz) = ((0,0), (vy,v2)) ol vy est la solution du probleme (4.29) suivant et vo = vy,

dive(v1) =0 dans Q,
vy = —ug sur Ty,

_— 4.2
os(v1) — divrad(vy) = uar sur Iy, (4.29)

0, (V1) + 0%(v1) : Omy — Ay, = g, sur Ty.
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La solution vy de (4.29) est définie par transposition :
/ fVldiL' = / (uulT&,vT + (2u + )\)uly&,vy) dl“+(uz, V)H*I(F1),H6(F1) , vf € LZ(Q) (430)
Q To

ou v est la solution du probleme :

—dive(v) =1 dans Q,
o) — ToroTT] =0 I (431)
o,(V)+0%(v) : Oy — Agv, =0 sur ry.
Le probleme (4.31) a pour formulation variationnelle :
/wadx = /Qa(v) ce(w)dx Jr/r o9 (V) :e%(w)dI‘Jr/F Vru,Vrw,dl, Vw € K. (4.32)
1 1

On rappelle que K ={v e H Q) : vjr, =0; vjr, € H'(T'1)} et :

e = (/Q 7(v) :E(V”"”/Fl (03(v) : 4 (v) + [Vru, ) dr)é

Le probleme (4.32) admet une solution unique v € K et ona |v||x < C|f[|L2(q). D’autre part (v,vip,) € D(A),
d’ou v € H?(Q)) et
F1(8v) o Cllfll2 (0

viesllgs b (o) S

ce qui donne un sens au second membre de (4.30) et montre que :

/F (8, vr + (2p + N1, d,0,) dU + (uz, Vig-1 0y sy | <C (wallezrg) + zlla-1ry)) [l
0

d’ou Pexistence et I'unicité d’un élément v, € L2(£2) vérifiant (4.30) et tel que :
Va2 @) < Cllulle. (4.33)
On montre que vy est solution, dans un sens qui sera précisé, de (4.29).
Si on prend v € D(2) dans (4.30) on obtient : divo(vy) = 0 dans D'(2) ; vi est donc un élément de

H(dive, Q) ; d’apres la remarque (2.4) vy et (o(vy).v)r sont définis comme éléments de H-2(T") et H-2(I)
respectivement et on a

<V170(W)~V>H*%(r),1m%(r) —(o(v1).v, W>H*%(r),H%(r) :/Q vidivo(w)de, VYw e H(Q).
Soit k € D(Ty) et w € H*(Q) tels que : wp =0, (o(w).v)jr, =k, et (o(w).v);r, =0. On a alors sur I'y :

os(w) —divpad(w) =0 et o,(w) — % (W) : Opr — Apw, = 0.

On peut alors prendre v = w dans (4.30) ; en tenant compte de la remarque (2.4) on obtient :

/Qvl divo(w)dzr = — /1“0 (puirdywr + (2p + ANu1, 0w, )dl =(v1, k>H‘%(F0),H%(FO)'
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La définition de w donne pud,wr = kr et (2u + A)d,w, =k, sur I'g ; d’our :

<V1, k>H’%(F0),H%(F0) - /Fo u kel

Comme k est arbitraire dans D(T'g) il s’ensuit que vi = —uy sur 'y au sens de H*%(Fo) ; Vir, est donc un
élément de L?(Tp).
Soient h € D(I'1) et wi, wa € H2(Q) tels que :

wir, =0, wir, = —h, (o(w1).v)r =0

et
wor =0, (o(w2).v)r, =0, os(W)r, = divrop(h)p,
oy (wa)r, = —(09(h) : OmV)r, + (Arhy)ir, -

On pose : w = wy — wy ; alors wip, = (o(W).v)|r, =0, 05(W)|r, — diVTO'%(W)lrl =0et o, (W)r, — (63 (W) :
OmV)r, — (Arw,)r, = 0 ; on peut alors prendre v = w dans (4.30) ; en tenant de la remarque (2.4) on obtient :
/ vidive(w)de = —/ (puyrd,wr + (2p + Nug, 0w, ) dl — <u2,W>H—1(F1)7H(1)(F1)

Q Lo

= (vy,0(w).V) (o(v1).v,w)

H™3 (D)) HE (D)) H3 (D)) H3 (D)

Comme w = o(w).v =0 sur I'g alors d,wp =0 et d,w, =0 sur I'y ; d’ott
7<u2a W>H_1(F1),H})(F1) = <V17 O—(W).V>]H[7%(F1),H% (T'y) - <0(V1)'Vﬂ W>H7%(F1),H% (ry)”
En tenant compte des propriétés de w on obtient :

—(u2, W)g-1rpymyry) = (Vir,diveod(w)) — V1, OH (W) : Ov)

+<U11/7 AT'U)u>

H™% (DT (Ty)), HE (T4T(Ty)) H™3(Ty),H3 (')

(0(V1)-vs W8 oy )

1 1 —
H™2(T1),H2 (')
On définit divpod(vy) comme élément de H~2(I'y; (1)) par la relation suivante, relation vérifiée si v, €
H2(Q) :

(divpod.(vy

_<0'9*(ZT) : a’rrLV) 'U1u>

5 5 = 1 0 1
)2 20) -8 (e ) = VTORGET)VIT) oy o) i )

H™3(Ty),H? (1) Ver € H2 (T3 T(T)).

On aalors : |[[divroq(vi)ll 5 < C’HleH,%(Fl).

Comme w = —h sur 'y et divy 0%.(h) = divy 0% (hr) + divy 0% (vh,) alors :

7<u2’ h>H71(F1),Hé(F1) = <d1VTO-%(V1)’hT>H7%(Fl,T(Fl)),H%(Fl,T(Fl))
: 0
Hvar, dvr o () s oo, b o)
—<’Ull,,0'5)w(hl,l/) : 8mV> 1 1 + <ATU1V, h/y>

H™2(Ty),H2(T) ™3 (ry), 13 ()
—(o(v1).v, )

H™3 (Fl)vH% (M)’
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On définit 09.(v1) : 8,,v comme élément de H~ 2 (I';) par la relation suivante, relation vérifiée si v, € H2(Q) :

(a% (v1) : OV, 20) —(vir,divrod(vz,))

H™ 3 (DyiT(T)), H3 (D15T(T))
Vz, € H?(T'y).

H™3(Ty),H3 ()

+ (v, 0 (v2) amV>H—%(r1),H%(r1)’

On a alors [|o%(v1) : Omv|| Cllv1l

; on obtient :

_3 < _1
H™2('y) — H™2(Ty)

—<u2,h>H—1(pl)7H(1)(Fl) = <diVTO'%(V1),hT> 8mV, h/y>

+<ATU1V; hu>

0 .
H™3 (CuT(T)),H3 (TLT(T)) (o (v1) : =3 r),m3 T

<O'(V1).Z/7 h>H*% (1—\1)7]}}1% (1—\1)

_5 5 -
H™3(y),H3 (1)
d'ott :

—ugr = divpod(vy) — os(v1)
—Uy = 70’9«(V1) : 8m1/ -+ AT’Uh, — (TV(Vl)

qui sont les conditions vérifiées par vy sur I'y dans (4.29).

On montre maintenant que 'opérateur E est bien défini et est continu.
De la troisieme équation de (4.29) il vient :

divpod(vir) = os(v1) — divpod(vi,v) — uar.
Comme 0%(v1,v) = vi,V (2u(Omv) + AN tr (Omp)iz) et vi € H(dive,Q) alors divpod(vi,v) est un élément de

H—3 (I'1;T(Ty)) 5 et done divpod(vir) € H—3 (T'1;7(T'1)) ; la proposition 2.2 donne alors vy € Hz (T'1;T(T))
et

||V1T||H%(F1;T(F1)) S C (HO-S(Vl)”H_%(Fl;T(Fl)) + ||U1V||H—%(F1) + ||V1T||H_%(F1),T(F1) + |‘u2THH71(F1§T(F1)))
< C (lluerllg-1ryra) + Vil a@ive,n) < Cllulla
d’apres (4.33), puisque divo(vy) = 0. Comme vy € H(div o, Q) alors :
3
2

Arvy, = 0, (V1) + 0% (V1) : Oy — ugy, € H™2(T)

d’ott vy, € Hz (Ty) et
low s gy < € (low @l gy + 102 2 0l g ) +C (vl oy g, + izl )

Comme divo(vy) =0 et |lo%(vy) : 8mu||H_3 < C’HV1HH on obtient de la remarque 2.4 :

3ry) = “3()
lorwllys ) < € (IVillez@) + lwanlla-rry) < Clulls:

FE est donc bien défini et est continu.
On montre que : B* = EF*A*.
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Pour (ng,m) € D(A*) et uw = (u1,u2) € Gon a

(E* A (ovm) e = {(A"(0sm), s = {(—m, Ano), ((0,0), (va,v2))) v st = (Ao, (v, v2))s
- *L/mVldiVO(ﬂé)dx‘¥(O(Ué)Vvvz)Fl4*(0%(ﬂ3)15%#41QV)F1
Q
—(divyod(n2), var)r, — (Arng,, vau)r, = —(o(ng)-v,vi)r + (o(v1).v,n))r,

+(o(nh)-v,va)r, + (03(05) : Omv,va)r, — (diveod (nd), var)r, — (Arng,, vaw)r,

= (o(ny)v,vi)ro + (@(v1).wsn)r, + (03(08) : Omv, va)r, — (divrod(nd), vor)r,

—(Arng,, v2u)r, = / {purrdumgr + (20 + Nu1,8umg, } dl + (o(vi).v,mh)r,

T'o

+(0(7)“(776) 2 OV, V2,)T, — (divTU%(ng)’VQT)Fl - (ATngz/?UQV)Fl'

Les définitions de divrod(vy), de 0% (v1) : v et (4.29) donnent :

(0s(vi),mor)r, = (diveo(vi) + uar, nor)r, = (vir, diveor(nir))r, — (V10,03 (67 = Omv)r, + (U2r, 7T,
(0v(v1),m0,)rs = (=03(v1) : Omv + Aqvr, + uu, 1, )1,

= (VlTa diVTU%(ﬂéyV))Fl - (vllfv U%(n(l)u) : aml/)rl + (ATUIV + U2y, ﬂéu)rl

d’ou
(c(v1).v,m9)r, = (vir,divrod(md))r, — (Viv, 03(18) : Omv)ry + (Arv1s,nd, ), + (u2, 08T,

et

(E*A*(no,m),wyara = | {pmurrdumgr + (2p + N1, 8ung,, b dl+(uz,ng)r, = (B*(no,m), wa -
T'o

Conclusion. La solution du probleme (1.6) est définie par transposition. Soit u = (uj,u2) € G et £ = (£1,&2)
la solution du probléme (4.24). On multiplie : la premiére équation de (1.6) par & et on integre formellement
sur QQr ; on obtient :

T

[/Q(yifl - ylfi)d:p]o + /ET ((a(&1))y1 — (o(y1).v)&1) dS = 0. (4.34)

La troisieme équation de (1.6) par {7 et on intégre formellement sur X171 ; on obtient :

T
{/ (y/2T£2T - YQTféT)dF] + / YQTféleE + / U%(Yz) : TOm&armdy
I 0 it 31T

+ / US(Y1)§2TdE:/ uorlor dX. (4.35)
Sir Sir

La quatrieme équation de (1.6) par &3, et on intégre formellement sur X7 ; on obtient :

T
U@anmmﬂ b [ st [ Gobva): dnvan+ [ ouyi)guds
0 1T

ry 31T Sir

b [ VreaVimds = [ st ds (4.36)
ZlT E1T
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La somme de (4.34, 4.35) et (4.36) et les conditions aux limites vérifiées, (formellement), par y et & donnent :

& (T),y1(T))a — (&1(T), y1(T))e + (§2TT),yé(T))r1 — (&(T), y2(T))r, = (£1(0), ¥1(0))e — (£1(0), y1(0))e
+(£2(0), y2(0))r, — (£2(0), ¥2(0))r, + ; (1, u2)(s), (1(Bu&rm)ire + 21+ N)(0ué1n)iro ¥ airy) (8)) ¢ v A5
(4.37)
On pose :
r = (Y.-y), ¢=(¢), =Gy, ¢ =€)
v = Bo=((d&r)r, + 2u+ AN)(0u&) v, &ry )-
La relation (4.37) s’écrit alors :
(D) AT = (0w + [ (uls) vl ds. (138)

Le théoréme 1.2 découle maintenant des propositions 4.6, 4.7, de (4.23) et de la méthode générale de stabilisation
développée dans [17].
Considérons en effet le probleme :

a2’ = Az + Bu, z(0) = 2°, (4.39)

ou A et B sont les opérateurs définis en (4.26) et (4.27) respectivement.

On multiplie I’équation de (4.39) par la solution ¢ du probleme (4.28) qui est équivalent au probleme (4.24) ;
une intégration formelle entre 0 et T donne (4.38). Comme les problemes (4.24) et (4.28) sont équivalents il
s’ensuit que le probleme (1.6) est équivalent au probleme (4.39).

On définit la solution de (4.39) comme une fonction continue z : RT — H qui vérifie (4.38) pour tout
% € H' et tout T > 0. On montre que pour tout 2° € H et tout u € L} (RT;G) le probleme (4.39) admet
une solution unique x qui vérifie :

@/l o 0,50 < er (12°1a + llullz20me)), YT > 0.

Pour w > 0 et T > Ty fixés la relation :

T
(Ao, o) m a7 1:/ e (JB* e oy, B*e Y o) o (4.40)
0

ou J : G’ — G désigne I'isomorphisme canonique de Riesz, définit un isomorphisme positif et auto-adjoint de
H =W xHsur H=W' xH (c¢f. [17]).
On pose :
F=—-JB*A'.
On sait de [17] que A + BF engendre un sous-groupe fortement continu dans H et qu'’il existe M > 0 tel que
pour tout 2° € H la solution z du probleme & boucle fermée :

z' = Az + BFx, z(0) = Y, (4.41)
vérifie I’estimation :

le@) g < M||2°|ze ™, Wt>0, Vva®e H. (4.42)
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On écrit l'opérateur At : H =W x H — H' = W x H sous forme matricielle :

P ) _Q
-R , S
avec P : W =W et Q: H—-W.
Le feedback w = (u1,us) est donné par :

u=—JB*A'x

avec x = (y', —y) ce qui avec (4.42) donne le théoréme 1.2.

Remarquons que pour w = 0 lopérateur A, coinside avec I'opérateur A défini dans la méthode d’unicité

hilbertienne (HUM) de Lions (cf. [25]).

Le feedback u = F'z ol x est la solution du probleme (4.39) est celui qui minimise la fonction cott :

T
[ (2005 00020 + 2B TN O + (o)) de (4.43)
0
parmi les couples (x,u) qui vérifient (4.39) (cf. [17]).
La minimisation de (4.43) conduit au feedback FF = —JB*P ou P est 'unique solution de 1’équation de
Riccati :
—A*P — PA+ PBJB*P = 2wAJ' + e 2TA e TABT B e TA A
L’opérateur P = A1 vérifie cette équation (cf. [17]).
Pour donner la forme explicite du feedback on résoud le probleme :
! —dive(&) =0 dans QxR
& =0 - sur Iy x RT,
é’T + 0'5(51) — diVTO'%(EQ) =0 sur 'y x R+,
v, +ou(€1) +0%(&) : (Omy) — Aréa, =0 sur Iy x R, (4.44)
&0)=¢),  &0)=¢ dans  ,
£(0)=¢,  &(0)=¢ sur Iy,
U = (u(0u&11)re + (200 + A) (0010 )T Vs 211, )
avec (£9,&Y) € W x H, puis le probleme :
z{ —dive(z1) =0 dans Q% (0,7),
21(8) = —e7 2935 (ud, &11(8) + (21 + N1, (s)), sur Ty x (0,7),
27() + 05 (1(5)) — divroh(z2(s)) = €2 6ar(s) s Do OT) e
2 (8) + 0, (21(8)) + 0% (22(5)) 1 (Omv) — Ag20,(s) = e 255, () sur 'y x (0,7),
z21(T) =0, 21(T)=0 dans Q,
22(T) =0, 2z25(T)=0 sur Iy,
avec 1" > Tj.
Nous savons de (4.40) que l'opérateur A,, est un isomorphisme de H’ sur H défini par :
T *
A = / e" s e ABTB* e W0 ds, vl e H (4.46)
0

avec 1" > Tj.
On pose : ¥ = (fagl)a 500 = (507£1>a z = (21;22)7 0= (2/7*2)'
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Comme les problemes (1.6) et (4.39) sont équivalents alors le probleme (4.45) s’écrit :
0 = A0+ e 2 BJB* ¢(s), 6(T) = 0.
On obtient :

T T T
/ e A0 (s)ds = / e A Ab(s)ds + / e=2ws ¢4 BJIB* o(s)ds
0 0 0

ou encore :
T T T
/ ((e7*40(s)) + e " Ab(s)) ds = / e A A0(s) ds+/ e 298 ¢=5A BJB* ¢(s)ds.
0 0 0

Sachant que 6(T") = 0 on obtient :

T

0(0) = 7/ e 25 ¢~ BJB* o(s)ds.

0

Comme les problemes (4.28) et (4.44) sont équivalents on obtient :
T *
0(0) = —/ e s e sABIB*e A o0 ds.
0

De (4.46) il vient alors :
Aw ¢’ = —0(0) = (=2'(0), 2(0)).
L’isomorphisme A, : W x H — W’ x H est donc défini par :
Au (€°,€Y) = (=2'(0), 2(0)).
Nous savons que le feedbck est donné par :
w=—J B*AS (), (1) = J B* S (—y/(0),y(1)).
En posant (£9,&1) = A (—y/(t), y(t)) on obtient :
ult) = ((Du€ir)r, + (2 + N)(0u&1, )rov: Eor,)  avee  (€°,€1) = A (=y'(t),y(1), Vt>0. (4.47)
5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3

On reprend le probleme (1.8) et les notations données en introduction.

A est & résolvante compacte ; ses valeurs propres sont alors isolées ayant oo comme seul point d’accumulation
possible ; comme il engendre un semi-groupe contractant, ses valeurs propres sont a parties réelles néga-
tives. Soient S(t) le sous-groupe engendré par A, o(A) le spectre de A, w =sup{Re(\),A € o(A)} et
wo = limy_, 4 oo t~'Log||S(t)], on a wy > w (cf. [10]). On va montrer que les valeurs propres de A sont aussi
proches que l'on veut de ’axe imaginaire, ce qui donnera wy > 0 et terminera la démonstration.

On considere A comme une perturbation de I'opérateur A défini par : A(v, z) = (2, Av) et de domaine :

D(A) ={(v,2) € VxV : Av e L*(Q), 0,v — Apv =0sur I'; }-
Soit A une valeur propre de A correspondant a la fonction propre v ; on a

Av =\ dans Q,
v=>0 sur Ty,
0,v—Arv =0 sur T;.
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On cherche des fonctions propres sous la forme : v(z,y) = f(x)f(y) ; on obtient :

fi@) W) e ) _ f(m)

]j”(év)) jf/((y) ’ fly)  f(n)’
x
@)~ fm Jo0r=0
En posant a? = ff/((:)) on obtient A2 = 2a2 et f(x) = C1e** + Cye™ 2% ol C; et Oy sont des constantes. Les
conditions :
f(r)
o JO=0
donnent le systeme :
(a = 1)C1e*" — (a + 1)Cae™ ™ =0,
Ci1+Cy=0.

En annulant le determinant de ce systéme on obtient ’équation aux valeurs propres pour A :
V2 = A+ V2)(A - V2)

A engendre un semi-groupe unitaire ; ses valeurs propres sont donc imaginaires pures ; en posant A = i,u%,
i? = —1 et 4 € R on obtient tg(um) = 4u(1 — %)~ ; on a alors une suite u, telle que |u,| — oo lorsque
n — 00 ; on a aussi |u, —n| — 0 lorsque |n| — oo. En effet

tg(pnm) — tg(nm) = (n — n)mcos 2 ¢, = 4pun (1 — p2)™*

d’ou :
i — 1] < 41 (w(1 = 2)) 7| — 0 lorsque || — +oc.

Soit A une valeur propre de A correspondant a la fonction propre v on a :

Av =\ dans Q,
v=20 sur To,
v —Arv+ v =0 sur I.

En procédant comme ci-dessus pour 'opérateur A on aboutit & équation aux valeurs propres pour A suivante :
AV2 = (A4 V2-2)(A—V2-2)"L.
A engendre un semi-groupe contractant ; ses valeurs propres sont donc & parties réelles négatives ; on pose :

G = VI (A V2) (A - V2) L,
92(\) =V — (A + V2 -2)(A - V2 -2)7L.

On sait que les zéros de g; forment une suite (A,) de nombres imaginaires pures et
|An —inV2| — 0 lorsque |n| — +oo.

On termine la démonstration en montrant que les zéros de g2 sont aussi proches que 'on veut de ceux de g;.
On consideére un contour 7, ayant en son intérieur un seul A, et un seul in\/2 ; on prend par exemple

= {z € |z — inv2| = p}
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avec p assez petit |\, — inv/2| < p et n assez grand ; pour A € v, on a |\ — \,| — p. On montre que pour n
assez grand on a :

191(A) = g2(N)] < [g1 (N[, VA€M
comme on peut prendre p aussi petit que 'on veut, le résultat découle alors du théoréeme de Rouché. On a

g1(AN) — g2(N) =420 = V2) T (A = V2 - 2) 7!
On montre alors que

14V20A = V2) A = V2 =2) 7 < |2 - A+ V2)(A = V2) Y], YA€ .

On a
ATV2 = AnV2 | (A= )\n)7r\/§¢89”7“/5
avec
On = o +106n
et il existe @ € R tel que o, > o, Vn € Z ; alors
V2 A+ V2IA- V2T = VR (A V2)(A = V2) T (A= A mv/2eln TV
= M+ VDO — V2T = A+ VA= V2) I+ (A = ) mV/2el V2
= 2V20 = M)A = V2 T = V2) T+ (A - )xn)wx/ﬁee”’“/i
alors

V2 — A+ V2)A = V2) T 2 [ = An)mv2eP ™2 12V2(A = M) (A = V2) T (O, — V2) 7Y
Pour A € v, on a
A=l = o, [A=A)A=V2) "\ —V2)7Y — 0, lorsque |n| — 400
et il existe 3 > 0 tel que |69"”\/§| > 3 Vn € Z. 1l existe alors § > 0 et ng € N tels que
V2 A+ V2)A=V2)7Y > 6, YA Em, VnEZ, |n|>ng.
Comme d’autre part on a pour A € v,
14vV2(A — v2) LA = v2 = 2)71 — 0 lorsque |n| — 400
alors pour |n| assez grand
[4V200 = V2)THA = V2 = 2) 7 < [MV2 - (A v2) I - V2) Y, YA €7

ce qui termine la démonstration du théoreme 1.3.
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