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PROFIL ISOPERIMETRIQUE, METRIQUES PERIODIQUES
ET FORMES D’EQUILIBRE DES CRISTAUX

PIERRE Pansu!

Abstract. An asymptotic expansion of the isoperimetric profile of a periodic Riemannian metric on
R"™ is given. This has an application to the equilibrium shapes of crystals.

Résumé. On donne un développement asymptotique du profil isopérimétrique de R™ muni d’une
métrique riemannienne périodique, et des conséquences pour le probleme de la forme d’équilibre des
cristaux.
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1. INTRODUCTION

1.1. Position du probléeme

Définition 1. Soit V' une variété riemannienne. Pour 7 > 0, on note I(7) la borne inférieure des volumes
des bords des sous-variétés compactes de codimension 0 de V' de volume 7. La fonction I s’appelle le profil
isopérimétrique de V.

Soit T un tore riemannien de dimension n. On s’intéresse au comportement asymptotique du profil
isopérimétrique de son revétement universel, un espace vectoriel muni d’une métrique périodique. Par com-
paraison avec une métrique euclidienne, on sait qu’il existe des constantes ¢ > 0 et C' telles que

CTn—l/n < I(T) < C«Tn—l/n.

Il s’agit de préciser cette estimation grossiere.

1.2. Résultats

Le probleme isopérimétrique s’avere relié a la notion de wvolume asymptotique introduite dans [17],
chapitre 4 et développée dans [2,5,26].
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Définition 2. (Version continue). Soit T' un tore riemannien de dimension 7, T son revétement universel. On
fixe un point = de T et on considere la boule de rayon r, B(z,r). La limite

VA(T)= lim r " VolB(x,r)

r——4o00

existe. Elle ne dépend pas de z et s’appelle le volume asymptotique de T.
(Version discréte). Soit E un groupe abélien libre de rang n et N une norme sur F. La limite

VAE,N)= lim r"#{e€E; N(e) <r}

r——4o00
existe. Elle s’appelle le volume asymptotique de (E, N).

Exemple. Soit V une variété riemannienne de dimension n. Pour chaque k£ < n, on dispose sur le groupe
E* = H*(V,Z) /torsion des normes | - |, quotient des normes LP sur les k-formes différentielles fermées sur V &
périodes entieres.

Remarque. La norme |- | est liée & la fameuse norme stable sur ’homologie, voir [8,15,22]. En effet, le
théoreme des coefficients universel établit que E¥ = Hom(Hy(V,Z),Z). Alors la norme stable sur Hy(V,Z) est
duale de | - |-

Théoréme 1. Soit T un tore riemannien de dimension n. On note I le profil isopérimétrique du revétement
universel de T'. La limite

Coo = lim I(r)/7" /"

existe, elle vaut
Coo =N VAH" YT, Z),| o)™ Vol (T)} =/,

Lorsqu’on fait varier la métrique riemannienne sur 7', la constante isopérimétrique co, varie continument. On
peut aisément la rendre arbitrairement petite, en augmentant le volume de T sans changer sensiblement la
norme stable sur H, ;. En revanche, il est plus difficile de rendre ¢, plus grande. En effet, elle est majorée
par un invariant conforme.

Théoréme 2. Pour toute métrique riemannienne sur le tore de dimension n, on a
Coo <1 (VA(Hn_l(Tv Z)v | : |n/n—1))1/n < nVA(T)l/n
En particulier, sin =2, on a

Coo < V4.

En dimension n > 2, la borne donnée dans le théoreéme 2 reste optimale pour les métriques plates. Par
conséquent, celles-ci maximisent la fonctionnelle ¢, dans leur classe conforme. Cette observation a été faite
indépendamment par Burago et Ivanov [6], ainsi que la suivante.

Proposition 3. Sin > 3, la constante isopérimétrique co prend des valeurs arbitrairement grandes.
Enfin, nous donnons une seconde estimation dont le cas d’égalité est plus facile a traiter.

Théoréme 3. Pour toute métrique riemannienne sur le tore de dimension n, on a

VAH YT, 7),] - |) )””

<
Coo S Ceyel <VA(H1(T, Z), | - |Oo)n_1

0l Ceyel €St la constante isopérimétrique euclidienne. L’€galité a lieu si et seulement si la métrique est plate.
En particulier, un 2-tore riemannien satisfait co, = 2/ si et seulement si il est plat.
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1.3. Un probleme de cristallographie

Au siecle dernier, Gauss [16] a proposé de modéliser une goutte (dans le vide sans gravité) d’un liquide
incompressible par un domaine & bord lisse de ’espace euclidien, de volume fixé. A I’équilibre, la goutte doit
minimiser une énergie de surface proportionnelle a ’aire du bord, c’est pourquoi elle est ronde.

Curie [9] a suggéré de généraliser ce point de vue aux cristaux. Un cristal est modélisé par un polyedre de
lespace euclidien, dont les faces f; peuvent posséder des constantes capillaires (aujourd’hui, on dirait plutot
tensions superficielles) C; distinctes. L’énergie de surface n’est plus proportionnelle & l'aire du bord, mais a la
somme » . C;Aire(f;). Wulff [34] a montré qu’il existe au plus un polyedre dont les faces ont des directions fixées
et qui minimise I’énergie de surface a volume fixé, c’est la forme de Wulff. Dés que I'on connait les constantes
capillaires, on connait donc la forme d’équilibre du cristal.

Plus récemment, la question a été posée d’établir ce résultat a partir de modeles microscopiques. Il y a une
littérature abondante sur ce sujet, depuis les travaux de Minlos et Sinai [23] sur le modele d’Ising, voir par
exemple [1,10-12]. Ces modeles thermodynamiques incorporent un parametre supplémentaire, la température.

Voici un modele naif de cristal & température nulle. On considere dans I’espace euclidien R3 un réseau de
translations G (le “groupe de Bravais”) et un sous-ensemble discret A (I’ensemble des atomes ou molécules du
cristal infini idéal) invariant par G. Pour chaque paire a1, as de points de A, on se donne, de fagon invariante
par GG, une énergie d’intéraction e(a1,az). Un cristal réel est un sous-ensemble fini B de A. On lui associe une
énergie de surface, c’est la somme des e(a1,a2) pour toutes les paires aj, as telles que a; € B et as ¢ B. En
d’autres termes, c’est I’énergie qu’il faut employer a couper toutes les liaisons entre atomes pour découper le
morceau B.

Définition 4. On appelle norme cristalline la norme sur R? obtenue par la construction suivante. Soit £ une
forme linéaire sur R3. Un cocycle représentant £ est une fonction f sur A telle que pour ¢ € G et a € A,
fla+g) = f(a)+£(g9). La norme ¢! d’un cocycle f est la somme

Yo elanaz)lf(az) - flar)l.

((Ll,az)eAXA/G

En minimisant la norme ¢! des cocyles représentant une forme linéaire, on obtient une semi-norme | - |
le dual de R3. Par définition, la norme cristalline | - |45 est la norme duale de celle-ci.

* .
cris SUT

Remarque. On montrera (Prop. 42) que la boule unité de la norme cristalline est un polyedre, éventuellement
contenu dans un sous-espace. Si on suppose de plus que les énergies des liaisons sont des nombres rationnels,
ce polyedre est rationnel (les équations des facettes dans une base du groupe G sont a coefficients rationnels).
Il y a un algorithme efficace de calcul des facettes.

Définition 5. On définit une distance qui permet de comparer parties finies et parties convexes de l’espace
euclidien. Soient X, X' deux parties compactes de I'espace euclidien R™. On note distg (X, X') leur distance
de Hausdorff, i.e. la borne inférieure des ¢ > 0 tels que X soit contenu dans le e-voisinage de X’ et X’ dans le
e-voisinage de X. Soient p et p' deux mesures sur R”. On note §(p, ') la borne inférieure des nombres

distp (V.Y") + p(Yo) + ' (Y])

ou Y et Y/ sont des sous-ensembles compacts quelconques de R™ de complémentaires Y, et Y.

Lorsque B C R"™ est un ensemble fini, on note pup la mesure de probabilité équirépartie sur B. Lorsque
D C R™ est un convexe plein d’un sous-espace affine de R, on note pp la mesure de Lebesgue restreinte a D
et normalisée pour que sa masse totale soit 1. On note 6(B, D) = d(up, D).

Théoréme 4. On suppose les liaisons attractives (i.e. e(ai,az) > 0) et a courte portée (e(ar,az) = 0 si la
distance de a1 a as est trop grande). Pour N entier, soit By une partie finie de l’ensemble A des atomes qui
minimise [’énergie de surface parmi les parties & N éléments. On suppose que le centre de gravité de By est a
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Vorigine. Il existe pour chaque N un homothétique By, de By tel que, lorsque N tend vers linfini, la suite Bly
converge pour la distance 6 vers la boule unité de la norme cristalline.

En d’autres termes, en un sens faible, les cristaux réels convergent vers un polyedre convexe. Celui-ci peut
étre de dimension inférieure & 3. Cela décrit des cristaux lamellaires ou aciculaires (en forme d’aiguilles). Les
hypotheses sur les liaisons sont tres restrictives. Elles excluent les cristaux ioniques, mais s’appliquent aux
liaisons covalentes.

Le polyedre convexe obtenu minimise a volume constant une énergie de surface. Voici comment retrouver
la tension superficielle correspondante. Soit P un plan, w un vecteur unitaire normal a P. Notons ¢ la forme
linéaire © — ¢(z) = (w,z). Considérons les plans paralleles P, = {¢(z) = t}. Le nombre (la mesure) des plans
de cette famille qui coupent un segment [a1, as] est |€(az) — £(a1)|. Par conséquent, le nombre

Y. elar,az)ltlaz) — Har)]

(al,ag)eAXA/G

représente 1’énergie totale par cellule des liaisons coupées en moyenne par P et ses translatés. Ce nombre
dépend de la position des atomes dans la cellule, alors que la forme d’équilibre du cristal ne devrait dépendre
que des énergies. Déplagons les atomes dans la cellule en conservant la périodicité par le groupe G. Cela
revient & remplacer chaque atomes a par a + d(a) ol le vecteur §(a) est fonction périodique de a. L’expression
l(ag) —£(ay) est changée en f(az)— f(a1) ol f = £+{0od est un cocycle représentant £. Inversement, tout cocycle
représentant £ est de cette forme. Par conséquent, la borne inférieure figurant dans la définition 4 est ’énergie
moyenne des liaisons coupées par les plans paralleles & P, rendue insensible aux fluctuations périodiques des
atomes. La tension superficielle v(P) dans la direction de P est l'inverse de ce nombre.

Une fois calculée la tension superficielle, la forme d’équilibre s’obtient par la construction de Wulff classique.
Pour chaque plan P, on considere le demi-espace contenant 1’origine, bordé par le plan parallele a P situé a
distance v(P) de l'origine. La forme d’équilibre est l'intersection de ces demi-espaces.

C

Exemple : Le diamant. Il possede deux atomes et quatre
liaisons par cellule. Les liaisons, qui ont toutes méme éner-
gie, relient un atome a ses quatre plus proches voisins qui
forment un tétraédre régulier. La boule unité de la norme
cristalline est homothétique a l'octaedre régulier obtenu
comme enveloppe convexe des milieux des cotés de ce té-
traedre. Le calcul est détaillé en section 13.4.

1.4. Discussion

Il y a d’autres modeles déterministes pour les cristaux. Par exemple, Wills [33] adopte le point de vue
des empilements de spheres dures (voir aussi [30]). Il considere un réseau A de R? et des parties finies B de
A d’'un type spécial : les intersections de A avec des polyedres convexes rationnels. Il étudie une famille de
principes variationnels dépendant d’un parametre p : il s’agit de maximiser la p-densité de B, définie comme
I'inverse du volume de I’enveloppe convexe du voisinage tubulaire de rayon p de B. Wills montre que, lorsque
B = AN K est grand, cela revient asymptotiquement a minimiser ’énergie de surface de K pour une certaine
tension superficielle (qui dépend de p), donc les parties minimisantes convergent vers une unique forme optimale
(pour chaque valeur de p).
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Ce modele differe de celui du théoréme 4 en ce que I’énergie des liaisons est imposée par la géométrie de la
maille.

La faiblesse du théoreéme 4, comme pour tous les modeles déterministes, est I’absence du parametre
température, dont la tension superficielle dépend et qui est & l'origine des phénomenes les plus intéressants
(transitions de phases, ...). En dimension 2, pour les modeles d’Ising [12], de percolation de Bernoulli [1] et
solide/solide en dimension 1+ 1 [11], on sait valider la construction de Wulff pour une température non nulle
mais suffisamment basse. Toutefois, dans les deux premiers résultats, I’énergie des liaisons est la plus simple
possible : 1 entre 2 sites voisins sur le réseau Z?, 0 sinon. Le probléme en température nulle est élémentaire
dans ce cas.

En revanche, le théoréme 4 semble un préliminaire nécessaire a I’étude des modeles probabilistes en dimension
supérieure. En effet, Dobrushin et al., & la fin de I'introduction de [12], évoquent la généralisation de leurs résul-
tats sur le modele d’Ising en dimension 2 aux dimensions supérieures et diagnostiquent la principale difficulté :
pour eux, c’est la technique liée aux topologies sur les espaces de domaines. Toutefois, la technique choisie dans
le présent papier (courants) n’est pas la seule possible, et Cerf [10] a pu traiter le modele de percolation de
Bernoulli en dimension 3 en utilisant les ensembles de périmetre borné.

1.5. La preuve

Elle consiste a comparer du point de vue isopérimétrique deux métriques sur R™, la métrique riemannienne
périodique donnée et une norme non euclidienne (il s’agit de la norme | - |, sur H"~}(T,R) = R"). Dans un
premier temps, on précise en section 2 la définition adaptée du volume pour les hypersurfaces dans un espace
vectoriel normé, ou plus généralement dans une variété munie d’une métrique finslérienne.

En utilisant le théoreme de compacité pour les courants et une propriété de semi-continuité du volume
(prouvée en Sect. 6), on montre en section 7 que les bords des grands domaines ont un plus grand volume pour
la métrique périodique que pour la norme | - |-

L’inégalité inverse s’obtient en construisant de grands domaines dont le volume riemannien approche le
volume au sens de la norme | - |«. Il s’aveére plus commode dans un premier temps de comparer des fonctions
(voir en Sect. 8). Autrement dit, de travailler sur I'inégalité de Sobolev plutét que sur I'inégalité isopérimétrique
(Sect. 4).

Pour compléter la preuve du théoreme 1, il suffit de connaitre l'inégalité isopérimétrique dans un espace
normé. Ce résultat remonte a la théese de Brunn en 1887 (Sect. 9). Le théoreéme 2 résulte simplement de
I'inégalité de Holder. Les exemples de la proposition 3 sont présentés en section 11. Ce sont les mémes que ceux
de [6].

Le théoréme 3 s’obtient en combinant le théoreme 1 avec I'inégalité de Blaschke-Santalo (qui permet de
comparer les volumes asymptotiques d’un réseau et de son dual) et I'inégalité de Burago-Ivanov sur le volume
asymptotique des tores, voir section 10.

Pour le cas particulier n = 2, il existe une preuve plus simple [27].

Le théoreme 4 s’obtient en appliquant le théoreme 1 a des métriques riemanniennes particulieres, qui
présentent une concentration de volume au voisinage des atomes et qui donnent une grande aire aux surfaces
qui coupent les liaisons (Sects. 12 et 13).

1.6. Questions

Le volume conforme VA(H™ (T, Z), || n—1) est il la borne supérieure de (¢ /n)™ (resp. la borne inférieure
du volume asymptotique du revétement universel) dans une classe conforme ?

Peut on affiner le développement asymptotique du théoreme 1 7 La preuve donne la convergence en topologie
b des domaines extrémaux (qui minimisent le volume du bord & volume donné pour la métrique périodique) vers
les “gouttes”, i.e. les domaines extrémaux pour la norme |- |.. Peut on préciser cette convergence ?

Le probléme isopérimétrique asymptotique peut se formuler en termes d’inégalité de Sobolev L} C Ln/n=1
voir en section 43. Quel est le comportement des fonctions extrémales pour I'inégalité de Sobolev LY C Le/n—p
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avec p > 1 7 Il est tentant d’appliquer les méthodes de la théorie de 'homogénéisation, voir par exemple [31]
chapitre 5. Lorsque p = 2, la question est voisine de celle du comportement asymptotique du noyau de la chaleur
en temps grand, examiné dans [20].

Soit S un systéme générateur fini de Z". Etant donnée une partie finie D de Z", on définit le bord 0D comme
I’ensemble des points e € D tel que eS n’est pas contenu dans D. On obtient ainsi un profil isopérimétrique
Is : N — N. Est-il vrai que Is(7)/7" /" converge ? Cela ne semble pas résulter du théoreme 4.

Le cadre naturel du probleme isopérimétrique asymptotique est celui des variétés riemanniennes munies d’une
action isométrique et cocompacte d’un groupe discret I' & croissance polynémiale. Méme lorsque I' = Z™, le
théoréme 1 ne porte que sur un cas particulier.

2. VOLUME DES HYPERSURFACES DANS LES VARIETES FINSLERIENNES

2.1. Terminologie des courants

Soit V' une variété riemannienne de dimension n. Un courant de dimension k£ sur V est une fonctionnelle
sur l'espace des k-formes différentielles lisses & support compact. Le bord 0C d’un courant C est défini par
0C(¢p) = C(d¢). Si f:V — W est une application de classe C*°, le courant f;C est défini par f;C(¢) = C(f*¢).
Etant donnée une norme sur A*T*V dépendant continument du point, on définit la masse d’'un courant de
dimension k£ comme la borne supérieure de ses valeurs sur les formes différentielles de norme L plus petite
que 1. Un courant est dit normal si C' et C sont a support compact et de masse finie (cela ne dépend pas de
la norme particuliere choisie sur A*7*V'). La norme b d'un courant C, notée || C' ||, est la borne inférieure des

nombres M (R) + M(S) sur les courant R et S tels que C = R+ 9S.

Exemple. Soit W une sous-variété & bord de V', compacte, de classe C!, orientée. Alors W définit un courant
d’intégration Iyy. On a 0w = Igw. Si V est riemannienne et si on utilise la norme comasse sur 1'algebre
extérieure (voir [14], p. 38), la masse de Iy est égale au volume de W.

2.2. Courants étalés et intégrand de Poincaré

1

ive & support compact sur V. On note C, le

On suppose V orientée. Soit o une n — k-forme différentielle L
courant de dimension k

ca<¢>:/vm¢.

Si de plus da € L}, alors le courant C, est normal. On lappelle courant étalé associé & . Sa masse ne
s’exprime simplement que pour un choix judicieux de normes sur A*T*V, A"~ *T*V et A"T*V. Noter que la
donnée d’une orientation et d’une norme sur A”T*V équivaut a celle d’un élément de volume, i.e. d’une n-forme
continue, qui ne s’annulle pas, et qui est compatible avec I’orientation.

Définition 6. Soit R un espace vectoriel de dimension n muni d’un élément de volume w. Des normes sur
AFR* et A""*R* sont dites Poincaré-duales si

6] = sup{a A ¢/w ; a € A"TFR*, |a| < 1}-
Si R est muni d’une norme, on appelle intégrand de Poincaré la norme sur A" ' R* Poincaré-duale de la norme
duale sur R*.

Désormais, quand on parlera de profil isopérimétrique pour un espace vectoriel normé ou plus généralement
une variété finslérienne, c’est qu'un élément de volume est spécifié (pour définir le volume des domaines) et
qu’on utilise l'intégrand de Poincaré (pour définir le volume de leurs bords).

Par construction, avec ce choix de normes, la masse d’un courant étalé coincide avec la norme L'.
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Lemme 7. Si une variété V est équipée d’un élément de volume w et de normes Poincaré-duales sur A¥T*V*
et A"FT*V* | alors pour toute k-forme différentielle o sur V.

M(Co) = /V .

Remarque. Lorsque R est muni d’une norme euclidienne, les normes comasses en dimension k et n — k sont
Poincaré-duales si et seulement si k <1 ou k >n — 1.
2.3. Le probleme isopérimétrique asymptotique

Soit T' un tore finslérien orienté. On note E = Hy(T,Z), R = H;(T,R) On munit 'espace vectoriel
R* = HY(T,R) de la norme | - |; quotient de la norme L' sur les 1-formes différentielles fermées, et on munit R
de la norme duale. Le tore T, = R/F devient & son tour une variété finslérienne. A homotopie pres, il y a une
unique équivalence d’homotopie : T — T, induisant I'identité sur Hy. Cela permet d’identifier canoniquement
la cohomologie de T, a celle de T'. En particulier, I'orientation de T" détermine une orientation de 7.

Définition 8. On note wy 1'élément de volume invariant par translation sur T, dont l'intégrale vaut 1. La
masse limite Mo, est la masse induite sur les courants sur T, par I'intégrand de Poincaré correspondant. Enfin,
on note I, le profil isopérimétrique de I’espace vectoriel normé R.

Le théoreme 1 est un cas particulier de I’énoncé suivant, qui sera démontré en section 9.

Proposition 9. Soit T' un tore de dimension n muni d’une métrique finslérienne, d’un élément de volume w
et de lintégrand de Poincaré correspondant. On note I le profil isopérimétrique du revétement universel. Alors

im 1(7)/Io(r) = ( /T w)ln/n.

3. PROPRIETES DES COURANTS

3.1. Courants entiers

Définition 10. Une chaine (resp. entiére) est une combinaison linéaire finie a coefficients réels (resp. entiers)
de courants d’intégration sur des sous-variétés compactes a bord orientées. Les chaines sont denses dans les
courants normaux pour la topologie b. Un courant est dit entier (en anglais, integral current) s’il est normal et
dans I’adhérence pour la topologie b des chaines entieres.

Plus précisément

Proposition 11. ([14], p. 417). Soit C' un courant normal (resp. entier) et € > 0. Il existe une chaine C'

coefficients réels (resp. entiers) a support dans le e-voisinage du support de C' et telle que M(C—-C) —I—M(a(é’—
0)) <e.

L’intéret de la théorie des courants pour notre probleme isopérimétrique asymptotique tient dans le théoreme
de compacité suivant.

Proposition 12. ([14], p. 414). Soit K un compact de V. L’ensemble des courants entiers C' & support dans
K et tels que M(C) + M(9C) < const. est compact pour la topologie b.

3.2. Formule de la coaire

La formule de la coaire relie certains courants étalés aux courants d’intégration.



638 P. PANSU

Proposition 13. ([14], p. 248 et p. 438). Soit u une fonction lisse sur V. Alors pour presque tout s € R,
{u = s} est une sous-variété et

Cdu = / I{u=s} ds.
R

En particulier, si les normes sur T*V et sur A"~ 1T*V sont Poincaré-duales,

/ dufw = / M(Ijy_sy) ds.
14 R

4. INEGALITE DE SOBOLEV

4.1. Approximation par des courants étalés

Soit V' une variété de dimension n munie d’un élément de volume. Tout courant normal de dimension n est
étalé, i.e. de la forme C, oll u est une fonction L' & support compact. En effet, c’est vrai pour les chaines &
coefficients réels donc pour leur adhérence pour la norme b (qui coincide avec la masse ou la norme L' dans
cette dimension). Par conséquent tout courant normal de dimension n est limite de courants de la forme C,,_
avec u, lisse. Nous aurons besoin que u. converge dans d’autres normes que L'. Cela nécessite une construction
particuliere.

Lemme 14. Soit V une variété dimension n munie d’un élément de volume et d’une norme sur A"~ 'T*V.
Soit C = Cy, un courant normal. Pour tout € > 0 il existe une fonction lisse ue telle que M(0C,,) < M(0C)+¢
et le support de u — u. a un volume < e.

Preuve. On munit 7%V de la norme Poincaré-duale de celle de A" ~'T*V, puis TV de la norme duale de celle
de T*V. Soit W C V une sous-variété compacte a bord de classe C*°. Notons p la fonction qui, hors de W
(resp. dans W) coincide avec la distance finslérienne au bord de W (resp. son opposé). Cette fonction est C'™
au voisinage de OW et satisfait |dp| = 1. On fixe € > 0 et on pose uew = 1 — p/e sur le e-voisinage U de W,
Ue,w = 1 sur W\ U et ue,w = 0 hors de W UU. Lorsque € tend vers 0, u = u. w hors du e-voisinage U, dont
le volume est < const. e.

Soit C' un courant normal. On Papproche d’abord par une chaine Y A;Iyw, & coefficients réels,
proposition 11. Il ne cofite rien de supposer les W; de classe C* et deux a deux transverses. On pose
Ue = Z)‘icue,wi- Alors M(C,, — C) tend vers 0. Quitte & retirer de petits voisinages des objets de codi-

3

mension au moins 2 (intersections dW; N 9W;) ou la masse de OC' comme celle de Cyy, est petite, on peut
supposer que OC est la somme de courants d’intégration a supports disjoints,

80 = Z)\i»jIWi,j ou Wil,...,ig,j = Wil n-N Wig N 8Wj

La masse de 9C' est la somme des masses. Au voisinage de Wj j, du. = \jducw,. D’apres la formule de la
coaire (Prop. 13), le volume du voisinage tubulaire de Wj ; de largeur € est équivalent & eM (Wj ;). On conclut
que [ |duc|lw converge vers M(9C).

Enfin, il ne cofite rien d’approcher u. par une fonction lisse. O

Remarque 15. Soit C' = C, un courant normal de dimension n. On dit que C est positif si u > 0. On appelle
le courant |C| = C),| sa valeur absolue. Clairement, M(|C|) = M(C). En utilisant le lemme 14, on montre
aisément que M (9|C|) < M(9C).

Par conséquent, pour le probleme isopérimétrique, on peut se limiter aux courants positifs.
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4.2. Inégalité isopérimétrique et courants

On peut modifier la définition du profil isopérimétrique en élargissant la classe des domaines (sous-variétés
compactes & bord de codimension 0) & celle des courants entiers (domaines “avec multiplicités”). Dans ce
paragraphe, on vérifie que pour un espace vectoriel muni d'un élément de volume et d’une norme sur les
n — 1-formes, cela ne change pas le profil.

Proposition 16. Soit V une variété finslérienne orientée munie d’un élément de volume w. On munit A"~ 1T*V
de la norme Poincaré-duale de la norme duale naturelle de T*V . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout domaine D de 'V, [,w < c(M(dD))r/"=1 ;
2. pour toute fonction wu lisse & support compact sur V.,

n/n—1
/|u|”/"_1w <c (/ |du|w) ;

3. pour tout courant entier C surV de dimension n,

M(C) < e¢(M(dC))Mn—1,

Preuve. La preuve de (1)<(2) est classique dans le cas riemannien [13,19,21].
Soit u une fonction lisse a support compact sur V. Comme |d|u|| < |dul|, on peut supposer u > 0. Pour ¢ > 0,
notons x; la fonction caractéristique de ’ensemble de niveau {u > t}. Pour tout point x € V|

+oo
u(z) = /0 xt(z) dt.

11 vient

+oo
Ln/n—1 S/ H Xt |
0

n/n—1

+00 +oo
oot dt = / / w dt < ct=n/n M{u=t}dt = /|du|w.
0 {u>t} 0

Inversement, étant donné un domaine lisse D, on applique I'inégalité de Sobolev a une approximation de la

fonction caractéristique de D et on obtient I'inégalité isopérimétrique, grace a la formule de la coaire (Prop. 13).
Il reste & montrer que (2) entraine (3). Soit C' un courant entier de dimension n. Grace au lemme 14, on

approche C' = C), par le courant étalé C,,. associé a une fonction lisse u.. L’inégalité de Sobolev donne

K

n—1/n
(%/ Iuel”/"1w> < M(Cqu,) < M(OC) +e.
14

Lorsque € tend vers 0, u. ne differe de u que sur un ensemble dont le volume tend vers 0. Par conséquent
| te || prjn—r tend vers || w || n/m—1 qui est > M(C)"~Y/™ car u est & valeurs enticres. O

5. CALCUL DE LA MASSE LIMITE M

5.1. Comparaison de normes

Dans ce paragraphe, on relie l'intégrand de Poincaré de T, aux normes naturelles sur H,_1(T,R) et
H" (T, R).

Soit V' une variété compacte orientée de dimension n, munie d’'un élément de volume et de de normes
Poincaré-duales sur A*T*V. On note | - |r la norme sur Hy(V,R) quotient de la masse des courants, on note
|- |1 et |- |oo les normes sur H*(V,R) quotient des normes L' et L™ sur les k-formes différentielles fermées.
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Lemme 17. Soit V' une variété compacte orientée de dimension n, munie d’un élément de volume et de de
normes Poincaré-duales sur A*T*V . Le théoréme des coefficients universels réalise (H*(V,R),| - |s) comme le
dual de (Hg(V,R),| - |r). La dualité de Poincaré (H*(V,R),|-|1) — (Ho—r(V,R),| - |r) est une isométrie.

Preuve. Elle est tirée essentiellement de [17] chapitre 4.
Soit R un espace vectoriel normé orienté de dimension n muni d’un élément de volume w. On munit A*R*
de normes Poincaré-duales. Alors la forme bilinéaire

AMNROA"*R R, a,¢— ald/w

met les espaces vectoriels normés A¥ R* et A"~*R* en dualité isométrique.
La dualité de Poincaré est la forme bilinéaire qui a une k-forme différentielle a sur V' et une n — p-forme
différentielle ¢ associe / a A ¢. Lorsque A*T*V est muni de normes Poincaré-duales, elle réalise ’espace des

\%
k-formes L' comme le dual de I'espace des k-formes L.

Cette propriété passe au quotient. En effet, soit o une k-forme fermée telle que || o || 1 = 1, [ sa classe de
cohomologie. Montrons qu'’il existe une n — k-forme fermée ¢ telle que || ¢ | . =1 et [ A ¢ = 1. Il existe
une forme linéaire L sur H*(V,R) telle que

sup{L([F]) ; [#] € HP(V,R), | a |, =1} =1, atteinten a.

L définit donc une forme linéaire continue sur ’espace des k-formes fermées L', de norme 1, nulle sur les formes
exactes. Par Hahn-Banach, L admet un prolongement en une forme linéaire continue sur ’espace des k-formes
fermées L', de norme 1, nulle sur les formes exactes. Comme L> est le dual de L', cette forme linéaire est
donnée par I'intégration contre une n— 1-forme ¢. Nécessairement, || ¢ ||, = || L || = 1. Pour toute k—1-forme
v de classe C*, [dy A ¢ =0, ¢ est fermée. Enfin, [ a A ¢ = L(«) = 1. Ceci prouve que la norme quotient |- |
sur H"~*(V,R) est la norme duale de | - |; sur H*(V,R).

Le méme argument s’applique a la forme bilinéaire qui a une n — k-forme différentielle ¢ et un n — k-courant
C associe C(¢). Elle réalise I’espace des n — k-courants de masse finie comme le dual de ’espace des n — k-formes
continues muni de la norme L (borne supérieure des normes comasse ponctuelles). Par conséquent, la norme
quotient | - [o sur H" ¥(V,R) est la norme duale de | - |g, quotient de la masse, sur H,_(V,R).

On conclut que (H¥(V,R),|-|1) et (H,—x(V,R),| - |r) sont isométriques. O

Remarque. Voici une preuve plus concrete. L’injection isométrique o — C, donne précisément la dualité
de Poincaré, par passage au quotient. Inversement, une variante du lemme 14 permet d’approcher tout n — 1-
courant normal fermé C' par un courant étalé C, ou « est une 1-forme fermée lisse sur V. Par construction,
C, est cohomologue & C et de masse voisine de celle de C. Ceci montre que la dualité de Poincaré est une
isométrie.

Remarque. Comme signalé en 7, la proposition 17 ne s’applique aux variétés riemanniennes que pour k < 1
et k>n—1.

Corollaire 18. Soit T un tore finslérien muni d'un €élément de wvolume et de lintégrand de Poincaré
correspondant. On note R = Hy1(V,R), muni de la norme duale de | -|1. On note

F:A*R* — H¥(T.,R) — H*(T,R)
lisomorphisme qui envoie un covecteur vu comme forme différentielle a coefficients constants sur Tso sur sa

classe de cohomologie. Alors lintégrand de Poincaré sur A" 1T*T,, = A"~ ' R* s’obtient en transportant par
cet isomorphisme la norme quotient de la norme L sur les k-formes différentielles fermées sur T'.
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Preuve. Par transport par 'isomorphisme F' de la classe fondamentale en cohomologie du tore orienté T', on
dispose d’une norme sur A"R*. Par définition, I'intégrand de Poincaré est la norme sur A" ' R* donnée par

[Y] =sup{[BAY]; B € R, [BlL <1}

Par construction, 'isomorphisme F transporte le produit extérieur R* @ A" 'R* — A™R* sur le cup-produit
HY(T,R) ® H" Y(T,R) — H™(T,R). Par conséquent, si a est un représentant de la classe F|(3) et ¢ est un
représentant de la classe F(¢), on a

wmm:/TaAqb
et

|w|=sup{/a/\¢; a 1 — forme fermée, || o ||, Sl} =inf{]| ¢ ||, ; ¢ €V}
T

d’apres le lemme 17. O

5.2. Courants et formes minimisants

Lemme 19. Soit R un espace vectoriel normé orienté, EE C R un réseau. On muni R de l’élément de volume
d’intégrale 1 sur R/E et de Uintégrand de Poincaré associé. Soit P un parallélépipéde dans R formé sur des
vecteurs entiers. On note w(P) son image dans R/E. Alors le courant d’intégration I py a une masse minimum
dans sa classe d’homologie réelle, i.c. réalise la norme |[Ix(py]|r. De méme, toute n — 1-forme invariante par
translations sur R/ E minimise la norme L dans sa classe de cohomologie.

Preuve. Soit P le parallélépipede formé sur n — 1 vecteurs entiers linéairement indépendants vq,... ,v,_1 € E.
Le courant d’intégration sur I'image de P dans R/FE consiste & intégrer sur

op:(R/Z)" " = R/E, (s1,...,80_1) Zsjvj.

Montrons que ce courant minimise la masse dans sa classe d’homologie réelle. Notons ép = vy A -+ A vp_1
€ A1 H1(T,R). Munissons A""!'R de la norme |- |* duale de I'intégrand de Poincaré. Par Hahn-Banach, il
existe une forme lindaire ¢ € A" "1 R* qui vaut 1 sur £p/|€p|* et prend des valeurs < 1 sur tout n — 1-vecteur
de norme < 1. On peut voir ¢ comme une forme différentielle invariante par translations (et donc fermée) sur
R/E. Par construction, elle calibre op. Par conséquent, I;(py minimise la masse dans sa classe d’homologie
réelle et

Lo lle = M(Ln(r) = / 6= olep) = |Ep|".

Si ) est une n — 1-forme différentielle sur 7' cohomologue a ¢, alors

o(ep) = C(6) = C) = / Gontin i) (€P)

(R/Z)r—1

donc il existe un point & = op(ti,...,tn—1) de R/E tel que ¥;(Ep) > ¢({p). Par conséquent, || ¢ |,
< || ¥ || - Ceci montre que ¢ minimise la norme L> dans sa classe de cohomologie. Lorsque les vecteurs
v1,...,Un—1 varient, les formes linéaires ¢ décrivent une partie dense de le sphere unité de A"~ 'R*, donc
toutes les m — 1-formes invariantes par translations sur R/E minimisent la norme L*° dans leur classe de
cohomologie. O

Corollaire 20. Soit T un tore finslérien muni d’un élément de wvolume dont lintégrale vaut 1. Soit
Too = Hi(T,R)/H(T,Z) muni de la métrique et de l’élément de volume définis en 8. Munissons T et Teo
des intégrands de Poincaré. Alors lisomorphisme naturel H,_1(T,R) — H,_1(Teo,R) est une isométrie pour
les normes masses | - |g.
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Preuve. Le lemme 19 montre que I'application
An—lR* _ Hn_l(Tooy R)

qui & un covecteur vu comme forme différentielle & coefficients constants sur T, sur sa classe de cohomologie est
une isométrie. En composant avec I'isomorphisme naturel H" (T, R) — H"~1(T,R), on obtient I'application
F qui est une isométrie d’apres le corollaire 18. On conclut que I’isomorphisme naturel est une isométrie. [

6. SEMI-CONTINUITE

6.1. Position du probleme

Soit T' un tore finslérien muni d’un élément de volume w d’intégrale 1. On note R = H;(T,R), E = H{(T,Z),
Too = R/E. D’apres [24], il existe un difféomorphisme ¢ : T — T, qui envoie w sur we. Transportons par
1 la métrique de T et relevons la au revétement universel R de T.,. On obtient une métrique finslérienne
E-périodique sur R. On note 7 : R — R/E la projection.

On consideére des courants entiers C' de dimension n — 1 sur R, on note M;(C) = t'="M((6;);C). L’objectif
de cette section est de donner une généralisation du résultat suivant.

Proposition 21. ([14], p. 519). Soit V une variété munie d’une norme sur A*T*V. La masse M est une
fonction semi-continue sur l’espace des courants entiers muni de la topologie b.

On va montrer la semi-continuité des masses lorsque ¢ tend vers 'infini et C' converge pour la topologie b.

Proposition 22. Soit t; une suite tendant vers +oo et soit C; une suite de courants entiers sur R, qui converge
au sens de la topologie b vers C. Alors

M (C) < liminf My, (Cy).

6.2. Courants (k,e¢)-rationnels

On démontre d’abord la proposition dans le cas particulier ou C' est un courant rationnel. Soit R un espace
vectoriel de dimension finie. On appelle subdivision polyédrale de R un recouvrement fini de R par des polyedres
convexes dont les intérieurs sont disjoints. On s’en sert pour découper les chaines en morceaux. Noter que si
W est une sous-variété orientée en position générale par rapport & la subdivision R = [JA,, alors le courant
d’intégration Iyyna, est bien défini et on a

Iw => Iwnra, M(Iw) =Y M(Iwna,)-
A A

Définition 23. Soit R un espace vectoriel de dimension n, E C R un réseau, 7 : R — R/FE la projection. Soit
€ > 0. Soit k un entier, & > 1. Un courant (k,€)-rationnel sur R est une chaine C' = ) \;lw, de dimension
n — 1 telle qu’il existe une subdivision polyédrale R" = Uie 1 A telle que
o les sous-variétés W; sont en position générale par rapport aux polyedres A; ;
o I=IgUl ety ., M(CNA;) <e;
esiie€ 1, P, =CnNA,; est un multiple du courant d’intégration associé a une application affine o; :
[0,1]"71 — R"™ et O(m 0 &)y P; = 0.

Autrement dit, a une erreur de faible masse pres, C' est fait de parallélépipedes construits sur des vecteurs a
composantes rationnelles.

Lemme 24. Soit € > 0 assez petit. Soit C' un n — 1-courant (k, €)-rationnel sur R™. Soit C' un n — 1-courant
tel que || C" — C' ||, < e. Alors pour tout multiple entiert de k,

Mo (C) < My(C") + const. €.
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Preuve. Soit R"™ = U A; une subdivision polyédrale adaptée a C. Pour v € R™, notons A, ; le translaté
ieI=IoUI,

de A; par v. L’hypothésg de transversalité contenue dans la définition des courants e-rationnels entraine que
les courants C' N A, ; varient continiiment en topologie b en fonction de v lorsque v est petit. Par conséquent,
il existe n > 0 tel que

Z || c'n AUJ' -Cn Av,i Hb < €.

icl
Soient R et S des courants tels que C' — C = R+ 9S et M(R) + M(S) < e.

On va estimer la masse (en moyenne) des intersections de S par des plans paralleles. Pour cela, on utilise

temporairement une métrique euclidienne sur R™. Soit P un hyperplan de vecteur normal v, P, son translaté
par un vecteur v. Par Fubini ([14], p. 438),

M(S) = / M(S N P,y)ds.
R
Comme P, = P, )0,

M(SNP,)dv= / ds/ M (SN Py,)dv < const.n™ / M(S N Ps,)ds < const. M(S).
lv|<n R lv|<n, (v,v)= R

Remplagons 'hyperplan P par la réunion (finie) des hyperplans qui portent les bords des polyedres A;. 11 vient

/ (Z M(Sn 8AW~)> dv < const. M (S).
lvl<n el

On peut donc choisir un vecteur v tel que |[v] < net Y .., M(SNOA, ;) < const.e. Ce vecteur est fixé désormais.
Soient R; et S; des courants tels que

CNAy;—CNA =R +0S; et Y M(R;)+M(S) <e.
iel
On écrit
C'NA,i—CNA,; =RNA,; —SNOA,; + (SN A,,)
d’ou
C'NA,; —CNA; =U; +0V;
oulU; =RNA,; —SNOA,; + Ry et V; = SNA,; +S; sont petits,

Z M(U;) + M(V;) < const. €.
i€l

Supposons que ¢ € I;. Alors C'NA, ; —U; —9V; = P;. Sit est un multiple entier de k, (7 0d;)s(C'NA,; —U;)
est un n — l-cycle de T\, homologue & (7 o 6;)4P;. D’apres la définition 8 et le lemme 20,

(7w 06¢):(C" N Avi = Up)llrr = |[(7 0 6¢): Pl 7. -

Le lemme 19 montre que cette norme (une borne inférieure) est atteinte précisément par le cycle (w0 &)y P;. 11
vient

M(C'NA; —U) = t7"M((0)4(C' N Ay —Uy)) = 77" M((m06,)3(C' N A, — Uy))
> t[(m 0 8)s Pllre g = Moo(P).
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Enfin
Muo(C) = Y Mu(CNA)+ Y Mu(P) < conste+ » M(C'NA,,; —U)
SIS i€l i€l
< const. € + Z Mi(C'NAy) + M(U;) < M(C") + const. e.
i€l

O

Lemme 25. Soit C un courant entier de dimension n —1 dans R. Pour tout € > 0, il existe un entier k et un
courant (k,€)-rationnel C tel que | C — C' ||, <.

Preuve. On approche d’abord C' par une chaine. Puis on triangule les sous-variétés en présence. Quitte a
subdiviser et perturber les simplexes, on peut les supposer affines et en position générale les uns par rapport
aux autres. Quitte a subdiviser et perturber, on peut supposer ces simplexes deux a deux disjoints. On est
ramené au cas ou C' est formé d’un seul simplexe affine o.

Quitte a translater et perturber, on peut supposer que les sommets v; de o ont des coordonnées rationnelles
et vg = 0. Soit £ un entier, P le parallélépipede formé sur les vecteurs %vl, ey %vn,l, P, le translaté par w.
Alors o = )", P, + R ol la somme porte sur les vecteurs w de la forme w = )", %xivi ou les x; sont des entiers
naturels tels que %Zi (z; + 1) < 1. Le courant R a son support contenu dans le voisinage de largeur % de la
face opposée a vg, et sa masse est de 'ordre de % On construit facilement une subdivision polyédrale de R qui
découpe sur o exactement les parallélépipedes P,,. Ceci prouve que o est (k, €)-rationnel pour € ~ % et k le plus
petit entier tel que les composantes des vecteurs %vi soient entieres. O

6.3. Preuve de la proposition 22

Soit ¢; une suite tendant vers 400 et soit C; une suite de courants entiers fermés sur R, qui converge au sens
de la topologie b vers C'. On peut supposer que M (C};) reste borné.

Fixons € > 0. D’aprés le lemme 25, il existe un entier &k et un courant (k, €)-rationnel C' tel que || C — C Il
< €/3. Le courant dilaté §(C;) dépend continument de r (en général, || 6,(T") — T ||, < const. (M (T') 4 M(9T)).
Il existe donc un 1 > 0 tel que si 1 <7 < 147, alors || §,(C;) — Cj ||, < €/3 pour tout j. Soit t > k(n+1)/79.
Notons ¢ la partie entiere de t/k et r = t/kf. Alors 1 < 7 < 141 et si j est assez grand, || §,C0; — C l, <e
D’apres le lemme 24,

MOO(C‘) < Mpye(6-Cj) + const. e.
Comme 6;C; = 01¢9,C}, il vient

My (C) < r" 1M (C;) + const. €.
Pour conclure, on invoque la semi-continuité de la masse (Prop. 21) : lorsque € tend vers 0, M, (C) est au
moins aussi grand que Mo (C). O

7. MINORATION DU PROFIL ISOPERIMETRIQUE

7.1. Réduction aux courants a support dans un compact

Lemme 26. Soit R un espace vectoriel de dimension n, E un réseau de R. On munit R d’une métrique
finslérienne E-invariante. Pour tout € > 0, il existe une constante const. (¢) telle que pour tout courant entier
C de dimension n sur R™, il existe un courant entier C' tel que

o M(C') = M(C) ;

e M(0C") < M(0C)+eM(C) ;

o (' est contenu dans une boule de rayon const. (¢).
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Preuve. On peut supposer que 1/¢ est entier. Soit C' un courant de dimension n sur R. Quitte & remplacer
C par sa valeur absolue |C| (voir Rem. 15), on peut supposer que C' est positif. Soit G le sous-ensemble de R
formé des vecteurs v tels qu’au moins une des composantes de ev soit entiere. Notons G, le translaté de G par
v. Notons K le cube formé des vecteurs dont toutes les composantes sont comprises entre 0 et 1/e. Alors par
Fubini

/ M(CNGy)dv=nM(C).
K

Par conséquent il existe v € K tel que M(C N G,) < ne"M(C). Pour w € E, notons C,, le translaté par
—(1/e)w de CN (K + (1/e)w) et C" = 3, Cy. Comme C est positif, et comme la masse est invariante par
translation entiere, M (C") = M(C) et

M(0C") < 3" M(C,,) < M(IC) + 2M(C N Gy) < M(OC) + 2ne" M(C).

7.2. Preuve de l’inégalité liminf /I, > 1

Proposition 27. Soit T un tore finslérien muni d’un élément de volume d’intégrale 1. Soit T le tore finslérien
avec élément de volume défini en 8. Alors les profils isopérimétriques des revétements universels de T et T,
satisfont

lim inf I(7)/Ix(7) > 1.

T—+00

Preuve. Comme en section 6, on voit le revétement universel de T' comme espace vectoriel R = Hq(T,R)
muni d’une métrique E-invariante et d'un élément de volume invariant par translations.

Soit 7; une suite de réels tendant vers +oo, soient D; des domaines dans T'= R de volume 7; qui réalisent
asymptotiquement le minimum du volume du bord, i.e. Vol (9D;)/(;)"~ /™ tend vers lim inf I(7)/7"~1/™. Soit
Dj le domaine D; dilaté de 1/¢; on t7 = 7; de sorte que son volume soit égal a 1. D’apres le corollaire 26, pour
tout € > 0, il existe une suite de courants entiers C} contenus dans un compact fixe tels que M (C;) = Vol C'j et
My;(0C%) < (1+¢€)Vol 8C~‘j. D’apres le théoreme de compacité (Prop. 12), on peut supposer que les suites C et
8Cj’v convergent au sens de la topologie b vers un courant entier C. En dimension n, cela entraine la convergence
des masses, donc M (C) = 1. Par semi-continuité (Prop. 22),

Mo (8C) < limsup My, (0C%) < (1+€)lim_inf I(r)/r" /™.

T—-+00

Ceci est vrai pour tout € > 0. D’apres la proposition 16, I'inégalité isopérimétrique pour la masse M., s’étend
aux courants avec la méme constante. On conclut que

Io(1) < Moo (8C) < lim _inf I(7)/7"~ 1/,

T—+00

Par homogénéité, I, (1)/m" /" = I (1) donc

lim inf ()
r—+oo Ioo(T)

> 1.
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8. MAJORATION DU PROFIL ISOPERIMETRIQUE

Proposition 28. Soit T un tore finslérien muni d’un élément de volume d’intégrale 1. Soit To, le tore finslérien
avec élément de volume défini en 8. Alors les profils isopérimétriques des revétements universels de T et T,

satisfont
lim sup I(7)/Io(7) < 1.

T—~+00

Preuve. Soit T un tore finslérien. De nouveau, on voit le revétement universel 7 comme une métrique
E = H,(T,Z)-invariante sur R = H; (T, R) dont I’élément de volume est invariant par translation. On note |- |;
la norme quotient de la norme L' sur R* = HY(T,R).

Soit € > 0. Soit p une norme polyédrale (i.e. dont les boules sont des polyedres) sur R. Il existe un nombre
fini de formes linéaires 3; sur R telles que p = sup; 3;. On interpréte les 3; comme des classes de cohomologie
dans H!(T,R). Choisissons des 1-formes différentielles fermées a; € 3; telles que || a; iy < (L4 €8l
Relevons «;; au revétement universel T = R et notons [j sa primitive qui s’annule a 'origine. Posons p = sup; f3;.

Sur le réseau entier, la fonction f; coincide avec la fonction linéaire ;. Par conséquent, la différence |3; — f;|
est bornée pour chaque j, et il en est de méme de |p — p|. Notons V; le lieu des points ot p = §;. C’est un cone
polyédral. Dans V; et en dehors d’un voisinage tubulaire de 0V; de largeur bornée on a p = f;.

Soit x¢,, la fonction sur R qui vaut 1 sur | — oo, t], qui vaut 1 — (x —¢)/n sur [t,t +n] et 0 sur [t + ¢, +oo[.
On va comparer les normes des différentielles des fonctions u; = x¢,, 0 p et U = Xty © p.

On choisit un 77 = n(t) qui tend vers I'infini avec ¢ mais moins vite que ¢t. La fonction |da;| est nulle en dehors
d’une couronne {t — const. < p < t+ const. }. Elle est bornée par const. /e dans la couronne. L’intersection
de cette couronne et des voisinages tubulaires des 0V est de volume majoré par t"=2 donc négligeable. On
raisonne donc comme si p coincidait avec f; sur Vj, et on compare I'intégrale fvj |dxtn o fil & fvj ldxt,n 0 Bj1.

Soit K un majorant de |8; — fj|. On note W; (resp. Y;) la réunion des cubes unité & sommets entiers
qui rencontrent (resp. sont entierement contenus dans) la bande V; N{t — K < §; < t+n+ K} (resp.
Vin{t+ K <g; <t+n—K}). Alors |dxy,, o f;| est bornée sur W, nulle en dehors de W; et coincide avec la
fonction périodique %|aj| sur Y;. Comme Vol (W;)/Vol (Y;) tend vers 1,

| a; ||L1(T)
Xt o fil ~ ldxem o fil = Il oy HLl(T)#{CUbQSCYj} ~ g v |dXt,n © Bj]1-

; Y, 13-

Par conséquent [ |du;| < (1 +¢€) [|du|r pour t assez grand.
On utilise la formule de la coaire (voir Sect. 13)

1
/|dﬁt|=/ Vol {ii; = 5} ds
0

pour choisir une valeur de s €]0, 1] telle que Vol {@; = s} < [|di|. La formule de la coaire donne & nouveau

1 t+n

1
/|dut|1 - —/ dply = ~ [ Mulp=s))ds ~ Mu({p=1t}).
N J{t<p<t+n} nJ

Comparons le volume du domaine D = {t; < s} & 7 = Vol{p < t}. Si K est un majorant pour |5 — p|, alors D
contient {p <t — K} et est contenu dans {p < t+n+ K} donc (1 — K/t)"r < Vol(D) < (1+n/t+ K/t)"T.
En particulier, pour ¢ assez grand, (1 —e)7 < Vol (D) < (1 + ¢€)7.

D’apreés le théoreme de Brunn (Prop. 30 et son cas d’égalité), les domaines optimaux pour linégalité
isopérimétrique relative a la norme | - |; (sur le dual) sont convexes et symétriques. On peut donc les ap-
procher par des polyedres convexes et symétriques. On conclut que pour tout € > 0, pour 7 assez grand, il
existe un 7’ tel que |7 — 7| < er et I(7') < (1 + €)Ioo(7').
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Pour conclure, on remarque que la fonction I est sous-additive : I(a + b) < I(a) + I(b). En effet, deux
domaines de volumes a et b peuvent étre rendus disjoints en translatant I'un d’eux d’un vecteur entier. Cela
fournit un domaine de volume a + b et les volumes des bords s’ajoutent. D’autre part, par comparaison avec
une métrique euclidienne, (1) < const. 7"~/ et I.o(7) > const. 7"~1/". Par conséquent,

I(T) <I()Y+I(t—7) < (14 €Io(r)+ const. (er)" /™ < (14 const. " Y/ ™) Io(7).

9. PREUVE DU THEOREME 1

Il reste seulement a passer du cas particulier ou le tore a un volume égal a 1 au cas général.

Lemme 29. Soit V' une variété finslérienne de dimension n munie d’un élément de volume w. Notons |- |x,co
la norme quotient de la norme L™ sur H"1(V,R) correspondant au choix de I’élément de volume M\w. Alors

[ Iaoe = A7 oo

Notons Iy le profil isopérimétrique de la variété V. munie de la méme métrique finslérienne mais de ’élément
de volume Aw. Alors

I(r) = A[L(A\717).
Notons I le profil isopérimétrique de la variété V- munie du méme élément de volume w mais d’une métrique
finslérienne multipliée par p (de sorte que les distances sont multipliées par ). Alors

I"(1) = p~ (7).
Preuve. L’intégrand de Poincaré | - |5 sur A"~ 1T*V est

8lx =sup{a A ¢/ w ; |a] < 1} = Aol

Par conséquent, sur H" 1,
1| .

|'|/\700:)‘7 |1,oo-

Notons Vol les volumes en dimension n et M) les volumes en dimension n — 1 pour le choix d’élément de
volume Aw. Clairement, Vol y = AVol. Si C est un courant de dimension n — 1,

My (C) =sup{C(9)/|d|» ; ¢ n—1—forme} = AM;(C).
Soit D un domaine tel que Vol y(D) = 7 et M»(9D) = I(7). Alors
I (1) = AM1(0D) = A1 (Vol1(D)) = AL (T/ ).

Notons Vol # les volumes en dimension n et M* les volumes en dimension n—1 pour le choix d’élément de volume
w et la métrique multipliée par p. La norme sur les 1-formes est divisée par p. Par conséquent l'intégrand de
Poincaré est

6 = sup{a A 6/laffew ; a1~ forme} = plg|".

Si C' est un courant de dimension n — 1,
MH(C) = sup{C(9)/|6l" ; ¢ n— 1 forme} = u~IMI(C).
Soit D un domaine tel que Vol#(D) = 7 et M*(0D) = I*(7). Alors

1*(r) = w~'M*(9D) = i~ [(VoL (D)) = u "I (7).
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9.1. Preuve de la proposition 9

Soit A\ = / w de sorte que pour w; = A" lw, / w1 = 1. Notons I; le profil isopérimétrique du revétement

T T
universel de 7' muni de ’élément de volume w;. Notons I; o le profil isopérimétrique asymptotique correspon-
dant (c’est celui de I'espace vectoriel R = H" (T, R) muni de la norme | - |1 00 0l | * |1,00 = A| - |oo. D’apres les
propositions 27 et 28,

lim Ii(7)/]1,00(7) = 1.

T—+00

D’apres le lemme 29, I(1) = A1(A7'7), et, posant u = A7, Io(7) = A1 ,oo(7). D’autre part, It o (7)
=\Un (A1), done

lim I(7)/Io(r) = A" =\ = (/T w) Hz/n.

T—~+00

9.2. Inégalité isopérimétrique pour les espaces vectoriels normés

Elle est connue depuis 1887. Pour une preuve moderne de l'inégalité de Brunn, voir ’appendice de
Gromov [25], p. 126.

Proposition 30. (Brunn [7]). Soit R un espace vectoriel normé de dimension n muni d’un élément de volume
tel que la boule unité soit de volume 1. On munit A" 'R* de l’intégrand de Poincaré. Le profil isopérimétrique
de R est alors I(1) =n7"" /",

Preuve. Dans [25], on trouve la version équivalente (d’apres la Prop. 16)

nlul

s < | ldul .

O

Remarque. Cas d’égalité dans I'inégalité de Brunn.

Le théoreme suivant est dt & Taylor [32]. On suppose R™ muni d’un intégrand conveze (i.e. d’une norme
sur les n — 1-formes). Soit C un courant entier de dimension n. Si M(9T) = n M(T)"~'/", alors C est le
courant d’intégration sur un convexe homothétique a la forme de Wulff définie par lintégrand (i.e. une boule
de la norme Poincaré duale).

9.3. Preuve du théoréme 1

Il reste & passer du cas ou la boule unité est de volume 1 au cas général. On utilise I'isomorphisme 17. Soit
R = H" }(T,R) muni de la norme | - |, soit E = H" }(T,Z) et soit ws 1’élément de volume d’intégrale 1
sur R/E. Soit B la boule unité de R. On pose A = [ woo €t w1 = A lweo de sorte que [pwi = 1. D’apres la
proposition 30, le profil relatif & wy vaut I (1) = n7"" /" Le lemme 29 donne

1/n
Io(T) = AL(A"'7) =n (/ woo) AL
B

Enfin, lorsque r est grand, le volume pour ws, de la boule de rayon r est équivalent au nombre de points entiers
dans cette boule, donc f  Woo est égal au volume asymptotique.
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9.4. Convergence des domaines extrémaux

La preuve donne la convergence en topologie b des domaines qui réalisent le minimum du volume du bord &
volume intérieur fixé.

Proposition 31. Soit T un tore riemannien. Identifions son revétement universel & ['espace wvectoriel
R = H (T, R) muni d’une métrigue riemannienne périodique et dont I’élément de volume est constant. Notons
1 son profil isopérimétrique. Pour tout € > 0 il existe T, et ne tels que si D C R est un domaine de volume > T,
et tel que
Vol (D) < (1 + ne) cao Vol (D) 1/,
alors il existe une boule B pour la distance associée a la norme |- |5 duale de la norme L' sur R* = H'(T,R)
telle que
| D—B|, <eVol(D).

Preuve. Par I'absurde. Etant donné un domaine D de R, le normaliser consiste a le dilater jusqu’a ce que
son volume soit égal a 1 et le translater pour amener son centre de gravité a l'origine. Si la proposition 31 est
fausse, il existe une suite D; de domaines presque extrémaux qui une fois normalisés ne convergent pas vers
B. 1l ne coite rien de supposer que VolT = 1. On a montré en 7 qu’une sous-suite des Dj converge vers un
courant D de masse 1 et tel que

Moo (8D) < liminf Vol (D;)'~"/" M(dD;) = coo.

Comme le profil isopérimétrique de la masse M., est exactement coo7" /™ (Prop. 9), D réalise le cas d’égalité
dans l'inégalité de Brunn (Prop. 30). Par conséquent, D est une boule de la norme sur R. Comme les D; ont
leur centre de gravité a lorigine, il en est de méme de D. Par conséquent, D = B, contradiction. O

Remarque. Sur les courants de dimension maximum, la norme b ne dépend pas de la métrique de référence,
seulement de I’élément de volume.
9.5. Preuve du théoréme 2

Si ¢ est une forme différentielle de degré n — 1 sur T, alors par I'inégalité de Holder
1 1l pnsm—s < VOL(T)" ™| ¢ || e

Par conséquent, dans le groupe H" (T, Z), la boule de rayon 7 pour la norme |- | est contenue dans la boule
de rayon r Vol (T)"~/" pour la norme | - In/n—1. 11 vient

VAH"NT,Z),| |s) < Vol (T)" 'VAH""YT,Z),| * |njn-1)

donc avec le théoreme 1
Coo ST (VA(Hn_l(Tv Z)v | ' |n/n71))1/n'

Montrons que pour une métrique riemannienne plate sur 7', on a ’égalité
Ceucl =T (VA(Hn_l(Ta Z)v | ) |n/n71))1/n'

On peut supposer que Vol (T) = 1. Alors T = R/E ou R est un espace euclidien et E C R un réseau de
volume 1. Les formes différentielles a coefficients constants minimisent toutes les normes LP dans leur classe de
cohomologie. En effet, la norme LP est strictement convexe, atteint son minimum, et une forme différentielle ¢
a coefficients constants est solution de 1’équation d’Euler-Lagrange d x (|¢[P~2¢) = 0 qui caractérise le minimum.
Par conséquent, I'isomorphisme R* — H'(T,R) qui envoie un covecteur sur la classe de la 1-forme différentielle
invariante par translation sur 7" est une isométrie. Cet isomorphisme envoie E* sur H*(T,Z). Or le réseau E*
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est aussi de volume 1. Par conséquent, VA(HY(T,Z),| - |2) = VA(E*) = 3, est le volume de la boule unité
de R. Par conséquent n (VAH" YT, Z),| - |njmn-1))/" = nBy™ = ceua-

En dimension 2, toute classe conforme contient une métrique plate, donc VA(H*(T,Z),| - |2) = 7 pour tout
2-tore riemannien.

L’inégalité de Holder

|-l < VOl ()™ - |nym1
entraine
VAH"NT,Z),|" lnm-1) < Vol (T) VAH""NT,Z),| - |1).

Avec la proposition 17, il vient
Vol (T) VA(H" (T, Z),| - 1) = Vol (T) VA(H\(T Z),| - [n) = VA(T).
Avec le théoreme 1, on trouve

Coo S nVA(Hnil(Tv Z)v | : |n/n—1)1/n § nVA(T)l/n

Remarque. En dimension 2, I'inégalité 7 = VA(H'(T,Z),| - |2) < VA(T) est due & Babenko [3].
En toutes dimensions, I'inégalité co, < nVA(T)l/ ™ s’obtient aussi directement en appliquant l'inégalité
isopérimétrique aux boules du revétement universel.

10. PREUVE DU THEOREME 3

10.1. Volume asymptotique de la norme duale

Lemme 32. Soit E un groupe abélien libre de rang n, muni d’une norme N. Soit E* = Hom(E,Z) muni de
la norme duale N*. Notons (3, le volume de la boule unité euclidienne. Alors

VA(E,N)VAE*,N*) <3
avec éqalité si et seulement si la norme N est euclidienne.

Preuve. Soit R = E®R et soit B la boule unité de (R, N). Choisissons une structure euclidienne auxiliaire sur
R telle que le réseau E soit de volume 1, de sorte que VA(E, N) = Vol B. Ramenons E* et N* dans R au moyen
de la structure euclidienne. Soit B* la boule unité de N*. Alors E* est de volume 1 et VA(E*, N*) = Vol B*.
Enfin B* est le polaire du convexe B. L’inégalité de Blaschke-Santalo (voir [4,29] et [18], p. 165) énonce que
Vol B Vol B* < 32 avec égalité si et seulement si B est un ellipsoide. O

10.2. Preuve du théoréme 3

Soit T un tore riemannien de dimension n. Le théoréme de Burago et Ivanov [5], s’énonce
VA(T) > B
avec égalité si et seulement si T est plat. Or
VA(T) = Vol (T) VA(H(T,Z),| - |r).
D’apres la proposition 17, les normes | - [g sur Hi(T,Z) et | - |o sur HY(T,Z) sont duales, donc avec le

lemme 32,
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Ces deux inégalités donnent

d’ou

n—1 . 1/n
VAHNT,Z), | |oo)" !
S’il y a égalité (par exemple si n = 2 et coo = 24/7), on doit avoir 'égalité dans le théoréme de Burago-Ivanov,
donc la métrique est plate.

11. METRIQUES DE GRANDE CONSTANTE ISOPERIMETRIQUE ASYMPTOTIQUE

Proposition 33. En toute dimension, il existe des tores riemanniens de dimension n dont la constante
isopérimétrique asymptotique coo est arbitrairement petite.

Sin > 3, il existe des tores riemanniens de dimension n dont la constante isopérimétrique asymptotique Cxo
est arbitrairement grande.

Preuve. Petite constante. Par un changement conforme de métrique, on augmente le volume dans un petit
voisinage B d’un point. Cela affecte peu la masse en dimension n — 1, car faire éviter B a une hypersurface
cotite peu d’aire.

On part d’'une métrique plate sur T™. Soit B une boule de rayon e. Comme un sous-tore affine passe
dans ce voisinage un nombre de fois qui est proportionnel a son volume, il faut pour lui faire contourner la
boule B multiplier son volume par (1 + const.e”1). Ainsi, méme si par un changement conforme de métrique
on augmente dramatiquement le volume de B, la norme | - |g sur H,,—1(7,Z) augmente au plus d'un facteur
(1 + const.e"~1). D’aprés la proposition 17, la norme | - |o sur H"~(T,7Z) diminue peu, donc le volume
asymptotique de H"~1(T,Z) augmente peu, et par le théoréme 1, la constante co, diminue beaucoup.

Grande constante. On part de la métrique produit sur 7' = (R/Z)". On la perturbe en gardant le méme
volume mais en augmentant dramatiquement la norme | - |g sur H,,_1(T,Z). Alors, d’apres le théoreme 1, la
constante ¢, augmente beaucoup. Dans un premier temps, on modifie la métrique au voisinage d’une géodésique
v (le premier facteur du produit (R/Z)™), en la rendant trés grande dans les directions orthogonales & ~, et trés
petite dans la direction de «y, de sorte que 1’élément de volume ne change pas. Cela suffit a augmenter la masse
de la classe duale de [y]. En dimension > 2, on peut répéter cette chirurgie dans des tubes disjoints, chacun
parallele a I'un des facteurs. Cela suffit pour augmenter toutes les masses en dimension n — 1.

Ecrivons T = R /Z x T" avec la métrique initiale g = dt? + g’. Notons r la distance & I'origine de T". Fixons
€ > 0. Notons U; le voisinage tubulaire de largeur € du premier facteur. Choisissons deux fonctions lisses a. et
be sur R qui valent 1 en dehors de l'intervalle | — €, €] et telles que a. = €~ (resp. be = 1/€2) sur | — €/2,¢/2].
Posons

ge = aZdt* +b*(r)g’ dans Uy, gc=g ailleurs.
Le volume de g, reste voisin de 1. Soit e € H,,_1(T,Z) une classe dont le nombre d’intersection avec la classe
d’homologie du premier facteur est A # 0. Soit W € e un représentant de e. Alors la restriction &8 W N Uz de la
projection sur (77,b2(r) ¢') est de degré A\. Comme elle dimininue le volume, on a

Vol (W NU;) > const. |\ el ™.
Comme la dimension n est au moins 3, on peut placer n tubes U; paralleles chacun a un facteur et deux a

deux disjoints, et greffer dans chacun une métrique isométrique & g.. Si e € H,_1(T,Z) a pour composantes
(A1,...,An) dans la base naturelle, alors

n
le|g > const. e ™" (Z |/\z|> .
i=1
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On en tire par dualité pour la classe de la n — 1-forme ¢ = > N\;dt1 A -+ Adxi—1 Adzipr A+ ANdxy,
[[¢]]oo < comst. €™ ! (max |\;])

donc
VAH" XT,7Z),]| - |oo) > const.e' ™.

12. SOLIDES COVALENTS

Dans cette section, on construit une suite de problémes isopérimétriques continus (des métriques
riemanniennes périodiques) qui constituent une approximation du probléme isopérimétrique discret étudié dans
le théoréme 4. La donnée est un ensemble discret d’atomes et de liaisons (i.e. de segments disjoints reliant deux
atomes et affectés d'une énergie positive) dans R3.

On construit des métriques riemanniennes ayant les propriétés suivantes.

e FElles donnent un tres grand volume & un petit voisinage de chaque atome. En dehors de ces voisinages, le
volume est faible.

e Elles donnent & chaque surface une aire au moins proportionnelle a la somme des énergie des liaisons
qu’elle coupe. En dehors de voisinages des liaisons, 1aire est faible.

S’il est aisé d’approcher chaque ensemble fini d’atomes par un “domaine tubulaire” dont le volume est
proportionnel au nombre d’atomes dans B et l'aire du bord proportionnelle & 1’énergie de surface de B, la
construction réciproque est délicate. En effet, lorsqu’un atome a est proche du bord du domaine D, faut-il
ou non le prendre ? Si le domaine D est presque optimal pour le probleme isopérimétrique continu, on peut
montrer qu'apres nettoyage il contient franchement tout atome a (i.e. il contient ou bien presque tout le volume
du voisinage de a, ou bien une treés faible proportion de ce volume). De méme, son bord coupe franchement les
liaisons entre atomes. Mais cela nécessite un controle des propriétés isopérimétriques de la métrique construite
dans les régions ou elle varie beaucoup, et rend la preuve particulierement laborieuse.

12.1. Comparaison des problémes isopérimétriques discret et continu

On appelera solide covalent la donné d’un ensemble A uniformément discret et uniformément dense dans R™,
et d’une fonction énergie de liaison e positive et symétrique sur A x A a support dans un voisinage borné de la
diagonale.

Etant donnée une partie finie B de A, on note

E(@B)= > elay,ea).

(LleB,aggB

On note I la fonction sur les entiers positifs qui donne pour chaque N le minimum de E(9B) sur toutes les
parties B de A & N éléments. De principes généraux (voir [17] Chap. 6), il résulte que la fonction I, est encadrée
par deux fonctions de la forme const. 77/,

Définition 34. Soit g une métrique riemanienne sur R™ et (A, e) un solide covalent de R™. On dit qu'une
partie finie B de A et un domaine D de R"™ sont vy, sy, e-comparables si

(1 —€)va#B < Vol,(D) < (1+€)ua#B

et
(1 —€)sxE(0B) < Airey(0D) < (1 +¢€)s2E(0B).
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Proposition 35. Il existe une famille de métriques riemanniennes lisses gx (de profil isopérimétrique Iy ) sur
R3 et des nombres ey et €\ tendant vers 0 lorsque A tend vers +oo tels que toute partie finie B de A soit
Uy, Sx, Ex-comparable a un domaine D de R® contenu dans un voisinage de largeur bornée (pour la métrique
euclidienne) de B. Inversement, tout domaine D de R?® de volume suffisamment grand et presque optimal, i.e.
tel que Airex(0D) < (1 + €)1\ (Volr(D)) est vy, Sx, €x-comparable a une partie finie B de A.

Si l’ensemble A et la fonction e sont périodiques, il en est de méme des métriques gy.

La preuve de la proposition 35 occupe les sections 12.2 a 12.8.

12.2. Construction des métriques g,

Dans R3, nous allons utiliser simultanément deux métriques riemanniennes, la métrique euclidienne g de
référence, et la métrique gy. Celle-ci n’interviendra qu’a travers son élément de volume Voly et I’élément d’aire
Airey qu’elle induit sur les surfaces. La distance associée & gy ne jouera aucun role. Ainsi une boule B(a,r)
sera toujours relative a la métrique euclidienne.

Dans R?, on trace les segments de droite d’extrémités a; et az € A tels que e(ay,az) > 0. On les perturbe
un peu pour obtenir des arcs d’intérieurs deux a deux disjoints. On modifie la métrique euclidienne seulement
au voisinage de ces arcs.

Fixons des réels positifs r et r’ tels que les boules de rayon r centrées aux points de A soient deux a deux
disjointes et tels que les voisinages tubulaires de largeur 7’ des arcs soient deux & deux disjoints hors des boules
de rayon r centrées sur A. L’existence de ces constantes résulte des hypotheses uniformes sur ’ensemble A. En
effet, soit R > 0 tel que e(ai,as) > 0si |az —a1| > R. Comme A est uniformément discret, le nombre de points
de A dans toute boule de rayon R est borné uniformément, donc le nombre de segments tracés dans une boule
de rayon R est borné, et on peut les disjoindre uniformément.

On choisit des fonctions by sur R, telles que by est constante sur [0,7'], égale & 1 en dehors d’un intervalle

T
[0, 7"[ un tout petit peu plus grand. Plus précisément, on note sy = / 27y (p)p dp et on s’arrange pour que
0

"

syt / 27t (p)p dp
0

tende vers 1 quand A tend vers +oo.

Dans le voisinage tubulaire de largeur r”” de I’arc reliant a; & as, en coordonnées normales a ’arc, la métrique
g satisfait gy > dz? + e(a1, a2)bx(p)(dp® + p?dh?) avec bgalité en dehors des boules de rayon r centrées aux
extrémités.

Soit a un point de A d’oll partent plusieurs arcs. On ajoute toutes les métriques dz2 + e(a1, az)bx(p)(dp?
+p%df?) correspondant & tous ces arcs. Notons v} le volume de la boule B(a,r) pour la métrique obtenue. Soit
7 un réel compris entre 7 et r, suffisamment proche de r pour que Vol (B(a,r) \ B(a,7)) < 3Vol(B(a,r)).
On augmente encore la métrique dans un tout petit voisinage de B(a,7) de sorte que sur B(a,T) elle soit
proportionnelle & la métrique euclidienne. On note vy = VolyB(a,r) le volume de la boule de rayon r pour la
métrique obtenue. On s’arrange pour que sy tende vers +oo et que sg/m et v} /vy tendent vers 0.

En dehors des arcs, la métrique reste essentiellement égale a la métrique euclidienne. Pour les arcs qui sont
des segments de droites, la condition b = 1 au bord suffit pour le raccordement. Au bord du voisinage tubulaire
d’un arc non rectiligne, il y a une modification mineure a faire.

L’élément de volume dVoly, (resp. I’élément d’aire dAirey induit sur les surfaces) de la métrique gy est partout
plus grand que celui dVol (resp. dAire) de la métrique riemannienne de référence. On a partout les inégalités

dVoly < 0,dVol, et dAirey < 6i/3dAire,
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ol Uy /vy tend vers 1 lorsque A tend vers +00. En dehors de la réunion des boules de rayon r centrées aux points
de A, on peut améliorer ces inégalités en

dVoly < §)dVol, et dAirey < 5ydAire,
ol §)/sx tend vers 1 lorsque A tend vers +o0.

12.3. Propriétés isopérimétriques locales des métriques g
On utilise le résultat classique suivant, voir par exemple [17] chapitre 6.

Lemme 36. Soit Q un domaine contenu dans une boule B de l’espace euclidien R™, et dont le volume est
inférieur o celui de la boule. Notons S = 90\ 08 la partie du bord de Q qui est & Uintérieur de la boule. On a
l'inégalité
Vol (Q) < const. Aire(S)™/ "L,
Soit Sy la borne supérieure des aires des bords des boules B(a,r) (S) est du méme ordre de grandeur que sy).
Lemme 37. Soit a € A. Soit S une surface qui partage la boule B(a,r) en deuz domaines ) et ¥ tels que
Vol (2) < Vol (). Si Airey(S) < 5% alors
VOL\(Q) < €\vx

ot €y tend vers 0 lorsque A tend vers +00. De plus

1
Vol () < §VOIB(CL, ).

Preuve. Comme B(a,7) munie de la métrique g est isométrique & une boule euclidienne, on peut appliquer
le lemme 36 & S = SN B(a,7) et & =02N B(a,7) (ou a son complémentaire ). Il vient

min{ Vol (Q), Vol ()} < const. Airey (5)*/2.

Le plus petit des volumes de Q et de son complémentaire est tres petit devant vy, donc le plus grand est de l'ordre
de vy, bien supérieur au volume de © (au plus la moitié de vy ), donc c’est bien €2 et non son complémentaire
qui a le plus petit volume. Il vient

Voly (92) < Vol (Q) + Voly(B(a,r) \ B(a,)) < const. s3 + v}
qui est petit devant vy. Enfin

Vol ~ v;1Vol)\S~)
est petit. Comme Vol (B(a,r) \ B(a, 7)) < $Vol (B(a,r)),

Vol < Vol © + Vol (B(a, 7) \ B(a, 7)) < %Vol (B(a,7))

lorsque A est grand. O

Lemme 38. Soit a € A et soit Q0 une partie de la boule B(a,r) dont le complémentaire a un volume (pour
gx) petit devant vy. On fize un arc [a, az] issu de a, un plan P perpendiculaire & cet arc, muni de la métrique
induite par gx. A chaque point de ce plan correspond un segment paralléle a Uarc (i.e. paramétré en coordonnées
normales par t a r et 0 constants). Soit Z ’ensemble des segments qui ne rencontrent pas 2. Alors laire de Z
est petite devant sy.
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Preuve. Notons (3 l'intersection de la boule B(a,7) et du voisinage tubulaire de 1’axe. Notons 7 : § — P
la projection le long des segments paralleles & 1’arc. Notons 3’ la boule de rayon 7’ dans P, et v = 7= 1(3').
Munie de la métrique gy, B(a,7) est isométrique & une boule euclidienne dont le volume est de 1'ordre de vy.
L’ensemble 7y est isométrique a l'intersection de cette boule avec un cylindre, et son volume est du méme ordre
de grandeur. Munie de la métrique induite par gy, 3 est isométrique & une boule euclidienne dont le volume
est de l'ordre de sy, et la projection 7 : v — (3’ est linéaire et surjective. Son jacobien J(7) est constant et la

/

longueur des fibres de 'ordre de v/l\ 3 D’apres la formule de la coaire, si Z C 3,

Voly(n71Z) = /Z (/1( )J(TF)1> dz ~ J(w)flvi/gAireA(Z).

En faisant Z = [/, on trouve J(mw) ~ s/ vi/ 3 En appliquant cette formule & 'ensemble Z de 1’énoncé, pour
lequel 717 est contenu dans le complémentaire de €, on trouve que sy 'Airey(Z) < vy ' Voly(B(z,7) \ ) est
petit. O
Lemme 39. Soit f une fonction sur R3. Soient ay, az deuz points de A tels que e(ai,az) > 0, donc reliés par
un tube T. On note f(a;) la médiane de f sur la boule B(a;,r) pour la mesure Voly, i.e.

Volx(B(as, ) N {f < fla:)}) < %UA < Voly(B(ai, ) N {f > f(as)}).

Soit C' > 0. On suppose que pouri =1, 2,

/ |df|A dVoly < Csy.
B(a;,r)

Alors
/T [df|x dVoly > (1 — ex)sx(|f(az) — F(ar)| — xC),

ot €y tend vers 0 quand \ tend vers +o0.

Preuve. Posons ¢y = C/sy. D’apres la formule de la coaire,

flai)
/ Airex(B(az,r) N{f =s})ds < (;5;1/ |df|x dVoly.

flai)—¢x B(as,r)

Par conséquent, il existe s €] f(a;) — dx, f(a:)[ tel que

Airex(B(az,r)N{f=s}) < (;5;1/ |df|x dVoly.

(ai,r

Par hypothese, cette intégrale est majorée par Csy, donc Airey(B(a;,r) N {f = s}) < s3 < S% pour A grand.
D’apres le lemme 37, Voly(B(a;,r) N {f < s}) est petit devant vy. On peut donc appliquer le lemme 38. Dans
le tube T, utilisons les coordonnées (t, p, #) normales & 1’arc reliant les deux atomes a; et az. L’ensemble Z des
segments 0, ¢ tels que o, 9N B(a,r) rencontre { f < s} est d’Airey petite devant sy. On fait le méme travail dans
Vintervalle | f(a;), f(a;) + éx[. On trouve un ensemble Z’ d’Airey petite devant sy telle que pour (p,8) ¢ Z/,
sur le segment o, ¢ et dans chacune des boules B(a;,r), la fonction f est & valeurs dans ]f~(az) — O, f(ai) + Pl
On note o7, 5 la partie du segment 0, ¢ située en dehors des deux boules B(a;,7) et e;(p,0) ses extrémités. Hors

des boules B(a;,r), la métrique g est un produit dt? + e(ay, az2)bx(p)(dp? + p?dh?). Par conséquent

of
> | —=
b= |5
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IRE = [F(es(p.0)) — F(er(p. )]

[
0.6 Y6

Si (p,0) ¢ Z', | f(ei(p,0)) — f(ai)] < ¢a, donc

/T|df|,\ dVoly > (sx — Airex(Z'))e(ar, a2)(|f(az) — fa1)] — 2¢5).

12.4. Domaine tubulaire associé 4 un ensemble d’atomes

Soit B une partie finie de ’ensemble A des atomes. On lui associe un domaine D de R? comme suit. On
prend la réunion des boules de rayon r centrées sur B, et on y ajoute des tubes : un voisinage tubulaire de ’arc
reliant a; & az pour chaque paire telle que a; € B et ax ¢ B. Par construction, DN A = B. On a les inégalités

ua#EB < Voly (D) < va#B + const. sx#B,
alors que le volume de son bord satisfait
sxE(0B) < Airex(0D) < syE(0B) + const. #B,

olu les constantes ne dépendent ni de A ni de B. En effet, les contributions importantes au volume de D viennent
des boules centrées sur B. Comme le nombre de tubes issus de chaque sommet est borné, les tubes sont en
nombre proportionnel & #B. Les contributions importantes a ’aire du bord viennent des spheres de rayon r
centrées en des points de B qui coupent des liaisons entre points de B et points du complémentaire. L’aire du
bord de chaque tube est bornée et leur nombre est proportionnel a #B.
On peut en particulier majorer le profil isopérimétrique I de gy. En effet, si D est le domaine construit a
partir d’un ensemble fini B, I'inégalité I (Voly(D)) < Airey(9D) se traduit par
I (7) < const. A 23

2/3
Uy

pour 7 multiple entier de vy. D’apres le théoreme 1, cette inégalité reste vraie pour tout 7 assez grand.

12.5. Ensemble d’atomes associé & un domaine presque optimal

Inversement, étant donné un domaine D de R3, on va lui associer un sous-ensemble fini B de A tel que vy#B
soit voisin de VolyD.

On se livre a un nettoyage préliminaire : on modifie D de sorte que le bord D ne laisse que peu d’aire
dans chaque boule de rayon r centrée en un point de A. Soit By l'ensemble des points a de A tels que
Airey (0D N B(a,r)) > Sx. Pour chaque a € By, si on ajoute ou retire & D la boule B(a,r), I’Airey de 0D
diminue. Notons 7 la somme des volumes des intersections D N B(a,r), lorsque a décrit By. Soit k la partie
entiere de 7/vyx. Sion ajoute & D k des boules centrées sur des points de By et on retranche & D les #By — k
autres, on obtient un nouveau domaine D’ tel que

[VolyD' — Vol D| <wvy et Airey(D’) < Airey(D).

Par construction, pour tout a € A, Airey(0D' N B(a,r)) < Sh.
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1
Soit B I’ensemble des atomes a € A tels que Voly(D' N B(a,r)) > iw. Comme Sy < S%, on peut appliquer
le lemme 37 & l'intersection D’ N B(a,r) pour tout a € B. On a Voly(D' N B(a,r)) > (1 —e€x)vy. Par conséquent

n#B < VOL\(D/)/(l —€x).
Autrement dit, lorsque A est grand, le nombre d’atomes dans B est majoré par la valeur souhaitée.

12.6. Minoration du nombre d’atomes

Montrons que si D est de volume suffisamment grand et est compétitif du point de vue isopérimétrique, i.e.
si Airey (0D) < const. I\ (Volx(D)), alors vx#B > Vol (D')(1 — €)). Notons

D'=DyuDyul 9,
J

ol D5 est lintersection de D’ avec la réunion des boules de rayon r centrées aux points de B et les €; sont les
intersections de D’ avec les boules de rayon r centrées aux points a; de A\ B. Notons S; = 0D’ U B(aj,r) la
partie du bord de ; qui n’est pas dans le bord de B(a;,r). Grace au nettoyage préliminaire,

Aire,\(Sj) S S,\

vy donc d’apres le lemme 37, Vol §2; < %VolB(aj, ).

pour tout j. Par construction de 'ensemble B, Vol»{2; < %

D’apres le lemme 36,
Vol (Q;) < const. Aire(S;)%/? < const. Airey (S;)/2
car Aire < Airey. Il vient

ZVOI (€©;) < const. ZAiI‘e,\(Sj‘)?’/Q < const. Si/z ZAire)\(Sj) < const. Si/QAire)\(aD').
J J J

Avec 'hypotheése que Airey (0D) < const. Iy (Voly(D)) et lestimation obtenue plus haut du profil Iy, il vient

Vol\(D') < s),Vol(Dy) + Volx(D2) + vy ZVol (£2;) < sxVol\(D') + va#B + const. Si/QAire)\(aD’)
J

< v #B + const. (sAVol)\(D') + 31/2 8;/3 VOlA(D/)Q/S) :
UX

Ceci prouve que lorsque Vol (D’) est assez grand, Voly(D') < (1 4 ex)va#B.

12.7. Minoration de I’aire du bord

Comparons maintenant Airey(0D') & E(0B). Soient aj et az des points de A tels que a; € B, as ¢ B et
e(a1,az) > 0. Notons T le tube reliant a; & az. Montrons que

sxe(ar,az) < (14 ex)Airex(T'NAD’).

Notons 2 = B(ai,r) N D’ et ' = B(ag,r) \ D’. Le lemme 37 montre que le complémentaire de  (resp. de
Q') a un volume petit devant vy. Notons X la boule de rayon 7"/ dans un plan perpendiculaire & I’arc [aq, as].
Son aire vaut e(aj,as)sy. D’apres le lemme 38, I'ensemble Z C X des segments paralléles & 1'arc [a,as]
dont l'intersection avec B(ai,r) est entierement contenue dans  ou bien dont l'intersection avec B(aq, ) est
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entierement contenue dans ) est d’aire petite devant sy. Tout segment qui n’est pas dans Z rencontre donc
a la fois D’ et son complémentaire. Il coupe donc le bord 9D’. Ceci prouve que

Aire) (T NOD') > Airex(X \ Z) > sae(ar, az)(1 — €y)

ou € tend vers 0.
En sommant sur les liaisons [a1, az] entre points de B et points du complémentaire, on conclut que

Aire/\(aD/) > sAE(0B)(1 —ey).

12.8. Majoration de 1’aire du bord
Montrons que si le domaine D est presque optimal, i.e. si Airey(9D) < (1 + €x)Ix(Volx(D)), alors

Aire)(0D) < (1 +€))E(9B).
En effet, notons A le domaine tubulaire associé a l’ensemble B. Il satisfait
VO])\(A) ~ v)\#B ~ VOL\(D)

et
Airey(0A) ~ sy E(OB).

Par définition du profil isopérimétrique,
IA (VOL\A) S Aire)\ (8A)
or si Vol (D) est suffisamment grand, la fonction I est presque une fonction puissance donc

Aire), (8D) < (1 + 6,\)])\ (VOL\(D)) ~ Iy (VOL\A) < Aire,\(aA) ~ S,\E(@B)
Ceci acheve la preuve de la proposition 35. O

13. PREUVE DU THEOREME 4

13.1. Normes induites sur H; par les métriques g)

Lemme 40. Soit (A, e) un solide covalent invariant par un groupe G de translations. La métrique gy induit
une métrique riemannienne, encore notée gy, sur le tore T = R3*/G. On note | - |1,x la norme sur Hy(T,R)
quotient de la norme L sur les 1-formes différentielles calculée au moyen de la métrique gx. On note | - |f/\ la
norme duale sur Hy(T,R). Lorsque \ tend vers +oo, la boule unité Bx de la norme sx| - |7\ converge vers la
boule unité B de la norme cristalline pour la distance de Hausdorff.

Preuve. Notons I le graphe dont I’ensemble des sommets est A et dont les arétes correspondent aux couples
(a1, a2) tels que e(ay,az) > 0. Soit ' = f‘/G C’est un graphe fini qu’on peut imaginer plongé dans le tore T', en
réalisant ses arétes par les arcs qui interviennent dans la construction des métriques gx. On note A le quotient
par G du domaine tubulaire associé & A entier. Soit ¢ une forme linéaire sur R® et f un cocycle représentant £,
au sens de la définition 4. La fonction g = f — £ sur A est G-invariante. Elle est donc définie sur les sommets
de I'. Prolongeons la a I" de sorte qu’elle soit constante dans le r-voisinage des sommets, et affine sur le reste
des arcs. Prolongeons & nouveau cette fonction au domaine tubulaire A via la projection orthogonale sur les
arcs. Prolongeons la enfin au reste du tore T' au moyen d’une troncature. En lui ajoutant la fonction linéaire £,
on trouve un prolongement f’ de f & R3. Alors ay = df’ passe au quotient en une 1-forme fermée sur le tore 7T,



FORMES DES CRISTAUX 659

identiquement nulle sur les boules B(a,r) centrées sur les points de A/G, et telle que sur les tubes reliant deux
points de A/G, les composantes tangentielles de oy sont nulles. Clairement, la norme de ay pour la métrique
gx est indépendante de A (au facteur multiplicatif sy pres). Elle satisfait

s llyn < sall £y + const. [y
ol | - |ref désigne la norme euclidienne de référence sur le dual de R3. Cela signifie que
[€lix < salllcpis + const. €y

Inversement, soit o une 1-forme fermée sur T dont la classe de cohomologie est celle de la forme linéaire ¢. On
va minorer sa norme L' par une quantité voisine de sx||ris. On peut donc supposer que cette norme L' est
inférieure & syconst. |¢|,cr. Sur le revétement universel R3, o est exacte, « = df. Si a € A, on définit f)\(a)
comme la valeur médiane de f sur la boule B(a,r) pour la mesure Voly, i.e.

—_

Volx(B(a,r) N {f < fa(a)}) < 30 < Volx(B(a,r) N {f > fa(a)})-

Alors f)\ est un cocycle représentant ¢. Lorsque A tend vers 4o0, f)\ converge vers la restriction de f a A. Le
lemme 39 montre que la norme L' de la 1-forme a pour la métrique gy satisfait

Fallpon = (1= en)salll fx ll, — exconst. [€lrey)

ou €) tend vers 0 quand A tend vers +o0o. Par conséquent
a2 (L= ex)sa(llleris — xllres)-

On conclut que si | - [f.;, est une norme, alors | - |1,» est équivalente a sx|f|%,,; lorsque A\ tend vers +oo,
uniformément sur le dual de R3. Par conséquent les boules unité des normes duales convergent au sens de
Hausdorff.

Le lemme 41 montre que cette conclusion persiste méme si | - n’est pas une norme. O

|Zm’s
Lemme 41. Soit (V.| |) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit € > 0 et soient |- |§ et |- |7 deux
semi-normes sur le dual V* telles que

o —el-I"<l-1T<]-1o+elI"
Alors la distance de Hausdorff entre les boules unité

Bi={veV; VoeV Lv) <}
est inférieure a const. €.

Preuve. Notons V* C V* le sous-espace vectoriel des formes linéaires de norme [¢|§ nulle, et Vy C V le
sous-espace des vecteurs annulés par Vi*. Soit Vi C V un supplémentaire de Vo et V7 C V* son annulateur.
Comme | - |§ est une norme sur Vi, si £ = lg+ ¢1 € Vi + Vi* = V*, alors

[¢]7 < (1 + const. €)|lo|f + €|l1]".
Par dualité entre norme L' et norme L>®, siv =vg+v1 € Vo + Vi =V,

1 1
|v]1 > max { —— |vglo, —|v1] ¢ -
1 + const. € €
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Par conséquent, si v = vy + vg € B, alors |uglo < 1+ const. € et |v;| < e. En particulier v’ = mvo € [ et
|v —v’| < const. e. Ceci prouve que la boule 3; est contenue dans le const. e-voisinage de §y. En échangeant les
roles de (1 et de [y, on montre que [y est contenue dans le const. e-voisinage de 3;. On conclut que la distance
de Hausdorff entre 31 et By est au plus égale a const. €. O

13.2. Preuve du théoréme 4

On raisonne par I’absurde. Soit N; une suite d’entiers tendant vers +o0. Soit B; une partie a N; éléments
de A qui est approximativement optimale, i.e. telle que E(9B;) < (1 + €;)I4(NN;) ou la suite ¢; tend vers 0,
mais qui ne converge pas au sens de la distance § introduite en 5 vers une boule de la norme cristalline. Notons
D; le domaine tubulaire construit a partir de B;.

La proposition 34 montre qu’il existe jx tel que pour j > jx, D; soit approximativement optimal pour toutes
les métriques gy, précisément,

7>\ => Aire,\(aDj) < (1 + Gj,,\)I)\(VOL\(Dj))

ol €; 5 tend vers 0 quand j et A tendent vers +oo avec j > ji.

Par hypothese, le solide (A, e) est périodique, de réseau de Bravais G. D’apres [22], il existe pour chaque A
un difféomorphisme 1, du tore R3/G, isotope a I'identité et tel que 1’élément de volume de la métrique »3Iga
soit constant. On note ¥ un relevement de v, au revétement universel. C’est un difféomorphisme de R? qui
déplace les points d’une distance bornée, disons, par 9.

D’apres la proposition 31, pour chaque A et lorsque j est assez grand, le courant Ip; est proche en norme b
d’une boule 3;,x de la norme |- |7 , induite sur H; (R?/G,R) = R? par la métrique gy, précisément

& =115, o,y = 18,5 Il / Vol (Dj)

tend vers 0 lorsque, & A fixé, j tend vers U'infini. En dimension maximum, la norme b coincide avec la masse,
i.e. avec le volume. Par conséquent le nombre ¢; x, volume de la différence symétrique des ensembles LZA(D]»)
et Bj.x, majore la distance §(¢x(D;), Bj.1). Comme la distance de Hausdorff entre 1y (D;) et B, est majorée
par 0y + d ou d est le diametre euclidien d’'un domaine fondamental pour le groupe de Bravais G, la distance
5(1;,\(Dj), B;) tend vers 0 lorsque, & A fixé, j tend vers U'infini.

D’apres le lemme 40, pour toute boule 3;  pour la norme |- |’{ \» il existe une boule 3; pour la norme cristalline
telle que 6(8;,x, ;) tende vers 0 lorsque A tend vers I'infini indépendamment de j. En donnant & A des valeurs
entieres et en choisissant pour chaque A un jy assez grand, on obtient une sous-suite B;, qui converge vers des
boules de la norme cristalline, contradiction. O

13.3. Propriétés de la norme cristalline

On va donner une borne supérieure pour le nombre de facettes de la forme d’équilibre d’un cristal (A, e) de
groupe de Bravais G. Notons I' le graphe dont I’ensemble des sommets est A et dont les arétes correspondent
aux couples (a1, az) tels que e(ar,ag) > 0. Soit ' = T'/G. C’est un graphe fini qu’on peut imaginer plongé dans
le tore R3/G, en réalisant ses arétes par des segments géodésiques, éventuellement déformés pour étre deux a
deux disjoints. Notons A le nombre de sommets et £ le nombre d’arétes du graphe I'.

Proposition 42. La boule unité de la norme cristalline est un polyédre dont le nombre de facettes est au plus
égal ¢ 2F—A+2 ( AE_ 3 ), ot A est le nombre d’atomes par cellule et L le nombre de liaisons par cellule. Si la

fonction énergie est a valeurs rationnelles, alors les facettes sont portées par des plans rationnels.

Preuve. Notons C°(T', Z) ~ ZA le groupe des fonctions & valeurs entieres sur les sommets de I et C(T", Z) ~ Z*
le groupe des fonctions antisymétriques sur les arétes orientées de I'. La cohomologie de I'espace topologique I'
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peut se calculer ainsi
HYT',Z)=CXT,z)/dC° (T, Z)

ou si g est une fonction sur les sommets, alors sur une aréte orientée (ai,az), dg(ai,az2) = g(az) — g(ai). On
munit le groupe C*(T', Z) de la norme ¢! déterminée par la fonction énergie

lch = ) elar,as)lc(ar, az)

aretes

et le quotient H!(T',Z) de la semi-norme quotient. Le plongement de I' dans le tore R?/G induit un homomor-
phisme

h:G*=H'R3/G,Z) — HT,Z).

La semi-norme sur G* duale de la norme cristalline est simplement la semi-norme induite sur G* par cet
homomorphisme. En effet, celui-ci se releve & C1(T',Z). Soit £ € G* et (a1, az) une aréte de I'. Posons

h(é)(al,ag) = f(ag) — E(al).

Par invariance, la fonction h(f) passe au quotient et devient une fonction sur les arétes de T'. Les “cocycles
représentant ¢ de la définition 4 forment le sous-espace affine h(¢) + dC°(T',Z). Minimiser la norme |- |; dans
ce sous-espace affine revient & calculer la norme quotient de h(¢) dans H'(T', Z).

Celle-ci est polyédrale. En effet, la boule unité de la norme |- |; est un polyedre. Sa projection dans
HY(T,R) = HY(T',Z) ® R est un polyedre. L’image réciproque de ce polyedre dans G* @ R = (R®)* est un
polyedre éventuellement non borné. Par dualité, la boule unité # de la norme cristalline est donc un polyedre
borné, éventuellement contenu dans un sous-espace vectoriel rationnel (I'image de H;(T',R) — H;(R3/G,R)).

Majorons le nombre de facettes de . Orientons arbitrairement les arétes de I'. La boule unité de la norme
| - |1 est un octaedre (généralisé). Ses faces de dimension k sont en bijection avec les partitions de ’ensemble «
des arétes en trois parties ay, a— et ap ot #(a\ o) = k+ 1. L'intérieur de la face associée a une telle partition
est définie par les équations et inéquations

c(ai,az) > 0(resp. < 0, resp. =0) si (a1,a2) € at (resp. a—, resp. ap),

et

Z e(a1,az)c(ar, az) — Z e(ar,az)clar,az) = 1.

(a1,a2)€ay (a1,a2)€a_

—1-k
Considérons le sous-groupe dC°(T, Z) 4 im(h) € C'(T, Z). Son rang vaut A+ 2. Sur le sous-espace vectoriel
V' qu’il engendre, I'octaedre trace un polyedre P. Chaque sommet de P est 'intersection de V' avec au moins
une face de dimension k = £L—.A—2 de 'octaedre. La boule unité 8* de la norme |- |%,;, s’obtient en projetant P
parallelement & dC°(T, R). Chaque sommet de 3* est la projection d’au moins un sommet de P. Enfin chaque
facette du polyedre 3 possede une équation de la forme ¢(z) = 1 ou £ est un sommet de §*. Il y en a donc au

Le nombre de faces de dimension k est 2Ft! ( c £ )

gL—A-1 L
A+1 )
Si e est a valeurs rationnelles, alors les faces de 'octaedre sont définies sur Q. Comme les autres étapes de la
construction ne font intervenir que des sous-espaces définis sur Q, on conclut que les facettes de 8 sont définies
sur Q. O

plus
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13.4. Exemple : le diamant

Le diamant a pour groupe de Bravais le réseau engendré par les centres des faces d’un cube. La cellule
(domaine fondamental) est la moitié de ce cube. Il y a 2 atomes et 4 liaisons par cellule. Les liaisons relient un
atome a ses 4 plus proches voisins, disposés comme les sommets d’'un tétraedre régulier. Toutes les liaisons sont
de force égale. Dans ce cas, P coincide avec 'octaedre régulier en dimension 4. Sa projection §* sur G* ® R est
un cube et la forme d’équilibre est un octaedre. La borne supérieure donnée par la proposition 42 est 8. Elle
est atteinte dans cet exemple.

Détaillons le calcul de la norme cristalline, en commengant par celui de la norme duale. On peut supposer
que I'un des atomes est a l'origine. On note ay, as, as et ayq ses plus proches voisins. Ces quatre vecteurs ont
méme longueur et leur somme est nulle. Soit ¢ une forme linéaire. Un cocycle représentant ¢ s’écrit f = ¢+ h
ou h est une fonction G-invariante sur les atomes. Comme il n’y a que deux atomes par cellule, & une constante
additive pres, il ne reste qu'un parametre, c’est la valeur commune ¢ des nombres h(a;) — h(0). La norme |€|%,,,
est la borne inférieure de la fonction

4
tn(t) = Z 10(as) +t].

D’apres l'inégalité triangulaire, |€(a1) + t| + [€(as) + t| > €(a1) — €(as) et I'égalité a lieu si l(ag) < t < l(aq).
Par conséquent, pour toute permutation o de {1,2,3,4},

n(t) > ag1y) — Uag(s)) + Uag2)) = L aow) = 2(asq) + ag(2))

*

et 'égalité & lieu lorsque £(as (1)) < l(ag(3)) <t < L(ay(2)) < L(agay). On conclut que |€]%.;,
des 6 nombres de la forme 2{(a,(1) + ay(2)). Notons e; = %(ai + a4) trois des milieux des cotés du tétraedre
formé par les plus proches voisins. Dans la base duale, la norme |.| est une norme £°°,

est le plus grand

[]eris = 4max{[l(er)], [£(e2)], [€(e3)[}-

Les équations des faces de sa boule unité sont de la forme 4¢(e;) = £1. La norme duale |.|cis est, & un
facteur 4 pres, la norme ¢! dans la base (e, €2, e3). Les sommets de sa boule unité sont les 44e;, i.e. les milieux
des cotés du tétraedre dilaté d’un facteur 4.

14. INEGALITE DE SOBOLEV ASYMPTOTIQUE ET HOMOGENEISATION

14.1. Version asymptotique

Proposition 43. Soit p > n/n — 1. La propriété isopérimétrique asymptotique

lim inf I(a)/a" Y™ > coo

a——+o0

équivaut a l'inégalité de Sobolev asymptotique suivante. Pour tout C' > 1/cso, il existe un C’ tel que, pour toute
fonction u lisse a support compact,

Fullgnms < Clldu e+ C L u ]

Preuve. Supposons que liminf I(a)/a™"Y/™ > ¢4 et soit C' > 1/coo. Il existe un « tel que a®~ /" < CI(a)
pour a > «. Soit u une fonction lisse a support compact. Comme |d|u|| < |du|, on peut supposer que u > 0.
Soit 7 € R tel que Aire{u >t} > a pour t < 7 et Aire{u > 7} < . Notons v = min{u,7}. Pour ¢ < 7, notons
Xt la fonction caractéristique de ’ensemble de niveau {u > t}. Alors pour tout point z,

o(z) = /O ") dt.
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11 vient

o]

)
o < / x|
0

Comme u — v est a support dans le domaine {u > 7} d’aire inférieure & «, I'inégalité de Holder donne

o dt :/ (Vol {u > £})"=1/n gt < 0/ M({u=t))dt = C | du ..
0 0

/-1 < ap_n/an u—=v ||Lp

[u—v]

d’on
F s < Clldullp +C [l u L
avec O/ = aP~"/Pn,
Inversement, appliquons l'inégalité de Sobolev asymptotique & (une approximation de) la fonction
caractéristique d’'un domaine D. On trouve

Vol (D)"~Y/™ < ¢ M(8D) + C" Vol (D)*/?,

d'ou, si - =35 —¢,
1
I(a) > 5a"*1/"(1 —CC'a™°).
Ceci entraine bien que lim inf I(a)/a™ /" > co. O

a——+00
14.2. Homogénéisation

Définition 44. Soit (M, g) une variété riemannienne. Notons C(M, g) la meilleure constante C' dans 'inégalité
de Sobolev

[ wllpnnn < Cll du |
pour les fonctions lisses a support compact sur M.

Notons C (M, g) la meilleure constante C’ telle que 1'inégalité

el pnsn < du |

soit satisfaite pour toute fonction w lisse, & support compact sur M, et telle que || du || o < 1.

Etant donné une métrique périodique g sur R™, considérons la famille des métriques dilatées g; = =257 g.
Comme les métriques g; sont homothétiques, la constante de Sobolev C'(R™, g;) est indépendante de t. Elle vaut

C(R", g:) = sup{a"~/"/I(a) | a > 0}

ou I désigne le profil isopérimétrique de (R™, g). En revanche, la constante modifiée Coo (R™, g¢) dépend de t.
Lorsque t tend vers 0, elle tend vers C(R?, g).
Proposition 45. lim sup Coo(R",9:) < 1/Coo.

t——+oo

Preuve. Le profil isopérimétrique I; de gy satisfait I;(a) = t'~"I(t"a). La fonction I;(a)/a™ /™ converge donc
Vers o, lorsque a tend vers +oo d’autant plus vite que t est grand. Par conséquent, pour chaque C' > 1/c
et p > n/n — 1 fixés, la constante C’ de 'inégalité de Sobolev asymptotique 43 pour la métrique g; tend vers 0
lorsque t tend vers +o0o. Autrement dit, il existe des constantes C; tendant vers ¢y, et C; tendant vers 0 telles
que

[ wl Lr/n—1(g) = Ct du ||L1(gt) +Cllu ||Lp(gt)-
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Posons ¢ = np/n 4+ p. Comme les métriques g; sont uniformément équivalentes & une métrique euclidienne,
I'inégalité de Sobolev

l Lo gy < C7 Il du | agg,)

est satisfaite avec une (mauvaise) constante indépendante de ¢. Si u satisfait || du [[;~(,,) <1, on majore

| du HL‘I(gt) < [l du ||L1(gt)

d’ou

e llpe gy < C7 I du g,

et on obtient

el prnr(gy < (Co 4 CLC™) || du [l 1,

et la constante tend vers 1/co lorsque ¢ tend vers +oco. O

Remarque. On peut interpréter cette proposition comme un énoncé sur ’homogénéisation de 1’équation des
minimisantes de la norme L} & norme L™/"~! fixée en dimension n (cf. [31], Chap. 5). Supposant g = f geuci
conforme & une métrique euclidienne (en dimension 2, ce n’est pas une restriction), on considere des fonctions
u uniformément lipschitziennes pour la métrique euclidienne et on examine le comportement asymptotique de
la quantité

‘ \/ff(tx)2u(x)"/”*1 dx'
ST () |Vl () d
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